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Esta tese consiste na discussfo 5; uma formulacio de
elementos finitos para a equagao de difusdo-conveccao,
utilizando um esquema de Petrov-Galerkin com fungoes de
ponderagio descontinuas. "0 esquema, conhecido como SUPG,
introduz o conceito de "upwind” de maneira consistente, g pode
ser facilmente aplicado a problemas transientes e/ou
multidimensionais. fipresentam-se testes numéricos, uni e
bidimensionais, para ilustrar as principais caracteristicas do
métode de corregdo. R8s respostas obtidas s3o comparadas com B
resultados de outras formulagBes. Pode—-se coancluir, a partir dos
casos analisados, que a corregio adotada apresenta vantagens gue

justificawm sua utilizacao em estudos praticos de dispersio.
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FOR DISPERSION PROBLEMS
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Charmain: LUIZ CARLOCS WROBEL

Department: Civil Engineering

This thesis consists in the discussion of a finite
element formulation for the difusion-convection eguation, using
a Petraov-Galerkin scheme with discontinuous weighting functions.
This scheme, known as SUPG, introduces the concept of =
consistent upwind, that can be easily applied to transient
and/or multidimensional problems. Numerical one and
twno-dimensional tests are presented +to illustrate the main
characteristics of the correction method. Results are compared
to the sulutiu;5 cbtained b§ other formulations. It can be
concluded, based in the test results, that the proposed

correction possesses seweral advantages which justify its

utilization in practical dispersion studies.
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capriTuLo 1

INTRODUGHO

I.1 ASPECTOS GERAIS

A administragio dos recursos hidricos torna-se mais
importante com o passar do tempo. Isto deve-se ao continuo
aumento da demanda, por um lado, e A deterioragfo das fontes de

suprimento, por outro.

Um aspecto desta deterioragic & caracterizado pela
poluigi3c das fontes de Agua doce. R poluigdo aparece como um
fenomeno fisico descrito, entre outras formas, pela dispersiio de
alguma substancia gque dificulta ocu impossibilita o usoc do

recurso.

Neste contexto o problema aparece em varias Aareas,
dependendo do meio em gque tal fendmeno acontega.—Ligadas ao
problema de peluigio da Agua podemns destacar a poluigio
fluvial, a lacustre e a maritima. Em outros meios podemos

destacar a pcluigio atmosférica e a poluigdo do subsolo.

Como resultado desta tendéncia, vem ganhando atengfo
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crescente, nos centros de pesqguisa, o estudo da dispersdo. O
fendomeno de dispers3o de uma substancia num meioc liquido envolue
- or s ol & -
problemas de difus3o, convecgdo e reagoes quimicas, gue podem

ser aproximados por um modelo matemitico de qualidade de agua.

0 modelo usado para simular a dispers3o, simples em
principio, utiliza equagBes gue, em geral, s&6 podem ser

resolvidas através de métodos numéricos.

05 métodos numéricos mais usados neste campo s3o os de
diferengas finitas, elementos finitos e, recentemente, elementos

de contornoc.

0 programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ vem
desenvolvendo wuma linha de pesquisas dentro desta area,
podendo-se destacar os trabalhos de AUGUSTO [1}, VENDRAME [2],
ROLDAO [3], EUPPER [4], KUPPER E GUERRERO [5], MOREIRA e WROBEL

[6], ROSSO [7].

As caracteristicas h}drudinémicag, de transporte e de
misturamento, s3o de fundamental importamcia para a modelagem de
um sistema que permita prever os niveis de contaminagio que
seriam alcangados a jusante de um determinado ponto de descarga

poluente.

. fis caracteristicas de transporte dependem de
parametros hidraulicos 2 podem ser obtidos com relatiwva

facilidade por métodos bem conhecidos, tais comop molinetes,

vertedouros, etec.



fis caracteristicas dg mistaramento sdo mais dificeis
de serem obtidas pois, além de dependerem das caracteristicas
hidraulicas, dependem do conhecimento dos processos de difusio e
dispers3o, ambos de dificil avaliagdo.

A distribuigioc de wuma massa de material poluente,
movimentando-se por difusdo ¢ convecgido, & descrita por uma
equacgio baseada na lei de conservagio da massa, gue para o caso

tridimensional, pode ser escrita em notagio indicial como:

2 .
Ei + ui ii - ki 8¢ i=1,2,3
2
ot ax . (7}
i i
onde: c concentragdo do material
X, posigdo ou diregio
t tempo apos a injegido
k coeficiente de difus3o.

cuja solucido permite obter valores de concentracio, c.

Para obter solugbes desta eguagdo, em casos de

interesse pratico, empregam-se métodos numericos discretos.

A solugdo da egquagio de difusio-convecglo atraves de
métodos numericos geralmente apresenta problemas de oscilagdes
numéricas e amortecimento quando o termo convectivo @

prependerante, a nivel de elemento.
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No contexto do método dos elementos finitos, a razdo
principal destes problemas & gue a matriz associada ao termo
convectivo é nioc-simétrica, gerando sistemas de equagdes mal
condicionados. Uma maneira de elimina~-los & wusar malhas de
elementos finitos bastante refinadas, de forma‘que 'a convecgao
nio seja mais dominante a nivel de elementoc. Este processo,

entretanto, pode conduzir a solugbes desnecessariamente caras.

Uma forma mais eficiente de se eliminar oscilagdes e

amortecimento & através do processo de "upwind” [8].

Reconhece-se que o método dos elementos finitos
forﬁuladn via Bubnov-Galerkin, isto &, com fungdes teste iguais
as fungbes base, fornece aproximaches dos operadores
diferenciais que s3p equivalentes a diferengas centrais. A idéia
do upwind & aproximar as derivadas convectivas com um esguema
que envolve uma combinagdo entre diferengas centrais e

diferencas regressivas.

Demonstra-se que, em termos de diferengas finitas,
isto equivale a se somar ao coeficiente de difusdo real uma
difusividade artificial [2]. O usc deste esquema & justificado
pelo fato da difus3o ser relativa & aproximag3o de diferengas
centrais {ou de Bubnov-Galerkin) para o termo cunve;tiun, e ndo
A4 fisica do problema. A aproximagio de diferengas centrais
introduz uma difus8o artificial negativa gue é corrigida através

do upwind.

Um esguema de upwind equivalente, do pontoc de wvista
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matematico, foi desenvolvido para o método dos elementos finitos
através de uma formulag3o de Petrov-Galerkin, onde as funcgBes
teste sdo construidas adicionando-se uma perturbagio
(equivalente a uma difusividade artificial) as fungdes classicas
do método de Bubnov-Galerkin [1@]. R perturbacdoc é calculada de
forma a se obterem valores nodalmente exatos para problemas

unidimensionais simples.

Generalizacbes do asquema upwind para casos
multi-dimensionais [11}, [12], apresentam, entretanto, problemas
de uma sobredifus3c no sentido ortogenal as linhas de corrente.
Isto contraria a fisica do problema, j& gue o transporte

convectivo seque as linhas de corrente do escoamento.

BROOES e HUGHES [13], [14] corrigiram este problema
com um esquema denowminado SUPG {"Streamline Upwind
Petrov-Galerkin”) no qual a perturbagdo adicionada as fungbes
base & descontinua entre elementos. 0 esquema proposto conduz a
uma formulagio consistente de residuos ponderados [14] na qual a
corregdo de upwind incide sobre +todos os termos da equagio,
sendo igualmente vélidé para problemas transientes e/ouo

enuplvendo fontes.

I.2 OBJETIV¥O DO TRABALHO

O presente trabalho discute o esguema SUPG aplicado a
problemas estacionarios e transientes, uni e bidimensionais. S&o

utilizados elementaos fFinitos isoparamatricos lineares e
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bilineares na discretizagEo espacial e diferengas finitas na
discretizagio temporal. Resultados de testes numéricos s3o

apresentados em detalhe.

1.3 APRESENTACAO DO TRABALHO

Np capitulo I mostra-se uma vis®o geral do problema e
uma discusslo dos métodos de diferencas finitas e elementos
finitos, em sua implementagdo classica, aléwm das principais
linhas de trabalho usadas para resolver os problemas numéricos’

da abordagem classica.

No capitulp II! apresenta-se a implementagdp numérica,
utilizando o wmétodo dos elementos finitos, do esguemz corretivo
adotado. No capitulo IV mostram-se testes numéricos  para
"prnblemas uni e bidimensionais. HNo capitulo V apontam-se as
principais conclusBes com base nos resultados dos testes

numer icos.



CAPITULO I1

0 PROBLEMA DA DISPERSHKO

II.1 INTRODUGCAOQ

A dispersio & um processo fisicu de wmistura wecanica,
causado pela superposigac de wvarios fen6menos de natureza
diferente: convecgl3a, difusd3o, adsorglo, reagdes guimicas e
fendmenos de decaimento radiativo. Estes trés ultimos mecanismos

podem ser associados, normalmente, a fontes bpu sorvedouros.

A convecgao e daracterizada pela translagi3c espacial
de uma substincia dentro de um meio - defeormavel em wmovimento,
engquanto gque a difus3o & caracterizada pelo wovimento das
ﬁarticulas da substincia no meio. O movimento das particulas no
meio pode ser originado por dua§ causas: a) suas proprias
caracteristicas cineticas e de concenfragﬁu; b) as condigtes
hidrodinimicas do meio. O primeiro caso estuda-se como difusio
molecular. No segundo caso, guando predominam as condigdes do

\
meio, distinguem-se dois fendmenos: a dispersau_como produto da
diferenga de velocildades entre filetes wizinhos paralelos,

chamada difus3oc diferencial, e a dispersio como produto da

turbuléncia, chamada difus3o turbulenta.



11.2 DIFUSAO MOLECULAR

A difus3o molecular caracteriza-se compo um fendmenc ewm
nivel microscopico em gque uma particula temde a eguilibrar-se
com o weio por sua propria energia cinetica. Como resultado, o
fluido ficarid wais homogéneo. A forma na qual o eguilibrio e
atingido podese ser proporcional ao gradiénte de cnncenfraqiu ou
?50. A hipotese de prnpurcional%dade recebe o nome de Lei de
Fick & & aceitavel, em principio, para a agua. A Lei de Fick,

para um fluido ew repouso, unidimensional {1-D}, pode ser

formulada matematicamente como:

gc  _  2( km 3c) (11.1)
at ax ax
onde © Concentracdoc a ser difundida [mg/1]
t Tempo [s]
o Distdncia da injegHo : fm]
km Coeficiente de difusdo molecular [mzfs—ij

Esta difusSc wolecular & bastante peguena em valor
absoluto. A ordew do coeficiente de difus8c wolecular & préxima

ao coeficiente de viscosidade cinematica: 1078 [mzs—li. Um ponto
de tinta na agua imbvel levaria 24 horas para alcangar um

didmetro de ! metro.

11.2 DIFUSHD DIFERENCIAL

A difus3o diferencial aparece cComo produto do
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escoamentoc do fluido e caracteriza-se por um movimento de
particulas eantre linhas de fluxo paralelas, com velocidades
diferentes. Este movimento de particulas, para eguilibrar as
concentractes, - cresce com o gradiente de velopidades =)

apresenta-se junto a difus3o turbulenta.

11.4 DIFUSAD TURBULENTA

A difus3c turbulenta éparece guandc o movimento do
fluido alcanca a condig3o de turbuléncia, isto &, um némera de
Reynolds superior a 2@0@8. Neste caso, o movimento das proprias
linhas de corrente & o responsavel pela homogeinizacfo do fluido
e representa o fendmeno mais importante nos casos de interesse

pratico.

Considere-se uma particula P { figura 2.1 ) dentro de
um Fluido com fludo turbulento e permanente. Assume-se gue a
velocidade média e a diregl3o da corrente s3o constantes em nivel
da segic transversal. Localmente, no ponto P, a wvelccidade varia
de maneira aleatoria em modulo e sentido. Se fossem soltas
varias peguenas particulas de gualquer subst3ncia gue flutue
indiferente no seio do fluido, estas separar-se—-iam répidamente
aguas abaixoc. Este processo de difus3o tuarbulenta, onde
particulas in&iﬁiduais percorrem caminhos aleatorios diferentes

dentro do fluxo, & mostrado na figura 2.1.



Figura 2.1 Difusi3oc turbulenta em um fluxo permanente, com uma

distribuigio de velocidade u uniforme.

11.5 EQUACHEO DE CONVECGHAO-DIFUBSHO

Se soltassemos, no fluido, uma peguena guantidade de
particulas, poderiamos observar gue a nuvem formada por elas
cresce continuamente enguanto se movimenta Aguas abaixo. Este é
o reflexo macroscopico do comportamento individual de um ndmero
grande de particulas. A descrigio matematica desta difus3o
turbulenta pode ser feita por um modelo semi-empirico, gque se

expressa com uma eguagao diferencial, baseada na continuidade:
L]

gc , a{we) _ 2(rm 3c) (11.2)
ot ox Ox. ax

onde u Velocidade
km Coeficiente de difus3o molecular.

£ possivel considerar um fluxo turbulents permanente
como resultado da superposigdo de variagbes turbuleatas mais um

fluro médio constante. Aissim teremos uma velocidade wmédia
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constante u e uma velocidade instant3nea variavel u':
u = u + u! {11.3)

Fodemos identificar o moviwmento de uma nuvem de
particulas marcadas com alguma caracteristica 2 flutuando em
equilibrio indiferente dentro de um fluido , basicamente, com

gquatro influéncias hidrodinamicas:

- difusdao molecular;
- difusfio diferencial;
- difusdo turbulenta;

- velocidade média do fluxo.

fis +trés primeiras formam o transporte difusivo e a
Gltima, o transporte convectivo. A difus3o molecular e a difusdo
diferencial, contudo, s3o pequenas se comparadas com a magnitude

da difus3o turbulenta.

A velocidade média & facilmente avaliada. i principal
dificuldade =} relacionar a difusio turbulenta, ligada a

velocidade instantinea, com alguma propriedade media do fluxo.

Para correlacionar a difus8o turbulenta a alguma
propriedade media do fluxo, pode-se decompor a concentragio

como a soma de um valor medio ¢ e um valor variavel c':

c = ¢ + eof {11.4)



— 12 -—
Substituindoc esta expressdo e {I1.3) na equagdo {II.2)
2 avaliando a concentracio em um intervalo de tempo maior gque O
das flutuagdes das velocidades, porém curto, comparado com a

escala de tempo da dispersio, obtemos:

3c + 28{uc) = 3{kmac - wu'e') (11.5)
at dxn axu ax
onde u'c’ Transporte turbulento devido as f lutuagdes da

velocidade local.

A aproximagl3o semi-empirica consiste em supor gque a
difus3c turbulenta pode cser expressa de maneira andloga a

difus3o molecular:

=]
0}
n
[
-
(ol
IQl
Qi

{II.E)
onde kt Coeficiente de difusio turbulento

f difusSc molecular, em fluxos turbulentos, & muito
menor que a difus2o turbulenta e, portanto, pode ser ignorada.
Os menores valores praticos do coeficiente de difusdo turbulenta

q [m2

difus3o molecular s3o da ordem de 1@

s3o0 da ordem de 10 5_1]; por outro lade, os coeficientes de

6 [m25—1}_

A distribuigio da difusdc turbulenta no fluxo @
variavel nc espago, dependendo da orientagd3c e da distancia em
relagd3o as paredes. O fluxo turbulento tera, portanto, em geral

condigtes difusivas anisotropicas.

Reescrevendo a concentracdoc wmédia simplesmente como ¢

e generalizando para o caso tridimensional (3-D), podemos
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expressar a equagio de convecgio-difusSoc para uma substincia
conservativa gque segue a Lei de Fick & que flutua indiferente no
seio de um fluido, com um campo de velocidades constante como:

dc + u dc + v 8c + wdc = 3{kxtdc) + d{kytdc) + d(kztlc) (II.7)

at ox ay = dx 8x dy ay adz az

onde u,v,w Componentes do campo de velocidade
krxt,kyt,kzt Coeficientes de difusio turbulenta

11.6 APLICACOES FLUVIAIS

Em rios, a profundidade ¢ usualmente peguena, se
comparada com a largura e,porfanto, 2 distribuigio da
concentragao chega a ser uniforme verticalmente muito antes que
na direg3oc horizontal. Sendo assim, a eqguacadn diferencial
tridimensional pode ser reduzida a duas dimensbes (2-D). Esta
equac3o pode ser considerada como representante de um wvalor

medic da segdo transversal ac longo do eixo wertical.

Precisa-se calientar gue a mistura, em um rio,
especialmente a transversal, & influenciada por correntes
helicoidais que ni3oc podem ser representadas sem levar em conta a

componente vertical da welocidade.

A equagSo de convecgldo-difusin, bidimensional {(2-D}, &
phtida integrando a eguagidao geral sobre a profundidade, usando a
hipotese de que o transporte devido ao gradiente de velocidades
e a difusdo turbulenta podem ser englobados em um processo

unico. A egquago e:



h 3c + g(h uc) t g{h v o) o g(h kx QE) + g(h k= QE} {11.8)
at gx gz ax ax az gz

onde h Profundidade do ric
kx, kz Coeficientes de difusdo

Os novos ocoeficientes de difus3o englobam a difus3do
turbulenta e a difus3o diferencial devida ao gradiente de

velocidades.

Se concsideramos um canal reto, com uma pegquena nuven
de um tragador contida entre dois planos normais ao eixo do
canal e com uma velocidade apenas fungdo da profundidade,
veremos gque a nuvem acompanhara o perfil de wvelocidade e
simultaneamente tera difudgldo turbulenta. Esta difusdo resulta
mirito maior que a difusdo turbulenta pura. & figura 2.2 ilustra
a superposigido dos efeitos do gradiente de velocidades e da

difus3o turbulenta.



(a)

(b))

Figura 2.2 Convengio-difusio:
1. Distribuigdo inicial do tragador
2. Perfil de velocidade
3. Distribuigdo do tragador depois de um tempo.
{a) Convecgdo pura.

{b) Difus3c turbulenta pura
{(c) Superposigio da convecgdo e da difusieo turbulenta.

Em geral kx & kz s3o muito maiores gque os respectivos
coeficientes de difusSo turbulenta kxt e kzt. ELDER {15}
realizou numerosas medicdes, chegando a estahelecer expressies

empiricas para os valores de kx e kz, em um rio largo e com



fluxo permanente:

kx = 5.93 u, h : {11.9)
kz = @.23 u  h (11.1@)
onde h Profundidade média

u, Velecidade de atrito

1/2

u, = {Tnlpo)

T Tensfo de cisalhamento na parede

p, MHassa especifica do fluido

Existe, na atualidade, um grande numero de expressdec
deste tipo, deduzidas para diferentes condigbes. ROSS0 [7]

apresenta um excelente resumo.

O coeficiente kx, de difusio longitudinal, ¢é& muito
maior, porque leva em considerag83o a difus3o devida ao gradiente
de velocidades. Esta diferenga permite uma nova simplificaglo: o

modele unidimensional {1-D}.

I11.7 EQUACEO UNIDIMENSIONAL

TAYLOR [16]}, [17], [18] foi gquem primeirc modelou o
caso unidimensional, aplicado a tubos com fluxo a segidc plena. R
dispersio de um tragador injetado uniformemente em toda uma
segao transversal tem um comportamento simiiar ao proacessoc de
difus3o de um liguido gue segue a Lei de Fick. A equagido da

convecgio-difusi3o toma a forma:



8(dc) + 3(Auc} _ 3(Ak 3c) {(I1.11)
dt gx OH axn

onde ¢ Concentraglo média na segdo tramsversal

A Area da segdo transversal
‘u Velocidade media na secd3o transversal
k Coeficiente de dispers3o longitudinal
FISCHER [19] deduziu uma express3o empirica para o
valor do coeficiente de dispersios longitudinal, baseado ew

numerosas observagdes:

Y

kK = 250 u  h (11.12)

11.8 SOLUCHO ANALITICA

Conhecidos #, u, e k, supostos constantes, a equagdo

(II.11} tem solugdo analitica dada por:

Cu UD exp[-(x - u t)zf{4 k t)j
c{x,t) = (11.13)

28 (nk t)l/?

onde C0 Concentrag3o do tragador injetado

Ua Volume do tragador injetado

Esta solugcio, entretanto, € de pouco walor pratico

para aplicagdes na engenharia, devido a trés razdes:
1. u,k e A ndo sdo constantes sobre trechos extensos.

2. 0 modelo unidimensional {(1-D} s& pode ser usado depois

que a mistura alcance sua completa homogeneidade
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transversal. Esta distdncia winima da fonte de injegio,
chamada de Distdncia de Boa Mistura, foi estudada por
FISCHER [20], gue introduziu a seguinte exXpressao
analitica:

L = 1.8 b’ u /(Ro u,) (11.14)

onde L Distancia de Boa Mistura
h Profundidade wmedia
u Velocidade media
Ro Raio Hidraulico

u Velocidade de Atrito

3. Dados experimentais tomados em rios naturais,
apresentados por NORDIN e SABOL {21], mostram que a
dispers3c unidimensional ndo suporta bem a hipotese da Lei
de Fick, e a solugio analitica representa o fendwmenc de

forma inexata.

Para evitar o priwmeiroc problema, podem ser usados
matodos numéricos gue, sendo unidiwensionais, podem dividir o
rio em partes, por trechos homogéneos was com diferentes

caracteristicas hidrodinamicas.

Para evitar o segundo problema, estudar regides mais
proximas a injeg3o gque as da Distancia de Boa Mistura, &

possivel usar modelos bidimensionais.
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Por tltimo, os wmétodos numéricos nac podem contornar o
problema da hipodtese da Lei de Fick, porém mostrawm-se bastante
pouco sensiveis ao walor exato do coeficiente de difusdo

longitudinal.

11.9 SOLUGBES NUMERICAS

Quando o transporte difusivo & dominante, a formulagdo
das diferencas finitas e a dos elementos finitos convencionais
(Bubnov-Galerkin), conduzem a bons resultados. Entretanto quando
o termo convectivo prepondera no processo de dispersao, aparecem
problemas numéricos de oscilagd3o no a no e sahre-amnrteciménta.
Estes problemas s3o comons em outras egquagbes de transporte
envolvendo termos convectivos como, por exemplo, as equagdes de

Navier-5tokes.

A rarzio principal destes problemas esta no fato de gue
ago passar de uma equacio predominantemente difusiva a uma onde
predomina a convecgido, mudam as caracteristicas matematicas da

equagdo diferencial parcial que descreve o fendmeno.

Os pperadores de difusio 530 simatricns e
auto-adjuntos. #§ equagdo diferencial gue governa o transporte

difusivo puro & parab&lica, no tewmpo. Sabe-se gque os métodos de

diferengas finitas e de elementos finitos, usando fungbes de
interpolacio de Bubnov-Galerkin, possuem propriedades de
aproximagido 6tima guando sao aplicados a operadaores

espacialmente simétricos.



A situagido & diferente para o transporte convectivo

" puro. Os operadores s8o n3o-simétricos 2 nd3o auto-adjuntos, base

do sucesso no caso difusivo. figui, a eguaglo diferencial parcial
’ G

e hiperbélica.

Em principio, & facil formular uma soclugido numérica
para a equag3o de convecgdo wnidimensional pura. FPorem os

métodos de diferengas finitas e elementos finitos, com fungdes

de interpolagio simétricas, produzem solugbes perturbadas por
uma difusdo artificial ou numérica, tornando-as, por wvezes,
inateis.

I1.1% ERRO Nf@ EQUAGAO DE QONUECCﬁO PURA

Para avaliar a wmagnitude do errp introduczido pelos
metodos numéricos e gue aparece como difus3o artificial, pode-se

usar o meétodo das diferencas finitas.

'

Na convecgdo pura, em um rio com segao e velocidade

constantes, a eguagdo diferencial (II.11) simplifica-se,
ficando:
dc , woc _ (11.15)
at ox
fi figura 2.3 representa a malha espago-temporal, na

gual o esquema de diferengas finitas & aplicado, para resolver a

eguaglc anterior :



ne | cli-t,n4+d) cli,n+1) cliel, nel)

At

AN

ax

s
n gjli-1.n) c(s,n) 3,/ cli,n) c{ivl,n)

ax-d—x-d—>

i+l

Figura 2.3 Esquems de diferencas finitas, para a equagao de

convecgio.

Como na convecgio pura conserva-se a concentragioc de
cada particula, a concentragdoc no ponto {(i+l,n+l) serd a mesma
de um ponto {s,n). Se a expressarmos através de uma
interpolag3o linear da concentragio dos pontos vizinhos (i-1,n)

e (i,n), teremos:

c{i+l,n+1) _ (Ax - d} e{iy,n} + d c{i-1,n} {11.16)
Ax
onde Ax Espagamento

At Intervalo de tempo
d Distadncia ao nd {i,n)

Expandindo cada termc da concentragidac em séerie de
Taylor em torno do ponto {i+l,n), e mantendo até os termos de

segunda ordem, obtém-se:
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c{i+l,n+1) _ o(i+i,n) , 8c At _ 3°c at’ (11.17)
at 6t2 2
; . 2 2
c{i,n)} _ e{iti,n) _ 8c Ax  8'c Ax {11.18)
ax ox 2
. . 2 2
c(i-1,n} _ cli+l,n} _8c 2 Ax _37c 2 Ax {11.19)
ox Bx2

Para eliminar a segunda derivada parcial com respeito
ao tempo da equagdo (I1I1.17}, pode-se derivar ({I1I.15), com

respeite aoc tempo, 2 obter:

a{ dc/at | S 8( - u Bc/ax ) (11.20)
at at
a°c _ a{ -udesat ) (11.21)
at2 Ox
8%c _ u® a’c {11.22)
atz 332

Substituindo (II.17) a (1I1.19) em (I1.16) temos:

c{i+l,n) . 0o At azc At

ha

at dt 2

2
X- cli+i,n} - de/dx Ax + c/dx b o
An-d i+1 dc/dn A d"c/d 2 A 2!2 /A

+ d[c(i+l,n} - Bc/dx 2 Ax + {agclaxz) 2 sz]lax {11.23)

Utilizando (II.22) e somando termos, temos:
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2 .2 2
gc At +uw dc At . -4+ ax] dc/Bx
at ax2 2
2 2
+ [{Ax-d} Ax/2 + 2 d Ax] 8" c/dx {11.24}
e usando a identidade Ax + d = u At, chegamos a:
do u dc d (Ax - d) azc {(I1.25)
—_— + il = »
at B 2 At ax?

Observa-se gue aparece wuma difusdo artificial ou

numérica de ordem igual a:

B =d (4x - d}/{2 At) (I1.26)

onde Ka Coeficiente de difus3o artificial ou numérico

Seguinde a CUNGE [22], pode-se expressar em termos do
nimmera de Courant:
=Y

R = x> (1 - Cr) (Cr - 2}/ {2 At) (11.27)

onde Cr Numero de Courant

Cr = u At/ Ax

I1.11 ERRO NA EQUACBO DE CONVECCHO-DIFUSHO

Para introduzir-se a idéia de "upwind"”, considera-se a

equagd3o de convecgdo-difusio unidimensional (II.11}, em regime
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permanente e com segldo constante:

u do k d2c @ {x (L {11.28)

d= dn2

onde L Comprimentoc dc trecho

sujeita as condigdes de contorno:

. c{@e) = o {11.29)
c{L) = 1t (11.30)

cuja soluglo exata e dada por
e{r} _ 1 - exp[ Pe »/L] {11.31)

1 - exp[Pe]

onde Pe MNamero de Peclet global

Pe =u L /7 Kk

Dividindo-se a regido ewm elementos finitos lineares

iguais de comprimento h e aplicandp-se o método de
Bubnov-Galerkin, obtém-se uma soluglio aproximada egquivalente a
obtida com diferengas finitas usando diferengas centrais.

Chamando-se de K, um ponto gualquer no interior da regido, isto
corresponde a dizer que os operadores diferenciais da equagdo

{II.28) sdo aprorimados da seguinte forma:



dc - {ci+1 ci—I)/(2 h) (11.32)
duix.
i
a’c (c - 2c. + c©.  }/n* (11.33)
—_— = i+l i i-1
dx2 X

onde c, Valor da fungdo G(Hi)

SolucgBes obtidas desta maneira apresentam oscilagbes
para valores maiores que 2 do numero de Peclet loeal, como
mostrado na figura 2.4, extraida de BROOKS e HUGHES [13]; as
soluges feoram obtidas com ©o uso de 1@ elementos finitos

lineares.

A idéia basica do "upwind” & aproximar as derivadas
convectivas usando-se um esquema de diferengas regressivas, ou

sSE ja:

dc . f(e; - e, _,)/n (11.34)

admitindo-se que o0 escoamento seja na diregdoc positiva do eixo
H. O uso deste esquema de “upwind” total evita as oscilagies
numéricas, porém torna a sclugio sobre-difusiwva, como pode ser
visto na figura 2.3, obtida por BROOES e HUGHES [13] com a wesma

discretizacgio.
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Figura 2.4 SolugGes usando diferencias finitas,

interpolagdo linear da splugio exata

diferengas centrais

diferengcas regressivas




11.12 ESQUEMAS CORRETIVOS BASEADOS NC "UPWIND™

Existem, basicamente, trés maneiras distintas de se

introduzir ¢ "upwind” no contexto de elementos finitos:

i) através da adigio de uma difusdoc artificial, o chamado
metodo de dissipagdo de balanceamento anisotrdopica.
Consiste em adicionar, ao coeficiente de difusdo, um outro
de difus3c artificial, gue venha a compensar o efeito
numerico introduzido pela diferenga central. Esxistem
varios trabalhos nesta linha: EKELLY et al. [8], MOREIRA
e WROBEL ([&], ecom resultados bons. Como a modif icagd3o &
feita apenas sobre o terwmo difusivo da egquacgio diferencial,
permanece algum efeito sobredifusivo gquando o problema &

transiente e/ou apresenta fontes.

ii} através de integragdc numeérica wmodificada para o terwo
convectivo. Existem trabalhos nesta linha, entre os gqus
destacam-se: HUGHES [31}, PAYRE et al.{23]. Consiste em
modificar a integragdoc numéerica, deslocando os pontos de

integracgio no sentido contrario ao do fluxo.

iii) atraves de Ffungdes de ponderagdo assimétricas, o chamado
método de Petrov-Galerkin, CHRISTIE et al. [1@], HEINRICH
et al.[i1] e [12], BROOES e HUGHES [13] e [14], ATEKINSON e
HUGHES [24], MORTON e BRRRET [25]. Comnsiste em wutilizar

funcBes de ponderag3oco gue déem mais peso ao elemento a



montante de cada no.

Estes f{rés metodos sao eguivalentes no caso
unidimensional permanente; para problemas multidimensionais ou

transientes, entretanto, conduzem a resultados diferentes.

0 presente trabalho estuda o ultimo dos esgquemas acima

ad
apresentados, acrescentando uma correcd3o no termo temporal para
corrigir uma sobredifusB8o, remanescente, em casos fortemente

convectivos.

A seguir descrevem-se brevemente os primeliros dois
métodos, para tratar o terceiro, em detalhe, no capitulo

seguinte.

11.12.1 HETODO DE BALANCEAMENTO ANISOTROPICO

Quandoc se usam diferéngas finitas, para resolver
equacgbes diferenciais de segunda ordem com primeira derivada
significativa, por vezes resulta vantajoso aproximar a derivada
de priwmeira ordem por uma diferenga ndc centrada, logo ndo
siméirica. Um exemplo tipico de diferenga n3o centrada e a
diferenga regressiva. Este procedimento tewm a desvantagem de
perder precisido, ja que diferengas do tipo regressivo possuem
precisdo de primeiroc ordem, enguanto gue as diferencas centrais

tewm precisdoc de segunda ordem.

KELLY et al. [8] wmostraram que uma combinagio de
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diferenga central e diferenga regressiva pade ser obtida em
elementos finites, somande uma difusdo artificial ac coeficiente

de difus3o da equacgdoc {II.28)

(k. + k') aZe u dc @ {11.35)

dx dx

onde k' Coeficiente de Difus3oc Artificial

EELLY et al. [8] mostram que a aplicagdp do método de
Bubnov-Galerkin a equagd3oc (I1.35), com elementos lineares de
comprimento h, fornece a so0lug3c exata da eguag3o diferencial
nos pontos nodais tomande para o coeficiente de difusdo

artificial kY o valor:

k' =auh / 2 (11.36)

a =coth{v /72 ) - 2/ % (11.37)

onde a Parametro de "upwind”
¥ HNdamero de Peclet local
¥y =uh / h

h Espagamento da malha

0 coeficiente de difusdo artifigial € interpretado
como um fator gue, somado 3 aproximaglo de diferenga central do
termo convectivo, fornece como resultadoc a aproximagdo de

“upwind®”.
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Tomando-se a = § na equaglc (I1.36) que define k',
egquivalente ao “upwind" total, pode-se escrever, para o termo
convectivo:

zu (eg meg ) tubh e,y - 2e; ve; ) u (el )
2 h 2 n° h (11.38)

gque & igual & expressio obtida na eguagio (11.34}.

Nota-se, assim, gque a difusfp artificial & relativa a
aproximacio de diferencas centrais do método de Bubnov-Galerkin,
e ni3oc A& fisica do problema. O esquema de Bubnov-Galerkin
intraoduz uma difusd3o artificial negativa, como pode ver-se

também na equagic (11.27}, gque se pode corrigir através do

"upwind”, sendo gue o parametro “a controla a quantidade de

corregio. O valor otimo de "a” & dado pela equagdo {11.37}.

11.12.2 METODO DE INTEGRAGAO NUMERICA MODIFICADA

0 método de integragio modificada resulta de uma
extensdo direta das discretizagdes ndo simétricas asadas em
diferengas finitas. Em elementos finitos, a discretizagdo nidoc
simétrica traduz-se em tomar pontos de integragio numérica ndo
simétricos. Assim, o0z pontos de integragdo deslocam-se em
sentido contrario aso do fluxo, imitando um esquema de diferenga

regressiva.
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Esta abordagem & usada em problemas nos quais o efeito
sobredifusivo n3ioc seja critico, como por exemplo, alguns
problemas de fluxos com componentes maltiplos. Por outro lado,
para estudar o efeito de propagacic de poluicdo, a sobredifusdo

& indesejavel.



CAPITULC II11

METOBC DE STREAMLINE UPWIND PETROV-GALERKIN

IT1I.t DEFINIGDES BASICAS

- - L nd
Toma-se comc domlinio uma regiao limitada @ em R 7,

onde nd & a dimens3o do espago. Supbe-se, tambem, que { &
limitada por um contorno suave por trechos. Chamaremos um ponto
do dominio ¢, ou seu contorne ', por =x = { ®y }oi = £;2,...,nd
en = { n, } -ao vetor normal externo a [I. Particionaremos o

contorno I' em dois subconjuntos Fg e Fh tal gue:
r uor = F (1I11.1)
Fg nr = ¢ (111.2)
onde ¢ & o conjunto vazio.
1] eguacio de convecgdo-difusio, para fluidos
incompressiveis em condigdes ni3o-permanentes, pode ser

representada na forma:

€ + o. . = ¢ {111.3}



onde :

¢ Concentragiao

G, Componente do fluxo paralela aoc eixo i

6. = oo + aq
i i i
a? Componente do fluxo convectivo
a2
g, = u, c
i i
u, Componente da velocidade
G? Componente do fluxo difusivo
Gq = -k.. dc/0x.
i ij J

kij Tensor de difusividade

£ Termo gue representa uma fonte

E adotada a conveng3o de soma para indices repetidos e

virgula, para derivagio parcial.

0 problema consiste em achar a fungi3o c{x,t) que
satisfaga a equaglo diferencial parcial em 2 e as condigtes de

contorno:

ci{x,t) = g(=n,t) 2m Fg {111.4)
d
-o, ;= hix,t) em I'p {I11.5})"

assim como a condigdo inicial:

c{x,®) = co(x) {111.6)



111.2

f# forwulagio

FORMULAGAO DE PETROV-GALERKIN

em elementos finitos de Bubnov-Galerkin

considera como fungbes de peso nos elewmentos as proaprias fungdes

de interpolagdo simétricas. Na formulagdo de Petrov-Galerkin, as
fungbes de peso sio ni3o-siméetricas e, por isto, diferentes das
fungbes de interpolacgdo. Um exemplo de funghes de
Bubnov-Galerkin e Petrov-Galerkin & mostrado na figura 3.1.
T
"'_Ff -b-h%"""h-__\_
_‘__d_,_,.-‘-"__-ﬂ_ ——
o “'H-.,_'_‘_
i-1 1 i+1
a)
L -+ T
i-1 i i+l
b)
|
i-1 i i+l
)
Figura 3.1 a) Fung3o de Bubnov-Galerkin, simétrica.
b) Fungdo de peso assimétrica
c) Fungl3o de Petrov-Galerkin
A idéia, ao aplicar fungdes nao simétricas cowo

funcbes de peso, &

da Fforma usada

nas

aproveitar a informagio a montante do flusxo,

diferengas regressivas no metoado das



- 36 -

diferengas finitas.

ITI.3 IMPLEMENTAGHO DO METODO DE STREAMLINE

UPWIND/PETROV-GALEREIN

a idéia basica do metodo Streamline Upwind
Petrov-Galerkin, SUPG, consiste em dar mais peso a fung3o ao
comego das linhas de corrente, dentro de cada elemento. Isto @&
feito a partir do uso de fungdes de ponderagido diferentes das
fungBes de interpolagio. No caso de fungGes de ponderagdo

lineares, estas serz3o descontinuas entre os elementos, na forma:
W = w + p (I11.7)

onde % Fungdp de ponderagio, nio-simétrica
w Parte simetrica da fungio de ponderacdc, continua entre
elementos
p Parte nic-simétrica da fungio de ponderacgdo, descantinua

entre elementos

Escolhew-se fungles w e p suaves no interior do

elemento.

Supbem-se que as fungoes de interpolagdo satisfazem as

condigBes de contorno essenciais dadas na equagic (I11.4).

O esquema de ponderagao de Bubnov-Galerkin, aplicado

as equagOes definidas por (III.3) a (I11.5), é:



J‘w{c.+a..—£‘)dﬂ+J‘i':[oc.jn.i—h}d,r:@ (I11.8)
o s T i1 Fh i i

BROOES e HUGHES [13] mostraram que, se as funcgdes de
ponderagao s3o0 de ordem Ca, a eguagdo (I1I.8}) pode ser

discretizada a nivel do slemento da forma:

EE j w C,t + oLy T £} dQ = - J w{o. n. + h ) dr
Q F
e h
i d
- w{ o, n, )dr {I11.9)
.
int
onde Ee Somatdrio sobre os elementos
da Dominio dos elementos
) 2] Hamero de elementos
rint Unifo dos contornos dos elementos sem incluir o
centorna fisico
r. =ur -r
int e
FE Contorno dos elementos
fiplicando-se a fung3oc de ponderacgdo {(II1.7) do wmétodo
de Petrov-Galerkin, e tendo-se em conta gque a fungido p é

descontinua entre elementos, a sequagdo de residuos ponderados a

ser usada tem a forma:



Ne .
Z w c + o, . - f dg + & j c + o . - f daf =
=3 I;E ( i i,i ) e er ( t i,1 )

- J w { G# n. + h } dI - f v 0? n, ) dF {111.1@})
r 1 r.
h int

ou

He
PA w c + o, . —f g =
e f;e { s t i,i )

d Ne d
- j w (o, n +h]})dfr -Z I w { o. n_} dr {I11.11)
i i e i i
F .
h int

Cada lado dc contorno internc, por ser comum a dois
elementos, sera integrade duas vezes. Escolhendo para cada
segmento, comum a deis elementos, uma orientagidc arbitraria da

normal, podemos somar as contribuigBes ao longo desse contorno

comum:
+ + - - + - +
6. n. + o.n. = (6. - &, ) n {I11.12)
i i i1 i i i
+ .
onde . = lim o.
i +
H 3 X,
g. = lim o
i i
H =+ X,

Defininde a diferenga como:

[s.1=1(c; - o,)n] (I111.13)
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pode-se expressar a integral sobre o contorno interior de

(III.11) como:

Ne d d
z f w ol n. dr - j w [o%] ar (111.14)
r r n

int int

Reardenando a eguag3c {II1.11) e wusando {III.14},

pode-se escrever:

+ J w[o2] dr - o (I11.15)
r

Como o fluxo difusivo & continuo entre os elementeos,

temos que no contorno interne a diferenga se anula:
[an] = @ {I11.18)
Na equagdc (I11.10), pode-se observar que a parte
descontinua da fung8e de ponderacio “"p* aparece somente no
interior dos elewmentos e nd3oc afeta a condig3o de compatibilidade
entre elementas.
Suponha-se gue se mantenham as seguintes condigles:

i} o fluxo & isotropico;

ii) as fungdes de interpolagdo sdo isoparamétricas e



bilineares;
iii) os elementos s3o retangulares.

Estas condigbes implicam gque, no interior de cada

elemento, a variag8a do fluxo difusivo sera nula:
[Gd] = @ ====1} G? = o, . (111.17)

fissim, a parte descontinua da fun¢io de ponderagdo ndo

afeta ao termo difusivo.

Por outro lado, se os elementos n3o forem retangulares

a? 5 podera ser diferente de zero. No entanto, para simplificar
L]

a analise pode-se admitir, como boa aproximagdo, gue para Casos

praticos e formas razoavelmente regulares, a contribuigdo de
d
PO, pode ser desprezada.
|

111.4 CALCULO DA FUNGHO DE PONDERAGHO

Nesta seglp avalia-se a fungdo de ponderagdo do método
de Streamline Upwind/Petrov-Galerkin, S5UPG. A seguir, cowmpara-se
com a correg3o do balanceamento anisotrapico comegando pelo caso
unidimensional e, posteriormente, estendendo-se para o Caso
hidimensional. N30 sera considerado na iwmplementacloc o termo de
fonte f na equagHoc (III1.3} por simplicidade, uma vez gue ele ni3o

aparece neos problemas considerados.
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C objetivo basico & achar uma expressfp para a fungdo
de ponderag3o assiméetrica: p. A abordagem usada consiste em se
usar uma fungio linear ﬁo tipo impar, que se oriente conforme o

sentido de fluxe. Uma fungido com estas caracteristicas e

mostrada na figura 3.2.

—

i i+l i=1 i i+l i-1 i i+l

. N — 1

i i+ i=1 | Y P41

(a) (b) (c)

Figura 3.2 a)} Fun¢io de interpolagio
b} Fungdoc de ponderag3o parte impar

c) Fungidoc de ponderagio

f derivada da func3o de interpolagdo multiplicada pelo
sinal da velocidade do fluxo adapta-se perfeitamente as
condigbes requeridas para a parte anti-simétrica da fungd3o de
ponderag3o. Para controlar o peso relativo desta parte
anti-simétrica da fungi3o de ponderacio BRCQOES e HUGHES |13}

sugeriram gue s& tome como fator o proprio coeficiente de
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difusividade artificial, ja conhecido dos esSquUEmMaS de
balanceamento anisotropico: equagio {13.36). Sendo assim,

pode-se definir p como:

p = kou w /iy n? {111.18)
onde: Kk =auh /b
b = 2 caso estacionario
b = 15 caso transiente
a =coth{ v /2 ) -2/wv

uh /&L

[~
I

h Espacamento entre nos

Para a discretizag3oc espacial, com o metodo dos
elementos finitos, usa-se a fung3oc de ponderagdo assimetrica
assim proposta. Para a discretizagio temporal, no caso
transiente, utiliza-se um esguema passo-a-passo Com aproximagdo

de diferencas finitas.
III.5 PROBLEMA UNIDIMENSIONAL (1-D)}

A equag3oc unidimensional (II.11), apresentada no
capitulo anterior, considerando-se gue n3o existem fontes na
regifio de interesse a ser resolvida, é:

o + uc = ko @{n{l {III1.13)

sujeita as condigbes de ceontorno e iniciais:
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c{@,t) = g (I111.20)

-ke (1,t) = h (111.21)

ce{x,@) = ¢ {I11.22)

fiplicando a fung3p de ponderag3o assimétrica ao

dominio da equagde diferencial, & a parte simétrica da mesma ao

contorno, tem-se:

1
1
J(C,t + u D’H -k G’Hx)(w + p) dx + [{k c’H + h) w ]@ = @
@

(111.23)

Integrando por partes o termo difusivo, continuo, da

primeira integral de {I11.23)

1 1

-1 .
J k C oux ¥ du = [k L wlg - J k © x ¥ x dx (I11.24})

@ @

Substituindo na equagdo {III.23) tem-se:

1 1
f (c’t + u c,x) v dr + J k C,x wrx dx +
o

pdr = [-h w]é {I11.29)
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Compare-se esta expressio com a expressdo eguivalente
resultante da aplicagio da soma de wuma difusdo artificial ao

coeficiente respectivo.

Aplicando a idéia da difusadao artificial novamente na

equag3o (II11.19) e suas condigdes de contorno tem-se:

1
I {c ¢ FUcC - (k+k} c xx} wdx + [{{k+k) ¢ ¥ h} w]é = @
@

(I11.26)

Integrando por partes o termo difusivo, obtém-se:
1 1
— - 1 _
j (k+k} € oy V¥ du = [{k+k) © x wla - J {k+k) ©x Y.y dx {I11.27)
@ ]

Substituindo na equagio (II1.26) tem-se:

1 1
= 1
J (e ¢ T u c’u} w dx + I {k+k) ©x Y. x dx = [-h w],

e @ (111.28)

Comparando a equag8o {II1.28) com (III.25), pode-se

observar:

1) do termo convectivao se tem:

x Yok de = J uc D dx (I11.29}

v,
=i
[n]



de onde se pode observar gue p coincide com a correcgao do
halanceamento anisotrépico gque, para o caso unidimensional,

adota a forma:
P = K w / u (III.S@)

2} tomando fungdes de interpolagi3o lineares, ni3o & necessaria a
corregio do termo difusivo, ja que: p c,xx = 0

3) na equagaoc obtida com o me todo Streamline Upwind
Petrov-Galerkin aparece uma corre¢do no termo temporal, ausente
na equagio obtida via soma de wuma difusac artificial, o que
representa uma melhora para problemas transientes. A corregio do
me todo Streamline Upwind Petrov-Galerhin é consistente,

modificando todos os termos da equagdo.

fil.6 PROBLEMA BIDIMENSIONAL
Estendendo a equagioc unidimensional (II.11) para o
caso bidimensional & usando indices repetidos para indicar soma,
podemos escrever a equagao bidimensional como:
c + u, o = k. e .. em (I111.31})

sujeita as condigBes de contorno

c{x,t} = g em T (I11.32}



- = I11.33)
kR, c;ny h em I { )
e a condigio inicial:
cix,t) = c {I11.34})
fiplicando a fung3o de ponderagdo assimétrica ao

dominio da equacgSo diferencial e a parte simétrica da mesma ao

contorno, tem-se a eguac3o de residuos ponderados:
He
r Jée {c ¢ tu, - ki C,ii) {(w + p) dQ

+ J (k. ¢ . n, +h) wdlr = @ (I11.35)
r i T41 71

Integrande por partes o termo difusivo,; sontinuo, na

primeira integral de {III1.395) tem-se:

{II11.36)
Reaplicando-se na eguagdo (II11.35) obtém-se
J {c +u,. o ) wdf o+ f k. ¢ . w d0
Q : i 1 g 1+ si i
Ne
v I, I;E{c,t + u, e ;- k. ?,ii) p d@ = Jr - h w dr

h
(I11.37)



Compara-se asta express3o com a expressio equivalente
resultante da aplicac8o da soma de uma difusd3o artificial ao

coeficiente respectivo.

fiplicando a idéia da difus3e artificial novamente na
equagio {III.31) e suas condigbes de contorno, e integrando-a

por partes, obtém-se:

+ I h wdl = 0. - {111.38)
r

Comparando a equag3o {I1I.38) com (111.37}, pode-se

ohservar:
1) o termo convectivo & o mesmo, visto gque:

ke .w. = u,c ,p {I11.39)

& (w=1 wsz} {c,i D,Q) = (u1 u2) {c’l C,E)t p

(111.41)



Isto conduz a:
k (w w o)L (u, u,) p {111.42)

Fazendo um produto interno com o vetor de velocidade e

colocando em evidéncia p, tem-se:

2 [111.43)

~ t
p =k {w,l w'z) (ul uz} /S 0ou

onde I u i Norma do vetor de velocidade

Para o presente caso, empregando slementos isoparametricos

bilineares, o parametro k toma a forwma:

k = {a_u_h + a_u_h_)/b
s & 5

onde a = coth{ v /72) - 2 /v
r r r
a = pgoth{ v_ /72 ) - 2/ v
s s -3
u = u h 7k
r r r
v = u_ h /7 Rk’
s s s
u = e u
r D S
u = B8 u
5 S A
b = 2 caso estacionario
b = + 15 ecaso transiente

sendc u vetor de velocidade

i~

e, e es,as vetores unitarios

hr e h5 os comprimentos caracteristicos dos elementos
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definidos na figura 3.3

Figura 3.3 Definigles geométricas do elemento isoparamétrico

hi-linear

2) +tomande fungBes de interpolagio bilineares, n3o & necessaria

a corregio do termo difusivo, ja que: p C ii = 4]
3

3) no método de Streamline Upwind Petrov-Galerkin, aparece uma
correcio no termp temporal, come no caso unidimensional, gque
torna a formulagdo consistente e wmwelhora a resposta nos

problemas transientes.
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fi eguagio 2 ser discretizada torpa-se:

e ) w dQ o+ f k. e . w .df2
1 g L i i

. e ) pdn (1I1.44)
H

J h w drr
r

A parte convectiva a corrigir sera:

- 2
A = S di = U, o . ESF u il wo. ou. ) d4
J oo J e 0w ) w o u)
{I11.45)
Expressando esta integral por extenso:
-~ 2 2
J;(kl" u 7} | uy c’1 w,i tu, u, C,i W,Z
+ u, 4, © w, +us e w ) dg {111.46)
1 %2 %2 ¥y 2 5,2 Y2
IT31.7 DISCRETIZQCﬁO ESPACIAL
Para a aproximagdc; usa-se a coavengdoc usual em
elementos finitos:
e{x,t) = N{x) ¢t (I11.47)
w = wuwtnt (111.48)
onde W = (wl v, Vg, wq}



o ,
p = { R/ w ™) w, u; {111.49)
1

onde p Funcgin de peso assimétrica

Escrevendo a egquacio {(I111.44}) em forma discreta, e

considerando a arbitrariedade dos parametros nodais w, chega-se

F=
J (N N c®, + (u, N' N,) C®) da + J %, N°* N, ¢® da
st i i L IR S §
) ‘ aQ
+ f Fu RENC® aa /0 un?
i1 . £
Q
t t t 1 e
¥ J;(kil Ny Ny + kyp Ny Npo+ Ry Ny Ny + kg, Ny Ny) €7 d@
- J xt noar (II1.5@)
rh L]
_ 2
ande k.. = ({(k/0 u ti”}) u. u,
iJ L |

=
1

ON/0x .
i

Para completar a definig3c do problema, resta definir

as matrizes elementares:

- j N" N d@ (IT1.51)
a
k® = f (k. 6. .+ k.. )} N N, da {111.52)
g i1 ij i

D = I u, N' N, d@ {111.53)
Q 1 1



- 52 -

PY = j N h dar (111.54)
r

ocnde 6ij Delta de Eronecker

Finalmente, wmontando o sistema global de egquagtes,

obtém-se:

(m + {k/n u u?) oYy ¢ f t{E+D)C = P {I11.55)

111.8 DISCRETIZAGAO TEMPORAL

Para obter uma expressio para a discretizacgdo
temporal, pode-se partir da equagdo (I11.55}, reescrevendo-a
Como:

mc, + Ec = P (111.56)
onde M = M + ks u n° Dt
E = E + D
Discretizando C ¢ com relacSo aoc tempo como:
]
c {t) = (c{t+at) - c(t))/at (I11.57)
¥

onde t = t + 8 At

£ Parametro gue posiciona t entre os tempos t e t + At

2 (@& (1
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Usando a discretizac3oc antericr na equagio {III.S6)

para um tempo i, temos:
R [(1-8) C{t) + @ C{t+At)] + M [(C{t+at) - C{t}]/at =
{1-8} P{t) + & P{t+At) {111.58}

Finalmente, agrupando termos no tempo t e t+aAt,

chegambs a:
[(1-8) B - (174t} A} C(t) + [8 K + {1/At) M] C{t+4t) =
(1-8) P(t) + 8 P{t+At) ' (111.59)

Esta tltima equacido algébrica pode ser resolvida, para
caﬁa intervale de tempo, de forma recursiva. Conhecido o wvetor
de concentragBes no instante t, condigbdes iniciais, se pode
calculd-lo no instante t + At resolvendo {III1.59), até atingir o

instante desejado.



CAPITULO IV

TESTES NUMERICOS

Iv.1 INTRODUGAOC

Apresentam-se, neste capitulo, testes de desempenho do
método de corregZo utilizado. Basicamente, comparam-se as
solugdes obtidas com resultados apresentados por trabalhos
anteriores, gue usam esguemas covrretivos diferentes, resultados
obtidos sem usar esguema corretivo nenhum,. g solucbes

analiticas.

Os procedimentos desenvolvidos foram implementados num
microcomputador Nexus-168@, de 16 bits, com 704 Kbytes de
memoria RAM, compativel com o IBM/PC. Usaram-se elementos
lineares nos problemas unidimensionais (1D), e bilineares,

isoparamétricos, nos problemas bidimensionais (2D).

IV.2 TESTES UNIDIMENSIONAIS (1iD)

finzlisou-se o problema unidimensieonal em duas

situagtGes , transientes, de iwmportancia pratica: com . injegao
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pcontinua & com injegdao instantanea.

IV.2.1 INJEGHAO CONTINUA

Nos primeiros testes discretiscu-se uma regido de

10 {m}, com 2@ elementos. A velocidade do fluxo foi considerada

constante, igual a 0.5 [w/s}, no sentido do eixo X.

A condig3c inicial 2 as condigdes de contorno para o

problema unidimensicnal, com injegd#p continua, sio as seguintes:

c(xJ,O) = @ j=@,...,H {(1v.1)
c(xm,t) = 1 vt} @ {1v.2)
c(nN,t) = @ v t {1v.3)
onde N & o namero de nos.
Por serem lineares as fungbes de interpoclagdo, a

condici8o de contorno no primeiro elemento pode ser wista como
uma variag3po linear entre os dois primeiros nés. £ spolupdo
tebrica apresentada, nas figuras 4.1 a 4.5, 4.7 e 4.9%,

representa uma interpolagdo linear entre valores nodais exatos.

Comparam-se 0s resultados para wvarios instantes de
tempo depois da injegdo inicial, e para situagbes com diferentes
nameros de Peclet. O incremento no tempo & tomado sempre igual a
@.4 [seg}. O numero de Courant {u At/4x) fica, assim, constante

em @.4.
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Nos testes 1 a 35 comparam-se as splugbes de
Bubnov-Galerkin e Streamline Upwind Petrov-Galerkin com a
solucioc tedrica para um numerc de Peclet igual a 186, para
diferentes tewpos. Na figura 4.1 mostra-se a resposta para 6.4
[seg] depois de comegada a injecao continua,ou seja, depois de
16 intervalos de tempo. Mostra-se tambem a solugdo de HUYQKOEH
et al. [26], que utiliza a técnica de elementos finitos com
fungBes de ponderagioc asimétricas. Na figura 4.2, mostra-se a
resposta do teste N 2 onde o tempo vale 9.6 [seg]. Na figura 4.3
mostra-se a resposta do teste N 3, a 12.8 [seg] depois da
injegdo. MNa figura 4.4, mostra-se a resposta do teste N 4, onde
o tempo & 16 [seq] e npo teste N 5 estuda-se a frente do perfil
das concentragdes atingindo o contorno, no instante 19.2 [seq],

deponis de 48 intervalos de tewmpo.

Enquanto a frente do perfil de concentracgoes permanece
afastada do contorno a jusante, pode-se observar pouca diferenga
entre as solugdes dos métodos numéricos entre si e uma peguena

sohredifusio com respeito a soluglo teodrica.

Uma vez que a frente do perfil de concentragdes atinge
o contorno a Jjusante o erro do metodo de Streamline Upwind
Petrov-Galerkin mostra-se relativamente wmenor, com relacdo ao

erro do métode de Bubnov-Galerkin, como mostra a figura 4.95.

HMa figqura 4.6 mostra-se o erro global, na medida gue

se vai avangando no tewmpo, para cada iteragdo.
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Para avaliar o erro uspu-s& , <como norwma, © wvalor
absoluto da area entre as soclugbes numérica e tedrica, ao longo
de todo o dowinio. Mostra-se o erro glebal para cada passo de

tempo.

No teste 6 comparam-se as solugGes de Bubnov-Galerkin
e Streamline Upwind/Petrov-Galerkin com a solugaoc teorica para
um numero de Peclet igual a 10@, caracterizando um escoamento
predominantemente convectivo. O temﬁu & 6.4 [seg]. Pode-se
chservar cComo, na solucio numérica, usando simplesmente
Bubnov-Galerkin, aparecem oscilagbes numéricas gue chegam a ser
importantes. Pode-se observar, tambem, que a corregdoc diminui

consideravelmente as oscilagbes.

Ha figura 4.9 mostra o teste 7 en que comparam—se
resultados, no mesmo instante t igual a 6.4 [seqg], para condigdo
de convecgie pura, Peclet infinito. Pode-se observar gue a
solugdo de Bubnouv-Galerkin s8 detesriora, cansérvandn a
caracteristica do erroc crescer guande o perfil da frente de onda
atinge o contorno a jusante. f solucao Streamline
Upwind/Petrov-Galerkin, apresenta uma resposta mais proxima a
resposta exata, conservando um grau de sobredifusidade ainda gque

o erro global decresga.

Ha figura 4.19 mostram-se os erros globais, no caso de
convecgio pura, na wmedida gue se vai avangando no tempo, para
cada iteragioc. Pode-cse observar gue o erro da solugdo SUPG é

inferior a da splucic de Bubnov-Galerkin.



[ e

Cancaertreoecssa

A0

- 58 -

Taate Nt [n). Coatinua Po = 18

1.2 I e

A9 :
¢.4¢
8.29 -

3.00 |

a 4 a 10

Na 1

(Bubnav-galert v Alpuind PG

Sotucaa loor ica

Figura 4.1

1
f'|ﬁ
&

XHuyatarn

04



3

L PR

-

—ancean tracog

-

- 59 -

Taata N Z [nj. Eonﬁ.inua Po - 14

2.62 4
0.6 1
|
%
2.4 ’\
\
A
8.0

2.0 | amamnan

|
=
"
=

i ! B ! t
4 4 8 12 16 g
Mo
{JBubinav-Gatert tn  AUpwind/P-0  Solucss Toortca

Figura 4.2



==L o

Lanceéen Lroagc=g

—

_6@_

Taate N3 laj. Conlitne Ho = 10

a-8-8-4-8-8-888-4

' Il H 1

4 3) 12 16 o0
Nnﬂ

OBubnav-GCeiort tn AlUputnd/P-G  Saluces Teorice

Figura 4.3



== 2

f.-racoag

Lonsar

-~

_51._

Taata N § [nj. Conlinua Po = 18

1.0

{.00 &84 58886888064

0.80 \

A.60
!
¥.49 4
a.2
y
K
l
i
-8, 9 4 T =T T T
2 4 3 12 16 0

Nog
(1Bubnav-UGalart tn AUpuind/P-G Solicaa Toorcca

Figura 4.4



peam ]

r
e

e oL ag

-
Loen cen

- 62 -

Toate NG Inj. Continus Po - 1@

9.30 1

9.60 1

0.09 0

‘ﬁ.{.’g T T 1 I

? 4 3 12 16 a%
Now
(Bubnav-Gatert va Albuind/P-0 Salucas Tsorica

Figura 4.5



Erroc Absoclota

- 83 -

Erro no Tasle N 1

3.5 -22

3. 00E-02 -

2. bOE-92 1

™)
%
o]
(2]
1

1.50E-92 -

1. @0E-02 -

5.00E-23 -

A. 80k + 20

T : r ? :
5 20 % 3BV 3B
Tampa [ (tarecoss |

OBubnev-Gatert tn  AUnw ind AP-G

Figura 4.6

49

&0



inar cet troacoo [F‘Pl"f'

- 64 -

Taata N & In;. Conlinua Fa - 10

) —
.
{00 ﬂ—ﬂ—g—ﬁ——&
3.50 | é
l
| |
9.69 1
|
d.90 - A
-
8.2@1 ‘ X
e
7,00 1 ?Q—ME—&H
-ﬂ.k‘ﬁ } T T T T T jr
2 4 B 12 16 20 4

Nao
1Bubnav-imlert in  AUpwind/P-G  Setucea Taorica XHuyaharn

Figura 4.7



Erres AMpsotubo

.,65_

Erra na Tesle N &

G.0E-a2

4.50E-02 1

4,00E-02 -

3. b0E- 82 1

3.00E-02 4

2.50E-927 -

1.00E-02 -

1. 00E-82

5. BOE- 83 -

=

0. ¢ok+ 09

i i I I T T
e 15 20 2% W 3
Tampa [ iteracees |

UBubnov-Gatert ta Alpw tnd AP-G

Figura 4.8

1

40

15

b9



Ltrecee [ pea )

LonCcan

pes

__56_

Teata N7 (iavecsao Pure

L - -
r
| a
]
I AN
1,00
X K|
1 \
i
3
2.60 %
0.0 Il
i
©.40 4 A
i
‘,
x
}
@..-_B 1 l ){
l
8.0
i
ﬂ ..'g "}— —1 T T T T
2 4 8 10 16 . 04
NQ‘Z

UBubnov-fmiort v Alfpuind/P-G Satucan Taortca  XHuyabars

Figura 4.%



Errpo Apsoiuta

- 87 -

Erro ne Taele N 7

1.00E-01

9. Q0L -182 1

8. 08E-82

7.90F-92

6. 00E-82 -

L. 90E-02 -

4, 00E-02 1

3.00E-92 -

2. 98- @2 -

1.00E-82

6.6@E+9@-H§

)

T

10

| ; T T T

e 20 2% 3@ I
Tampa [ (taracoes ]

OBubnav-Galert tn AUpu tnd/P-G

Figura 4.10

T

40

45

%



- 68 -

Iv.2.2 INJECAO DESCONTINUA

Simulou-se um processo de injegdo descontinua dando um
perfil de concentragbes descontinuo, como condigdo inicial. O
comprimento foi tomado igual a 20.¢ [wm}. Usou-se uma

discretizagao de 40 elementos.

A condigZ0 inicial e as condigdes de contorno para o

problema unidimensional, com injeglo descontinua, s3o as
seguintes:
c(xi,a) = @ i =0,1,2,.....,1@ {1v.4)
c(nj,@) =1 j = 11,12,13,14,15 {1v.5)
c[xk,@) = @ k = 16,17,.....,40 {IV.6)
c(xa,t) = @ v t (IV.7)
C(qu't) = 9 v t {1Iv.9)

A velocidade do fluxo & constante, igual a 2.5 [w/s],

no sentido do eixo XK.

Para estudar o efeito da convectividade, se modelaram
tres casaos, com diferente numero de Peclet, conservando iguais

as caracteristicas restantes.

Ha figura 4.11 mostra-se a resposta do teste N 8 para
Peclet igual & 1@. Na figura 4.12 mostra-se a resposta do teste
N 9 para Peclet igual a 102 e, nas figuras 4.13 e 4.14,
nmostra-se as respostas para os testes 10 e 11 no caso de

convecgdo pura, para 2 e 1® [seg], respectivamente. HMostra-se
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tambem, na figura 4.15, o erro globhal para cada passo de tempo.

Pode-se observar que a solugido de Bubnov-Galerkin
apresenta oscilagBes gue tendem a aumentar com o namerc de
Peclet e com a passagem da nuvem de poluentes. a solugi3o com o
esguema Upwind/Petrov Galerkin minimiza as oscilagpbes,
principalmente a montante da nuvem. E importante, tambeim,
ressaltar que os erros numericos na crista de onda, embora ainda
niao ultrapassam 10% no esquema de SUPG, pudendo alcangar até 25%4

no esguema de Bubnov-Galerkin.
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Iv.3 TESTES BIDIMENSIONAIS

Foram analisados problemas bidimensionais em condigbes

estacionarias e transientes.

Primeiramente testou-se uma situagdo , transiente,

praticamente unidimensional. Em um dominio guadrado
g = ]@,1{ n }0,1[ discretizou-se uma malha de 12xi12 elewentos,
iguais, impondg condigbes diferentes a montante e a jusante. Os

contornos paralelos ao fluxo foram modelados comp impermeaveis.

Os wvalores adotados para oS parametros foram,

respectivamente, Peclet igual a 109, e Courant igual a @.432.

fis condigbes de contornoc deste teste sao:

c(@,y,t) = 1 v t ® sy 21 (4.10)
c(l,y,t) = © v t @ <y <1 {4.11)
G,Y(H,@,t) = @ v t @ ¢ x ¢ 1 {(4.12)
c’y(x,l,t) = @ v t @ <« x ¢ 1 {4.13)
u = 1.2 v =@ (4.14)
k = @0.001 {4.15)
At =

0.03 (4-16)

Como condigdo inicial tomou-se a concentragao inicial

igual a zero.

Nas figuras 4.16 e 4.17 mostram-se os resultados,

depeois de 3@ passos de tempo, guandop a frente do perfil de
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concentragbes ja atingiu o©o extremo da regido analizada. As
fortes oscilagBes, para valores grandes do gradiente de
concentracgbes, tipicas do método de Bubnov-Galerkin, sao

suavisadas pela corregdo SUPG.

E necessario salientar que as condiglOes de contorno
impostas ndo s3o usuais do ponto de wvista pratico, servindo
apenas como teste numérico para demostrar a forga do esquema
corretivo de SUPG, frente ac mau condicionamento das condigtes

de contorno.

Q0 segundo teste hidimensional estudou uma situagio
transiente envolvendo condigdes de fluxo predominantemente
convectivo. Em um dominio quadrado Q= [@,1[ x }e,1[
discretizado com uma malha de 12x12 elementos iguais, foram

impostas as seguintes condigdes de contorno:

c{@,y,t) = -0.5 v t @ <y 2 1 (8.17)
c{i,y,t) = 9.3 v t @ ¢t v s 1 {3.18)
e (x,0,t) = 0 vt @ ¢ x < 1 (4.19)
G,Y(x,i,t) = @ v t @ < % £ 1 [4.20)
a = {3y - 1) v =@ (4.21)
k= @.01 (4.22)
At = .08 (4.23)

Como condicgdo inicial tomou—-se a concentragio igual a

Zero.

Este teste ja foi estudado por DONEA et al. [27], para
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comparar varios esguemas corretivos. Os resultados, mostrados
nas figuras 4.18 e 4.19, com a corregdan SUPG sic melhores gue os
resultados obtidos no referido trahalho. Pode-se observar que os
resultados obtidos com a corregdo SUPG ndo apresentam as
oscilagOes observadas com a abordagem classica de

Bubnov-Galerkin.

0 altimo teste estuda wuma situaglc envolvendo
condigBes de fluxo muito proximas da convecgdo pura, em regime
permanente. Em um dominio quadrado Q= ]Jo,if = ]o,1if
discretizado com uma malha de 1ex1ad elementos iguais,

especificaram-se as seguintes condigdes de contorno:

c{@,y) = 1 0 sy ¢} {4.24)
c(x,@) = 1 @ ¢ x < 1/3 {a.23)
c(xn,0) = 9 1/73 < x £ 1 {a.26)
c’y(x,@) = @ @ ¢ x 2 1 {4.27)
c,x(l,y) = @ @ ¢ x £ 1 {4.28)
u = 1/ 2 v = 1/J/2 {4.29)
kK - 10 ° {4.30)

Este teste foi utilizado por BROOKS e HUGHES [13], e
mostra a melhora do esquema correctivo S5UPG frente a outros
métodos. Nas Ffiguras 4.20 e 4.21 mostram—se os resultados,
podendo-se comprovar o efeito da corregi3o que elimina as
oscilacBes, sem introduzir sobredifusio transversal ap fluxo,
como apresentada por outros esguemas corretivos. ) erro
mostra-se sensivel a diregio da velaocidade, aumentando guando o

angulo desta & diferente de 43 graus.
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CAPITULO ©

CONCLUSUES E RECOMENDACOES

O esgquema Streamline Upwind Petrov-Galerkin, §UPG,
para preblemas de difusio-conveccio com o método des elementos
finitos wminimiza os problemas numéricos de gscilagdo e
amortecimento presentes .na formulacZo tradicional de
Bubnov-Galerkin, & que continuavam presente em formulagdes nas
gquais a corregio de upwind nic era introduzida de maneira
consistente. O esquema tambem & valido para outras Equégﬁes de
transporte onde aparecem termos convectivos. Uma extensdo
natural & a aplicagio de método a equagles nioc lineares, como as

de Navier-S5tokes e Burger,{[13], [14], [27].

Problemas transientes com valores muito elewvados do

numero de Feclet, correspondendoc a transporte gquase que
puramente convectivo, ainda fornecem solugbes com razoaveis
oscilagbes. 0 presente trabalho foi desenvolvido visando,

principalmente, o estudo do ransporte e diluig3o de poluentes em
rios. O numerc de Peclet local, em casos de interes préfico,
dificilmente ultrapassa walores nafainxa de 88. Portanto pode-se
concluir que ¢ esquema SUPG & plenamente satisfatoric para

estudos de poluigdo em rios.

Modificagbes do esguema SUPG para transporte guase
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puramente conwvective foram apresentadas recentemente na
literatura [28}, [29}, [3@] e [32]}. O esquema correctivo SUPG
acrecenta, nas functes de ponderagdo, um termo orientado no
sentido conuvectivo. As modificagbes propostas nestes trabalhos
acrescentam um segundo termo na direg3o do gradiente da propria

solugdo.

Em um trabalho recente [32] mostra-se a abordagem do
caso de convecgio e difusdo de uma substancia gque apresenta
decaimento. Esta .caracteristica & de importancia no estudo da
poluigio ja que, na pratica, fregquentemente o elemento a ser

dispersado nao & conservativo,

Uma sugestio para continuag3oc da presente pesguisa & o
estudo de uma extensio do método para casos artotrépicos ja que,

guando pretende-se analisar a dispers3c em uma regido proxima ao

lancamento, isto & dentro da distanga de boa mistura, e
necessaria a aplicacgdp de modelos bidimensionais. A dispersdoc
longitudinal processa-se de maneira bastante distinta da

transversal, requerendo modelos ortotropicos. O esquema SUPG nao
pode, entio, ser aplicadoc da maneira descrita neste +trahalho,
precissando modificacdes provavelmente na determinagdo do

coeficiente k de difus3o artificial.
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