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Este trabalho tem por objetivo desenvolver a formulagfo
p-adaptativa do método dos elementos de contorno aplicado a

problemas de potencial bidimensional estacionario.

No refinamento automidtico versfo p =sEo introduzidas
saletivamente na discretizag%o novas fungdes de interpolacio
hierarquicas, em fun¢ic de informa¢Bes obtidas na anilise de

erros.

Foram analisados problemas priticos que podem =er
representados pela equagio de Laplace, Os resultados foram
comparados com solugBes analiticas e solugd@es por outras

técnicas numéricas.
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This work is concerned with the development of the
p-adaptive version of the boundary element method applied to

bidimensional steady state potential problems.

In the p version of automatic refinement, hierarquical
shape functions are selectively inserted in the

discretization, complying with error analysis.

Some potential problems are zolved with this technique
and the re=sulits are compared to zanalytical and numerical

zolutions.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

O método dos elementos de contorno tem demonstrado ser
uma técnica numérica eficiente para a soluglo de uma ampla

classe de problemas de engenharia.

Este método baseia-se na transformagio das equagdes
diferenciais que descrevem o problema em equag@Bes integrais,
expressas apenas no contorno da regiio analisada. As
equacdes integrais sZo discretizadas, o que origina sistemas
de equac®es algébricas cuja solugEo fornece o valor das
incégnitas no contorno. Nos pontos internos do dominio, as
incégnitas sXo calculadas a partir dos valores no contorno,

através da integragZo numérica da equagZo integral.

VAriacs caracteristicas contribuem para o bom desempenho
de método. Come restringe-se a discretizagfo ao conterno do
problema, ocorre grande simplifica¢io nos dados de entrada.
O método apresenta também a capacidade de modelar apro-
priadamente regi®es infinitas e semi-infinitas, e em geral
fornece resultados com precisfo equivalente para a incégnita

e suas derivadas.

O método dos elementos de contorno pode, da mesma forma
que o método dos elementos finitos, ser desenvolvido atraves
da técnica de residucs ponderados, o que evidencia a unidade

ent.re as duas formulag®es. Estes métodos devem ser con-
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=2iderados n3o como formul agdes competitivas, mas come ferra-—
mentas complementares, cada qual com campos de aplicagfo

onde tém maior eficiéncia. -

Uma introdugcZ2c ac método dos elementos de contorno
aplicade a problemas de potencial e elasticidade estatica
lineares foi publicada por BREBBIA (1] em 1978. Um livro
mais abrangente, onde =sXZo tratados também problemaz n3o
lineares e dependentes do tempe foli publicado por BREBBIA,
TELLES e WROBEL [2] em 1884. O rapido desenvolvimento obtido
neste campo pode ser verificado nos anais das conferéncias

especificas, por exemplo BEM [36].

A confiabilidade das solugdes ¢ um problema crucial
para as itécnicas de anialise numérica. O método dos elementos
de contorno, bem comc o métode dos elementos finitos con-
vencional, nZ%o fornece informac®es sobre os erros decor-

rentes das aproximagses efetuadas.

Para o métode dos elemento= finitos, no entanto, fol
desenvolvido embasamento tedrico rigoroso para a an&lise de
erros (BABUSKA e FRHEINBOLDT [3,41). Isto permitiu grande
desenvolvimento de procedimentos de estimativas de erros e
refinamentc automitico de solugBes (GAGO (5], ZIENKIEWICZ et
al. {61, GAGD et al. [7,81), denominados procedimentos
auto—adaptativos. Tem =ido obtides grandes progressos no
desenvolvimento das formulagBes auto—adaptativas do método
dos elementos finito=, atualmente & possivel obter-ze

soluc@ies numéricas por elementos finitos com precisdo
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pré-especificada pelo analista C(RIBEIRO (93, LYRA[102,
GAGOL71>. JA existe bom volume de artigos publicados sobre
este assunto, e as principais contribui¢®es nesta area até
1986 foram relacionadas por BABUSKA e NOOR {11]. Em 1984 foi
realizada a primeira conferéncia internacional exclusi-
vamente dedicada as técnicas numéricas auto-adaptativas

CARFEC {1212.

As técnicas auto-adaptativas sZo potencialmente t3o
benéficas para o método dos elementos de contorno quanto
para o método dos elementos finitos. Apesar disto, poucos
resultados praticos tém sido reportados em elementos de
contorno. Isto deve-se principalmente & falta de embasamento
teérico para a analise de erros na solugdo numérica de
equacBes integrais. Os resultados apresentados usualmente
sofrem de falta de rigor matematico, © que coloca em duavida

sua generalidade.

A aplicagXZo de técnicas numéricas auto-adaptativas em
elementos de contorno para problemas de potenclal esta-
cionario foi tratada por CERROLAZA e ALARCON [131, LERA
[141, ALARCON e REVERTER {151 E RANK [16,17]. Problemas
elastostaticos lineares foram estudados por PARREIRA (18],

RENCIS e MULLEN [(19], e UMETAMI [201].

Existem basicamente trés tipos de refinamento
auto-adaptative. A versfc p procura melhorar a precisfio da
solucio aumentando a ordem da interpolagcio nos elementos

onde © erro & maior, conservande o ntimero de elementos na
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malha. Na vers3o h, a ordem da interpolagioc ¢ mantida porém
aumenta-se o numero de elementos na malha, por subdivis3o
dos elementos criticos. Na versZo r, varia-se apenas a
posicio dos nds, mantendo-se o nimero de graus de liberdade
invariante. A combinagio destas +técnicas ¢ viavel C(RANK
(1710 e pode levar a implementag@es cuja eficiénecia

ultrapassa a de vers@es simples.

A versZo p-adaptativa peossui varias qualidades. Ela
apresenta elevadas taxas de convergéncia, isto €, a taxa de
variac¥o do erro da solugio em fungio do aumento do numero
de graus de liberdade & relativamente alta. Além disso, o
refinamente p pode ser implementado de maneira eficiente com

o usa de fung®Bes de forma hierarquicas (RIBEIRO [S1D.

Neste trabalho apresenta-se uma implementacio do método
dos elementos de contornoe p-adaptative aplicado a problemas

de potencial bidimensionais estacionarios.

No capitulo II descreve-se os conceitos basicos e as
formulag®es isoparamétrica e hierarquica deo métodeo dos

elementos de contorno.

No capitulo III discute-se as caracteristicas gerais do
refinamento p-adaptativeo e sua estreita vinculagio com a

formulagio hierarquica.

No capitule IV apresenta-se a anadlise de erros. S3o

determinadas estimativas de erro suficientes para controlar



um processo auto-—adaptativo.

As principais caracteristicas do programa de computador
desenvolvido a fim de verificar o desempenho da formulagio

p-adaptativa s3o comentados no capitulo V.

O capitulo VI contém as analises dos exemplos

utilizados para testar a formulacgZo.

Finalmente, no capitulo VII estio as conclusdes gerais
e sugestBes para futuros estudos e continuidade deste

trabalho.
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CAPITULO II

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

11.1D0 Problemas de potencial .

Neste trabalho foram estudados algoritmos para solu-

¢3¢ numérica de problemas cujo comportamento pode ser

descrito pela equagic de Laplace :

U x I =0 x € 0 CII.1)

submetida as condig¢®es de contorno

ul x D = uC x O x € Pu  CII.2
qu3=%x)=ECx3 x e Fq CII.®
onde x - representa o ponte de coordenadas X X,
n - céordenada na dire¢ic da normal externa ao
dominio
{1 - dominio
=Tu UI'q - contorno de 0

como pode ser observado na figura II.1.

O métedo dos elgmentos de contorne resolve o problema
definido pelas equag@es (II.123, (II1.28) e (CII.3> através da
transformagEo da equacio diferencial (II.13, wvalida em
QUTr, em uma equag¢iZc integral definida neo contorno I'. O

contorno ¢ entiic discretizade em elementos nos quais supSe-
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se conhecidas as variagSes de u e g, o que permite montar um
sistema de equa¢Ses algébricas lineares. A resolugic deste
sistema fornece uma solugfo aproximada para as incédgnitas no

contorno.

xl*

}

figura II.1 - Dominio



II.2> Formulaggo direta

O método dos elementos de contorno sera desenvolvide a
partir de uma expressio de residuos ponderadoz. Assim
torna-se aparente a relag¢Zc entre esta e outras técnicas de
anidlise numérica, em particular o métode dos elementos fini-
tos. A fermulag¢io por residuos ponderados apresenta ainda a
vantagem da generalidade, possibilitando a extensZo do me-

todo a problemas mais complexos.
Admitinde que u & q sejam solugc®es aproximadas para o

problema de potencial descrito pelas equag@es (II.1),(II.20

e (IT1.3), surgem 32 tipos de residuos:

FuC x> =R x € 2

u¢ x D - ul x 2 Ru x € [u

E

Rq x e I'q CII.4D

qt x> - gt x 2

A expressZo de residuos ponderados para este problema &

C BREBBIA, TELLES e WROBEL [2] >

aw

J‘Ewdn= Rq wdlr - J‘leu—-dr CII.SD
0 J‘I"q Cu In
ou
J'Vzuwdﬁ=_qu—c_[3de" - J'Cu—a)%dl“
Q Iq Fu
CIT.6)

No método dos elementos finitos, modele de deslo-
camentos, ¢ usual adotar-ze zolug¢Bes aproximadas e fungBes de

ponderagdo que satisfagam as condig®es de contorno essen-—
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ciais. O erro Ru torna—-se assim identicamente nulo. £ normal
ainda o emprego da formulag¢ioc fraca da expressio de re=i-
duos, reduzindoe a ordem do operador diferencial pela apli-
cag3o _dc teorema de Gauss. Empregando como fungiies de
ponderaciZo w as mesmas fungSes u utilizadas na aproximagio
das incdgnitas( técnica de BGalerkin 3, a expressio (II. 4>

reduz-se a ¢ ZIENKIEWICZ e MORGAN [211 O

du dabu _ -~
I % & 90 = [ g 6udr CI1.7
2 i i I'q

onde &§ ¢ o simbolo de variagio e foi utilizada a conveng3o
de somatério de Einstein. Esta expreszsSc & a bazse da imple-

mentacio numérica do método dos elementos finitos para equa-

30 de Laplace.

No método dos elementos de contorne, a scolug3o aproxi-
mada u n¥c necessariamente atende as condi¢®es de contorno
essenclials. Através da formulac®c inversa da expressic de
residuos ¢ BREBBIA, TELLES e WROBEL [2]1 Je do uso de fun-
¢Bes de ponderagZo e=speciais, consegue-se eliminar a inte-

gral de dominio da expressio (II.&D

Denominando a fungZo de ponderagiZo de u*, e supondo que
u possua derivadas primeiras continuas, a equacio (II.6&2

pode ser reescrita para :

[Puuan=[cqg - Pudr - fcu- o qdr CII. &
0 g Mu
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onde q = g%

Aplicande a férmula de Green & integral de dominio, in-
troduzindo as condi¢®es de conterno e cancelando os termos
semelhantes, obtem-ze (BREBBIA, TELLES e WROBEL [Z21)

J Puude = - [ quiar - [ quTar + [ ug™dr + [ g ar

Q r r r

u g q u
(I1I. 9

SupSe-se que a fun¢iZo de ponderacXo u seja soclucio da

seguinte equaclo de Poisson
PuCE, xD = - AC £, x O CII.10d

onde { e x s¥%o pontos do daminio Q.
AC £, % D ¢ a fungZo delta de Dirac, definida por:
AC F, x2 =20 para § # x

Jac e, xdda=1 CII.11D
0

A fungZo delta de Dirac possul a propriedade :

JAC &, %D ¢ xD>dR=1o1C¢>D €I1.12)
Q

Na literatura de elementos de contorno e da teoria de
potencial C(KELLOG (22]1) os pontos £ e X s%o denominados
ponte fonlte e ponte campo, respectivamente, e u*CE " -3

denomi nada solugZa fundamental .
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Substituinde a equagio (I1.100 na expressZo C(I1.9D
elimina-se a integral de dominioc através da propriedade

CIT. 12>, cobtendo-se :

uCgd+ [ uCxd qCZ,0 dr + [ U00 q’C¢,0 dr =

| [Cu
f aco ucE0 dr o+ [ g0 u’cZ,o dr CII.13)
Mu g

ou, genericamente

WCEd + [ L Ut qCE, X - qO0 uCE, X 1dr = 0
r

CII.14D

onde fica implicito que uC x ) e g€ x 3> assumem seus valores
prescritos quando © ponto campo x estiver sobre T'u ou Iy,

respectivamente.

A equacZo (I1.14D> relacicna o potencial no dominic com
o fluxe e potencial no contorno. Levando o ponte fonte §
para o contorno (BREBBIA, TELLES e WROBEL {213, chega-se 2

equacio

cCEucEd + [ utxo GCE D - qlxd W g, 1dl = O
r

CIT. 1%

onde ¥F ., x - pontos no contorno T
cC F D - constante relacicnada a4 geometria do
contorno no ponto fonte ¥ . ¢ BEERBIA,

TELLES e WROBEL [213.
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A forma da solug3o fundamental depende do dominieo e das
condi¢®es de contorno da equagl3o (II.102. Para dominios

infinitos bi-dimensionais as express@ies sdo

ue E, xd = - 8—1——11'1( r CII.16
2 _ 1

onde & o vetor unitario neormal externo ao contorno T

- ¥ € fig. II.1 D

Te e
[}

x
~
el =1x-Z]
~ ~ o~

I1.3> Discretizaggo da equagso integral

Admitindo que o contorno I' seja discretizado em Ne ele-

mentos, a equag¢®o integral (II.15) torna-se

Na No

cCEIulfd + EJ. ul D q*Cf,xD dI" = EI qC 0 U*Cf.x)dr
2 I j=s T

CII.18)

SupSe-se também que dentro do elemento j, ulxd e gD

sejam aproximadas da forma :
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Mju

= J
ujC ® D EakaC ®x I
¥Zo

mjq
al x 3 = zbi NC x 3 x el CII.17)
k=0
onde uj potencial no elemento j
q.i fluxo na direg3o normal no elemento j
ai. bi parimetros desconhecidos

NkC ® 2 funcBes de interpolagio
mju, mjg ordens de interpolagio
A equagio (1I1.16) torna-se enLtlo , para ¢ periencente

a0 elemento M

miju Na Mju
. ) ” .
cCED a’ NCEY + a’ NCxD) q C¥,x) dr' =

k:zo k k Jzi kza k IFJ k
Ne Mjg
E Zb* J NGo u'cg, 0 dr  cII.isd
. k .k
i¥1 kZo j

Come o método baseia-se na formulacfo inversa da ex-—
pressfo de residucs ponderados, nEc ¢ necessaric que =seja
garantida continuidade de potencial ou suas derivadas entre
elementos adjacentes, pois o operador diferencial do
problema é aplicado sobre as fung@ies de ponderag¢io (equagZo
IT1.9). A escelha das familias de fung®es de interpeolacBo
pode assim ser feita com grande liberdade. E importante
ressaltar que em principio, cada elemento pode apresentar
interpolages de cordens diferentes para uv e g, bem como

para a mesma grandeza entre elementos distintos.
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Definindo agora

= [ NCxD uC £, x 2 dr

I
e
= [ NC x> qC £, x> dr CII.19)
rj
onde

i refere—-=ze ao ponto fonte Ei
J refere—-se ao elemento j

k & a ordem da fungcio de interpelagio Nk

reescreve—-se a equagio (II.18) como

mju Ne mMju Ne Mmjgq

i
ccg)kzoaknkczn +E Zh a) z Eg CII.20)

A contribuigd3oc do primeiro termo da equag3o (II.20D
deve ser =somada & parcela do somatdrio correspondente ao
elemente que contém o© ponte fonte F, e a equag3o

simplifica-se para

Na mju Ne mjq
z E = Y 3 o b C1I.21>
i€1 k% i1 xS Y

onde hl_:j = h',:j + =& j n3o contém o ponto fonte ¥
h’_L‘j = cCEINCE + h},:j se j contém & CI1.22d

Introduzindo-se as condi¢Ses de contorno., a equagio
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integral discretizada assume a forma final

ziﬁazzg:;=

Jelu
miq m,iu
z 2 g EJ - z z - a) ¢II.23D
Je‘r‘q JEru
onde Zl‘i. ‘E‘j( valores prescritos no elemento j
z indica somatédric no contorno Iq
i€l'q
z indica somatdrio no contorno u
jslu

Foi estabelecida uma equacic algébrica para um ponto
fonte ¥. Esta equagloc relaciona o potencial deo ponto fonte
com os potenciais e fluxes desconhecidos nos elementos de
contorno. Repetindo esta equa¢is para tantos pontos fonte
distintos quantas forem as incédgnitas da equagio (II.23D,

monta—-se um sistema de equagdes algébricas lineare=z da forma

L4

X =F CII1.24D

cujo vetor sclucio X contém os valores das incdgnitas que

A

anulam o residuo nos pontos fonte.

Em contraste ao métLodo dos elementos finitos, a matriz

de coeficientes K nZo ¢ simétrica. Além disso, como cada

Mo

ponto fonte esti relacionado com todos os elementos, a

matriz de coeficientes & cheia.
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I1.4> Formul agzo i soparamét.ri ca

As implementac®es modernas do método dos elementos de
contorne tem normalmente utilizado a fomulag2o iso-
paramétrica, na qual a geometria, o fluxo e o potencial de
cada elemento sXo aproximados por interpolagBes de mesma
ordem. E usual também o emprego das fung@es de interpolagfo
lagrangeanas, e escolher pontos fonte coincidentes com os

nés das fungedes de interpolagIo.

Nas coordenadas naturais do elemento pode-se escrever

para o elemento j

m
uC pd = 2 a NCpod
i vZo ke k
m
ac 7> = z bNC 7 3 CII. 28D
ko
m
xC 7 = z e NC m 2
4 kZTa ~

As fung@es lagrangeanas s3oc da forma ¢ ZIENKIEWICZ e

MORGAN (211 2 :

m Cn - 'ni.:)
NCnd = 11 — CII.aeo
" izo, = © SN
onde . sZ0 as coordenadas naturais dos nds de

=0, m

Nkc n o
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A principal propriedade das fung®es lagrangeanas &
NkC n, y = 6u: CIXT. 270

onde 6';1: & o delta de Kronecker.

Isto implica em

N R

ujC 0, 3 a, Uk

ac m, > = b} = Qii C11.28>
= 3 = yi

fjc m 2 =y fk

e a equagfo CII.17) pode ser reescrita como

m
— J
al 9 3 kzo ulNC 7 >
m
ql n > = 2 QNC n o CII.29)
J kTo k
m
— J
xC ) = kzo XN 1O

e a equagia (I1I.22) =implifica-ze para

~k k

h”_ = htj se j nio contém o ponto fonte §
h’:j = h’_:j =e j contém ¥, mas § n¥Eo coincide com m,
h’.:j = cC¥D + h‘_:j ze j contém ¥, e ¥ coincide com n,

A equagio algébrica correspondente a um ponto fonte ¥ &

entdio :
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I~ 8
o3
5 =
=
i
wad
e
0
‘: ~
L
I

EE’.‘ 'i CIT.30D

Os parimetreos a e bk assumiram os valores das fung¢8es

k
ulx> e qlx) nos pontos nodais devido & propriedade (II.27) e
por ter sido forgada a coincidéncia entre pontos fonte e nos
das fungB@es de interpolagfo. Apesar da conveniéncia desta

linha de a¢Zo, ela n3o ¢ necessariamente inerente ao método

dos elementos de contorno.

II.5) Fungges hierérquicas

Ne contexto doz métodos numéricos p-adaptativos &
essencial minimizar o esforgco computacional necessario a
obtengio de novas solugfes. Nesteraspecto. & importante que
as fung@es de interpolag¢fo utilizadas em uma aproximagio de
ordem m nic sejam modificadas quando tenta-se refinar a
solugcfo com a introducioe de uma nova fungcio de ordem m + 1.

Izte &, se

m
ut x J = kz:kac n D CII.31)

¢ refinada para

m+1
ut x O zaNCnD CII.32)
k:okk

as fungSes Néi'n 3, k = 0..m, devem ser ilguais entre as
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equacSes (IT 313 e (I1.323. A= familias de fungdes de
interpolacifo que possuem esta propriedade =20 classificadas

como fungBes hierarquicas.

Como pode—-se facilmente observar da equagio (II1.268) e
na figura (II.2D, as fung®es  lagrangeanas niEo =30
hierarquicas. Deste mode nioc =3o adequadas 2 implementagio

do método dos elementos de contorno p-adaptativo.

Para garantir que a primeira solugfo do processo
p-adaptativo seja idéntica a solugBo com elementos lineares
convencionais, utiliza-se familias hieraArquicas onde as

fungBes de ordem O e 1 =350 obrigatoriamente

_ 1 -7 .

NCnd =% CII.33
= 1 +7

Nic no = =5 CII. 34>

Desta forma aproveita-se a continuidade de potencial =
fluxo, quando ocorrer, entre elementos adjacentes para

reduzir o numerc de incégnitas da primeira solugZo.

‘Exige-gse também que as fungSes de ordem superior a 1

sejam nulas nos extremos do elemento, isto é

NC -1 > =1
[a )
Nkc—1)=0 Xk & 0
e NC1D =1
. 41

NkC 12 =0 k=1 CIT.35
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A interpolagfo fica ent3io

mj
= J
ujC n 2 akaC nJ
kTo
e uC -1 > =ul =a’ CII.36)
J (4] o
uC 1> =u = a’
3 i 1
portanto
mj
uC 33 =uNCyd+uNCyd+ zaknkc n > CI11.37)
k=2
LUma caracteristica da interpol agio por funges

hierarquicas ¢ que o= parmetros a para k > 1, n3o neces-

ki
sariamente estX¥o associados a variiveis nodais ou possuem
significado fisico. Isto nZo acarreta nenhum problema, pois

a transformacio dos parémetros em valores nodais € imediata

e estd implicita na equaglc CII.373.

Varias familias de fung@es hierarquicas estZo em uso
corrente. Destacam—-se as utilizadas por RIBEIRO [{9], os
polinémios de Peano(ZIENKIEWICZ e MORGAN (211, ALARCON e
REVERTER [151), e as integrais dos polinémios de Legendre(
GAGO [73, CERROLAZA e ALARCON [131, PARREIRA [{18]). Mais
recentemente foram testados polindmios de Chebyshev C(DEVLOO

[23)) e fungBies trigonométricas (WIBER = MBLLER [241D2.
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As fung@es de Peano sZo definidas por

-1
k!

NkC ] k par, k 2 2

k
*Ejgfﬂ— k impar, k 2 3 CII.38)

NkC N2

Pode-se facilmente verificar que se na interpolag3o

CII1.37) 330 utilizadas-se fungBes de Peano, entlo

Sl cqpd| _=a k z 2 CII.3

o que fornece um significado fisico aos parametros a, .-

As fungdes de interpolagio de Legendre sio dadas pela
integral em 7 dos polinémios de Legendre que sZo definidos

por (SPIEGEL [2512

PCnd=—="— Socpf-1F k20 CII.40d
2 1 ay

integrando em 7, para k¥ 2 1, obtem—=ze a familia hierarquica

CGAGO (71, CERROLAZA e ALARCON [{13], PARREIRA (181>

CII.41d
2% ¢k -1 31 dn .

As fung@es de Legendre (II. 41> possuem a propriedade

€CI1.35) e geralmente levam a sistemas de equag@es melhor
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condicionados do que as fung@es de Peano (PARREIRA (181,

ZIENKIEWICZ [6])2.

Os polindmios de Chebyshev =3o dados pelas férmulas

CSPIEGEL {2512

TOC ny=1
T1C noi)=n7n
= - >
ch n 2 27 'I‘k_ic nd Tk_zc nJ k = 2 CII.42D

Sua pri nci pal vantagem ¢ que os termos de ordem
superior a 2 podem ser calculados muito eficientemente
através da férmula de recorréncia. Bastam duas multi-
plicagBes e uma subtragZo para obter-se um novo termo em
fung3o dos anteriores. Os polindmios de Chebyshev, entre-

tanto, nXa apresentam a propriedade (II.353, pois

ch 1 2=1
ch -1 3 =1 k par
ch -1 3= -1 k impar CIY. 430

o que dificulta seu uzo como fung@es hierarquicas.

DEVLCO [83] sugere uma familia hierarquica baseada nos

polindmios de Chebyshev da forma

NkCn) TkCn)—l k par, k 2 2

NkC n 'I‘kC 13- k impar, k 2 3 CITI. 445
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que mantém praticamente a mesma eficiéncia de célculo dos

polindmios n3c modificados.

O= polindSmios de Legendre (IT1.403 compeortam—-se como os
de Chebyshev nos extremos do elemento (equag@es II.430.
Portanto s3oc passiveis do mesmo tratamento, dando origem a

uma familia hieradrquica descrita por

NCnd>=PCnd-1 k par, k = 2

NkC n 2 PkC ndy -7 k impar, kK 2 3 CII. 4%

Como familia hierarquica trigonométrica, pode-se adotar

v

cosC Ck-129n2 k par, k e

NkC nD

sind Ck -2 k impar,k 2 3 CII. 47D

L&C n
Neste trabalho foi comparado o desempenho das fungSes
de Peano (JI1I.38) e dos polinfSmios de Chebyshev (I1.44) e

Legendre (I11.45) modificados, como proposto em (II.450.

I1.6> Farnmlag;o hi.erérquica

A formulagiZo hierérquica do método dos elementos de
contorno difere da convencional pelo emprego de funges de
forma hierarquicas. A equagic algébrica para cada ponto
fonte e o sistema de equagSes apresentam-se estruturados

hierirquicamente.
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Com a propriedade (II1.37), pode-se escrever a equagZo

CII._23) como

ZIhoh"][ °]+2[g°g‘][ °]+
i) i J L B q,
jelq 1 jelu ’
mju mjq
5 h* al -3y 3 g b = fcED CII. 45
Kby WOk W WOk
Jjelu Jel'q
mju mijq
onde fC & 2 = -z h].:j Ei + 2 g,.:j _b'i
jel‘uk=° jer.qk=a

Os termos em u, e q correspondem a equagio que seria
montada se o problema fosse resolvido com a mesma malha,
usando elementos linearezs convencionais. 0= termos de ordem

sSuperior em a e blc nfic alteram oz coeficientes de ordem de

k
interpolagic inferior, peois =s3o calculados com fungSes

hierarquicas.

A estrutura hierirquica desta equagic ¢ evidente. Ela
poede ser admitida como uma equagl3c para elementos lineares,
modificada através da introdugZc de fung@es de interpolagZo
de ordem superior. Organizando-se todas as equagBes do
sigtema desta forma obLem—se esta estrutura hierarquica
refletida no sistema de equacSes algébricas. no gual pdde—se
identifiqar sub-matrizes assocladas & solugfes com elementos
lineares e 4s =solugdes com graus de liberdade de ordem

syuperior.
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A formulagcio hieradrquica permite grande flexibil;dade
nc posicionamente dos ponteos  fonte. Para as fungdes
lineares, os pontos fonte s#o posicionados nos extremos dos
elementos, garantindo a continuidade de potencial e fluxo
entre elementos adjacentes. Nos casos em que a continuldade
nic & desejada, por exemplo em pontos n¥o suaves do
cﬁntorno, desloca-se © ponto fonte para o interior do
elemento, mantendeo-se i1nalteradas as fung¢®es de inter-
polagic. Este tratamento ¢ similar aoc proposto por MARQUES
[26], para o caso de elementos lineares, sendo denominado

tratamento de canto com elementos interpolados.

Cs pontos fonte correspondentes a fungSes de ordem su-
perior ndo estic associados a variaveis nodais. Seu posi-
cionamento decorre portanto de ocutros fatores. Por exemplo,
€ aconselhavel que os pontos fonte sejam localizados em
pontos de miximos das fungSes de interpolacZo. Desta forma
reforga-se a dominincia da diagonal da matriz de coefi-

cientes, melhorande seu condicionamento.

Deve-se evitar proximidade excessiva entre pontos
fonte, e também entre pontos fonte e pontos de integracZfo
numérica, para evitar may condicionamento do sistema de
equagBes. A estratégia adotada seri discutida ne capitulo

que trata da implementagio computacional do método.

As fung@es de forma hierarquicas sZc as mais adequadas
a implementagfio formulac3o p-adaptativa. No entanto, estes

conceltos sZo independentes. E possivel empregar fungiies de
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interpola¢fo convencionais no método p-adaptativo. Neste
caso niZo ¢ possivel ¢ reaproveitamente de calculos prévios,
e a formula¢Zo perde um dos principais atrativo=s, tornado-se

pouco eficiente computacionalmente.
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CAPITULO III

REFINAMENTO AUTO-ADAPTATIVO

O processo de refinamento auto adaptativo conziste em
melhorar a precisio de uma solugEo intoduzindo-se novos
graus de liberdade no modelo e realizando solu¢fes suces-
sivas. O enriquecimentc da aproximagZo & determinado pelo
comportamento do préprioc problema. Os novos graus de liber-
dade sX%0 acrescentados automaticamente nas regifes onde a
resposta esteja mal representada. As solugdes obtidas por
processos auto—adaptativos podem ser consideradas &timas no
sentido de que o erro ¢ minimo para © numero de graus de
liberdade empregado na discretizag¢io. Verifica-se também uma
tendencia a distribui¢ic uniforme de erros, mostrando que
cada elemento fol aproveitadoe em seu miaximo potencial de

aproxi magcFo.

Para alguns casos do método dos elementes finitos
existem provas matemaAticas formais das caracteristicas fa-
voravelis do refinamento auto-adaptativo CBABUSKA e
RHEINBOLDT [3,41>. Para o método dos elementos de contorno,
rno entanto, o embazamento tedrico ainda esta inﬁipiente. O
desenvolvimento tem sido realizado com base em analogias aos
processos utilizados no método dos elementos finitos, e sua
validade sé pode ser mostirada através de resultados numé-

ricos.

Nos procedimentos p-adaptativos introduz-se novos graus
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de liberdade aumentando o numero e consequentemente a ordem
das fun¢@es de interpola¢fo das incédgnitas. A partir de uma
solugdo inicial do problema, realiza-se a anélise de erros.
E estimade o erro total da solugc¥o e sXo determinados os
elementos nos quais o refinamento serid mals eficaz. Se o
erro total estimade for menor do que uma toleriAncia pré-
estabelecida, a solug3ic & considerada satisfatéria e n¥o

realiza-se novo refinamento.

Caso contrario, s3o adicionadas novas fung®Ses na
interpolac®e das incégniﬁas dos elementos indicados pela
analise de erros. SXZo montadas novas equa¢Ses, correspon-
dentes aos novos graus de liberdade e o sistema de equagSes
ampliado ¢ resolvido, fornecendo uma nova solugfo. Este
procedimento & repetido até que o erro total estimado seja

menor do que a tolerincia estabelecida.

O corpe de um programa auto-adaptative pode =er

desecrito por um algoritmo bastante simples ¢ figura III.1 D.

A obtengEo de sclugBes com erros dentro de toleriincias
pré-especificadas ¢ uma das maiores vantagens dos métodos
auto adaptativos. A vers3o p possul limitagBes de ordem pra-
tica nma maior ordem admissivel para as fun¢@es de inter-—
polagio. Além disso, em interpolag®es de ordem muito alta

podem ocorrer oscilagBes que prejudicam os resultados.
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Inicio

Entrada de dadeos

Montagem do sistema de equagdes da 1% solugzo

Resolugio do 12 sistema de equacSes

Anilise de erros

Saida de resultados

Enquanto nZ¥o atingir tolericia faga
Montagem de novas equag¢des
Resolucio do sistema ampliado
Andlise de erros
Sajida de resultados
Fim

Fim

figura (III.1> - Refinamento auto—adaptativo

Em problemas com singularidades na resposta, o erro
tende a concentrar-se nos elementos onde estas ocorremn.
Estes elementos necessitam de interpolag®es de ordem elevada
e para uma malha muitoc grosseira pode nZo ser possivel
representar adequadamente a =ingularidade. As=sim um programa
p-adaptativo pode ser incapaz de atingir a toleréncia esta-
belecida. Quando este problema ccorre, a malha inicial deve

ser mais refinada nas regifez onde ocorrem =ingularidades.

A vantagem deo emprego de fungBes hierarquicas em um
programa p-adaptativo & evidente. Os novos graus de
liberdade introduzidoz come func@esz hierarquicaz nfo tem
efelto sobre os coeficientes calculados previamente. Consi-
derando por exemplo a contribuig¢fio de um elemente j onde o

fluxo & prescrito para a equagio algébrica de um poento fon-
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te, tem-se no termo das incégnitas

u mju
[ h® R ][ °] + YR &) CITI.1D
v iy Ui i &z Y ko
e no terme independente
a; mju
o 1 k =
(g . g 1| = + ., b CIII.ed
gLJ gLJ [ (';]’L ]J kzzgtj k

Se a eate elemento for acrescentado um grau de liber-
dade, na forma de uma fungfo hier&rquica, ¢ termo das

inecdgnitas fica

mju+l
C h._h..][ ] + Zh..ak CITI. 3D
veoou ul. J k=2 Y
e os coeficientes htj. k = O..mju, sZoc iguais entre (III1.1D

e CIII.3). Os coeficlientes gfj ndo se alteram porque depen-—
dem apenas da geometria , que ¢ invariante, e de NkC £ D
Como fol usada uma familia hierarquica , as fungc®Ses de ordem
igual ocu menor do que mju nio sio alteradas pela intreoduc¥o
da nova fungio. A contribui¢®c no termo independente nic é
modificada, pois as condigdes de contorne s¥c conhecidas e

supostamente interpoladas com a precisfc necessaria.

A estrutura hierarquica do sistema de equag®Bes ¢ apro-
veitada naturalmente. As linhas e colunas correspondentes a
graus de liberdade de ordem superior s#ZEoc montadas apenas
quando a anaAlise de erros indica que sZEo necessarias. Con-
siderando uma solugic com n graus de liberdade que seja

refinada para n + m graus de liberdade, pode-se representar
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o =istema de equag@es da segquinte forma

K K X = F
Jnn Jnm n hn
K X F

4
¢
¢

No método dos elementos de contorno p-adaptativo

pode-se fazer as associag8es

Knn pontos fonte e fung@es de interpolagic prévias
Knm pontos fonte prévios, novas fungdes

Kmh novos pontos fonte, fung@es prévias

~

Kmm novos pontos fonte, novazs fungBes

){h incédgnitas solugHo anterior

Km novas incdgnitas

F‘n vetor independente =solug3c anterior

;m noves termos do vetor independente

Para que o método seja computacicnalmente eficiente, ¢

importante aproveitar a triangularizagdo de Knn realizada na

a3

solucZo anterior. No método dos elementos finitos & usual o
emprego de técnicas iterativas para a resclugio do sistema

ampliado CRIBEIRC [9]1).

A matriz de ccoeficientes do método dos elementos de
contorne nX%Zo apresenta propriedades adequadas as técnicas

iterativas de solu¢fo usualmente empregadas no método dos
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elementos finitos. UMETAMI (20] observou que a convergéncia
com métodos iterativos & fortemente influenciada pela
familia de fung®es hierarquicas empregada, devido aoc seu
efeite sobre o condicionamento da matriz de coeficientes.
Outros autores C(RENCIS e MULLEN {331) obtiveram resultados
decepcionantes com métodos iterativos de resolugio de
sistemas de equagSes, fora do contexto de métodos auto
adaptativos. Este campo no entanto tem sido amplamente
pesquisado, pois as técnicas iterativas de solugio possuem
caracteristicas interes=santes, em particular quando

combinadas com procedimentos auto-adaptativos.

Neste trabalho fei utilizade um método direto de
solug¥o baseado na eliminagio gaussiana. A cada nova solugio
opera-se apenas sobre os novos termos, aproveitando inte-
gralmente a triangularizag3io anterior. A técnica consiste em
realizar a eliminacio sobre oz termos adicionais da matriz
ampliada, ignorando a submatriz correspondente a4 solugio an-
terior. Alguns coeficientes necessarios para a triangu-
larizagXo dos novos termos pertencem a submatriz anterior, e

sio calculados durante a eliminagZo anterior.

Depois de cada solugfEo realiza-se a analise de erros.
Det.erminam-se indicadores de erro, que s%o quantidades as-
sociadas a cada possivel nove grau de liberdade, e um esti-
mador de erro, que ¢ uma gquantidade global. O=s indicadores
de erre fornecem uma estimativa sobre a distribuigl3o
relativa do erro na discretizacZo. O estimador de errc & uma

avaliagZo aproximada do erro global da sclug3o.
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Em processos p-adaptatives, pode-se usar um critério de
refinamento bastante simples CRIBEIRO (91, ZIENKIEWICZ [61D.
Calcula-se os indicadores de erro para os possiveis novos
graus de liberdade e s3o refinados todos os elementos em que
o indicador seja maior do que uma dada frag3o do maior
indicador da =solugd3c. Isto &, =s3o refinados todos o=

elementos em que

N, Z oA 0fa=x1 CIII.4D
J max
onde Xj indicador de erro do elemento j
Kmax maior indicador na solugioc atual
o constante fornecida pelo usuario

A constante a controla o ntumerc de graus de liberdade
introduzidos a cada solug¢Zo. Para a = 0 ocorre refinamento
completo, isto &, refina-se todos os elementos & perde-se a
caracteristica auto-adaptativa da solugfo. Para a = 1 &
refinadc apenas o elemento que possui o malor indicador de
erro. A tLaxa de cohvergéncia nesite case ¢ Stima, porém o
custo de um grande numero de solug¢des pode Lornar-se

excessl vo.

O wvalor ideal para a ¢ dependente do problema. No
entanto, seu valor n¥c & critico no sentido de que a n3o
influencia na precisfc da solug3o e obtem-se boas taxaz de

convergéncia com o dentro de uma larga faixa. Tem =sido
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utilizado

0.85 £ a £ 0.75 CIIT. SO

com bons resultados.

A escolha da malha inlelal nZc ¢ L3I0 importante nos
métodos auto—adaptative quanto nos métodos convencionais. No
entanto, ¢ essencizl que a geometria e as condig¢gBes de
contorno sejam bem representadas, sob pena de introduzir-se
erros de modelagfc que o refinamento auto-adaptativo nZo

pode corrigir.

O métode p-adaptativeo & particularmente adequadoc a
model ar condigBes de contorno complexas, pois a incédgnita e
a grandeza prescrita tém interpolagBes independentes. A ma-
lha inicial influencia no nimero de novas solucHes neces-—
sarias para alcangar a toleriancia pré—estabelecida, e por-
tanto no custo final da solugBo. A experiéncia do usuario
continua sendo entio um fator importante no custo da solu-

cio.

O efeito da malha inicial sobre o erro teotal da =zclucfo
& bem menor. NiIc ocorrendo problemas de ogscilaclo ou satura-
¢3o nas interpelagSes de ordem alta, o erro na solugcZo final
& pouco afetado pela malha inicial. Os méltodos de solugEo
auto—adaptativos mostram-se azsim ferramentas poderosas nas
mZos de usuirios experientes, e sTo menos sensiveis a inex-

periéncia do que os métodos de analise convencionais.
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CAPITULO IV

ANALISE DE ERROS

A andlige de erros ¢ a fase matematicamente mais com-
plexa de um processo auto-adaptative. Para 6 método dos ele—
mentos finitos, existe uma teoria de erros bem desenvolvida
CBABUSKA e RHEINBOLDT{3,41). Para o método dos elementos de
contorno, no entanto, a teoria de estimativas de erro a-
posteriori tém sido pouco pesquisada C(WENDLAND [271,
RANKI{17]1D>. Os algoritmos tem sido desenvolvidos por argu-
mentagcdo heuristica e por analogia a elementos finitos, po-
rém os bons resultados obtidos indicam que esta & uma Area
promissora, que deve merecer a atencfZo de pesquisadores com

inclinacio mais matemitica.

Existem trés classes de erro em uma solugfc numérica. O
primeirc e mais importante ocorre quande o modelo matemitico
continuo ¢ discretizado. Este ¢ o erro que tenta-se mini-
mizar através do refinamento auto-adaptativo. O erro de
discretizaglio & a diferen¢a ponto a ponto entre a solugZo
exata e a aproximada, e sé pode zer calculado efetivamente
quande a solugfo exata esti disponivel. Seri mostrade entre-—
tanto que no método dos elementos de contorno € possivel
obter—-se estimativas deste erro, suficientes para controlar

processos auto—adaptativos.

O=s erros de origem numérica, como erros de
arredondamento, sZo decorrentes da precisfo finita utilizada

em computadores digitais. Estes erros =30 de estimativa
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dificil, mas podem ser mantidos dentro de limites toleraveis
através da elaborag¢io cuidadosa dos algoritmos numéricos.
Finalmente existem o= erros oriundos das simplificagSes
envol vidas no estabelecimentc dos modelos matemiticos. Estas
simplifica¢®es sHo inerentes aos métodos numéricos, e a
zofisticagfio do modelo ¢ determinada de modo a que sejam

cobtidas beoas solugles com o minimo custo.

As estimativas de errc podem ser a-priori ou a-
posteriori. As estimativaz a-priori s3o baseadas no conheci-
mento prévio das caracteristicas da solugfio, e fornecem in-
formacBes qualitativas sobre a taxa de convergéncia quando o
namero de graus de liberdade tende a infinito. Por exemplo,

admite-se que ¢ erro em uma discretizagioc seja da forma

|l e || =¢nr® CIV.1)
quando h tende a zero,
onde h “dismetro™ do elemento
Il e || norma do errc da solug¢3o
C,a constantes positivas

Em geral nio ¢ possivel obter-se estimativas do erro
local da solugZo de um problema especifico empregando apenas
estimativas a-priori. Ainda assim, elas podem ser uUteis em
um esquema de extrapolag®c C(RENCIS e MULLEN[18], BABUSKA e

NOOR[111D.

Estimativas de erro a-posteriori sXo calculadas com in-



38

formag@es obtidas durante o processe de solugXo. Desta for-
ma, sdc consideradas as caracteristicas individuais e pode-—
ze obter boas estimativas para o erro de um problema parti-
cular. As estimativas a-posteriori geralmente baseiam-se no

cadlculo dos residuos das solugfies aproximadas.

O concelito basico na estimativa de erreos a-posteriori
consiste em relacicnar o residuc das solug®es aproximadas
com © @ erro destas zol ucSes, conforme  proposto por

ZIENKIEWICZ [6] para elementos finitos

Admi te-se solug@es aproximadas para ulx) e q(x

mjiu
A " = J
ul x ) = UL x Zak NC x O x e g CIV. 2D
k7o
mjq
qf x 3 ~q€ x Y = Eb"NCx) x e Tu CIV. 3D
J J Lo k k

A equagfo integral (I1.9) para o problema de potencial

torna-se :

rCEY = cUCEI+ [ UOOQCE,x dr + [ g s, dr -
g Cu

[ d0ou™cg, dr - [ ghou e, dr CIV. 4
Mu | .

onde o ponto fonte ¢ foi suposto localizar-se em I'gq, o que

pode ser feito sem perda de generalidade.

As solugBes aproximadas e e aCxD n3o satisfazem exa-
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tamente a equag¢fo integral (I1.9), © gque origina o residuoc
r(¥3. O residuo & nulc nos pontos de colocaglio, pols esta
condi¢io & imposta no estabelecimento do =sistema de equa-
¢c8es (II.24D. Em qualquer ponto do contorno, o residuc pode
ser calculado através da forma discretizada da equaglo

CIV. 42, isto & :

mju mjq mju
- pk X k nEa
regs = z 2 i) 2y 2 2 gLJ k * 2 2 ij "
jerq ,jeru Jeru
mjq
«~2 2 gLJ ) CIV. B
jerq”

RANK [16] proplie que os indicadores de erro sejam cal-

cul ados por

h=I[rCn)+%€n)]zdF CIV.8)
Tj
baseado em um teorema (RANK {1861 que limita a norma do erro

em um espago de Sobolev H' em funcZo do residuc da solugZo.

Com base na expressio (IV.6), neste trabalho fol empre-
gado como indicador de erro a expressio

A = J r¢ 2 dr CIV. 7D
J rj

A integragcSo desta expressic é realizada numericamente,
pois a variagic do residuo ao longe do elemento & arbitra-

ria.
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O refinamento auto-adaptativo necessita de um critério
de parada. Neste trabalho utilizou-se o somatérie dos indi-
cadores em todos os elementos, © que equivale a integracfo
do quadrado do resfduc ac longo do contorno. Para a solugZo
exata, esta integral ¢ nula, e o refinamento ¢ interrompido
quandc esta integral for menor do que uma tolerincia pré-

estabelecida, isto €, quando

I r¢ 2% dr < TOL CIV.8)
C

onde TOL & uma tolerincia estabalecida pelo usuirio.

A expressio (IV.B) nHo ¢ adimensional. Para gque seja
possivel fornecer uma teler&ncia invariante em relagclico ao
sistema de unidades empregadoc no problema, a expressio

€IV.8) foi modificada para :

I r¢ 5 3% dr
r < TOL CIV.

L j ulx» qlx> d4dr
r

onde L é& o perimetro do contorno I
memﬂdr=Jawmﬁdr+JmnamdF
r r

u q

ulx) e qix) sZeo as solugBes aproximadas

A =olug¢io fundamental u” & adimensional. Desta forma o
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termo a esquerda da expressio (VI.89) também sera adimensio-

nal, e fol empregado como estimador de erro.

Outres critérios de parada acessérios podem ser em-—
pregados. Por exemplo, pode—se acompanhar a convergéncia das
solucBes aproximadas e interromper o refinamento quando a
diferenga entre solugSes sucezssivas for menor do que uma to-

ler&ncia pré-estabelecida.

Pode-se também verificar a convergéncia da integral do
quadrade do residuc ac longo do contorno. Seri mosirade no
capitule VI que a interpretagZfic destes resultados nio &
trivial. A relagZc entre estes critérios de parada e o erro
real da soluc¢ic ainda nio esta bem definida, em contraste ao

que ocorre com elementos finitos.

O= critérios de parada acessédrios sHo uUteis para evitar
que o refinamento p-adaptativo efetue solugdes que nio
melhoram significativamente a precisZfo das respostas. Isto
pode ocorrer, por exemplo, em problemas com singularidades
se forem estabelecidas tolerincias excessivamente baixas.
Nestes casos, depois que os elementos com s=ingularidades
atingem a maior ordem permissivel para as fungBez de
interpolagfc, o potencial de aproximagZo da malha original
foi esgotado. Para obter-ze solugdez mals precisas €

necessirio subdividir os elementos originais.

O calcule do residuc em um ponto € uma operag3o

relativamente cara. Seu custo & équivalente ac da montagem
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de uma nova equagiZc na matriz de coeficientes do sistema. O
cllculo dos indicadores (IV.8) exige a integraclo do residuo
ao longo do elemento, o que encarece ainda mais a anilise de
erros, pols torna-se necessario avaliar o ;esiduo em varios

3

pontos de cada elemento.

O custo elevado n3o inviabiliza o método porque os ele-
mentos p-adaptatives representam bem comportamentos comple-
oz das incdgnitas., A discretizagZ%o do contorno € feita
entio com relativamente poucos elementos, em comparagiZoc a
uma discretizacio com elementos convencionais. O cilculo dos
indicadorez, apesar de caro, ¢ feito para relativamente
poucos elementos, tornando o custo da anilise de erros

aceitavel.

Para problemas de grande porte, o tempo de resolugfo do
gistema de equagSes ¢ preponderante no custo da solugio. O
processo auto—-adaptativo evita que equagcSes desneceszarias
sejam montadas, e a economia decorrente ¢ outro fator que

Justifica o custo da analise de erro=.

No método dos elementos finitoa trabalha-se com ope-
radores diferenciais. O cilculo de residuns pode ser feito
de maneira local (RIBEIRO {913. Em elementos de contorno, o=
operadores sio integrais, e cilcule do residuo em um ponto
implica em uma integragic ao longo de todo o contorno
CIV.B). lIsto faz com que o cilculoc de indicadores em ele-
mentos finitos seja relativamente mais eficiente do que em

elementos de contorno. Outra vantagem do método dos ele-
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mentos finitos ¢ que por ser uma técnica de Galerkin a
integragio do residuc ao longo do elemento fica implicita

nas exprezssfBes doz indicadores.

O método dos elementos de contorno também pode =ser
implementado por uma técnica de Galerkin (PAULA (341,
MARQUES [261), e os indicadores de erro para este caso
também n3o | requerem integragio explicita do residuo
CUMETAMIL[201>. Esta técnica no entanto requer integragdies
numéricas duplas em problemas unidimensionais portanto mais
caras do que no método dos elementos de contorne por
colocacio C(UMETAMI(2C], MARQUES (2610, e deve-se estudar
qui dadosamente o problema para verificar se a economia na
anilise de erros Justifica o custe de montagem de

coelicientes muiteo mais alto.
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CAPITULO V

INPLEHENTAQAS COMPUTACTONAL

V.12 Introdugso

O metodo dos elementos de contorno p-adaptativo foi im-
plementado em microcomputador na linguagem Pascal. O pro-
grama resolve problemas de potencial bidi mensionals esta-
cionarios, e possul aproximadamente 3000 linhas de codigo
fonte e 60K bytes de cédigo executével. Durante a el aboracio
do programa procurou-se aplicar técnicas modernas de pro-—
grama¢Xo e gerenciamento de memdria, obtendo—-se um programa
organizade e eficiente no emprego de recursos computa-

cionais.

A discretizagfo do contorno &€ feita com elementos re-
tos. As ordens de interpolagic para as incégnitas e condi-
cBes de contorno sZc independentes, e podem wvariar entre
elementos distintos. Na primeira solugfo, as incégnitas sEo
interpoladas linearmente em todos os elementos, e a ordem de
interpolagZc ¢ incrementada sequencialmente nos el ementos

indicados na analise de erros.

A linguagem Pascal apresenta varias vantagens no de—
senvol vimento de programas de pequenc e médio porte. A sim-—
plicidade, a estruturagfo natural do cédigo e dos dados e os
ambientes de desenvelvimento de alta qualidade permitem
grande produtividade e estimulam a criatividade do progra-

mador. Além disso, a portabilidade de um programa em Pascal



45

é equivalente a de outras linguagens comuns a programnagio
cientifica. O principal problema da linguagem Pascal & seu

relativo desconhecimento no meioc da engenharia.

V.2) Estrutura de dados

Estruturar dados significa, resumidamente, organizar as
variaveis do programa de tal maneira que as grandezas rela-
cionadas logicamente fiquem agrupadas. As tdnicas estruturas
de dados diponiveis em FORTRAN =80 vetores uni ou multi-
dimensicnais, o que restringe grandemente a liberdade deo

programador .

Em linguagens mais modernas, o programador pode definir
estruturas de dados muito mais versateis. Em Pascal, por
exemplce, pode-se definir tipos de varilveis em fungEo dos
tipos primitivos da linguagem, criando variavels que sejam
mais adequadas a cada problema especifico. Pode-se também
definir estruturas compostas por variavels de tipos dife-
rentes, que sioc chamados “records*” em Pascal e “structures®

na linguagem C.

Nesta implementac¢fio, por exemplo, o armazenamento de
informagc@es fol organizado em fungio dos elementoz. Foi
definide um tipo estruturade que concentra os principais

dados de cada elemento. A definigfo deste tipo & :



elemento

record
numera
conectividade
comprimento
tipo_con
ordem_CC
ordem_atual
indicador
gl num

of fset
proxi mo

end ;
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integer ;

arrayl 0..1 1 of node ;
double ;

cond_type ;

integer .

integer ;

double ;

arrayl O0.. 1 1 of integer ;
integer ;

pointer_to_element ;

A maior parte do= componentes desta estrutura & auto-

explicativo. A fung¢io de alguns componentes menos édbvios &

tipo_con - tipo da condicl3o de contorno

ordem_CC - ordem da condicZo de contorne

ordem_atual - ordem da interpolagc3c da incédgnita

indicador - indicador de erro

glnum - matriz de 2 componentes que contém o
nimerc das equac@es correspondentes as
fung®e=z lineares.

offgset, - numerce da equagcfo a partir da qual
estdo montadas as equagBes correspon-
dentes as fung@ies de ordem superior.

préxximo - apontador para o préximo elemento na

lista de elementos

Em uma variavel estruturada como um elementa, pode-ce

acessar

variavel completa.

subrotina,

cada

campo individualmente ou trabalhar com a

Quandoe um elemento ¢ passado para uma

automaticamente permite—-se acesso a seus dados,
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enquanto ¢ acesso a informac@es de outros elementos perma-—
nece blogqueado. Este tipo de programag3o € intrinsecamente

seguro, polis € muito dificil alterar dados inadvertidamente.

A Area de armazenamento na memdria central reﬁuerida
para um problema especifico =4 pode ser determinada durante
a execugfo do programa. Alocando-se memdria no tempo de
execucXfe reserva-se apenas a dJquantidade de memdria estri-
tamente necessaria a cada problema. Isito permite que o pro-
grama seja executado em miaquinas diferentes aproveitando ao

maxime a memédria disponivel em cada uma.

Nesta implementagioc o armazenamento de dados ¢
realizado em listazs simplesmente encadeadas (TENENBAUM e
AUGENSTEIN [28]1, SCHIMTZ e TELES [2013. Esta 4 uma das es-
truturas de tamanho varisvel mais simples, porém ¢ versatil
e pode ser facilmente programada em linguagens que permitem
alocagio dinfmica de memdria ( Pascal e C, por exempla 2. Os
ftens de uma lista simplez=mente encadeada =4 podem ser
acessados sequencialmenté, a partir da raiz da lista, pois o
acesso a cada item & feito por um apontador contido no fitem
anterior ¢ SCHIMIZ e TELES[29] ). Istc n¥o causou dificul -
dades no desenvolvimento porque em programas de anilise
numérica grande parte do acesso aoz dados & feito de forma

sequencial.
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V. 3) Solugsa fundamental

A solug3c fundamental para problemas de potencial bi-
dimensional, considerando dominio infinitoe & (BREBBIA,

TELLES e WROBEL (212

* _ 1 1
ucC ¥, xJ = Sm ln[T] CV. 1>
onde r & a distincia entre § e x.

Em geral, esta express3oc ¢ introduzida literalmente nos
programas de computador. Estes programas apresentam uma
propriedade indesejavel, as respostas dos problemas variam
com mudancas nos sistemas de unidades por um fater dife-

rente do fator de convers3c entre as unidades adotadas.

Isto acontece porque o logaritmo na expressio (V.1)
deve ser aplicado a uma termc adimensional. Assim, supfie-se
que a constante 1 na soclugio fundamental apresente impli-
citamente dimensZc de comprimento. Entretanto, quando
altera-se a2 unidade de comprimento, o wvalor numéricoc de

InC 11 D também mudza.

Por exemplo, pode-se supor que o mesmo problema seja
resolvido com dois sistemas de unidades, A e B, e que no
sistema A a unidade de comprimento seja a vezes a unidade de

comprimento em B, isto & :

r =ar cv. 22
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onde o subsecrito indica qual sistema de unidades esta sendo

empregado.

No sistema A, a solugZoc fundamental é& :

uC F, xD = ln[ -1--] V. 3D
A 7

e no sistema B

uc £, x D = ot 1n[1—]+ L inc ad cv.ad
R n an

Comparando as equacfies (V. 4) e (V.3 wverifica-se que a
mudanca nas unidades de comprimente equivale a adlig¢io de uma

constante & solucfo fundamental original.

O efeito na resposta da mudangz de unidades pode ser
determinade analisando—-se a equagfo integral (I1.15) nos

dois sistemas de unidades. No sistema A, a equagio & :

cuckd + J uCxq e, % dr

I q(xJu:CE,x) dar V.5
r r

e no sistema B

cucEd) + I uCxOq CE, 3 dr Jq(x)u:CE.xJ ar + IquJk dr
r r

r
CV.&

ande k= 2 InC ad
en
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L
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As equagBes (V.B) e (V.5) diferem pelo termo

k J‘qCXD dr V.
r

que para k diferente de zero sé & nulec quando a integral de
qix> ao longo de contorno for identicamente nula, isto &,

quando a soluglo estiver equilibrada.

O métode dos elementos de contorno n3Ec garante equi-
librio na sclugZo, porém quando a resposta tende i soluc3o
exata, a solu¢3o tende ao equilibrioc e consequentemente, o
termo (V.72 tende a zero. Em programas com elementos de con-
torno isoparamétricos, ¢ efeito da mudanga de unidades &
praticamente imperceptivel. As discretizag¢®es empregadas ge-
ralmente fornecem solugdies suficientemente equilibradas tais

que o termo (V.7) & desprezivel.

Nas formulag@es auto—adaptativas este efeito ¢ impor-
tante. O preocesso de solugfo usualmente parte de discre-
tizagBes grosseiras, cujas respostas s¥o relativamente dese-
quilibradas. Mudangas de unidades podem fazer entZo com que
o refinamento ocorra de modo diferente para o mesmo pro-

bl emna.

O célcule de indicadores de erro baseia-se na inte-
gragio do residuoc ao longo dos elementosC equagfo IV.7). Mu-

dancas de unidades de comprimento fazem com que os indica-
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dores sejam modificados, alterando seus valores relativos. O
critério de refinamento (II1.4) pede entdio levar a

resultados distintos para o mesmo problema.

Para evitar esta dependéncia do sistem de unidades, a
scluclo fundamental foi modificada, a fim de tornar o termo
de logaritmo efetivamente adimensional. Fei adotada como

solu¢fo fundamental a seguinte expressfo :

»* .1 T '
ucf, xJ = —- ln[—r——] V.8

onde I & o comprimente médic dos elementos da malha.

V.4) Calculo de coeficientes

O célculo dos coeficientes de influéncia h',:j e g:j é
critico na eficiéncia computacional de um programa de

elemnantos de contorno. Deve—-se calecular as integrais

R = [ N¢ x> q¥ g, x> dr V. o
ij r'jk

“e
) »
g,_=J'NCx3uC£.x)dl" CV.100
1] r'jk

A determinacfc de expressdes analiticas para ectas
integrais, considerando elementos unidimensionais retos, é&

viavel, mesmo para fungSes de forma Mk de ordem alta. CRANK
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[171). A integrac¢3o numérica no entante apreszenta a vantagem
da generalidade, e foi a técnica empregada. Utilizou-se a
quadratura gaussiana com ntimero de pontos variavel em fungZo
da dist.é.m:lia entre o pont,d fonte e o elemente integrado

C(integracio seletivald.

A integracio numérica das expressSes (V.9) e (V.10)
apresenta dificuldades quandoc o ponto fonte esta sobre ou
muito préxime ao elemento integrado. Nestes casos, as fun-
gOes u“tf.x) e q*CE.xJ tornam—se singulares ou quase
singulares, e a quadratura guassiana convencional requer
muitos pontoz de integragiZc para a obtengfio de resultados

precisos.

Este problema foli resolvide com a transformacZo de
variaveis cdbica proposta por TELLESI301, que possibilita a
integrag®o numérica eficiente de fun¢®es singulares ou quase
singulares. A transformagZo ¢ aplicada sobre as coordenadas

naturalis do elemento, e & da forma

¥y = ans + bnz + en+ d {v.115
onde n coordenada natural do elemento
¥ coordenada transformada

a,b,c.d parametros dependentes da posic3o
relativa entre o ponto fonte e o

elemento integrado { TELLESI{301 O

QO acoplamento da transformagZo cibica e da integragio
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seletiva permite uma expressiva redug¢io no custo computa-
cional do cialculo dos coeficientes de influéncia, e conse-

quentemente no custo final da analise.

v.5) Resalug;o dos sistemas de equagogs

H4 duas situacBies distintas onde s%o resolvidos siste-
mas de equagBes. Na primeira solugfo, correspondente a ele-
mentos lineares. resolve-se um sistema de equac®es conven-—
cional, empregando a eliminagfo gaussiana. Nas =solugles
posteriores, resolve—se sistemas de equag@es ampliados, com
novas equagfies correspondentes aos graus de liberdade intro-
duzidos, aproveitando a triangularizaclo efetuada na solugEo

anterior.

A estratégia de re=zolugio dos siztemas de equagBes am-
pliados &, basicamente, aplicar a eliminacZc gaussiana &4 ma-
triz ampliada, ignorando os termos j& triangularizados na
soluglio anterior. Isto pode ser feito porque os pivds neces-
=2ariozs a triangulariza¢fio dos novos termos s¥c rezsultados
intermediirios da eliminag¢iZc anterior, e ficam automati-
camente armazenados na submatriz triangular inferior da

matriz de coeficientes da solu¢cZo anterior.

O processo adaptativo & controlado através das va-
riaveis INICIO e TAMAMHO Cfigura V.1). A wvariadvel INICIO

indica o ntmero da equag83o onde & iniciada a eliminagfo, e
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TAMANHO contém o numero total de equagBes para cada solugZo.
Em cada solug¥o, INICIO & atualizada para o tamanho da
solugfio anterior mais um, e TAMANHO ¢ atualizada para o
tamanho anterior mais o numerc de novas equa¢BSes da solugdo.
O algoritmo de =zolug¥o dos sistemas ampliados & descrito a

seguir

AdapSolv{ INICIO, TAMANHO > ;
para nivel : 1 até INICIO - 2 faga
para linha := nivel + 1 até INICIO faga
para coluna := INICIO até TAMANHO faga
EiimC linha, coluna, nivel D ;
Fim ;
Fim ;
para linha := INICIO até TAMANHO facga
para coluna := nivel + 1 até TAMANHO faga
ElimC linha, coluna, nivel 2 ;
Fim ;
Fim ;
para nivel := INICIO até TAMANHO - 1 faca
Pivotamento ;
‘para-linha := nivel + 1 até TAMANHO faga
" 'para coluna- := nivel + 1 ‘até TAMANHO faca
ElimC linha, coluna, nivel OJ;
Fim ;
Fim ;
Fim ;
Retro-Substituicfo ;

Fim ;
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ELim ¢ 1linha, <¢cluna, nivel 3 & a operagio basica

elimina¢fo gaussiana . que pode ser representada por

ElimC 1., j, n D ;

o .. _ K[ 1l, n1 )
K[ i, J 1 :=K[ i, j 2 R *Kino j1;

Fim ;

O vetor independente também deve ser modificado durante
a eliminag3o. O procedimento & idéntico ac realizade sobre
os coeflcientes da matriz K, e nSo foli representado no al-

goritmo para simplifici-lo.

O algoritmo de =zolugBo necessita que as novas equag®es
zejam acrezcentadas sequencialmente ao sistema Cfigura
V.2 ad. Este n3o & o caso, pols as novas equag@es surgem em
fung¢io da anilise de erros, e =suas posigdes fisicazs no
sistema de equagBes dependem de nimero deo elemento e da
ordem da fungfo de interpolacico correspondente (figura
V.2 b). Este problema fol resolvido com a intredugfo de dois
vetores apontadores, um para linhas, outro para colunaz, que
mapeam a organizag¢fio légica (figura V.2 ad) no arranjo fisico

Cfigura V.2 bd.

Desta maneira, durante a resolucZo dos sistemas de
equagBes, todo acesso a coeficientes deve ser realizadeo por

meio dos vetores apontadores, por exemplo,

Ki 2lf linha 1. acl coluna 1 1
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onde al e ac =% os vetores apontadores para linhas e

colunas, respectivamente. .

Foram utilizados dois vetores porque o vetor apontador
para linhas ¢ utilizado no pivotamento. Na eliminagZo

gaussiana, o pivotamento & importante para a estabilidade da

resclucfc do sistema. Obviamente, =& & possivel realizar-- -

pivotamento parcial, entre novas equagBes de cada solugio,
peizs as anteriores jiA foram triangularizadas e as novas
ainda n3o foram montadas. O pivotamento & realizado sem
movimento fisico de ceoeficientes, s80 trocados apenas os
componentes do vetor apontador ceorrespondentes as linhas que

devem ser trocadas

INICIO TAMANHO INICIO TAMANHO
sk a
) LLLLLLLLL' K
nn nm
K K
Cad Cbd
figura V.1 Matriz de coeficientes
1o ad
Cal Logica Ch) Fisica

figura V.2 Organizac¢3o dos coeficientes
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V.6) Novas equagogs

A cada nova soluéﬁc s¥0 acreszcentadas equagcdies ao
sistema. Para montar uma nova equa¢Zo ¢ necessario escolher
a pozigio do ponto fonte. No métode dos elementos de
contorno hierirquico os pontos fonte nZo est3o associados a
nés, e podem em principio ser posicionados em qualquer ponto
de contorno n3o coincidente com outro ponte fonte. Na
pratica, os pontozs fonte =Zo colocados no elemento que esti
sendo refinado, de preferéncia préximos a0 miximos das

fungBSes de interpolagcio correspondentes.

O posicicnamento dos pontos fonte fol realizado de
maneira muite simples, gque contuda fornece resultados
satisfatdrios. Criou-se uma tabela para a coordenada natural
do ponto fonte em fungfo da ordem da fun¢3o de interpolagfo
correzpondente. Esta técnica claramente nfo leva em
consideragfo caracteristicas especificas da solugio, mas
isto nIc parece comprometer a precisfo dos resultados. O
verdadeiro efeito do posicionamenta do ponto fente na
precisio da resposta, considerandeo que s3¢ usadas fung®es de
interpolagfic de ordem alta e transformacZfo cubica de
variaveis, & um problema complexs que nIEc fol tratado neste

trabalho.
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V.7 Anélise de erras

O c4lcule de indicaderes de erro requer integracio do
residuc ac longo de cada elemento C(equag3ic IV.7). Foi
utilizada integragifo por quadratura gaussianza, com namero de
pontos de Gauss igual em todos o= elementos e mantide fixo

em todas as solugSes.

Como o cilculo do residuc em um ponto fonte & relati-
vamente caro, aproveitou-se o fato do residuc ser calculado
Sempre nos mesmos pontos para Ltornar mais eficiente a deter-
minagdo dos indicadores de erro. Antes do refinamento auto-
adaptative, =3o calculados todos os coeficientes da equagio
CIV.3) para todos o= pontos de integracZfo do residuc. Os
coeficientes s3o entdo armazenados em um arquive sequencial

em memdria secundaria.

Desta forma, o= coeficientes sHo calculados apenas uma
vez, e reaproveltados em todas =solug®es adptativas. O
verdadeiro efeito sobre a velocidade de execu¢fo do programa
depende, cobviamente, da relagfo entre o tempo gasto no
sistema de entrada e zaida e o tempo de cilcule do residuo.
Para a configurag¢Zio particular onde o programa foi desen-—
velvide ¢ miecro-computador, co-processador de ponto flutuan-
te e disco rigide 3, a gravacio de coeficientes em memdria

secundaria ¢ mals vantajosa.
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CAPITULO VI

AplicagSes

VI.1> Introducao

Neste capitule apresenta—se exemplos de problemas de

potencial resolvidos pelo programa desenvolvido nesta tese.

S3io discutidos problemas cujo comportamento da solugio

& =suave e problemas que possuem singularidades nas
respostas, potencialmente mais complexns para a foermulagZo

p—adaptativa.

Verificou-se de modo geral o excelente poder de
aproxima¢ic dos elementos de contorno p-adptativozs, que
evidencia-se no pequeno ntimero de elementos empregados nas

discretizag@es.

¥1.1) Exemplo 1

A fim de determinar a precisio das respostas fornecidas
pelo programa, foram resclvides exemplos constituideos por
fun¢fes conhecidas que atendem a equaglo de Laplace

¢ equaglo II1.1 3.

Para o primeiro teste, foi utilizada a fungio :

uCx,yl) = x° - 3 x yz CVI. 1D



&0

no dominio O

IA
X
1A
W

Pode-se verificar facilmente que o laplaciano desta

ffungio ¢ nulo.

A malha empregada na solug¢ic deste problema foi a mais

simples possivel, com apenas 4 elementos ( figura VI.1 ).

T y
O, 3 4 €3,3)
1 3
4
0,00 3 co, 3"

figura VI.1 - Malha de elementos de contorno para

exemplo 1

O potencial e o fluxo na diregZo normal podem ser
facilmente calculados a partir da fungZo (VI.1) para os

quatro elementos da malha ¢ tabela VI.1 D.

elem. u g:
1 0 ay*
2 x? O

2 z
3 27 - 9y 27 - 3y
4 x*- 27x -18x

tabela VI.1 Solug¢ic exata

Com esta fung3c foram resolvidos os problemas de

Dirichlet Cpotencial prescrito ao longo de todo contorno J e
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Cauchy ¢ condig¢®Bes de contorno mistas D.

Como as interpolagBes para incédgnitas e condig¢Ses de
contorno =30 i ndependentes, & possivel representar

exatamente os valores prescritos em cada elemento C tabela

vi.2 D.
problema Dirichlet Cauchy
elemento | tipo | ordem | tipo | ordem
1 u 1 u 1
2 u 3 q 1
3 u 2 q 2
4 u 3 q 1

u - potencial prescrito
q - fluxo prescrito
tabela VI. 2 Tipo e ordem das condig@es de

contorno

Az condigSes de contornoe estZfo representadas grafica-
mente nas figuras (VI.2) e (VI.32. Na figura (VI.3), proble-
ma de Cauchy.esti explicitado também o tipoe da condig3o

prescrita em cada elemento.

Nas figuras deste exemplo o contorno fol linearizado,
isto &, no eixo ¥ dos grificos esti representada a coorde-
nada natural dos elementos, e os elementos foram alinhados

sequencialmente 2 partir do primeiro.

A= tabelas (VI.3) e (VI.4) apresentam o resultade da

anidlise de erros.
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Os resultados da anilise de erros podem ser melhor
interpretados nas tabelas (VI. 5 e (VI.6), que contém a
relacio percentual entre cada indicador e o maior indicador

da solugio, calculada a partir das tabelas (VI.3) e CVI.43.

Elemento 1 2 3 4
Sol.1 2,805 8, 406%10 ¢ 3,016 2,025%10 2
2 6,015%10° % | 5,271%10° % | 3,205%10° 7 | 2,574%107°

tabela VI.3 Indicadores de erro para problema de

Dirichlet.
Elemento 1 = 3 4
Sol. 1 7,145 42,23 142,7 41,41
2 3,862 23,79 0, 0293 23,18
3 1,986 0, 4683 2,023%10" 2 0, 4449
4 4,0682%10 2 0, 4018 1,971%0° 2 | 3,782%107"
5 1,020%10 2 | 2,41120° 7 | 3.358%10° 7 | 1,230%07%
tabela VI.4 Indicadores de erro para Problema de
Cauchy
Elemento 1 2 3 4
Sol.1 o5, 99 2,70%10" 2 100,0 6,714%10 >~
2 18,77 1,644 100,0 0, 8031

tabela VI.5 IndicagZo relativa - Dirichlet
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&3

PROBLEMA DE DIRICHILET

27.0

ELEMENTO 1 ELEMENTO 2 ELENMENTO 3 ELEMENTO 4

1) I 1 ¥ ] T T

figura VI.2 - Condic¢des de Contorno

PROBLEMA DE CAUCHY

27.0

—54.0

ELEMENTC 1 { U ) ELEMENTO 2 {( @) ELEMENTC 3 { Q) ELEMENTO 4 { @)

figura VI.3 - Condigoes de Contorno
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Foi empregado o critério de refinamento CITII. 5D, com a
constante a igual a 0.5. A histéria do refinamente pode ser
deduzida das tabelas (VI.B) e (VI.8), pois sfo refinados

todos elementos cujos indicadores relativos sejam maiocres do

que 50% .
Elemento 1 2 3 4
Sol.1 5, 007 29,59 100,0 29,01
2 16,23 100,0 00,1232 97,46
3 100,0 23,58 0,10190 22, 40
4 1,235 100,0 0, 4805 0,9413
5 8], 363 1,0680%10” 7 27.29 100,0

tabela VI. 6 Indicag3o0 relativa - Cauchy

Para o problema de Dirichlet, as incédgnitas s3o os
fluxos da tabela ¢ VI.1). Nos elementos 1 e 3 a solugZo
exata ¢ quadratica. Apéds a primeira solugdo, com elementos
lineares, a andlise de erros indica que estes elementos
devem ser refinados ( tabela VI.S ). A segunda solucioc &

realizada com os elementos 1 e 3 quadriaticos.

Para o problema de Cauchy, as incédgnitas sEo o fluwo no
elemento 1 e o= potenciais nos elementos 2, 3 e 4. Na
segunda s;:xluc;ﬁo & refinado o elemento 3. Na terceira s3o
refinados os elementos 2 e 4. Na quarta solug3c € refinado o
elementeo 1 e & malha fica entZ3o com todos elementos
gquadraticeos. Finalmente, na tltima solugZo, sic refinadoz os
elementos 2 e 4, que passam a ter interpolag®es ctbicas. A
configuragdo da malha final corresponde assim & =olugZo

exata.
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O refinamento p-adaptative foi interrompido pelo
usuario quando a solugZo atingiu a configuragfo da solugHo
exata. Desta forma pode-se obter um primeiro parametro para
o estabelecimento de tolerincias de parada, observando-se os
estimadores de erro que correspondem A solug¥o exata. Os

estimadores de erro nas solugSes finais foram :

Dirichlet - 1,312%10

Cauchy - 3,410%10°°

Nas figuras (VI.4) est3oc representadas as malhas finais

para o= dois problemas.

ordem 1 ordem 3
4 4
ordem 2| 1 3 |ordem 2 ordem 2{1 3|ordem 2
= 2
ordem 1 ordem 3
Dirichlet Cauchy

figura VI. 4 2 Ordens de interpolag3eo finzis

Nas figuras (VI.5) (VI.B) <=Xo mostradas para os
problemas de Dirichlet e <Cauchy, as soluc®es exatas, a
primeira e a dltima solugdes p-adaptativas. Pode—sge
verificar que, a menos da resolugic do equipamento de saida
gréafica, as solugBes finais e exatas coincidem. Para melhor
avaliacio da precisfo dos resultados, deve-se analisar as
tabelas C(VI.72 e (VI.8). Na figura (VI.5 nZo foram

mostrados os elementos 2 e 4 porque a solugioc exata ¢ linear
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e as respostas coincidem praticamente desde a primeira

solucXo.

Eim. |[Tipo n Exata p-Adap.
-1 27,00 27,089
1 q o 6,75 6,7447
1 0,00 0, 0086
2 q -1 0,00 0,058
1 0,00 -0, 022
3 g O 20,28 20,231
1 0,00 0,1023
1 0,00 -0,0087

tabela V1.7 SolugBes - Dirichlet

O potencial foi calculade para 11 pontos internos
regularmente distribuidos sobre a reta x = y. Novamente
obteve-se excelentes resultados, como pode ser constatado na

figura (VI.72 e tabela ¢ VI.Q .

Neste exemplco empregou-se as fungSes de interpelagic de
Feano ¢ 1I1.38). Os quatro elementos foram interpoladeos nos
nés inicial e final, isto &, para cada canto foram montadas
duas equacdes, uma para cada elementa. A coordenada natural
dos pontos fonte correspondentes as fung@ies lineares foi

n = 0,934,



PROBLEMA DE DIRICHLET

———— EXATA
20 — o= P=~ADAPTATIVA

10 - SowcAD 1 ————

=10 - FLUXO ELEMENTO 1 FLUYO ELEMENTO 3

figura VI.5 - SolugSes

PROBLEMA DE CAUCHY

30 -
20 —
10 -
-] =T

-10 -
—4%0 -
—-40 -
-80 —

~70 | ELEMENTO 1 {( Q) ELEMENTO 2 (U) ELEMENTO3(U) ELEMENTO 4 (U )

~30 T T Y T T T T

figura VI.6 - Solugoes
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Elm. {Tipo N Exata p-Adap.
1 q 0 6,75 &, 7504
1 0,00 -0, 00486

> u 1.3 1,00 1,0051
1.3 8,00 88,0088

1 7,00 27,007

-1 a7,00 26,997
3 u O 6,78 5,7843
1 54,00 -53,0884

-1/3 -46, 00 -45, 864

4 u

1 0,00 0, 0B26

tabela VI.8 Solugio exata X p-Adaptativa - Cauchy

Ponto X Exata p-Adap.
1 0,28 -0,03Le8 -0, 0245
2 0,50 -0,25 -0, 2446
3 0,75 —0.B4375 -~0,8382
4 1,00 -2, 00 -1,99863
5 1,28 -3,808628 -3,98034
] 1,80 -6,78 -6, 7482
7 1,78 -10,7187 -10,718
8 2,00 -16,00 -186, 000
g 2,25 -22,7812 -22, 782

10 2,30 -31.&5 -31,2851
11 2,79 -41,5937 -41 ,592
Solugdio exata u = 2 x

tabela VI. 9 Potencizal no= pontoz interncs
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PROBLEMA DE DIRICHLET

o -

-3

-10
=13

-20 —

POTENCIAL

-2

—-30 -

—35 —

—40

figura VI.7 - Potencial nos pontos

internos

Apesar de sua grande simplicidade, este exemplo foi
muite importante para validag¢8o da formula¢fo adotada e do

programa desenvolvido.
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VI.3) Exemploc 2 - Problema de torcao

Como segundo exemplo, foi testada uma aplicag3o pratica
para a equagdo de Laplace, a resolugio de problemas de

torgic em barras com eixo reto e seqgZo arbitraria.

Baseando-se no principio da estacionaridade da energia
complementar total, este problema pode ser formulado por

CDYM e SHAMEES [3212

P xd = -2 x € 0 CVI. 2
wy =0 x e
e
M=EGGJ.wdQ CVI. 3D
Q
onde

funcXZo de tensdo
momento de tor¢io

midulc de elasticidade transver=sal

@ O X €

Angulo de tor¢ic por unidade de comprimento

Para que este preblema pudesse ser analisado como um

problema de potencial, fol empregada a transformagio de

variidvelis

w=u - —%—{ x> - yz J CVI. 43
assim

Py = Vu - 2 CVI. 5

e substituindo a expressZo (VI.5 na equaglc de Poisson

(VI.2D), obtem-se :
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Fu =0 x € 0} CVI. B

e as condi¢Bes de contorno tornam-se

u = =€ x - vy 2 x el =Tu CVI. 7D

As expressdSes (VI.B) e (VI.7) descrevem um problema de
potencial. Esta formulag¢Eo foi aplicada na determinacio do

momento de tor¢3Eo unitario

@
©

para uma barra com seg¢Zo retangular ¢ figura VI.8 2. O
calculo de momento requer a integracio da fungiZoe w no

dominio ¢ equacio VI.3 3.

Foli utilizada integragcfo numérica por quadratura
gaussiana. A fungio u foi caleculada em pontos internos,
correspondentes aos pontos de Gauss para o dominice Q. Em
seguida, foli feita a transformagic de variadveis inversa,
determi nando-se ¥ em cada ponto interno. Multiplicando-se os
valores de w pelos pesos de Gauss ol determinado o momento

unitario. Este procedimento foi repetideo a cada selugHo.

O dominio e az condigdiezs de contorno sio simétricos em
relagio a x e y. Consequentemente, a solugfo exata também &

simétrica em rela¢dc aos eixos coordenados.
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ay
-3,2) 4 3,2
1. 2.
3. 4.
1 >
xX
3
C-3,-aa =] {3, -2

figura VI.8 - Discretizacl3o para problema de teorgZo

As condig¢Ses de contorno, dadas pela equagio € VI.7D,
=20 quadraticas, e s3o dadas em fungio das coordenadas

naturais dos elementos na tabela CVI.10D.

N Elementos 1 e 3 Elementos 2 e 4
-1 6.5 65,5
8] 4,5 2,0
1 6,5 6,5

tabela VI_ 10 - Valores de u prescrite ne contorno

A fung3oc u fol calculada em quatro pontos internos
Cfigura VI.8). Aproveitando-se a duplaz simetria da solug3o,
¢ possivel realizar integragdo de Gauss equivalente a
integragio com dezesselis pontos. As coordenadas dos pontos
internos s3c dadas na tabela (VI 11D, onde X, =20 as
coordenadas naturalz dos pontos de Gauss para integraglo

unidimensional com quatro pontos.

A sequéncia de solugSes efeluadas pelo refinamento
p-adaptative pode ser estudada na figura C(VI. 93, Em cada
solucic est3oc representados as ordens de interpolagiZo de
cada elemento e © numerc de graus de liberdade total da

soclugio.



1 2
1 Soluglo 1 1 1 Solugio 2 4
8 g.l. 10 g.1.
1 2
2 3
> Sclug3o 3 > 2 Solugie 4 3
i2 g.1. 14 g.1.
2 3
4 4
> Soluglio © = 3 Solugio 5 2
16 g.1. 18 g.1.
4 4
4 5
4 Solucke 7 4 4 Solug3o B 4
20 g.1. 22 g. 1.
4 5

figura VI.9 Sequéncia de refinamento

O momente de torcio unitarie caleculado para cada
solug¥o & mostrado na figura C(VI.10D, na gual também esta
representada a solugf¥o analitica por =érie trigonométirica
C TIMOSHENKO e YOUNG [321). A solucZo analitica ¢ da forma
a

M _
G_B_K1a b
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onde K1 constante tabelada

& menor lado

b maior lado
mara —g—- = -%-; K,= 0,196 ¢ TIMOSHENKO e YOUNG [321)
portanto

M

= 0,106 % C 4 D% g = 75,3

G
4]

Pode-ze observar que o momento calculado por elementos
de contorno p-adaptatives converge rapidamente para a

solugfo exata.

ponto X Y
1 3 X, 2 X,
2 3 2 2 2 X, = 0, 339981 0436
3 3 . 2 . X, = 0,8611363116
4 3 a2
2 1

tabela VI.11 Coordenadas do=z pontog internces

Na figura (VI.11) & mostrada a variagfo do estimador de
errc em fungio do numero de equa¢Ses do sistema. No grafico
do momento de teorglio, figura (VI.10), percebe-se que a
convergéncia da solugZo ndo ¢ monotdnica. No grafico do
estimador, figura C(VI.11) e=ste fenfSmeno pode ser visto com
maior clareza. Nota-se QUe das solugBes 3 para 4 (12 para 14
equacdes) e 5 para 6 (16 para 18 equagBes), o estimador de

erro aumenta quando a solugfo é refinada.
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Este comportamento andémalo & facilmente explicavel.
Como o problema & duplamente simétrico, a solugfo exata do
problema em todos os elementos & dada por fung®es pares, em
relago & origem do sistema de coordenadas naturais de
elemento. Na familia de fung®ezs de interpolagio, todas as
fung@es de ordem fmpar ¢ exceto N1 ), s3c fungles impares em
relacio As coordenadas naturais. EntZo, quando a familia de
funcBes de interpelacfo é utilizada para interpolar uma
fungZc par, os coeficientes das fung@es impares sZo nulos, e

elas n¥o contribuem para melhorar a aproximagXo.

Comparande-se as figuras (VI.11) e (VI.9), percebe-se
que o aumento no residuo ocorreu quando a ordem de
interpolacfo em algum elemento passou de ordem par para

ordem impar.

Como as fung@Ses de ordem impar nSo contribuem na
aproxima¢3c, deveriam aparecer patamares herizontais no
grafico do estimador, gque no entanto aumenta. Isto acontece

devido a uma particularidade do programa implementado.

O posicionamento dos pontos fonte para as fungdes de
ordem superior ¢ dado por uma matriz que relaciona a
cocrdenada natural do ponto fonte com a ordem da fun¢¥o de
interpolagioc correspondente, parcialmente reproduzida na

tabela CVI.11).

Analisando-se na figura (VI.9) o que ocorre quando a

solugcsio 3 & refinada., verifica-se que os elementos 2 e 4
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passam de interpolag®es quadriticas para ctbicas. Ent3c
nestes dois elementos sBo introduzidos novos pontos fonte,
com coordenada natural n = -0, € tabela VI.11 DJ. No
elemento 2, n = —-0,5 corresponde a x = 1,5, mas no elementc

3. a X = _1.5.

ordem Nk n
2 0,00
3 -0,80
4 0.50
s -0,28
6 0,28

tabela VI.11 - Posi¢io dos pontos fonte

As posigBes dos pontos fonte fazem com que a
discretizacio fique assimétrica, o que perturba a solug3o.
Quando os elementos 2 e 4 s3c novamente refinades., na
solucfo 5, a simetria do problema ¢ restaurada, pols os
novos pontos fonte s3o intreduzidos com np = 0,5 (¢ tabela
Vi.11, para ordem = 4 3. Este problema pode ser verificado,
por exemplo, comparando-se as respostas no elemento 2 para

as =zolugdes 4 e 5, conforme mostradeo na tabela (VI.125.

Como a solugZo exata & simétrica, os valores da tabela
CVI.12> deveriam ser iguéis para * 7. Isto claramente n3o

acontece para a soluglo 4.
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n Sol. 4 Sol. 5
-1.0 1,4980 1.,6638
-0,5 |{-0,9334 |-0,98313

0,0 |-1,4823 1-1,3813

0,8 |-0,6368 00,9313

1.0 1,0840 11,6638
du

tabela VI.12 - ne elementoa 2

an

Este comporiamento pode ocorrer em tLodos os problemas

simétricos que forem resoclvidos com este programa, porém

pode-se dimimuir seu efeito com o refinamento da malha.

A momento de torgio calculado com a solugio 8 foi

M= 75,114

para um erro percentuzl em relacfc ac momento exato Mae de :

M - M

100 = -0,247 %
Ma
Foram wutilizados 4 elementoz interpeoclades nos ndés
inicial e final, com a coordenada dozs pontos fonte das
fung®Bes lineares igual a 0,834, A familia hierarquica

empregada ol a2 de Peano (II. 38).

Na =olu¢io final. com 22

equagdes, o estimador de erro calculado foi

Estimador = 3,280%10 °
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MOMENTC TORSOR

EIXO SECAD RETANGULAR

REFINAMENTO P~ADAPTATIVO

NUMERO DE EQUACDES

figura VI.10

ESTIMADOR

TORCAD EM EIXO DE SECAD RETANGULAR

-2,5 =

e

=3.3 -

10 12 14 16 18 0 2

figura VI.1l1
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Vi.4) Exemplo 3 -~ Transferencia de calor

Como terceirc exemple foi analisadc um problema de
tranferéncia de calor em dominioc semi-circular, com
condigfes de contorno prescritas de modo a causar uma

singularidade na resposta (figura VI.12).

u =20 q =20

figura VI.12 Problema de transferéncia de calor

A solugBo analitica para este problema é

Wr, ed=-vTF ccs[%] CVI. O

e o fluxo na direg¢fZo normal no elemento 8 C(figura VI.13) é&:

= CVI. 10D

que possul uma singularidade na origem.
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Na discretizag¢fic com elementos de contorno (figura
VI.13) procurcu-se seguir a filosofia dos mélodos auto-
adaptativos, empregande o menar ntimerce de elementos
suficiente para representar adequadamente a geometria e

condig¢gBes de contorno.

figura VI.1i3 Malha de elementos de contorno

A fim de que as condigBes de contorno fossem bem
representadas, nos elementos 2 atée 7, onde o© potencial
prescrito & cossenoidal, foi utilizada interpolag¢io
quadritica na prescrigfo dos valores. As condig@es de

contorno est¥o sumarizadas na tabela (VI 13D,

A sequéncia de refinamento p-adaptativo esta resumida

na tabela C(VI.14D.

Como era esperado, o refinamentc concentrou-se nos
elementos 8 e 1. No elemento 8 a solugBo analitica &

singular e requer ordem de interpolagi3o muito alta. A
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solugBo analitica no elemento 1 &€ da forma ¥ r . Esta fung3o
n¥o ¢ singular, porém possul uma assintota vertical na
origem. Nemhum polindémio possui assintotas +wverticais,
portanto a interpolagZoc deste tipo de fungio ¢ relativamente

diffcil.

elem. tipo mn Valor

1 - -1 0 » 0

4 1 0,0
=1 —-1,4142
2 u 0 -1, 3780
1 -1, 3660
=1 -1, 3660
3 u 0 -1, 3065
—1 —-1,2247
4 u 0 -1,1027
1 -1, 0000
-1 -1,0000
5 u 0 -0, 8461
1 _O » 7071
—1 -0, 7071
6 u 0 -0,5319
1 -0, 3660
—1 -0, 3660
7 u 0 -0.1814
1 -0, 0000
8 — -1 -0, 0000
u -0, 0000

- potencial prescrito

Koy I og |

= fluxo pre=scritoe

tabela VI.13 Condig¢Bes de contorno

A solugio final no elemento 8, com interpolagZfo de
ordem 10 e algumas sclugBes intermediirias s%o mostradas

Jjunto a solugiHo analitica na figura (VI.143. Na figura
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CVI.18), a solugdco final esta destacada contra a solugio

analfitica.

El emento
Sol.| 1 {2 |3|4]5])]6)|7]|8]| n~Eq.
1 |1t |2 2]l |1 |18
211 ]t ]t |1 {1111 }]e]17
glea|1 1|2 {1}]1]1]|2]1s8
ala]t i1 11|11 ]3]|1s
5| 3ft1 |11 |1 ]1]1]4]a
6|4 |1 11|11 !l1]1]58] a3
714 |1t {11111 ]1 8] 24
8|41t {11111} 7] a6
ga|(s5fl1ja2l1]1]l1]l1}8]es
10 {61 |leaaj1]l1{1]1|al]l 30
11 | 7{1 jai1 1|11 l1to] 3
12l 7leleai1 |11 |2 |10] 34
13 |s|lejai{1|1}|1]|3|t0o] 37

tabela VI.14 Ordens de interpolagcfo das incédgnitas
£ interessante observar .que na figura (VI .15 &
mostrado apenas um elemento. A= respostas coincidem
praticamente até x = -0,23, e a resposta numérica indica
bastante bem o comportamento da singularidade. De maneira
até um pouco surpreendente, a =olu¢fo p-adaptativa n3o

apresenta oscilagBes, apeszar da alta ordem de interpolag3o.

O potencial no elemento 1 esta mo=trado na figura
CV1.16). Pode-se notar gque para a ultima selugZe, hia
coincidéncia sobre quase todo o elemento. N entanto ocorre

uma anomalia na regifio proxima a origem.
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O potencial prescrito no elemento adjacente a 1,
elemento 8, ¢ nule. Como o potencial é continuo, o potencial
calculado no elemento 1 deveria ser zere na origem, como

mostra a solugfo analitica € figura VI.16).

As solugdies p-adaptativas convergiram para um valor
diferente de zero na origem. Obviamente, isto sé& pode
ocorrer porque foram empregados elementos interpolades
(descontinuos). Os elementos interpolados =sZo necessarios

porque o fluxo & descontinuo na origem.

O ponte fonte que seria colocadoe na origem foi
deslocado para o interior do elemento. A equag3c montada
para este ponto obriga o residuc a ser nuloc no ponto de
colocacin deslocado. Desta forma a solugo aproximada tende
a ser igual & =olugZo exata no ponto de colocagBa. Isto pode
ser verificade observando-se que na figura VI.168), a
coordenada natural do ponto fonte é N = -0,934, o que
corresponde a x = 0,132. Este & aproximadamente o ponto onde
as solugSes aproximadas interceptam a curva da solugfo exata

na figura (VI.16D.

Este mesmo exemplo feol resclvide com a coordenada
natural do pento fonte n, = 0,28. 0O pétencial calculade no
elemento 1 é comparadoc com a solugio exata e a soluc¥o

aproximada com N = 0,934 na fiqura C(VI.17).
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Confirmando a hipédtese anterior, verifica-se que com o
ponto fonte mais préximo da origem, o potencial calculado
aproxima-se de zero. Entretanto, observa-se também que a
solugio com n, = 0,934 esti mais préxima da solugldo exata por

um comprimento maior do elemento 1.

Constata-se assim que esta anomalia pode ser controlada
de duas maneiras, aproximando-se o pontc fonte do extremo do
elemento, ou refinando a malha, que produz o mesmo efeito.
Este fendmenc ¢ um defeito localizado da solugio, & ndo &
caracteristica de refinamento p-adaptative. Ele & causado
pela tipc de elemento descontinuo utilizado. O problema
torna-se mais aparente no refinamento p-adaptativo devido ac
tamanho relativamente grande dos elementos empregados na

discretizacfo.

Fei calculado o potencial em 9 pontos internes
regularmente distribuides sobre o raio para & = g0°. Os
resul tados s%o mostrados na figura (VI.18), onde verifica-se

mais uma vez bons resultados.

O estimador de erro para a solugfo final com n, = 0,934
foi
Estimader = 2,025%10 "
e a evolugio do eztimador em fungic do niimero de graus de
liberdade do sitema esti mostrada na figqura (VI.18. O
refinamento p-adaptative fol interrompide quando o programa
tentou refinar o elemento 8 quando este j4 havia atingido a

ordem miaxima de interpola¢Zc permissivel.
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Analizando-se a figura C(VI.18), percebe;se que o
estimador de erro n3c tinha atingido um patamar. Isto
significa que a malha ainda supcrtaria refinamento p, e a
precisfiic da respeosta foi limitada pela maior ordem de

interpol agfo admissivel.

Este exemplo foi resolvideo com as fung®es de Peano
C(II.38) e Chebyshev (II_44). Até a soluglo numero 10, as
duas familias forneceram resultados absolutamente
idénticos. Na solugfc nimero 11, no entanto, quando o
elementcec 8 foi refinado para ordem 10, a rotina de solug3o
de sistemas de equa¢Bes interrompeu a execugfo indicando que
a matriz de coeficientes formada com fungSes de Peano era
sinqular. Com o= polindmios de Chebyshev, o programa

terminou normalmente.

Isto indica que as func@es de Peano levam a matrizes de
coeficientes pior condicionadas do que os polindmios de
Chebyshev. Quando se espera interpolag®es de ordem muito
alta na resposta, as fungdes de Peano nZco sZo as mais

recomendaveis.
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EXEMPLO 3

—o.s + e SOLUCAD 1

=6 -4

figura VI.18 - Potencial nos pontos
internos

EXEMPLO 3

figura VI.19 - Estimador de erro
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V1.5 Exemplo 4 - Percolag;a sob barragem

Neste exemplo. fol analisado um problema de percolacgio,
mostrado na figura CVI.&02,

com condutividade hidraulica
constante.

O problema de percolagcZo & descrito pela equacio

VCkVHD

¢

V1. D

onde k

condutividade hidraulica
H altura piezométrica

Para k constante a equaglio (VI. 92 reduz-se 3 equacio de
Laplace :

7H =0

CVI. 100

MK

SNNNN NN 8H o NANNNNNNNANN
- =

figura VI.20 - Preblema de percolagico

fol truncado =m

W =

Ma discretizac%oc com elementoz de contorno,
x = -7,0

o dominio

onde foi aplicada a condicXe de
Sobre o eixo v,

fluxoe nulo.

foi
H = 0.

considerada a condigio
A barragem

impermeavel esti

representada pelo
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elemento 1 (figura VI.21). Verificou-se nos resultados que a
regifo considerada foi suficiente para simular o dominio

infinito na dire¢Zfo horizontal.

«+ A mudanca abrupta nas condi¢®es de contorno causadas
pela barragem faz com que o fluxo no elemento 2 possua uma

singularidade em x = -0,5.

Mesmo sabendo-se desta caracteristica da solug3o, foi
empregada uma discretizag¢3o quase uniforme, a fim de realcar
o desempenho do método auto-adaptativo mesme para uma malha

inicial relativamente grosseira.

y
c-7,0) C-5,00 C-2.8,00 ¢-0.5,03 T
1 i ] 3
4 | 3 1 F<] i1 x
5 g
& | 7 \ 8
] |

figura VI.21 - Malha de elementos de contono

As condigBes de contorno sZo resumidas na tabela

CVI_ 15D,

A sequéncia de refinamento C(fiqura VI.Z22) confirma o
comportamento esperado para a resposta, pois o elemento 2 &
o que atinge maior ordem de interpolacfZo mais rapidamente.

Na figura VI.22 sZo mostradas para cada solucfio a ordem de
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interpolacfo da incégnita e o numero de graus de liberdade

do sistema.

Elm. Tipo, n Valor

= -1t 0.0
1 q
1| 0,0
1{ 1,0
11,0
11 1.0
1| 0,0
& C—! -11 0,0
1] 0,0
1} 0,0
a C_I -11 ©,0
1| 0,0
1y 0,0

tabela VI.15 - Condic®es de contorno

Na figura CVI.23) mostra-se o fluxo nos elementos 2 e 3
para as trés primeiras soclugSes. Na interface ontre eles,
ocorre uma oscilag®o, mais acentuada quando a interpola¢ifo
do elemento 2 & cubica do que quando & quadratica. Este
comportamento repete—-se para todas as interpolag¢@es de ordem
{impar, como pode-se verificar na figura (V1.24) que mostra a
solug3o numero 10, com interpolag3oc cubica para o elemento 3

e de ordem S8 para o elemento 2.
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i I I } t
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1 i ]
1 71 ] i 5 1 2 t 5
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1 2 i

5

figura VI.22 Sequéncia de refinamento
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FLUXO NOS ELEMENTOS 2 E 3
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figura VI.23 - Solugles 1, 2 e 3

FLUXO NOS ELEMENTOS 2 E 3

INTERPOLACAO DE CRDEN B ——

figura VI.24 - Soluclio 10
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p-Adaptativo X isoparamétrico
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As interpolag@es de ordem par, no entanto, tendem a
fornecer respostas suaves na interface entre os elementos 2
e 3. Na figura (VI.28), ¢ mostrada a solugdoc 11, com
interpolagfo de ordem 10 para o elemento € e de cordem 4 para
o elemento 3. O aspecto da resposta & nmulto bom, ndoc

apresentando oscilagfes.

Deve-se observar que a resposta final no elemento 3 &
relativamente simples, nSo se justificando a principie a
interpolag®o de quarta ordem. Esta distor¢ioc €& causada pelo
elemento vizinho, elemente 2, que devido a singularidade,
perturba a resposta no elemente 3. Para acompanhar a
oscilagic na interface, o elemente 3 tem que passar por
ordens de interpolacfo mais altas do que o necessaric ha

resposta final.

Na figura (VI.26) estZo comparadas a solug¢do oblida por
elementos de contarnoe p—adaptativos, e a soluglic obtida por

CHENG [38].

CHENG [35] empregou £5 elementozs de contorno iso-
paramétricos quadr&ticos, com dois elementos do tipo
quarter-point para o tratamento da singularidade.

E aparente a boa concordincia entre as solugSes,
destacando-se © pequenc numero de graus de liberdade
necessarios ao método dos elementos de contorno

p-adaptativo.
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Na figura (VI.27) estid representadec o potencial nos
elementos 7 e 8. O comportamento da solugio final corres-
ponde ac esperado. O potencial varia rapidamente do valor no

infinito, 1, para o valor prescriic sobre o eixo x, O.

O potencial no elemento 1, sob a barragem, apresentou o
mesmo fendmeno comentado no exemplo anterior para elementos
descontinuos (fiqura VI.28). As solugBes aproximadas n3o
convergiram para o valor prescrito em x = -0,5  Para
melhorar a resposta neste ponto & necessario refinar a malha

ou aproximar o ponto fonte do extremo do elemento.

A variagio do estimador em fungc8o do nuimero de graus de
liberdade apresentou comportamento anormal (figura VI.29).
Existe um patamar entre as solugcdes 6 e 7 (23 para 25 graus
de liberdadel, e o residuoc aumenta consideravelmente entre
as solug@es 9 e 10 (28 para 32 graus de liberdade). Estes
defeitos s3o provavelmente decorrentes das oscilagBes na
resposta dos elementos 2 e 3. Como na discretizagfo sio
utilizados relativamente poucos el ementos, qual quer
refinamento desnecessarice produz efeito consideravel na

curva do residuc.

O estimador de erro para a solug¢fo final foi:

Estimader = 1,752%10"%

Este exemplo foi analisadeo com as func®es de Peano

CI1.38), as fun¢des de Chebyshev (I11.44) e as fungSes de

Legendre (II. 453.
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A  solugio com fungSes de Peano novamente foi
interrompida na resolugic deo sistema de equagBes, quando
tentava-se refinar o elementoc 2 para ordem 10. Até esta
ordem, o2 resultados das trés familias  hierarquicas
colncidem. As solug®es com fun¢®es de Chebyshev e Legendre
terminaram neormalmente, = forneceram os mesmos resultados
numéricos. Mais uma véz as funcSes de Peano mostraram-se
pouce recomendiveis para i‘nter polacBes de ordem muito alta.
provavelmente devido aoc pior condicionamento da matriz de

coeficientes.
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A diferenga no tempo de execugfo entre as fungSes de
Chebyshev e Legendre, para as opera¢Bes que 3o efetivamente
influenciadas peloe tempo de cilcule dazs fungdies de
interpolagcfo, come por exemplo, cilculo de coeficientes, &
bastante pequena, da ordem de 5 por centos em favaor das

fungSes de Chebyshev.
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CAPITULO VII

CONCLUSOES

A precizs®oc dos resultados obtidos por técnicas conven-—
cicnais de analise numérica, como o método dos elementos de
contorno e dos elementos finitoz, ¢ fortemente influenciada
pela discretizaglBo fornecida pelo analista. Consequentemen-—
te, a experiéncia prévia do usuaric é um fator preponderante
na qualidade da anilise. As técnicas auto-adaptativas foram
desenvolvidas com o intuito de diminuir esta sensibilidade a

niveis razoaveis.

Fol constatadce neste trabalho que o método dos
elementaos de contorno adequa-se a implementag¢fo de técnicas
auto—adaptativas. Uma das principais caracteristicas do
mé&todo, a simplicidade da entrada de dados, &€ reforgada pela
formul acio auto-adaptativa, pois tende-se a empregar malhas
relativamente grosseiras, suficientes apenas para repre-

sentar bem a2 geometria e condig@es de contorno.

Na vers3co p-adaplativa do método dos elementos de
contorno, as incdgnitas, geometria e condi¢Ses de contorno
=3do aproximadas independentemente. Em relag¢lico a formulagcZo
convencional do método, com elementos isoparamégtiricos, a
vers¥o p difere por apresentar uma fase de anilise de erros,
que fornece informag@ies para controlar solucl8ies =zucessivas,
nas quais a discretizag¢dio & refinada através da introducgio

de novas fungBes de interpolaciio.
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Verificou-se que foi possivel empregar interpol acBes de
ordem muito alta. Em problemas nos quais a resposta apre-—
sentou comportamento complexo, chegaram a ser utilizadas
interpola¢@es polinomiais de grau dez. As respostas numéri-
cas mostraram excelente concordincia com solug®es analiticas

e com solugdes por elementos de contorno convencionais.

O usﬁéri o do método dos elementos de contorno nfZo auto-
adaptativo dispde de poucas alternativas para avaliagclo da
confiabilidade dos resultados da analise. Quando sZo uti-
lizados elementos descontinuos, pode-se verificar as valores
dos fluxos em elementos vizinho=, porém a determinagfo da
relagc3o entre os descontinuidade de fluxe e © erra da

s2olugiEo ndo & um assunto trivial em elementos de contorno.

A técnica mais viadvel para avaliagfo da qualidade de
solugdes tem sido a repetigZo da analise com discretizacBes
mais refinadas, at€ que a resposta atinja um valor estacio-
narioc. Claramente, este procedimento ¢ muitito dispendioso,
tanto em termos de custo computacional quanto em termos de
esforgo do analista, que tem multiplicado seu trabalho de
estabelecimento de malhas. As técnicas auto-adaptativas sZo,

de certa feorma, automatizacBes deste procedimento.

O que torna o procedimento aute-adaptativo verszZo p
atraente, além do fato de dispensar a interagio com o
usuario, ¢ a formulagio hierirquica. O emprego de fungSes

hiersrquicas permite o aprovelitamente de grande parte do
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esforco computacional despendido em uma soluglo nas solugles

posteriores.

A analise de erros no método dos elementos de contorno
& um assunto ainda em estigio inieial de desenvol vimento.
Verificou-ze que os indicadores de erro utilizados neste
trabalho apre=sentaram bom desempenho em todos os exemplos
testados. A grandeza utilizada como estimador de erro, no

entanto, forneceu resultados de dificil avaliagZo.

O programa de computador desenvolvido nesta tese &
bastante simples, destinado primordialmente a wverificar o
desempenho da formulagcfo p-adaptativa. Alguns aspectos das
implementag®@es modernas do método do= elementos de contorno
isoparamétrico nic foram considerados por quest@es de tempo.
Por exemple, nf%o foi feita a consideragio de simetria
proposta por BREBBIA, TELLES e WROBEL [&), que permite a
anidlise de problemas simétricos sem discretizagio dos eixos
de =simetria. Também nZEo foram implementadas cargas de
volume, gque podem ser iratadas de varia=s maneiras. A
eliminagic destas omiss@ies aumentaria a funcionalidade do

programa desenvolvido.

Uma modificagfo muito importante =eria a introdugcic de
elementos com interpolagio para geometria superior a linear.
Isto permitiria melhor aproximag®o de contornos curves e
poderia levar a solugBes mais precisas e talvez até mais
econdmicas, pois as malhas para problemas curvos poderiam

utilizar um numero menor de elementos.
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A extensZo desta formulagio para problemas de
potencial mais complexos, por exemplo, tridimensionais,
transientes e n%o lineares, ¢ um campo de trabalho muito

promi ssor.

Em problemas de grande porte, o tempo de analise &
dominado pela resolucfo dos sistemas de equagSes. Nas
versdes auto-adaptativas do método dos elementos finitos, as
técnica iterativas de solugfo sZo muito eficientes, pois a
solucfo anterior fornece um vetor de partida muito bom para
cada nova solug¥o. Apenas recentemente foram apresentadas
técnicas iterativas para elementos de-contorno que podem ser
consideradas competitivas com métodos diretos de solugdo.
Caso confirme-se o bom desempenho destas novas técnicas, os
métodos iteratives de solug3o podem tornar-se alternativas
muito interessantes no contexto das formulac@es auto-

adaptativas.

Verificou-se em alguns exemplos que o refinamentc p
pode n¥o ser suficiente para atingir tolerfncias muito
baixas. Isto sugere que, da mesma forma que nco método dos
elementos finitos, a-combinaqﬁo das técnicas de refinamento,
por exemplo o refinamento hp, pode ser a formulacgio auto-

adaptativa mais eficaz.

Finalmente, sugere-se a extensSo da formulagdc p-
adaptativa a problemas de elasticidade, onde espera-se o

mesmo bom desempenho.
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