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A avaliagao da solugao dos sistemas de equa-
goes lineares originados quando da resolugao de problemas
fisicos atraves do Metodo dos Elementos de Contorno, tem si
do realizada, realmente, apenas por técnicas diretas, prin-
cipalmente, por essas serem as unicas técnicas que possibi
Titam a resolugao de tais sistemas de maneira confiavel, em
bora cara.

Este trabalho objetiva propor ‘"solvers" ite
rativos que possam ser aplicados, confiavel e economicamente,
a solucao dos sistemas mencionados acima.

Para isso, técnicas iterativas que podem ser
vistas como processos de aceleracao polinomial de metodos
iterativos foram implementadas, e problemas de Engenharia
foram simulados e resolvidos com uso dos "solvers" aqui de-
senvolvidos.



Vi

Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial
fulfillment of the requirements for the degree of

Master of Science (M. Sc.)

ITERATIVE TECHNIQUES FOR SOLVING BOUNDARY ELEMENT
METHOD LINEAR SYSTEMS OF EQUATIONS

Francisco Celio de Araljo

May, 1989

Thesis Supervisor: Webe Joao Mansur

Department : Civil Engineering

Direct Gauss elimination is the only technique
employed so far for solving BEM Tlinear systems of equations.
Although trustful mainly when pivoting is employed, Gauss
elimination is very expensive.

This work aims to investigate the possibility
of applying iterative "solvers" to BEM analysis, and to select
(or work out} those which show to be efficient and trustful.

To accomplish this task iterative techniques
resulting from polynomial acceleration processes were implemented
and tested.
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SIMBOLOGIA

matriz dos coeficientes, real, nao-singutar de or-

dem N x N

vetor dos termos independentes

matriz de iteracao de um meétodo iterativo basico
vetor real conhecido associado ao método iterativo
matriz de particao ou de precondicionamento

numero de condicionamento espectral da matriz A
raio espectral da matriz A

solucdo exata de A

=
]
[R=n

autovalor de A algebricamente menor
autovalor de A algebricamente maior

matriz identidade

matrizes de iteragao dos métodos de Jacobi e Gauss

-Seidel, respectivamente
dominio onde um dado problema & definido

contorno do dominioc de um problema

A) - subespago de Krylov associade a matriz A e o

vetor §°



CAPTTULO 1

INTRODUCAO

Consta, como parte fundamental da ani3alise num§
rica de todo e qualiquer problema de Engenharia, ou a resolu
¢do de sistemas de equagoes lineares, ou a resolucao de pro
blemas de autovalor, podendo esses ultimos, inclusive, de-

pender dos primeiros.

A esta Tese compete o tratamento da resolucao
de sistemas de equagoes lineares oriundos do Método dos Ele

mentos de Contorno atraves de tecnicas iterativas.

Tanto no Metodo dos Elementos de Contorno, co
mo no Metodo dos Elementos Finitos, o tempo referente 3 re-
solucao dos sistemas de equagdes resultantes corresponde a
maior parte do tempo total necessario a analise, principal-
mente quando esses sistemas possuem ordem elevada, Jja que
quanto maior a ordem do sistema, maior o tempo de resolugao

em relacao ao tempo de montagem da matriz.

No que diz respeito ao Metodo dos Elementos
Finitos, muitos estudos objetivando otimizar os custos com-
putacionais associados & resolugdo dos sistemas de equacdes
resultantes ja foram realizados, nao apenas considerando o
uso de tecnicas diretas, bem como evidenciando o uso de tec

nicas iterativas.



Todavia, em se tratando do Meétodo dos Elemen-
tos Finitos, tira-se muito proveito das caracteristicas fa
voraveis das matrizes resultantes, dentre as quais cita-se,
por exemplo, o fato das matrizes provenientes do Metodo dos
Elementos Finitos serem, normalmente, simétricas e positi-

vas-definidas.

Relativamente ao Metodo dos Elementos de Con-
torno, tem-se que as matrizes resultantes apresentam carac
teristicas bem desfavoraveis, como por exemplo, o fato de
nao serem simetricas, nem positivas-definidas, o que ja im-
possibilita o uso de uma gama de metodos iterativos na ava-
liacao da solucao dos sistemas de equacoes associados (Ver
Referencia [1])} de modo que a maneira mais confiavel, e in-
clusive mais economica, para a avaliacao da solucdo desses,

tem sido, realmente, o uso de tecnicas diretas.

0 objetivo desta Tese e, portanto,a elabora-
cao de um "solver" iterativo com o qual se possa resolver
eficientemente os sistemas de equacoes lineares associados
ao Metodo de Elementos de Contorno, onde com a palavra "efi
cientemente" se quer dizer, com custos computacionais redu-
zidos, bem como com garantia de convergencia (ao menos teo
ricamente!). Alem disso, objetiva-se também enfatizar, ain
da que sob um ponto de vista matematico bastante resumido,
a natureza teorica dos métodos iterativos, com o intuito de
que, alem dos algoritmos finais ja prontos, outros algoritmos

possam ser desenvolvidos.



Visando-se tornar mais direto o entendimento
do texto, no Capitulo II agruparam-se, sob a forma de generali
dades, definicoes e teoremas matematicos que serdo utiliza-

dos na formulacao dos metodos iterativos aqui comentados.

No Capitulo III, procurou-se, alem de comen-
tar a idéia bdsica do Metodo dos Elementos de Contorno, des
crever algumas das caracteristicas associadas as matrizes
resultantes, mesmo que essas, muitas vezes, ainda nao sejam
fatos matematicamente comprovados, mas apenas o resultado

da experiencia de professores e pesquisadores.

Nos capitulos IV, V e VI, & desenvolvida a
formulagao dos metodos iterativos propriamente. No  Capi-
tulo IV apresentam-se, dentre os metodos iterativos bdasicos,
aqueles que se mostram mais economicos e dos quais se pode
tirar proveito na resolucao dos sistemas de equacoes oriun-
dos do Metodo dos Elementos de Contorno, quando da utiliza-
¢ao de algum procedimento de aceleracdao polinomial sobre es
ses. No CapTtulo V, & visto do que consiste a aceleracao
polinomial de métodos iterativos basicos e, no Capitulo VI,
alguns procedimentos de acelera¢ao polinomial foram estuda
dos. Nesse mesmo capitulo, os algoritmos para a implementa
cao computacional dos procedimentos de aceleracao polino-
mial estudados sao fornecidos, inclusive de maneira genéri
ca, possibilitando ao leitor aplica-lo, nzo anenas sobre
os metodos iterativos basicos que s3o comentados nesta tese,
mas sobre um metodo iterativo basico qualquer que The for

mais conveniente.



Atenta-se aqui para o fato de que embora se
tenha comentado a respeito da fatoracao incompleta de uma
matriz, a implementacao computacional desse algoritmo nao
foi efetuada neste trabalho. No entanto, esses comentarios
fornecem os elementos essenciais para a implementacao com-
putacional, por exemplo, do processo de aceleracao de Lanczos
sobre o metodo de fatoracao incompleta em trabalhos poste-
riores, e desse modo tambem atende aos objetivos deste

trabalho.

No Capitulo VII, s3ao feitas aplicagoes dos
"solvers" implementados, na resolucao dos sistemas de equa-
goes resultantes de varios problemas fisicos que foram ana-
lTisados utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno.
Trés desses problemas referem-se 3 elasticidade bidimensio
nal (estado plano de tensao), onde visou-se, primeiramente,
verificar a eficiencia dos varios "solvers" iterativos uti-
lizados, seja em relacao aos diretos, seja em relacao a
eles mesmos. No quarto e Ultimo problema analisado, dado
que alguns dos “"solvers" iterativos ja se mostravam eficien
tes, procurou-se constatar o comportamento desses diante de
uma aplicagao industrial, e entao analisou-se o problema

de verificacao da protegdo catddica de uma plataforma semi-submersivel.
As conclusoes do presente trabalho sao mais
otimistas que aquelas apresentadas previamente por BETTESS [3],

PARREIRA [6] e HENCIS e MULLEN [5].

Cabe ressaltar, porem, que em trabalho recen-



te desenvolvido por Chang-Ho Lee (ver referencia [15]), um
"solver" & proposto para resolver sistemas de equagdes oriun
dos da aplicagao do Metodo dos Elementos de Contorno a pro
blemas dinamicos escalares de interacao fluido-estrutura, e
os resultados obtidos sao excelentes. Entretanto, a alter-
nativa sequida naquele trabalho foi descartada ja nos estu-
dos iniciais, posto que a formulacao 1a desenvolvida so se
aplica a matrizes positivas-reais, o que vai contra 0s
objetivos deste trabalho, que consistem, ultimamente, da
elaboragao de “"solvers" absolutamente gerais. "Solvers" par
ticulares so devem ser desenvolvidos apds estudos mais rigo
rosos das caracteristicas das matrizes provenientes do Meto

do dos Elementos de Contorno.



CAPTTULO II

GENERALIDADES

Com finalidade de facilitar ¢ entendimento
do texto desenvolvido neste trabalho € que apresenta-se
neste capitulo algumas definicoes e teoremas matematicos ne
cessarios a formulagao dos métodos iterativos aqui estu-

dados.

Defini¢ao II.1 - Seja U um subconjunto de RN, onde cada

vetor u pertencente a U & dado por

(
U1
u = u, » Us o€ R ;
UNJ
e seja o funcional F:U-R, com F ¢ C](U). 0 gradiente

de F em u e dado pelo vetor

_aF/auT

VF(u) = | 8F/au,

aF/auN




Definigdo II.2 - Seja F e C'(U). Diz-se que F & estacio

nario em U, ou equivalentemente, U & ponto estacionario

de F, se VF(u) = 0.

TEOREMA II.1 - Seja F e C' (RV), entdo, dentre todas  as
diregoes p em algum ponto u, aquela na qual F varia mais

rapidamente em torno de u & dada por p = VF (u).

TEOREMA II.2 - Sejalfec](UL Se ue U & um extremo local

de F, entao F e estacionario em u.

Definigao II.3 - Um funcional quadratico & um funcional do
tipo
F(u) = L (u, Au) - (u, b) + ¢, (IT.1)
u > A 4 2
onde b sao vetores de RN,

o
D

=
D

& uma matriz real, e

¢ e uma constante real.

Observa-se que, da equagao (II.1}), facilmente
encontra-se que VF (u)=-(b - Au). Também, por meio de sim
ples manipulagoes matematicas, tem-se que o funcional quadra

tico dado por (II.1}, quando A for simetrica, pode ser reescrito como

F(g)=—-]2-—[(g- ),a(g-y)]w,

¥ |



onde ¢ = - s (u, by + ¢ , e U & ponto estacionario de A.

PR 4 A

Definigao II.4 - Uma matriz real A & simétrica positiva-
N

-definida (SPD)}, se se tiver para todo u e v ¢ R ,euevy

nao nulos, que

(u, Av) = (v, Au} > 0. (I1.3)

Definicao II.5 - Uma matriz real A & dita positiva-real

(PR), se e so se (A + A) for SPD.

Definicao II.6 - Uma matriz A & diagonalmente dominante,
se
N
lagsl 2 ] |a1.J.|, i=1,2, ..., N.
j=1
J#i

Definigao II.7 - 0 produto interno de energia € a norma de
energia correspondentes a uma matriz positiva-definida A sao

dados, respectivamente, por

(U, v)p = u Ay, (II.4)

”E”A= (Es U)A = (u 5!) (I1.5)

Definigao II.8 - e uma matriz de Hessenberg (na forma)

x>
14

fl

superior, se aij 0, para i3> j+2; e A €& uma ma-



matriz de Hessenberg (na forma) inferior, se aij =0, para
iz i+ 2.
Definigao I1.9 - Uma matriz que €&, simultaneamente, matriz

de Hessenberg superior e infericr, & chamada de matriz tri-

diagonal.

Definigao II.10 - 0O raio espectral S (A), de uma matriz
A de ordem N e definido como o maximo dos modulos dos au-
tovalores de A, ou seja, se {x.}, i=1, 2, ..., N, e se

qiiencia de autovalores de A, entao
S (A) 2 max [x.].

Definigao II.11 - Para quaisquer matrizes nao-singulares A
e L define-se o nimero de condicionamento de A em relacao

a L por

-1
KLY = Al Al

onde

1Al

1
=~
w
M~
——
[
1 =
=
1
—
Sopr®
——
—
]
-
]
—
S
-
|

1l
—
v

Para o caso em que L tem-se entao que

k(A) = kp (A) = A, IA7,

onde
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FAll, = 7 s (A A"

Definicao II.12 - Dado um vetor !G nao-nulo e uma matriz

0

A. define-se, espago de Krylov Kn (v, A), como sendo 0

espac¢o definido por
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CAPTTULO III

0 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

IIT.1 - DESCRICAD DO METODO

Além do método dos elementos finitosha ainda um
outro importante metodo numeérico, que nos Ultimos anos tem
ganhado bastante espago na resolucao de problemas de Enge
nharia. Tal método & o ja tao conhecido nos meios da enge-
nharia cientifica como o Metodo dos Elementos de Contorno
(MEC), ou ainda, o Metodo da Equacao Integral de Contorno

(MEIC).

Importantes problemas de engenharia podem ser
analisados utilizando-se o MEC, dentre os quais podem-se ci
tar, por exemplo, problemas de transferencia de calor, pro-
blemas de elasticidade, probiemas de hidrodinamica, proble
mas de eletrostatica, problemas de protecdo catddica e mui-

tos outros.

A ideia basica dessa tecnica € a formulacao
matematica de problemas fisicos, que tém incognitas tanto
no interior do dominio Q do problema quanto no contorno T,

como fungao apenas dos valores de contorno.

Desse modo determinam-se em primeiro lugar as

“incognitas de contorno, para entao serem determinadas as in

cognitas internas desejadas.
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Para os probiemas regidos pela equacao de La-
place ou Poisson (problemas de potencial), a equag¢ao inte-
gral de contorno correspondente a um dado ponto-fonte & e

dada por

C(£) u(g) + jr u(x) q* (£,x) dr(x) = jr q(x) U*(E,x) dr(x) ,  (IIL1)

onde

u{x) e a funcao de potencial,

mi

g(x) a funcao de fluxo,

a solugao fundamental,

[+3]

u*{g,x)

q*{&€,x) e a derivada de u*(£,x) na direcao normal ao con

torno, e

c(&) & um coeficiente associado as caracteristicas geome-

tricas do contorno, que para contornos suaves & igual
]

a —.
2

Expressando-se (III.1) para o no de ordem i de
uma malha que aproxima o contorno ' com elementos constan-

tes, por exemplo, obtém-se que

N N
Cius+ Z] (JF. q* dT) u, = z] (JF u* dr) a5 (I11.2)

onde as variaveis & e x foram suprimidas para simplificar a
notagcao. Escrevendo-se (IIl.2) para cada um dos nos da ma-

Tha, chega-se entao ao seguinte conjunto de equacoes:

Hu =6 gq , (I11.3)
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onde
(
J g*dlr , se 1 #J (&=1)
) B
his = , (III.4)
J q* AT + =, se i=j (g=1)
T 2
|
e
g..=J gt A0 (E=1) | (111.5)
1) Fj

0 metodo dos elementos de contorno & um meto-
do misto, onde para cada no da malha & conhecido, no caso,
ou o potencial ou o fluxo. Substituindo-se entao esses va-
lores conhecidos na equagao (III.3) e realizando-se uma tro
ca de colunas entre H e G de tal sorte a ter-se no primeiro
membro apenas as incognitas do problema, e no segundo, ape
nas valores prescritos do potencial ou do fluxo, obtém-se,
finalmente, o sistema de equagoes lineares do metodo dos

elementos de contorno

i ]
I =
I
o

(II11.6)
onde

A e a matriz dos coeficientes do MEC, que em geral contem

coeficientes tanto de G como de H, e

u e o vetor de incognitas.
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Para problemas de elasticidade uma equacao in

tegral semelhante @ dada por (III.1) & obtida. Aqui tem-se,

POTEM que
(£) u. (£) +J P, (£.x) u. (x) dT (x) =

= Ju#, (E,x) p. (x) dT {x} , (IT1.7)

=
——

>
L

{D

& a funcao de deslocabilidades segundo a diregcaoc j,

e a fungao de carregamento segundo a diregao j, e

——
>
)

u. . (E,x) e P$j(£, X} sao, respectivamente, a solucao fundamental e a

derivada dessa na direcao normal ao contorno.

0s coeficientes <cj;j também representam as
caracteristicas geométricas do contorno onde o ponto-fonte £
se localiza, s0 que agora,relativamente a cada ponto-fonte,
tem-se uma matriz C da ordem da dimensao do problema, ou
seja, se o problema e bidimensional C e de ordem 2, e se o0

problema e tridimensional C e de ordem 3.

Discretizando-se o contorno T e repetindo-se
o mesmo procedimento que foi-realizado para o problema de
potencial, chega-se ent3ao ao sistema de equacoes lTineares

que resolve o problema de elasticidade.
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I11.2 - CARACTERISTICAS DAS MATRIZES DO MEC

Do pouco que se sabe em relacao ao comporta-
mento das matrizes associadas ao método dos elementos de con
torno, aponta-se primordialmente, que essas sao completamen
te cheias, nao-simétricas e nao-singulares (ou quasi-singula
res quando da utilizacao de elementos descontinuos), nao se
podendo garantir porem, que essas sejam positivas-definidas

ou, pelo menos, positivas-reais ou diagonalmente dominantes.

No entanto, a partir da experiencia de pesqui
sadores, alguns outros detalhes (praticos) associados a es-
sas matrizes podem ser revelados. Dessa forma e sabido que
para os problemas de potencial as matrizes dos coeficientes
apresentam um condicionamento bem melhor que as dos problemas
de elasticidade. Sabe-se ainda que, para os problemas que
sao diferenciados apenas pelas condigdes de contorno, se fo
rem prescritos apenas um tipo de condigao de contorno (pro-
blema de Dirichlet ou de Neumann), entao a matriz final dos
coeficientes apresenta melhor condicionamento que a matriz
resultante de problemas onde sao prescritos agora os dois

tipos de condicao de contorno (problema de Cauchy).

Um outro detalhe pratico estd associado  aos
erros de arredondamendo, quando da resolucdo do sistema de
equacoes lineares. Assim para se evitar tais erros, & usual
modificar-se os coeficientes de A que pertencem a matriz
G (normalmente menores que os da matriz H), multipTlicando-os

por uma constante, muitas vezes conhecida como o fator-escala.
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Na referencia [7], quando da e]aboragéo de um programa com-
putacional voltado para a resolucao de problemas bidimensio
nais da elasticidade, foi usado pelos autores um fator-es
cala, arbitrariamente escolhido, igual ao modulo de elasti

cidade longitudinal do material.

Neste trabalho nac se deteve sobre esse tipo
de problema, o que ate talvez fosse importante, ja que o0
fator-escala, alem da finalidade de evitar erros de arredon
damento, pode também ser escolhido objetivando-se otimizar
0 condicionamento da matriz dos coeficientes, e consequente
mente acelerar um dado esquema iterativo. Para mais escla-
recimentos ver referencia [3], onde estudos foram feitos a

esse respeito.
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CAPTITULO IV

METODOS ITERATIVOS BASICOS

IV.1 - GERAGAO DOS METODOS ITERATIVOS BASICOS

Ainda que nao se faca uso, Unica e exclusiva-
mente, de algum método iterativo basico na resolucao de sis
temas de equacoes lineares associados ao MEC, sera de funda
mental importancia tomar conhecimento de tais métodos, ja

que muitas das poderosas tecnicas iterativas apresentadas pos

teriormente se utilizam desses.

Objetiva-se portanto, com este capitulo, for
necer os fundamentos dos demais metodos iterativos basicos

utilizados na resolugao de um sistema de equagoes Tlineares

do tipo
Au =b (IV.1)
onde A € uma matriz real e nao-singular de ordem NxN, e
b € um vetor real.

Tais métodos podem ser definidos como métodos
iterativos lineares, estacionarios e de primeiro grau, que
podem ser expressos na forma

gn+] = Gu +k s n=0,1,2, ..., (IV.2)

onde G € uma matriz real de ordem NxN - a denominada ma-



18

triz de iteracao do metodo, e

k e um vetor real conhecido associado ao método ite-

rativo.

Mas antes de se entrar em detalhes da obten-
cao da matriz G e do vetor k, que aparecem na equagao (IV.2),
far-se-ao, primeiro, comentarios a respeito das definigoes
dos termos apresentados no paragrafo anterior. Assim, defi

+
y" 1

ne-se que o método & do primeiro grau se depende ex-

N ~— S
plicitamente, apenas de u , e nao, da historia dos vetores

u' obtidos em cada iteragao anterior. Se nem G nem k de

n . - - . - .
pende de u , diz-se que o metodo e linear, e por ultimo,

diz-se que o método e estacionario se nem G nem k depende de n.

Como afirmado acima, os métodos basicos podem
ser expressos pela equagao (IV.2). Desse modo comenta-se
agora como se chega ao método iterativo definido por (IV.2),
a partir do sistema de equagoes Tineares dado em (IV.1). Pa
ra isso € necessario, apenas, definir-se uma particao qualquer
para a matriz de coeficientes do sistema, ou melhor, define
-se uma partigao para A em (IV.1), e a partir de simples
manipulagoes matematicas, consegue-se estabelecer uma formu
la iterativa associada a essa particao, que € do tipo da
fornecida pela equacao (IV.2). Essa particao sera expressa
atraves de uma matriz nao-singular, representada por Q e de
nominada matriz de particao ("splitting matrix") do méto

do iterativo.

Expressando-se simbolicamente, tem-se: dada a
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matriz de particao Q, pré-multiplicam-se ambos os lados de
(IV.1) por Q-] para a obtenciao de
-1

Q b . (1V.3)

Somando-se a matriz identidade a matriz dos coeficientes e
subtraindo-a da mesma, obtem-se

(I-1+07" a) u=0Q

b, (Iv.4)

donde, finalmente, e possivel exprimir-se a formula itera-
tiva para a solugao de (IV.1), qual seja,

En+] -

1-0 ' a)u"+q ! . (IV.5)
Comparando-se (IV.5) com (IV.2), ve-se que a
matriz de iteragao G e o vetor k associados ao metodo ite

rativo sao dados por
b . (IV.6)

Como visto acima, os metodos iterativos basi
cos tem natureza relativamente simples, e caso algumas das
razoes dos procedimentos tomados na geracgao de tais métodos,
ou mesmo de denominagoes utilizadas, nao estejam ainda cla-
ras ao leitor, certamente que ficarao a partir do contacto
com exemplos praticos de métodos iterativos que serdo apre-

sentados mais adiante.
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Em felag5o a escolha da matriz de particao q
que definira um determinado método iterativo, @ importante
saber que, na verdade, existem alguns criterios para tal es
colha que sdo determinantes na eficiencia do método associa
do. A saber, uma boa matriz de particao deve obedecer as

seguintes propriedades:

1) o namero de condicionamento de 9'] A e sig

nificativamente menor que o nlmero de con

dicionamento de A

2) o0s coeficientes de Q sao facilmente de-

terminados, e

3) g_] e facilmente obtida.
No que diz respeito ainda aos comentarios ge-
rais dos métodos iterativos basicos, ha também algumas pro-

priedades das quais devemos tomar conhecimento. Sabendo-se

que as matrizes A e Q sao nao-singulares, tem-se entao que

-1

1=

= A b (IV.7)

e a unica solucao de (IV.1), bem como Unica solugdo do sis

tema associado

(I-6)u=k , (1V.8)

e o metodo iterativo (IV.2) serd dito completamente consis

tente.
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Baseado nisso pode-se estabelecer que, se {u"}

e a seqliencia dos vetores u obtidos por (IV.2) ao 1longo

n -_—

das iteragoes, entao tem-se que (a) se u = u para al-
~ n+1 n+2 — o
gum n, entao u = u = ... =U, e (b) se a seqien
. n - - - -
cia {u'} converge para algum u, entao U = u. As propo-

sigoes acima sao facilmente verificadas, como serd mostrado

a seguir.

Suponha que para algum n tenha-se que u =§,
entao da equagao (IV.5) tem-se gue
A)u+q b (1V.9)

Hn+1 = (I - 9-1

Pela consistencia completa, tem-se que u & dado por (IV.7),

que substituido em (IV.9) fornece que

-1

b=A"b=1, (IV.10)

Utilizando-se agora o processo indutivo, mostra - se que

n+ +2 — . -
u L. u” = ... = u. Para fazer-se a verificacao da pro-

. . s . .- . n
posigcao (b), afirma-se inicialmente que uma seqiiencia {u }

- n
converge para algum Uu, se para algum n tem-se que u =
n+1 - . n+1
= u = ... = U, Mas como mostrado acima, se TR .-
— n -_— = - —

entao u = u (proposicao {a) pelo avesso), logo U = u.

Ha ainda uma outra propriedade dos métodos ite
rativos basicos, qual seja, a propriedade da convergencia.

0 método iterativo sera dito convergente se para um vetor

T w2 .. definida

~

de partida EO qualquer, a seqilencia u
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por (IV.2) converge para U. Uma condig¢3o necessaria e su-
ficiente para que isso aconteca & que o raio espectral da

matriz de iteragaoc G seja menor que 1, ou seja,

S (6) <1 (IV.11)

IV.2 - EXEMPLOS DE METODOS ITERATIVOS BASICOS

Apds terem sido feitos. comentarios gerais sobre
a natureza dos metodos iterativos basicos, apresentar-se-ao

agora, alguns exemplos praticos de tais méetodos.

Existem pelo menos cinco metodos basicos
que sac bem conhecidos nos meios cientifico-matematicos, a
saber, o método RF, o método de Jacobi, o método de Gauss-
-Seidel, o método da sobrerelaxacdo sucessiva (SOR-successive
overrelaxation} e o metodo da sobrerelaxacao sucessiva sime
trica (SSOR - symmetric successive overrelaxation). Além
desses ha ainda um importante metodo, que & o método da fa-
toragao incompleta, que também pode ser visto como um meto

do iterativo basico, como sera mostrado mais adiante.

Dos metodos mencionados acima, far-se-a uso neste
trabalhc apenas dos métodos RF, de Jacobi, de Gauss-Seidel e da fa-
toracao incompleta, ja que os métodos da SOR e da SSOR,para
que se mostrem eficientes, dependem do calculo de um parame
tro que otimiza a razao de convergencia desses métodos. Es

se parametro € avaliado a partir de informacoes dos autova-

lores das respectivas matrizes de iteracao dos metodos. No
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entanto, dada a complexidade das matrizes dos coeficientes
oriundas do MEC, se & forcado, ao menos no ambito deste tra-

balho, a descarta-los.

Visto isso, apresentar-se-3do abaixo os metodos
iterativos basicos dos quais tirar-se-a proveito, ao 1longo
deste trabalho, na resolugao dos sistemas de equagoes linea

res provenientes do método dos elementos de contorno.

IV.2.1 - 0 Metodo RF

E o mais simples dos metodos iterativos, e e

definido por

u = (I - A) u + b, (1vV.12)

onde por comparagoes com (IV.5), ve-se que a matriz de par-

ticao deste metodo e dada por

Q =1, (1V.13)

6= (I-A). (1v.14)

Para algum autovalor v. de A existe um cor-

respondente autovalor u. de G, dado pela seguinte relagao:
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Entao tem-se que o rajo espectral de G sera dado por

S (L - A) =max (|1 -m(A)|, [1-M(A)]) , (IV.15)

onde m (A} e M(A) sao, respectivamente, os autovalores al

gebricamente menor e maior.

Quando a matriz A for SPD, o método seré con

vergente se, e somente se,

M(A) < 2. (IV.16)

IV.2.2 - 0 Metodo de Jacobi

Para a apresentacao do metodo de Jacobi, bem

como do metodo de Gauss-Seidel que seri visto a seguir, ex

pressar-se-a a matriz A do sistema de equacgoes dado em

(IV.1), por
AosD-g -t (1v.17)
onde
B 7] = —
a1 0 Q
222 . 21 ° 2
D = » = - e
- ~L az;  agp O
0 4nn ) 0
— - Lanl a2 ]
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0 a3, a3 A
0 ay; A
Hu = -
0 a3n
0 0

0 método de Jacobi e definido por

que expressa em notacao matricial fica:

n+l _ n
Du = (L ¢+ Qﬂ ut+ b,

de onde obtem-se

Mas de (IV.17) tem-se que,

que substituida em {IV.21), resulta em

un+1 -1

-0 - m D

b,

(1V.

(IV.

(1v,

.18)

.19)

20)

.21)

22)

23)
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de onde tem-se por ultimo que

I-07"ayu" +07 ' b (IV.24)

A matriz de iteragao do meétodo de Jacobi, que definir-se-a

por B sera dada, portanto, por

-1

12
1

11—
1

1o

A) (VI.25)

Q = D. (1V.26)

A convergencia do método de Jacobi & garanti-

da se, e somente se

S (B) <1

IV.2.3 - 0 Metodo de Gauss-Seidel

A definicao do metodo de Gauss-Seidel € da

da por
: i-1 : N
n+ _ ) n+ ) n
Lo UL = - a.. u, - a.. U, + b. , (IV.27)
ii i jop 13 j=i+] i3 7 i

que expressada em termos das matrizes definidas em (IV.18)
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torna-se

TR L (1V.28)

u"+1 = (D - EL)'] C,u + (D - EL)—I b (Iv.29)

Novamente, comparando-se (IV.31) com (IV.5),
ve - se gue as matrizes de iteracac e de particao

do método de Gauss-Seidel sao dadas respectivamente por

L= 1-¢(D- .C_L) A (Iv.32)
e p— -
a1
31 32
Q=D-¢ = : ) . (1v.33)
aN] aN2 IO aNN
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Em relacao a convergencia, pode-se mostrar que,
desde que A e D sejam matrizes simétricas e positivas-de

finidas, entao o método de Gauss-Seidel sempre converge.

IV.2.4 - 0 Método da Fatoracao Incompleta

0 que se faz para a obtencdo de tal método €,
basicamente, aproximar-se a matriz A do sistema (IV.1) pe-

lo produto de fatores L e U que sao respectivamente ma

trizes triangulares inferior e superior. Desse modo tem-se

que
A=LU+R (IV.34)

onde R representa o erro associado a fatoragaoc incomple-

ta de A.

Substituindo-se a equagao (IV.34) em (IV.1),

obtem-se,
(LU+R)yus=»>b, (IV.35)
de onde pode-se formular o seguinte esquema iterativo:

(Lu)y u™ = " e, (1V.36)

u e T L ¢ NS T} ST TR T LA (1V.37)
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gque resulta finalmente em

1=

n+l _ [i - (L !)-] {] !n b

1
N

—
1o

(I1V.38)

A equagao (IV.38) fornece portanto, a formu
la iterativa para o método basico da fatoracao incompleta,
cujas matrizes de iteragdo e de partigao sao dadas, respecti

vamente, por

6 - [z - Ly 5] (1v.39)

Q = LU. (IV.40)

Existem varias maneiras de se obter a fatora-
¢ao incompleta de A mostrada em (IV.34), mas antes de apre
sentar-se alguns modelos que podem ser adotados na fatora-
cao incompleta de uma matriz, mostrar-se-a inicialmente, o
algoritmo que fornece os fatores L e U quando da fatora-

¢ao completa dessa matriz.

0 algoritmo para a decomposicao completa de
uma matriz quadrada A de ordem N x N & dado como segue.-
Inicialmente faz-se

Uy = ag; e Ly = 1. (IV.471)

A seguir, para J =2, 3, ..., N,
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L.. =1, 2. = a,./u
JJ j1l J]/ 11
IR
i-1 3
Rji = (a31 R ij um1)/u11
m=1
s =152, .. 51
'IET
U, . = a,. - u_,
ij 1] me1 imoTm |
e por Ultimo
j-1
TG = DO : : 3 j = 2: > 3
Y53 33 7 by Fim Y J =23 N

(IV.42)

A partir do algoritmo dado pelas equagoes (IV.41)
e (IV.42) pode-se entao obter o algoritmo para a fatoragao in
completa de A, cuja idé€ia basica & realizar o procedimento
dado em (IV.41) e (IV.42) apenas para os coeficientes de A
que sao diferentes de zero ou grandes segundo um dado crité
rio de magnitude, anulando-se portanto, os coeficientes de

L ou U que correspondem a coeficientes de A que sao nulos

ou pequenos segundo o critério de magnitude mencionado acima.

Tendo-se em vista que as matrizes de contorno
normalmente nao apresentam coeficientes nulos (desde gue nao
haja sub-regido), entac & preferivel utilizar-se algum cri-
terio de magnitude na rejeicdo dos coeficientes de A, que ao
longo do processo de fatoragao seraoc meramente substituidos

por zero.
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Como visto acima, a formagao do método itera-
tivo basico da fatoragao incompleta tamb&m n3o  apresenta
qualquer dificuldade, ja que consiste basicamente de uma
modificagao do algoritmo dado por (IV.41) e (IV.42); entre-
tanto, para informacoes mais precisas recomenda-se consul

tar as referencias [2], [3] e [4].

IV.2.5 - Comentarios Finais

Como afirmado Togo durante o primeiro item
deste capitulo, nao se fard uso, unica e exclusivamente,

dos meétodos iterativos basicos.

As razoes dessa decisdo est3o associadas ao
fato de que esses métodos nao atendem aos objetivos basicos
deste trabalho, quais sejam, a elaboracao de solvers
iterativos que possam ser eficientemente aplicado na reso
lugao de sistemas de equacées lineares provenientes da apti
cacao do MEC na resolugao de problemas de Engenharia, onde
a palavra "eficientemente” significa mais economico em rela

cao aos métodos diretos e com garantia de convergéncia.

A partir dos breves comentarios feitos sobre
a convergencia dos métodos basicos, vé-se que, aparentemente,
dadas as caractmﬁéticas desfavoraveis das matrizes oriundas
do MEC, tais metodos nao teriam condigdes de competir com
os metodos diretos. Alé&m disso, a partir dos trabalhos de

outros pesquisadores como MULLEN e RENCIS [5], PARREIRA [6]
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e outros mais, nao se tem qualquer divida a respeito da ine

ficiencia de tais métodos.

No entanto, as matrizes de partigao de tais meto
dos podem ser usadas como matriz de precondicionamento em
esquemas iterativos mais complexos, ou, em outras palavras,
os métodos basicos podem ser acelerados por procedimentos
de aceleragao polinomial, o que sera apresentado no capitu-

lo seguinte.
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CAPTTULO V

ACELERACAO POLINOMIAL

V.1 - ACELERAGAQ POLINOMIAL DOS METODOS ITERATIVOS BASICOS

Considerar-se-a aqui um procedimento de acele
ragao destinado a aumentar a razao de convergencia de um mé
todo iterativo basico qualquer. Este procedimento de acele
ragao, que sera denominado de procedimento de aceleragac po
linomial, consiste basicamente da formacao de uma nova se-
qléncia de vetores, obtida a partir da seqliencia de vetores
fornecida diretamente pelo metodo iterativo basico dado por
(IV.2). Observa-se aqui que a Unica condigao exigida para
a derivagao deste procedimento & que o método iterativo ba-
sico seja completamente consistente; portanto, doravante fi
ca subentendido que um metodo iterativo basico qualquer que
seja considerado atende a essa condicgao.

2 n - .
Desse modo, sendo wT, W, ... W a sequencia

de vetores gerados por um método iterativo a partir de

go, que & o vetor de partida, define-se o procedimento de

ace]eragﬁo polinomial como
n .
W= T e W (v.1)

onde os o sao escalares, aos quais & imposta a res
, 2

trigao de que
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n
_Z a5 T 1, {(V.2)
i=0

e 05 g1 sao dados, como ja mencionado acima, por
!o = vetor de partida

(V.3)
w1+] =G w + K . i=20,1,

Observa-se aqui que com a condigao (V.2) fica assegurado que

n — —
U = U sempre que Eo = u,

Seja o vetor-erro e associado a ul dado por

e = u - u. (V.4)

Por meio das relagoes (V.1) e (V.2) pode-se escrever (V.4)

como
n d i d - L i =
e = E o . oW - Z G, : U = Z o (\1 - E) . (V.5)

Seja considerar-se agora o vetor-erro e' associado a w' :

tem-se entao que

TosoewT k- (v.6)

1M
1

=
)

Mas como visto no Capitulo IV ao comentar-se
a consistencia completa de um método iterativo, pode-se es-

crever U como
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donde tem-se que

~
I
te|
]
[
el
——
L=
oo
o

I L A AL
De (V.1) tem-se que
0 0

Us = %0 Y s (V.17)
e de {V.2}, que

% o ° 1, (v.12}
logo,

HO = \!0 , (V.13)
donde conclui-se que

e =u®-T =T -2 (V.14)
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Desse modo substituindo-se (V.10) e (V.14) em (V.5) obtem-

-se que

n R
e’ = ¥ a .6 €%, (V.15)

e’ =P (6)e°, (V.16)

n .
= ¥ a . G (V.17)

E devido & formula (V.16), para o vetor-erro

. ] .
associado aos vetores u', que o procedimento de acelera-
¢ao apresentado acima € conhecido como procedimento de ace-

Teracao polinomial de um método iterativo bisico.

No entanto, tal procedimento pode tambem ser
caracterizado em termos de um conjunto de subespagos de Krylov,

como serda mostrado pelo teorema dado abaixo.

Antes de apresentar-se tal teorema, definir-

~se-a primeiro o vetor pseudo-residual, do qual far-se-3a uso
. . . 0 .

no respectivo teorema. Para isso seja u o vetor de parti

da para um dado metodo iterativo, entio o vetor pseudo-resi
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dual inicial associado a tal metodo serd dado por
§° = k- (I -6)u°, (v.18)

Visto isso apresenta-se o seguinte teorema que
fornece uma caracterizacao alternativa do procedimento de

aceleragao polinomial,

TEOREMA V.1 - Um procedimento iterativo para a geracao dos

vetores u1, u2, ... a partir de um dado go, tal que §° se

ja diferente de zero, & um procedimento de aceleracao poli-
nomial baseado num metodo iterativo basico qualquer se, e

somente se, para n = 1,2, ..., tiver-se que
u" - u® e Ko (6%, I - 6), (V.19)

onde K_ (67, I - &) & o subespago de Krylov associado a

I -G e 57, de ordem n,

Nao sera apresentado prova do teorema acima,

todavia, essa podera ser encontrada junto 3 referencia [8].

Dentre os métodos de aceleracgao polinomial ci
tam-se por exemplo, os métodos de gradiente conjugado e o mé
todo de Lanczos. Ha ainda outros, tais como o método de
Chebyschev. Desse método, porem, nao se farda uso, ja que
esse requer o cdlculo de parametros de iteracao que devem
ser adequadamente escolhidos para que se obtenha a razao

maxima de convergéncia, onde para o cilculo de tais parame-
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tros seriam necessarias informacoes sobre os autovalores ex-
tremos da matriz de iteragao de um dado método basico, o que
para 0s sistemas de equagoes que se objetiva tratar neste
trabalho pode se tornar anti-economico. Mesmo neste caso,
onde & possivel, inclusive, a presenca de autovalores com-
plexos, ja existem alguns estudos que devem ser considera-
dos em pesquisas posteriores. Na referencia [9], por exem-
plo, & analisada a iteragao de Chebyschev para sistemas nao

-simétricos.
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CAPTTULO VI

PROCEDIMENTOS DE ACELERACAQ POLINOMIAL

VI.1 - ACELERAGAQ DE GRADIENTE CONJUGADO

VI.1.1 - Derivacao do Metodo

0 método de gradiente conjugado tem se mostra
do como uma atraente tecnica iterativa para a solucdo de sis
temas de equagoes lineares, principalmente porque apesar de
ser uma tecnica iterativa, converge para a solucgao verdadei
ra em no maximo N iteracoes; onde N e a ordem do sistema,

quando as operacoes sao realizadas em matematica infinita.

Essa tecnica consiste basicamente em se extre
mar iterativamente o funcional quadratico correspondente ao sis
tema de equagoes Tineares que se deseja resolver. Em outras
palavras, considerando-se o sistema de equagoes generico da
do por (IV.1), tem-se correspondendo a esse sistema o0 se-

guinte funcional quadratico:
( ) -I ( ? ) ( ] ) ] ( I'])
F(u > u, au u, b ¢ v

cujos pontos que o tornam extremo sao os pontos U que aten

dem a condicao

VF(u) -(b - Au=0, (V1.2)
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¢ conseqglientemente sao as solugoes de (IV.1).

Dado que A € nao-singular, o que sera sempre

considerado, entdo u pode ser unicamente determinado por

-1

1

= AT b (VI.3)

Para encontrar-se u iterativamente a partir de uma dada so

lucao inicial u®, muitas vezes se adota a sequinte formula

recursiva:

LT L (VI.4)

Y =

onde P" & uma direcao de busca ("search direction") esco-

lhida segundo algum criterio, e A e um escalar obtido

com a condigcao de extremar o funcional quadratico nessa dire-

¢ao p" (ou com a restrigdo En).

Visto isso, apresentar-se-a agora, propriamen

te, a determinacao da direcao de busca p" e do escalar Ay

n = . .
Supondo~-se que p° Jja seja conhecido, far-se
-a primeiramente a determinacao de A,- Desse modo, substi

tuindo-se (VI.4) em {VI.1), obtem-se

F (':‘,n+1) = ";_ [(En * '\n fn)’ A (En +>\n En{l '[(En ¥ An En)’ p—:i’

(VI.5)

ou ainda,
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b + F (u"), (VI.6)

que, como pode ser claramente visto, representa, agora, uma
fungao quadratica em A,- Mas antes de continuar-se a de-
senvolver o processo, observa-se aqui novamente, que a ma
triz A ainda esta sendo considerada nao-simétrica.

Como mencionado acima, Ay e determinado com a
condigac de tornar extremo o funcional quadratico segundo a di-
recao En, que & supostamente conhecida. Assim, aplicando-
-se a condi¢ao de extremo a equacao dada em (VI.6), ou seja,

fazendo-se

AF W™y <o, (VI.7)

obtem-se
(un+1)
dF ‘= _ 1 (En,1' ﬂ En . En,T 5 En + 2 An ~n,T 5 En) _ Hn,T E _
dx 2
n
2 (un,T A pn + pn,T A un zpnfrb)+ An n,Tl‘pn -
5 o A E Al |4 2 L ne
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Definindo-se o residuo na n-esima iteracgao

por
s b= Ay (VI.9)

e substituindo-o em (VI.8), chega-se a

dA, (VI.10)
donde obtem-se finalmente, que
L[_(BT RANSUNUIRA !:Tl
A, = 2 (VI.11)
Bn,T A pn

Feito isso, apresentar-se-a agora a determina

cao de En'

Para o meétodo conhecido como método do "steepest

descent”, o critério para a determinagdo da direcao de bus

ca En €, para um dado ponto un, escolhe-1a tal que F va

rie mais rapidamente em torno de un, ou seja,

p’ =-YF (u"), (VI.12)

p" = ", (VI.13)
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ndo assim, o metodo do “steepest descent"

o-simetricas pode ser expresso da sequinte

{escolhido arbitrariamente), e

2,
=b - A"
1 1:_ (BT o - t~))T En . rn,T rn]
R (VI.14)
En,T A En
+1 _ En + An I:n
serva-se, por Ultimo, que substituindo-se a

a para gn em (VI.9), tem-se que

(VI.15)

n-1 -1
a1 A" (VI.16)

@ uma expressao mais economica para o cal-
ja que o produto A P11 uma vez obtido,

para a obtengao de r" na proxima iteracao.

entanto, a direcio de busca p", que para

epest descent” foi escoihida como sendo o
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. . n .
gradiente da forma quadratica em u , pode ser escolhida com

L= n .
o critério de minimizar a norma do erro | ¢ ”A’ a cada jte-

racao, dentro de um certo subconjunto de mN, definindo-se

assim o método do gradiente conjugado (MGC).

n . ~
Mas sendo que o erro € na iteracao de ordem

n e dado por

(VI.17)

tm
i

e
1

i

que & funcao de u, & mais conveniente desenvolver-se, pri-

meiramente, a expressac de sua norma, de tal forma a expri
- ™ - n ~

mi-la como fungao apenas do residuo r , para entao dar-se

prosseguimento ao desenvoivimento do metodo em si.

Assim tem-se de (VI.9) que

u' = B'] (b -r") (VI.18)
donde obtem-se que
L (VI.19)

Desenvolvendo-se entao a expressao da norma

do erro, tem-se que

1/2 1/2
e, = [(9“ -, (v - E)]A = [(En-E)T A (9."-@] -
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- _ 1/2 _

- {E_B 1 En)T A ('B 1 rn)-l _ [(5 i ~n)T r
1/2 1/2
_ n, T ,-T _n n n _
e R O I L L
ou simplificadamente,
n n
ey = e ,er

Para o metodo do gradiente conjugado

-se-a que as direcoes de busca sao dadas por

3

onde o escalar a, sera determinado

a respectiva direcao de busca seja tal, que o erro
sobre um certo subconjunto de RN seja minimo.
Analogamente a equacao (VI.16), tem-se

tambem que o residuo pode ser dado por

n-1

g w

Aplicando-se (VI.21) e (VI.22)

te, obtem-se que rn

Gy ., em funcao de coeficientes \F

com a condigao de

pode ser escrito, para quaisquer

(ver Ref. [2])

(VI.20)

supor-

(VI.21)

que

n
el

aqui

(VI.22)

recursivamen-

OL-I,

, COmO:
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e ey A A% ey AT

(VI.23)

ou de outra maneira, definindo-se Sn como o subespago de

N 2

R" dado por S_ = SPAN {A r%, A% ¢%, ..., A" %y (€ mostra

do que SN e um subespaco vetorial) tem-se que o residuo
rN pode ser dado adicionando-se a r® um vetor h, onde

Q > Sn'

Visto issc apresenta-se em sequida o teorema

que determina o meétodo do gradiente conjugado.

TEQREMA VI.1 - 0 parametro @, NO processo iterativo dado
por (VI.4), (VI.11) e (VI.21), quando A for SPD, é dado

por

o =- = . (VI.24)

se for imposta a condigao de que

e b oy = minlirll 4 (VI.25)
A A
onde r - ro e S5 e alem disso, tem-se que
n,T. m _
r r = 0, se m#n (VI.26)
e
n,T

APT =0, se m#n (VI.27)
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Demonstragao: A condigao (VI.25) pode ser escrita, de

(vI1.23), como

. (vi.2g)
" A

onde h" = r" - rC,

Dado que [0 & conhecido, entao o pro

blema agora consiste de encontrar um vetor hn, h e s , tal
que a condigao (VI.28) seja atendida. Ha um teorema da al-
gebra linear que garante que g” existe, @ lUnico, e tem a
propriedade de tornar o residuo f" = ro + Qn ortogonal a

todo h, h e S, em relacio a 5'], ou seja,

-1

i~

h=0, ¥, hesS . (VI.29)

Para facilitar o entendimento, faz-se na Fi-
gura VI.1 uma interpretacao geométrica dos resultados do

Teorema mencionade acima.

Fig.vi. . Interpretagdo Geometrica do he s, que Minimiza
Nreenil, - i
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Considere agora um vetor r tal que E'EOE Sn-]’

entao tem-se que

Y, A EO + v, B2 Eo . T 5n—] ~o ,
(VI.30)
° 4 Y 52 POt Yoo AT RO (VI.31)

ou seja, correspondentemente a esse vetor r, existe um ve-

tor

=

n,T

17X

Ar.hes,.

Substituindo h

(VI.29), obtémse que

I
t 1=
[
D
3

0 . ¥r tal que (VI.32)

173
1
s
m
w

e a relacao (VI.26) fica estabelecida desde que tenha-se

m

<

n.

De (VI.22) tem-se que

A pn _ _(rn+] _ r:n)

a1, (VI.33)
)tn

e de (VI.21), que

Em = o+ oq En-] (VI.34)

Desenvolvendo-se {(VI.34) recursivamente, obtem-se que



49

Em _ rm o Em—] _
= Em t o (Em—1 o Em-z) =
= Em ooy ~m—1 oo g Em-z =
="+ @ rm-l + tao ey o, p°
(VI.35)

Premultiplicando-se agora ambos os tados de

(VI.33) por Em chega-se a

A En - 7}_ pm,T (rn+1 _ En) (VI.36)
n

desde que EO S ro, entao substituindo-se (VI.35) no Tlado

direito de (VI.36) resulta que

m,T

p n 1 m-1 o) (rn+1 _ rn)'

Ap =- — (r" + o LR
£ L - L

n

(VI.37)

tilizando-se agora a relagao (VI.26), tem-se portanto, quan

do m < n, que

Em’T Ap' o= 0, (VI.38)

e a relacao (VI.27) fica desse modo estabelecida.
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A relacao (VI.24) pode entao ser facilmente

obtida de (VI.27} e (V¥I.21) fazendo-se

e a demonstracao esta completa.

Observa-se que para a introducao do teorema
VI.1 foi imposto que a matriz A precisa ser simétrica, po
sitiva-definida; do contrario ve-se claramente, que a sim-
ples relacao estabelecida em (VI.24) tomaria caminhos mais

complexos.

Observa-se também que dessa consideragao tem

-se que a formula para A dada em (VI.11) fica simplifica

da para
pn,T PN
Ay = T (VI.39)
n,T n
P Ap
jaque A u"-b=Au" - b= -r",

Portanto, o processo iterativo definido pelo

teorema VI.1, qual seja,
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u (escolhido arbitrariamente)

n _ n-1 n-1
r=r - ln-] 5 1%
pn,T rn
An = ~ =
En,T A pn

p" = . (VI.40)
r s g pn'] , n > 1
—~ n -~
(r" L oA
u. - -
n
(Bn—l’ 5 En-1)
un+] N n
b -z nE

e conhecido como o método de gradiente conjugado ou método
de gradiente conjugado padrao ou ainda método de gradiente

conjugado "two-term form".

Ver-se-a agora que as formulas para calculo
de Kn e o podem ser dadas de outras maneiras inclusive
mais economicas. Fre multiplicando-se ambos os Tlados de

(VI.22) por En-] tem-se, por exemplo, que

n-1,T .n n-1,T rn—] n-1 A n-1_ (VI.41)
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Mas de (VI.39) sabe-se que

n-1,T rn—]

P

n-1
n-1,7 n-1
P AP

que substituido em (VI.41) fornece que

n-1, T _n-1
n-1,T n n-1  n-1 P r n-1 ., n-1
Ap )

(pn-] ,T

(VI.42)

Substituindo-se porem (VI.21) em (VI.39) utilizando-se a re

facao (VI.42}, tem-se entao, que

(En + o En—])T En rn,T En
}\: =
n
n, T n n,T n
P Ap P’ Ap
(VI.43)
De (VI.22) tem-se tambem que
A En-l - - 1 (rn _ rn—l) (VI.44)
) kn—]

Substituindo-se agora (VI.44) e (VI.35) em (VI.24) utili

zando-se a relacao {VI1.26), obtem-se que




Obtido o método de gradiente conjugado apre
sentar-se-a agora através do teorema abaixo uma importante
propriedade desse, qual seja, a propriedade de terminacao

finita, ja comentada nos primeiros paragrafos deste item.

TEQREMA VI.2 - 0 método de gradiente conjugado tem a pro
priedade de que gm = u para algum m ¢ N, onde N e a or

dem da matriz de coeficientes A, quando as operacoes S3o0

realizadas em matematica infinita.

Demonstragao: supondo-se que isso nao seja verdadeiro, ter
-se-ia entao que rm £#0 para m=20, 1, 2, ..., N. Como
os vetores-residuos do método de gradiente conjugado aten-
dem a relagao (VI.26), ter-se-ia desse modo N +] vetores

de RN mutuamente ortogonais (linearmente independentes).

Desde que isso & um absurdo, o teorema fica demonstrado.

Visto isso apresenta-se em seqguida o algoritmo
para a implementacao computacional do método de gradiente
conjugado padrao. Dentre os muitos algoritmos que represen
tam o esquema iterativo de gradiente conjugado, escolheu-se
aqui aquele apontado por Reid, que realizou estudo compa-
rativo entre esses (ver Referencia [10]), como mais eficien

te., Desse modo tem-se:

ALGORITMO VI.1 - Algoritmo para a implementagao computacio
nal do metodo de gradiente conjugado padrdo para matrizes

SPD.
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IF, 6@ < TOLERANCIA ——— STOP
p=r

R: h o= A p
A =80 /P b

IF &1 ¢ TOLERANCIA —— STOP

-~

o = §1/60 ; &9 = ¢l

GO TO R.

Apesar dos resultados de Reid (ver referén—
cia [10]) ja terem comprovado a eficiencia da implementacdo
computacional do MGC segundo o algoritmo VI.1 em relacao as
diversas formas que o MGC pode ser implementado, apresenta-
-se aqui uma implementacao alternativa para o mesmo. Essa
forma alternativa foi proposta por Engeli e outros (ver re-

ferencia [11]) e consiste da apresentacio do MGC "three-term
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form", qual seja,

n+l _ n n-1
u =0y (O 0 v u) + (0 -0 g)u
(VI.46)
onde
rn,T B
Yol © (V1.47)
Y
e
(1 , se n=0
- -1
Pnel = *F} Y TEn g (VI.48)
[_ Yy n-1,T _n-1 Py

Sendo assim, ver-se-a agora como as formulas

do MGC na forma "three-term" podem ser obtidas. Uma manei

ra &, por exemplo, eliminar pn e pn‘] do par de equacoes
TR (VI.49)
e
n _.n-1 n-1
u = U + An_] p (VI.50)

Desse modo substituindo-se (VI.21) em (VYI.49),

tem-se que
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De (VI.50) resulta que

n-1 1

p" s ——— (" - , (IV.52)

A
T W o (o - ™y -
= - n - n ‘- b
A
n-1
(1 +a n)
kn n n-1 .. n An n-1
= (1 + « } u o+ Anr -o u =
M- ) My ) M1
(1+a )
An—]
A A
= (1+a "yl (1 + 0 n )_T wortl o+
noy no, n ~
n-1 n-1
A -
+ 1T - (1 + a, n ) TL
An-1
n n-1
= pn+'| (U + Yn+] ,.Y: ) + (1 Dn+]) u )
onde
A
pm_.l =1 + o, —;———— {(VI.53)
n-1
e
An
Ype1 = —— {(VI.54)
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As formulas (VI.47) e (VI.48) podem entao ser
obtidas desenvolvendo-se (VI.53) e (VI.54) utilizando-se as

formulas do MGC padrdo.

Alternativamente, essas podem ser obtidas a
partir da condigao de que os resTduos sao mutuamente ortogo
nais (relacao (VI.26)). Desse modo, sabendo-se que o resi-

duc na iteragaoc n+1 & dado por
I:n+1 = b - A En+1 ’ (VI.55)

pode-~se, substituindo-se (VI.46) nessa, obter uma formula
equivalente e inclusive mais economica para calculo do resi
duo, qual seja,

n+l n +1
P = opey Gy At e ey e -y (VI.56)

Utilizando-se agora a condicaoc de ortogonali-

dade mencionada acima e sabendo-se que Pt # 0, tem-se que

.1
=
1
—
-_1
-
15
1

n+1,T
r o - [%n+1 (Vpyp A"+ ey e (b= )

nT .n n,T n n-1,T n
= K [‘Ynﬂ(ﬁr) r+r r:|+ (T-epp) x r =
_ _ n,T n n,T .n, _
® Phtl ( Yne1 L Art+r r) =0
donde tem-se portanto, que
pn,T P
. r
n+1l rn,T 5 En
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Considerando agora a relagao (VI.26) na forma

p+1LT 0=l 0, obtém-se que

T
n+1,T n -1 -1
r ro= [pn+1 (-Yn+1 A fn + fn) (1 - pn+1) En J fn =

n,T
Pnet (Ynpr O

n,T
Preg (T 07 AT

Desenvolvendo-se o produto interno de " por

ele mesmo, obtém-se que

- ~ - n n - - -~ n
= pn (-Yn I'I,T A rl’l-] + rn,T !’1-1) + (-I_ p ) Y‘n,Tr‘n"Z
~ ~ -~ ~ ~ n‘ ~ ~
n,T n-1
=p, (=vp, T Aro ),
donde tem-se que
rn,T A rn—] I S I:n,T rn (VI.58)

Substituindo-se agora (VI.58) em (VI.57) se estabelece que
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donde tem-se que

rn,T n
Tn+1 r _ rn-],T n-11_
P+l . r r =
Tn Pn
- _rn—],T rn--] . (VI.59)
Dividindo-se ambos os lados de (VI.59)porIf']J-rn'],obtémse
) [ Tn+] rn.T pn 1 _]“ o
n+l ) ) B :
Yo rn-],T En-] Py _
donde conclui-se finalmente que
n,T _n -1
o 1 - Y4l r r 1
n+1 Yy, rn-],T n-1 °y

Visto isso apresenta-se abaixo o algoritmo pa

ra a implementacao computacional do MGC "three-term form"

ALGORITMO VI.2 - Implementacao do MGC na forma "three-term"
quando A for SPD.

n =0

= ° - = - -
u=yY s r=b 5 oup=Ery = @ op=
r=r-Au

o]
1}
t=s
=
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IF ¢ TOLERANCIA —> STOP

A

1 =r h 4 vy= §&/61

S 1 -1
IF n=1 THEN p=1; ELSE p= |1-X
Yg 60 ¢

up = o (U +yr)+ (1-p) u,

_ T
8= Iy
IF § ¢ TOLERANCIA ———— STOP
up =05y = r
u =u, s r =r,
GO TO R

VI.1.2 - 0 Metodo de Gradiente Conjugado visto como Proce-

dimento de Aceleracao Polinomial

Depois de ter sido obtida a derivagao do méto
do de gradiente conjugado, mostrar-se-a agora que esse pode

ser visto como um procedimento de aceleracgao polinomial so-
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bre o metodo RF, bem como que esse pode ser modificado pa-
ra representar um procedimento de aceleragao polinomial so

bre outros metodos basicos.

Da equagao (VI.23) tem-se que, para o MGC, o

- n
residuo r pode ser dado por

Substituindo-se nessa, da forma como mostrado abaixo, as ex

- n -
pressbes para r" e r°, obtém-se que

b - Au'=b-Au® 4+ Y1 A EO Y, ﬂz ro + Y, AN 0 ,
(VI.60)

gue fornece que

W u® ey % ey Ay by AT R0 (VI.61)

onde Y% =Yy De outra maneira (VI.61) pode ser dada por:

A R I AR S G UL B S P A ¢ ) L
(VI.62)

onde

G = I-4
e a matriz de iteragdao do metodo RF (ver Capitulo IV), Da
equacao {(VI.62) ve-se claramente que gn - ED € Kn (EO,I-QL

portanto, pelo Teorema V.1, tem-se que o MGC representa um
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procedimento de aceleracgao sobre o metodo RF.

Se em vez de ter-se considerado o sistema (IV-1),
tivesse sido considerado o sistema

-1 -1

C"'Au = Qb , (VI.63)

onde Q representa a matriz de partigao de um metodo itera-
tivo basico qualquer, ver-se-ia facilmente, repetindo-se o
mesmo procedimento feito para o metodo RF, que o MGC quando
aplicado para a resolucao de (VI.63), considerando-se agora
que a matriz dos coeficientes & dada por 9'] A e o vetor
dos termos independentes e g_] b, representa um procedimen
to de aceleracao polinomial sobre o método iterativo basico
cuja matriz de partigao e Q. Desse modo, se Q por exem-
plo, & a matriz de particao do método de Jacobi, tem-se en

tao aceleragao de gradiente conjugado sobre o metodo de

Jacobi.

Alguns autores, como por exemplo, Axelsson, uti
lizam em vez de "aceleracao", o termo "precondicionamentc", e as
sim ter-se-ia, para o exemplo dado acima, método de gradien
te conjugado com precondicionamento de Jacobi, e a matriz
de partigao Q recebe agora a denominacao de matriz de

precondicionamento de Jacobi.

Considerando-se portanto, a matriz de parti-

¢ao (ou de precondicionamento) Q de um método iterativo

basico qualquer, pode-se estabelecer os seguintes algoritmos:
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ALGORITMO VI.3 - Algoritmec para a implementagao computacio

nal do MGC padrao com precondicionamento Q.

u o= W5 r=b
ro= r-Au
s = o'y
DELTAZ = &' §
IF DELTAP g TOLERANCIA > STOP
o = ¢
Re h = Ap
o= Ol
A = DELTAP / P' h,
u = u+AP
§ = & - Ah DELTAT = &' §

1 e

IF DELTA1 ¢ TOLERANCIA

LN

> STOP

DELTAY / DELTA® ; DELTA@ = DELTAI

2
[l
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ALGORITMO VI.4 - Algoritmo para a implementagao computacio

nal do MGC "three-term form" com precondicionamento Q.

n = 0
u = u® s r=b o U=y =0
r o= r-Au
s = 0y
DELTA = &' &
IF DELTA < TOLERANCIA —— STOP
R n = n+1
o= A
hy =9 h
DELTAT =§' hy 5 = DELTA/DELTAT
IF n=1 THEN p=1; ELSE p= |1 - DELTA 1 3
v@ DELTAZ o

§2= p('Yh]'*'FE)'['(‘I_p) E]
DELTAP = DELTA ; Y@ =Y

_ T
DELTA = 65 62

IF DELTA < TOLERANCIA —— STOP

u = M =
o 4 5 Iy

4 = Uz
GO T0 R

[ =]

jl=2]
o]
[pS]
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Observa-se nos algoritmos dados anteriormen
te que a introducao da matriz de precondicionamento Q nao
foi realizada atraves da premultiplicacdo explicita de am-
bos os lados de (IV.1) por Q'I, mas sim, implicitamente ao

longo do processo iterativo.

VI.1.3 - Aplicacao do Procedimento de Aceleracac de Gra-

diente Conjugado aos Sistemas de Equacoes Lineares

Oriundos do MEC

Como visto acima, para a derivagao do método
de gradiente conjugado foi imposta a condicao de que a ma-
triz dos coeficientes do sistema de equagoes lineares pre-
cisa ser simétrica (Teorema VI.1). Isso, todavia, niao &€ o
que acontece com as matrizes dos coeficientes resultantes
do método dos elementos de contorno. Tendo-se em vista es-
se fato utiliza~-se entao o artificio de premultiplicar am-

bos os lados de (IV.1) por gT. donde obtéem-se um novo

[74]
yud y
| v

tema de equacoes dado por

1=
1 1=
[ =
[}
i =

b, (VI.64)

. . .. T - e
cuja matriz dos coeficientes A A agora e simétrica.

Ve-se entdo, que mesmo quando A for nao-si
metrica & possivel aplicar o processo iterativo de gradien
te conjugado, além disso, sem que para isso seja necessirio
aumentar significativamente o nimero de operacoes por ite-

ragao, ja que a premultiplicacdo pela transposta, a exem-
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plo do que foi visto no item anterior, pode ser realizada

implicitamente ao longo do processo.

Comparando~se os sistemas de equagoes dados por

(VI.64) e (VI.63), ve-se que esses Sao analogos. Assim con

clui-se que os algoritmos para a implementacao computacio-

nal do MGC quando a matriz A for nao-simétrica podem ser

dados pelos algoritmos VI.3 e VI.4, substituindo-se nesses,
-1 T

porem, Q por A

VI.2 - ACELERACAO DE GRADIENTE CONJUGADO GENERALIZADO IDEA-

LIZADO (GCGI)

Como apresentado anteriormente, para a aplica
cao do MGC aos sistemas oriundos do MEC foi necessario en-
tao considerar-se o sistema equivalente dado em (VI.64).Des
sa consideracao resulta porem que o numero de condicionamen
to da matriz final do sistema, k (5T A}, torna-se muito
maior que o nimero de condicionamento da matriz original nao
simétrica k (A), o que faz com que a solugao de (VI.63) pe
lo procedimento de aceleracao de gradiente conjugado, em muij
tos casos, nao seja mais rapida que a solucao do sistema

nao-simetrico original por um método iterativo basico qualquer.

Desse modo ver-se-a abaixo um outro procedi-

mento de aceleragao para a avaliacdo da solugao de um sis

tema nao-simeétrico, sem que esse seja considerado na forma
equivalente dada por (VI.64). 0 procedimento de aceleracio,

0 qual foi referido acima, @€ denominado aceleracao de gradien

te conjugado generalizado idealizado.
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0 processo de aceleragao de gradiente conjuga
do, pode ser obtido alternativamente {ver Referencia [81]),
n 0

sabendo-se de antemao que u - u ¢ K, (EO, A}, impondo-se

a condigdo de que ||En

~ullysflw-1ul, para todo w tal

que W - go e K, (ED, A}, onde A & SPD. O procedimento de
aceleracao de GCGI sera obtido de maneira andaloga, contudo,
utilizando-se uma condicao de minimizacac mais abrangente

que aquela mencignada acima, qual seja,

(Z A (u"-TW,v) =(Zr", y) =0  (VI.65)

para todo v ¢ Kn (ro, A), onde Z e uma matriz auxiliar tal
que ZA seja apenas positiva-real, mas nac necessariamente,

SPD.
A condicao (VI.65) € conhecida por condigcao de Galerkin.

Normalmente encontram-se tres tipos de imple-
mentacao do procedimento de aceleracao de gradiente conjuga
do generalizado, quais sejam, ORTHODIR, ORTHOMIN e ORTHORES.
Nesses dois Ultimos tipos no entanto, além de se requerer
que ZA seja PR, e requerido que a prépria matriz auxiliiar
Z 0o seja, portanto, esses foram descartados, ja que a ma
triz auxiliar Z, neste trabalho, foi escolhida como sendo

gT, a qual nao &, garantidamente, positiva-real.

Dos tipos de implementacao mencionados acima
considerou-se portanto, apenas o ORTHODIR, no qual se exige,

apenas, que Z seja tal que Z 5 seja PR,
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E interessante saber tambem que o procedimen
to de aceleragao de GCGI apresenta tambem a importante pro-

priedade de terminacao finita, que ja foi definida anterior

mente.

Seja agora considerar-se o0 seguinte teorema.
TEOREMA VI.3 - Seja v ser um vetor qualquer naoc-nulo em
IRN, e seja A ser uma matriz n3do-singular em RN’N. Seja

H qualquer matriz PR em R':N e seja d um inteiro nao

-negativo qualguer tal que os vetores v, Av, ..., gd v $ao
. . ~ d
Tinearmente independentes. Entao os vetores yo,w]p..,w

definidos por

Woo=
B n-1 n-1 0 _
ly = gy + Bn,n_]\j +...+Bn’0y , n=1,2,...,d
(VI.66)
onde
C -
Haw™ T owh e T o mwd, W)
B, . = - 420 ., (VI.67)

sao linearmente independentes e satisfazem a condigido

Hw',wl) =0 , G<i 5 4,5=0,1,..,4d

(VI.68)
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Alem disso, para cada n =1, 2, ..., d, existem coeficien-

tes €0,0° Sn,17 e Snin-d tais que

n o n-1 n _

W= Cn,O v o+ Cn,] Av+ ...+ Cn,n-] A v+A v , n=12,..,4d,
(VI.69)

bem como coeficientes €n.0° ©n,1° > €nin-1° tal que

Myze woe ,w o+ + e WD (VI.70)

~ - n,0 ~ n,I ~ n,n-1 = :

Nao sera apresentado prova do teorema acima,

todavia, essa poderda ser encontrada na referencia [8].

Para descrever-se a obtencac do procedimento
de aceleracao de GCGI (ORTHODIR}, tendo-se a priori uma ma-
triz auxiliar g tal que g A seja PR, construir-se-a pri-

meiro, dado um vetor de partida go, tal que £0=9-ELP £ 0,
um conjunto de vetores go, g], N gt, que sao "semi-orto

gonais" em relacao a ZA, ou seja,

(ZA q', q) =0 , §<i 3 i,4=0,1,...,t (V.71)

(r®, A), onde t & o maior

e tal que para cada n, qn € Kn+1 r A

inteiro nao-negativo tal que os vetores ro, Aro,..., Atro

sac linearmente independentes.

1‘
Esses vetores g , no entanto, podem ser cons

truidos aplicando-se diretamente o Teorema VI.3 com v ro,

d = t, gn = gn, e H =12 A, Desse modo obtém-se que

—
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° = r°
1 (VI.72)

n _ n-1 n-1 0 _

.g. B 5 ,q., t Bn,n.'[ A + + Bn’o 9_ ’ n—-[szs sta
onde

i-1
2" g e I os s @ael gl

B i " =2 . (VL73)

Esses sao linearmente independentes e, de (VI.68), atendem

a condicao de "semi-ortogonalidade" (VI.71). Alem disso,

para 1 =1, 2, ..., t, tem-se, de (VI.69), que

i 0 0 i-1 o i o0
Qg =cy I * i1 Art+ . 0L+ .- A r-+ A r

(VI.74)

para alguns Cio® Ci,1° cv» Ci,1—1’ bem como, de (VI.70),
que

i 0 _ 0 i=1 i
A" r = € 5 q + . . . + ei,i—] q + q . (VI.75)

para alguns 00 4,10 tocs & 1. De (VI.74) ve-se claramente que
0 conjunto de vetores {go, g], . 31} define o subespago de Krylov

Keoq (r% A).

i+1
Repetindo-se novamente a ideia basica do pro-
cedimento de aceleracao GCGI (ORTHODIR) tem-se que esse con

. . n
siste basicamente, em para cada n, encontrar-se um vetor u tal que
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u" - u® e ko (r%, A) (VI.76)

(Zr,v) =0 (VI.77)

para todo v ¢ Kn (ro, A).
. o 1 n-1

Como mostrado acima, tem~se que 05 § ,Qs..0sq
definem Kn(ro, A), portanto, para que (VI.77) se mantenha,

e necessario e suficiente que

(z ", q'y =0 , i=0,1, ..., n-1

(VI.78)

Impondo-se a condicdo (VI.76) a u", tem-se,

para alguns coeficientes A s A

n,o e An,n-]’ que

n-1’°

u" = 90 + A 90 + ...+ A qn'1 (V1.79)

Considere-se agora o teorema dado abaixo, que se

ra apresentado sem demonstracao.

o

TEOREMA VI.4 - Seja r” # 0, e seja t o major inteiro tal
que ro, A EO, ce s gt EO sao linearmente independentes,
Entao,

U-u eK (VI.80)

e, além disso, se U - 90 e K (r%, a) para algum inteiro

m, entao m > t + 1.
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Pelo teorema acima tem-se portanto, que,

u = 90 + io go + + it gt . (VI.81)
para alguns io’ X], R it Desse modo de (VI.79) e (VI.87)
tem-se entao que
no— M = Eoog
THECITEE) Ay 4 - X)) 9+ 1 Aiq (VI1.82)
=0 : i=n

Impondo-se agora a condicao de Galerkin dada
por {(VI.78) na forma [é A (gn - gn), gf] (ver relagao (VI.65)),
bem como utilizando-se a relagao (VI.71), mostra-se induti-

vamente (ver referencia [8]), que
A s o= AL , i=0,1, ..., n-1. (VI.83)

De (VI.79} tem-se portanto, que,

n 0 = 0 N n-1

U=t g + A1 9 . (VI.84)
n=20,1, , t,
donde obtém-se, expressando-se (VI.84) para En+T e calcu
lando-se En+] - !n, que
M e Y, =0, L, b, (V1LES)

e, conseqlientemente,

n+1 _ P X Ag" n=0,1,..,t. (VI.86)
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Na referencia [8] e mostrado tambem de forma

indutiva que

A= , n=0,1, ...,t (VI.87)

0 esquema iterativo do ORTHODIR pode entac ser

definido por

u (vetor de partida)

9n+1 = En + Xn Sn . n=0,1, » t
ro . n =20
qn_
B n-1 n-1 0 _
Agr + B @t ¥B g0 nEl2, 0t
) : i=1
(-2 4% q"" Loy v Lbos czadd L el
B s =~ J +J ,
(ZAg g
i=20,1, , h-1 , h=1,2, , t
. (z ", q"
Kn= — - ’ n=20,1, , t

Como afirmado acima, adotou-se neste trabalho

= ﬁT. Dessa escolha resulta porem que ZA & SPD, logo

1M

tem-se gue
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(zagl ,q')y=(ad ,2Aaq") =0 , se i#3 (VI.88)

Visto isso tem-se que a formula para calculo dos coeficien-

tes B, . dada por (VI.73) torna-se simplificada para
n,i o : B
A" aq 9
(A2 ¢, aqh) i=0,1,....n-1
(A q' . Aqh n=1,2,...,t
(VI.89)

Considerando-se ja o sistema precondicionado

(VI.63), o esquema iterativo do ORTHODIR fica, portanto,

u- (vetor de partida)
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Apresenta-se agora, o algoritmo para a imple-

mentacdo computacional do esquema iterativo dado acima.

ALGORITMO VI.5 - Algoritmo para a implementagao do procedi

mento de aceleracao de GCGI (ORTHODIR).

IT=1 , IA =1

=
n
[y

ts
1]
=
1
1=
o
e
u
(¥ ]
[

ERRO = §

IF ERRO < TOLERANCIA > STOP

g (IA) =8
R: v (IA) = Q"' A q(IA)
T
DELTAG = &' v (IA)
DELTAT (IA) = v (IA) v (IA)

o
1l

DELTA® / DELTAT (IA)

u=u-+ x *q{(IA)

§=6-A*vy(IA) ; ERRO = &' &

IF ERRO < TOLERANCIA —— STOP

vi = Q!

Ay (1A)
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DELTAZ = v1 * v (I)

B = -DELTA2 / DELTA1 {I)

l— q (IA)} = g (IA) +B8* q (I)
IT = IT + 1

GO TO R

Uma desvantagem gritante no procedimento de
aceleracao de GCGI e o fato do calculo dos vetores - direcao
exigirem o conhecimento de toda a historia deles. Uma ma-
neira apontada para a solugao desse problema & truncar par
te dessa historia, ou seja, arbitra-se um numero qualquer
dos vetores qi anteriores que devem ser considerados pa-
ra calculo da proxima direcao, e entao desprezam-se o0s res-
tantes que ficaram aquém desse niumero. Uma outra maneira
de abordar esse problema & adotar a técnica de "restarting",
que consiste em adotar um numero k de iteracoes, dentro do
qual se procede na forma idealizada, ou seja, considerando
toda a historia, sendo que, na iteracdo de ordem k+1, faz

k : ~ . ~
-se EO = u e realiza-se o mesmo niumero de iteragdes.

Adotando-se a tecnica de truncar parte da his
toria dos vetores-direcao ja foram encontrados casos nos quais
ocorreram falhas no processo iterativo. Quanto & tecnica

de "restarting" nao se sabe apenas se o processo converaira,
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no entanto, no minimo esse nao falhard. Para maiores de-
talhes a respeito das técnicas utilizadas para abordar 0
problema de memoria no processo iterativo de gradiente con-

jugado generalizado, ver referencias [8] e [12].

VI.3 - ACELERACAGQ DE LANCZOS

¥I1.3.1 - 0 Metodo de Lanczos

Sejam 51 e EJ vetores conhecidos. Entao duas

Ek+1} e {§k+]}, onde k=1, 2,...,N

seqliencias de vetores {
sendo N a ordem de A, podem ser derivadas respectivamente de

A e BT a partir do seguinte conjunto de equagoes:

6k+1 ¢

L

t =

Kg]
1

( K+1 K ‘f

onde 0sS hik e hik sao escolhidos de tal forma que Ek+1 se

ja ortogonal a E], §2, ce s §k e §k+]
22, cees Ek, respectivamente, e 0s 6k+1 e 3k+]

duzidos por conveniencia numérica (normalmente fatores normalizadores).

. 1
seja ortogonal & c',

san escalares intro-

Dado que os vetores c1, 92, cees CN sao li-

nearmente independentes entre si, bem como os vetores

E], §2, cees §N 0 sao (ver referencia [13]). conclui-se que
CN+1 _ EN+1

= 0, porque, pelas condicoes de ortogonalidade

N

expostas acima, esses, que pertencem a R, sao ortogonais
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a N vetores linearmente independentes, loge tém de ser

nules.

Em decorrencia disso, as equacoes dadas por (V1.90)
e (VI.91) podem ser escritas na forma matricial da maneira co

mo apresentado., abaixo.

A equacao (VI.90), por exemplo, na forma ma-

tricial fica:

N
8, hyp o by
ﬁ[@] ¢’ ﬂ= [E] ¢’ EN] 8, h h
_ 3 D3z-- hgy
S Dy
(VI.92)
ou ainda,
AC-cH . (V1.93)
onde ¢ = [S], 52, v ENW e
F_hll hyo PP
H=1 8; hyy hon
83 hgs hsy
S
| -
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Analogamente para (VI.91), obtém-se que

ATc=TH (VI.94)
onde
T - [g] I §N—‘ (VI.95)
e
_EH F]Z Em—
3y Ezz E2N
i _ _
- S hgg ... hyy
] HNN

Expressando-se agora matricialmente as condi-

¢oes de ortogonalidade de gk+] em relacao a EJ, §2,.u,§k
e de §k+] em relagao a g], 92, ce ey Ek, obtem-se, res-
pectivamente, as seguintes equacgoes:
The=L (VI.95)
e
T = _
¢'T=T , (VI.96)

onde L e L sao matrizes triangulares inferior,

Manipulando-se as equacoes (VI.95) e (VI.9)

conclui-se que
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ou seja,

(VI.97)

Dessa relagao constata-se portanto, que ambas as matrizes

L e L s3o diagonais, podendo portanto, ser denotadas

por D.

Premultiplicando ambos os lados de (VI.93) por

C-]

resulta que
H=2C AC (v1.98)

Expressando-se entio C | a partir de (VI.95)

obtém-se que

T, (VI.99)

C=(C) " D. (VI.100)

Substituindo-se agora (VI.99) e (VI.100) em (VI.98) & obti-

do que
H=p'T acTp-p’! [{1 N E]T D (VI.101)

Mas de (VI.94) tem-se, a exemplo de (VI.98), que
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H=T'A' T , (VI.102)

que levado a (VI.101) fornece que

H=01H p. (VI.103)

Ve-se no entanto da equacao acima, que no la-
do esquerdo tem-se uma matriz de Hessenberg na forma supe-
rior, enquanto no lado direito tem-se uma matriz de Hessenberg
na forma inferior, o que implica em ambas serem tridiago-

nais, logo

(VI.104)

o que mostra que se A Ek for ortogonalizado em relagao

™1 ea Ek, entao fica automaticamente ortogonalizado

T ek,

a

- —i .
em relacao a todo ¢ anterior,e analogamente para A

Realizando-se o produto matricial no lado di-
reito de (VI.103) e estabelecendo-se a identidade matricial

de forma explicita, obtem-se tambem que

h = ke 8

8 (VI.105)

k,k+1 k+1 k+1

Sabendo-se que as matrizes H e H s3o tridia

gonais, entao & mais simples usar a seguinte notacao:
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Mk = P = o
1 ket T By (VI.106)
M ka1 T Bia

Assim as formulas dadas por (VI.90) e (VI.91), juntamente

com a notagao dada por (VI.106) ficam resumidas a
I R T T (VI.107)

"k+1 §k+]

|
I=

- e, ¢ - B € , (VI.108)

onde, de {(VI.105},

5 (VI.109)

Bre1 Ske1 © Brer Sk

Visto isso, sera feito agora o calcuio dos coeficientes

a), B e Ek‘ De (VI.93) tem-se que

thac - T

CH. (VI.110)

Sendo que

¢ = . (VILTIT)

— —

entdo (VI.110) escrita na forma matricialmente explicita fica



donde tem-se, para

1=

Hn =

1x=

83

(E])T A E2 (51)T A EN
()7 a ¢ " A
(§1)1 S] o (E])T E] 8,
2,7 2 =2.T
(52) € 6, (c7) ¢y ooy
(EN)T EN N
(VI.T12)
k variando de 1 a N, que
(Ek)T A CK
o0, = — -, (VI.113)
(ER)T EK
DT, (K
B = — i (VI.114)
(Ek—l)T EK-T

Procedendo-se de maneira analoga em relacdao a

(VI.94), conclui-se que
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By = (VI.115)

Observa-se aqui gue, obtendo-se o coeficiente @, 3 partir
das equacces oriundas de (VI.94), chega-se 3 mesma expres-

sao dada em (VI.112),

As expressoes de B, e Ek dadas por (VI.114)
e (VI.115) podem no entanto ser simplificadas, como sera
mostrado abaixo. Para simplificar-se Bk, por exemplo, obtem

-se primeiro de (VI1.108) que

C = 5§, ¢ + oo ¢ t B C (VI.116)

(AT Ek—'i)T Ck (s Ek + o Ek—] + 8 Ek—Z)T Ck
_ = & € e k k & ¢
Bk =
—Kk-1,T k-1 —k-1,T k-1
(¢ ') (cm ') ¢
(VI.117)
Utilizando-se agora o fato de que Ek e ortogonal a Ek']
e a Ek_z, entao (VI.117) reduz-se a
Bk - (VI.118)
(Ek-])T Ek—1

Similarmente, tem-se que
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8 (VI.119)

0 metodo definido pelas equacgoes (VI.107), (VI.108),
(VI.113), (VI.118) e (VI.119) constitui o método de Lanczos,
que alem de ser uma técnica simples de se tridiagonalizar uma
matriz, o que pode ser faciimente identificado, tem ap]icé—
¢oes ainda na resolucao de sistemas de equacdes lineares, o

que sera visto a seguir.

VI.3.2 - Aplicacao do Algoritmo de Lanczos na Resolucdo de

Sistemas de Equagoes Lineares

Considerando-se a formula iterativa

n+1 _ n n n-1
+ u o+ (1 - pn+1) u (VI.120)

u pn+'[ - b

b = Pps1 Ypa1 I

para a obtengao da sofugao do sistema dado em (IV.1), tem-
-se que o residuo a cada iteracao e dado por (ver equacao

(VI.56))

n+l _
L = Pper Yy A

)+ (1 - p ) 2T (vIL121)

Dividindo-se (VI.121) por “Ynel Ppete obtem-se que

| “'D

r n+1) En-]

Yo+l Pr+l Yh+l Yn+1 Pn+l

(VI.122)
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onde rn+] tem o aspecto dos vetores §n+1 derivados de A
pelo algoritmo de Lanczos.
- _n+1
Isso sugere a criacao de um vetor auxiliar r
do aspecto de §n+1’ dado por
_ _ _ (1-p,,1) 3
(- 1 )rn+1 - ET r.n - _] ) I:n _ n+1 En 1
a— — 'Y —_— —_—
T+l Pn+l n+l Ynel Pred
(VI.123)
For¢cando-se agora que §n+] e Fn+] sejam realmente veto-

res obtidos segundo o algoritmo de Lanczos dado anteriormen
te, tem-se, por comparagaoc de (VI.122) e (VI.123) com (VI.107)

e (VI.108) respectivamente, as seguintes equacoes:

- = 6n+1 (VI.124)
Th+l Pp+l
: : (En)T 5 rn
= — = a, = (VI.125)
Tn+l Yn+1 (fn)T r"
(1 pn+]) T (tn)T r"
= B, =&, (VI.126)
-n-1,T =n-1
Tn+l Ph+d (r )T
(-5, _ GUN
= B, 768, (VI.127)

Yn+1 Pn+l (7" T fn_]
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1 =
- =6 i (vi.128)

Yntel Pn+l

De (VI.125) tem-se, imediatamente, que

~ (En)T En
Tntl © Tn+1 T neT 0 (VI.129)
(r7) A

[

-

onde a igualdade entre os coeficientes y e ?n+1 ja foi

n+l
inclusive usada nas equacoes (VI.127) e (VI.128).

Obtendo-se 'En a partir de (VI.128), substi
tuindo-o0 em (VI.126) e desenvolvendo a expressao resultante

chega-se a

n+1
(VI.130)

Fazendo o mesmo para (VI.124) e (VI.127) obtem-se que

(—n)T n -1
o = |1 - i - ] (VI.131)

Definindo-se que o, = p; = 1, ent3ao nas equa
] 1 -

coes (VI.130) e (VI.131) tem-se, para n=1, que
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[ (?])T 17

- | Y2 r r =
py = - . =0, (VI1.132)
Y1 (EO)T EO

Prosseguindo com esse processo indutivo, conclui-se final-

mente que

~ Yoo (fn)T rn . -1
Onsl = Ppy1 = [T ’ » se nzl,
Y (En-1)T rn-] pn__
(VI.133)
e resTduo auxiliar ¥"7! dado por {VI.123) pode ser escri
to por
P o v A TN FY) H (1 - e ) T (VIL139)

0 processo definido por (VI.120}, (VI.121),
(VI.129), (VI.133) e (VI.134) constitui o processo de ace
leracao de Lanczos para a solucao de sistemas de equagoes

lineares.

Considerando agora o sistema de equacoes pre
condicionado dado por (VI.63) pode-se fornecer o seguinte

algoritmo para o processo de aceleracao de Lanczos.

ALGORITMO VI.é - Algoritmo para a implementacao computacio

nal do metodo de Lanczos com precondicionamento Q.



DELTA = & ¢

IF DELTA < TOLERANCIA

89

> STOP

-

DELTA1 = ¢ Q] : Y= DELTA/DELTAI

IF

n =1 THEN p=l; ELSE p=|1-—2X

DELTA

1

Y@  DELTAQ

DELTAQ = DELTA

DELTA = 6

IF DELTA < TOLERANCIA

> STOP

p
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=
—
I
1c
-
109
—
]
(=]
-
105
—
1o

Como ja comentado anteriormente, por ocasiao
da apresentacao do metodo de Lanczos em si, tem-se aqui tam
bem, ja que os ri sdo identicos aos Ei, que EN =0, ou
seja, o metodo converge em no maximo N iteracdes. Em ou-

tras palavras o método de Lanczos apresenta a seguinte pro-

priedade (ver eguacao (VI.111}):

(r' , T =0 , i#] (VI.135)
onde, sabendo-se que os fJ saoc linearmente independentes
entre si e que EN € RN g ortogonal fo, f], e EN-], en
tao tem-se que

N
o= 0, (VI.136)

0 processo de aceleragao de Lanczos pode tam-
bem ser expresso numa forma que assemelha-se ao método de
gradiente conjugado “two-term form".

Seja portanto, a formula iterativa dada por

=y o+ A p, (VI.137)
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onde p € da forma

p" = (VI.138)

n _ _n-1 n-1
roo=r - An-] Ap (VI.139)

Considerando agora as formulas iterativas au-

xiliares, quais sejam,

n-1

A U L b (VI.140)
~ ~ n-1 ~
e
F?o = ro , n=0
E“ = (VI.147)
—n —n-1
LE + G.n E ’

pode-se entao aplicar a relagao (VI.135) para a obtencgao

dos coeficientes do esquema iterativo proposto acima.

Da equacaoc (VI.132) obtém-se que

n S U (VI.142)
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Escrevendo-se (VI.141), para a m-esima iteracao, da forma

de (VI.35), tem-se entao que

(VI.143)

Premultiplicando-se (VI.142) por (VI.143), quando m < n, e

utilizando-se a condigcao (VI.135), conclui-se que

Pl A pt -0 (VI.144)

Fazendo-se o mesmo com (VI.140) e (VI.138) obtem-se que

Pl AT g =0, se m<n. (VI.145)
Desde que Em,t BT En = En’T A gm = 0, conclui-se final
mente que

5T Apdl =0 , se i#j]- (VI.146)

Premultiplicando-se agora (VI.139) por (E”'])T, obtem-se que

(En-1)T En _ (En-T)T En-] S (F )VA ol

donde utilizando-se a relacao (VI.135) chega-se a

(Fn—] )T rn--l
A = = s (VI.148)




93

Mas de (VI.141) tem-se que

f"-1 - En-1 - En-z (VI.149)

que substituido em {(VI.148), juntamente com a relacgao
(VI.146), fornece
—-n=1,T n-1
r
v - k) r (VI.150)
—n=-1,T n-1
) P

Para a obtencao de a » premultiplica-se (VI.138)

por Fn_l, 0 que resulta em

(?n-1)T pn _ (?n—1)T rn + @ (rn-l)T pn-]

~ £ ~ ~ n ‘-~ r

(VI.151)

Escrevendo-se En-1 da forma de Em em (VI.143) e aplican

do a relagao (VI.135), ent3ao a equagdao (VI.151) fica redu-

zida a

(fn_1)T p" = o (FVHT 0 (VI.152)

A , (VI.153)
que levado a (VI.152) juntamente com a relagao (VI.146) for
nece que

(En)T En - o (En—1)T rn-1 (VI.154)
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. ~ n . . . .
Expandindo-se entao p da maneira mencionada acima e apli

cando-se novamente a condigao {(VI.135), chega-se a

—n,T _n
r)yor
o = - (VI.155)
('Fn‘])T rn—'l

0 processo iterativo definido por (VI.137)
a (VI.141), (VI.150) e (VI.155) & uma variante do processo
de aceleracao de Lanczos conhecido por processo de acelera-

cao de gradiente biconjugado (GBC).

Considerando-se o sistema precondicionado (VI.63)

pode-se estabelecer o seguinte algoritmo.

ALGORITMO VI.7 - Algoritmo para a implementacdo do metodo

de gradiente biconjugado com precondicionamento Q.

u = o’

r=»5-Au
g+ ¢'r
DELTA = §' ¢

IF DELTA ¢ TOLERANCIA > STOP

p=p=28-9¢



95

A = DELTA / ET h;

+Ap

c
1]
1<

§ = &-Ahy ; DELTAl = ¢' s

IF DELTA ¢ TOLERANCIA ——— STOP

h=0"p
T
hy = A h
5 =5-ah

DELTAl = §' &

o = DELTAT /DELTA@ ; DELTA@G = DELTAT
p =5+ op

F:3+ of

GO T0 R

Antes de mais nada resssalta-se aqui que, tan
to para o metodo de Lanczos, bem como para o método de gra-
diente biconjugado, nao foi feita a restricao de que a ma-
triz 5 deva ser simetrica. Portanto, dado que as matrizes
de coeficientes oriundas do MEC sao nao-singulares, entao

esses sao perfeitamente aplicaveis.

Desse modo fica,portanto, encerrada a parte
teorica referente a este trabalho, restando assim, apenas a

aplicacao dos algoritmos apresentados, na resolucao de sis-
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temas de equacoes resultantes da aplicacao do metodo dos e-

lementos de contorno a problemas praticos de Engenharia.
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CAPITULO VII

APLICACOES

Sao mostrados, agora, 0s varios problemas que
foram solucionados com o intuito de se obter, dentre os al-
goritmos apresentados no capitulo anterior, quais 0s que se

mostram mais eficientes.

Porem antes de se apresentar os resultados,
comenta-se, primeiramente, a respeito dos algoritmos real-
mente implementados.

Fazendo-se 9_1 = 5T nos algoritmos VI.3 e
VI.4, obtiveram-se, respectivamente, os "solvers" do metodo de
gradiente conjugado "two-term form" (GC-2) e "three- term

T nao & matriz

form" (GC-3); todavia observa-se agui que A
de precondicionamento do sistema de equacoes, ja que ela nao
melhora o condicionamento da matriz, mas ao contrario dis-

so, piora.

Do algoritmo VI.b fez-se a implementacao com-
putacional do esquema ORTHODIR em tres "solvers", que estdo
associados a diferentes escolhas de Q. No primeiro deles
escolheu-se Q como sendo a matriz identidade, e obteve-se
assim o "solver" de aceleracdo de GCGI sobre o método RF (es
quema ORTHODIR-RF); nos dois Ultimos escolheu-se Q como sen
do as matrizes de precondicionamento de Jacobi e Gauss-Seidel,

0 que resultou nos “"solvers" de aceleracao de GCGI sobre o
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método de Jacobi (esquema ORTHODIR-JACOBI) e sobre o metodo
de Gauss-Seidel {esquema ORTHODIR/GAUSS-SEIDEL), respecti-

vamente.

A exemplo dos esquemas ORTHODIR-RF, ORTHODIR
~-JACOBI e ORTHODIR/GAUSS-SEIDEL, obtiveramse também, dos algo
ritmos VI.6 e V¥I.7, os "solvers" LANCZOS-RF, LANCZ0S-JACOBI,
LANCZOS/GAUSS-SEIDEL, GBC-RF, GBC-JACOBI e GBC/GAUSS-SEIDEL,

respectivamente.

Para medir a eficiencia dos esquemas iterati-
vos apresentados acima, implementaram-se tambem quatro "solvers"
baseados no método de eliminacao gaussiana, quais sejam,
"GAUSS SIMPLES", onde o pivo & sempre o elemento da diago-
nal correspondente a linha onde a eliminagao esta sendo pro
cessada, "GAUSS TROCANDO-SE LINHAS", onde escolhe-se COmo
pivo o maior coeficiente, em modulo, da coluna, abaixo da
posicao de pivo, "GAUSS TROCANDO-SE COLUNAS", onde escolhe-
-se como pivo o maior coeficiente, em modulo, da linha, si-
tuada a direita da posicdo de pivo, e por Ultimo, "GAUSS TRO
CANDO-SE LINHAS E COLUNAS", onde o pivo agora € escolhido
como o maximo, em médulo, dentre os coeficientes da subma-

triz situada alem da posicdo de pivo.

Visto isso apresentam-se abaixc os problemas
que foram resolvidos utilizando-se os "solvers" acima men-
cionados, bem como, na forma de tabela, os resultados que

foram obtidos.
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Aplicagao VII.1 - Trata-se da resolugao da placa quadrada

mostrada na Figura VII.1 dada a seguir.

Y
-, '3x=2
6 5 4.
9 7 E:5
. . 24 »
Yz03

A
—— o — i —— \p' *
8 10 > Ty

Fig.vi.l. Problema da Placae Quadrada

O problema acima foi resolvido com malhas ob
tidas dividindo-se cada superelemento da malha grosseira da
da acima, em 8, 12, 25, 37 e 62 e]ementos iguais, 0 que re-
sultou em sistemas de 68, 100, 204, 300 e 500 equacoes 1li-

neares, respectivamente.

Na Tabela VII.] sao apresentados os tempos de
processamento e nimeros de iteragoes obtidos quando da reso
Tugao dos sistemas de equagdOes mencionados acima. Observa-
-se, tanto na Tabela VII.1, como nas fornecidas posterior-
mente, que os sistemas nac foram resolvidos por todos os
"solvers" implementados, sendo isso em decorrencia do fato
de j3a ter sido constatado a ineficiencia em termos ou de
tempo de processamento ou de instabilidade numérica, ou ain
da, por nao se achar necessaria a resolugao para se concluir

sobre a eficiencia ou ineficiencia de um determinado "solver".



NOMERO DE ITERAGOES / TEMPO DE PROCESSAMENTO (SEGUNDO)

© DE EQUACOES

SOLVER 68 100 204 300 500
GAUSS SIMPLES -/ 2.28 -/7.21 -/61.42 - /194 .37 - /884.36
s e | - : 738 : :

GC-2 96/16.19 148/52.77 283/417.52 - -

GC-3 98/15.99 127/44.91 229/331.52 - -
ORTHObIR-RF 57/14.32 - - - -
ORTHODIR-JACOBI 24/5.80 26/13.05 EXPON OVERFLOW - -
ORTHODIR/GAUSS-SEIDEL 25/9.32 30724 .20 - - -
GBC-RF 64/10.57 73/25.68 104/152.88 - 160/1388.09
GBC-JACOBI 32/5.35 35/12.58 44/65.05 51/162.52 66/572.07
GBC/GAUSS-SEIDEL 28/8.65 33/21.79 45/136.29 - 64/1390.53
LANCZOS-RF 72/12.03 75/26.75 125/189.63 - 180/1552.72
LANCZ0S-JACOBI 31/5.29 35/712.81 45/67 .28 51/161.99 69/597 .14
LANCZOS/GAUSS-SEIDEL 27/8.20 33/22 .42 487144 .45 - 64/1399.97

TABELA VII.1 - Valores obtidos para o numero de iteracoes e tempo de

processamento referentes a

solugao dos sistemas associados ao problema da Figura YII.1, com tolerancia 10'6

0ot
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Aplicagao VII.2 - Nesta aplicagao foi resolvida a placa fi

nita com cavidade no centro dada na Figura VII.Z2,

Py =1LO

A G O
!lz |]| I‘O s; el s
I! A4 ke

9.0 . V=0.2
| o
| A

1o 21

Lo | Ty ( -
. 7 X
1.0 9.0

Fig.vii.2. Problema do Placa Finita com Cavidode no centro

Nesse problema utilizou-se inicialmente uma
malha de 18 elementos o que resultou em um sistema de 42
equagoes. Posteriormente, essa malha foi refinada para 46,
64 e 126 elementos, originando sistemas de 98, 134 e 258
equagoes, respectivamente, 0s resultados obtidos para o nu
mero de iteragoes e tempo de processamento da resolucao dos

sistemas acima estao mostrados na Tabela VII,2.



NOMERO DE ITERAGCOES / TEMPO DE PROCESSAMENTO (SEGUNDO)

9 DE EQUAGDES 42 98 134 258
SOLVER
GAUSS SIMPLES - /0,54 - /6.50 - /17.00 ~/122,29
s EPEALEAE" - /0.50 : : :
GC-2 25/1.68 31/10,83 47/31,00 35/86.19
GC-3 26/1.75 32/10.92 47/30.26 36/86.00
ORTHODIR-RF 13/1.18 14/ 6 .42 19/16.18 20/60.63
ORTHODTR-JACOBI 14/1.33 15/ 6.90 19/16.21 19/57.81
ORTHODIR/GAUSS-SEIDEL 11/1.65 11/10.70 14/25.96 16/138.76
GBC-RF 13/0.84 14/ 4.70 20/12.68 22/51.04
GBC-JACOBI 14/0.94 15/ 5.16 19/12.20 20/47.07
GBC/GAUSS-SEIDEL 12/1.50 12/10.20 14/23.73 17/134.26
LANCZOS-RF 13/0.88 14/ 5.00 20/13.00 22/52.14
LANCZ0S-JACOBI 14/1.00 15/ 5.36 19/12,50 20/47.78
LANCZOS/GAUSS-SEIDEL 12/1.55 12/10.55 14/24 .35 17/136.12

TABELA VIL.2 - Valores obtidos para o nimero de iteracdes e tempo de processamento referentes a
solucao dos sistemas de equacoes associados ac problema da Figura

tolerancia 107

VYIT.2, com

ot
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Aplicagao VII.3 - Trata-se da resolugao do problema de me
canica da fratura dado pela Figura VII.3(a)
1.0 Ay
A
T j Py * 1.0
JT Iés 14 1'.';2 £:2
100
4 L1 n V- 0.2
—— 10.0
o ) 4% 04
8 S0 50.0| 100
- G 9
0.0
120 g
6.0 ., 26 ]
L 40 23 2625123 4 ¢
L i LTI Il I .
i b [.O X

+

bttt +
20 L% 10 Q3OS0 LS 20

10.0 .
5.0 50
10.0 -
{a) (b)
Fig. vii.3.{a) Problema da Mecdnica da Fratura; (b)}Mclha Iniciat

Referente ao Problema Equivalente.

ini

Na Figura VII.3(b) e apresentada a malha

cial correspondente ao problema equivalente, que consiste

de 22 elementos, o que fornece um sistema de 52 equacoes. Es
sa malha, porem, foi refinada para 62, 150 e 300 elementos,

resultando desse modo em sistemas de 132, 308 e 608 equa-

¢oes. Observa-se aqui que, devido & forte variagao na fun

¢ao de tensao em torno dos nos 1 e 26 (Ver Figura VII.3(b}),

o refinamento foi realizado com uma maior concentracgao de

elementos em torno desses nos.
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0s resultados correspondentes ao nilimero de
iteragoes obtidas, bem como ao tempo de processamento da re
solugao dos sistemas mencionados anteriormente, sao apresen

tados na Tabela VII.3.

Aplicacgao VII.4 - Com o objetivo de simular wuma aplicagao
industrial dos "solvers” desenvolvidos neste trabalho, optou
-se pelo problema apresentado na referencia [14], que con-
siste da verificacao do sistema de protecao catodica da pla
taforma semi-submersivel mostrada na Figura VII.4(a), o que

nada mais & do que um problema de potencial em trés dimensodes.

0 sistema de protegao & constituido por 4 ang
dos de corrente impressa que figuram como fontes concentra-
das, e os valores de contorno sao os valores de potencial elé
trico ¢, correspondentes aos u's, e de corrente elétrica i,
que correspondem aos q's {ver Capitulo III), sendo que no

caso tem-se 1 = kq.

Nas Figuras VII.4{(b) e VII.4(c) s3o mostra-
dos, respectivamente, o modelo estrutural a ser analisado e
a malha de superelementos de contorno, na qual esse modelo

foi discretizado, ja considerando a simetria do problema.

Esse problema foi tratado, relativamente as
condicoes de contorno, de duas maneiras. Primeiro, no pro-
biema intitulado "SEMI-SUBMERSIVEL/1", essas foram adotadas
como sendo apenas valores de intensidade de corrente, a qual

€ dada pela relagao linear



NUMERO DE ITERACDOES / TEMPO DE PROCESSAMENTO (SEGUNDO)

0 DE EQUACDES

52 132 308 608
SOLVER
GAUSS SIMPLES -/1.00 -/16.43 ~/210.86 - /1627.66
GC-22 97/9.14 201/123.47 444/1460.54 -
GC-3 1056/10.02 364/221.06 515/1670.84 -
ORTHODIR-RF 77/12.88 EXPON OVERFLOW - -
ORTHODIR-JACOBI 60/10.22 EXPON OVERFLOW - -
ORTHODIR/GAUSS-SEIDEL 38/ 7.81 EXPON OVERFLOW - -
GBC-RF 56/ 5.32 190/115. 84 319/1042.85 -
GBC-JACOBI 42/ 4.15 55/33.89 72/237.92 90/1155.90
GBC/GAUSS-SEIDEL 27/ 4.56 41/47.861 74/492.75 93/2780.36
LANCZ0S~RF 61/ 5.97 191/117.09 NKO conv. {*) -
LANCZ0S-JACOBI 52/ 5.20 156/ 96.59 96/316.63 122/1540.64
LANCZ0S/GAUSS-SEIDEL 28/ 4.86 53/ 59.11 74/496.11 96/2850.08

{*) Nao convergiu para 1000 iteracgoes.

TABELA VII.3 - Valores obtidos para o niimero de iteragOes e tempo de processamento referentes a

solugao dos sistemas de equag¢bes associados ao problema da Figura

tolerancia 1078

VII.3, com

G0l
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R -_.”,ﬂ"b
Y - 2 ﬁ%
< BT )
87 2
. )

Fig.vi1.4(a). Plataforma Semi

submersivel

Fig.vn.4.(b). Modelo Estrutural Adotado
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Fig.vit.4(c}- Malho de Superelemento de Contorno Adotada

i=ad¢+ b, (VII.1)

onde nesse caso, 0s coeficientes da matriz A (ver Capitu-

lo III) sao todos do tipo

355 = hij - agy; . (VII.Z2)
Em segundo Tugar, no problema intitulado "SEMI-SUBMERSIVEL/ 2",
adotaram-se, tanto condigoes de contorno do tipo das forneci-
das pela equagao (VIT.1) como valores de potencial ele
trico ¢, e nesse caso, os coeficientes de A sao ou do ti

po dos dados pela relacao (VII.2) ou do tipo

a.. = h.. . (VII.3)

Nos dois casos acima, a malha adotada conti-
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nha 424 elementos, o que resultou em sistemas de 510 equa

coes lineares.

Na Tabela VII.4 sao fornecidos os

resultados

do numero de iteragoes e tempo de processamento da resolu

cao dos sistemas pelos "solvers" utilizados.

NO DE ITERAGOES / TEMPO DE C.P.U. (SEG.)
T
s 0 L vV E R SEMI-SUBMERSTVEL/1 SEMI-SUBMERSTVEL/2
GAUSS SIMPLES - /951,158 - /971,84
GBC-JACOBI 14 /124,28 62 /549.97
LANCZ0S-JACOBI 14 /129.05 62 / 555.12 :
|
|
LANCZOS / GAUSS-SEIDEL 12 /748,889 -

TABELA VII.4 - Valores obtidos para o numero de iteragoes

e tempo de processamento referentes a SO

lugao dos sistemas associados ao problema
das Figuras VII.4(a), (b) e (c)
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CAPTITULO VIII

CONCLUSDES

Encerrada a parte teorica necessaria a formu-
lagao de "solvers" iterativos, bem como a aplicacao dos mes
mos aos problemas apresentados no capitulo anterior, sera
feita, agora, uma analise dos resultados obtidos, onde e
comentado o comportamento de cada “"solver", diante das apli

cagoes realizadas.

Comentando-se inicialmente, os "solvers" de
gradiente conjugado "two- e three-term form" aplicados a ma
trizes nao-simétricas, conclui-se aqui o mesmo fato ja obser
vado por outros pesquisadores: esses sao caros. Para pro-
blemas cujas matrizes resultantes sao bem condicionadas, ate
pode ser que esses se comportem de maneira eficiente, rela-
tivamente aos "solvers" diretos, fato esse que pode ser obser
vado quando da utilizacao desses no problema da Aplicacao
VII.2, onde tem-se um problema que so possui forcas prescri
tas (chapa auto-equilibrada) e, consequentemente, os coefi
cientes da matriz A sao todos da matriz H o que indica
um melhor condicionamento da matriz A. Para problemas de
potencial, talvez se obtenha tambem um comportamento bom dos
“solvers" de gradiente conjugado, ja que nesses prohlemas
muitas vezes tem-se um bom condicionamento. Todavia, quan-
do da utilizacao desses nos problemas da Aplicacao VII.T e

VII.3, obteve-se que esses se comportaram de maneira inefi-
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ciente (tempo de processamento elevado em relagao aos

" diretos).

“solvers

Em relacao aos esquemas iterativos baseados
na aceleracao de gradiente conjugado generalizado (ORTHODIR),
tem-se que esses se mostram eficientes em alguns casos, co-
mo por exemplo, na Aplicagao VII.2, onde a matriz A do sis
tema de equacdes & bem condicionada, e o processo iterativo
prosseguiu até o fim. Tambeém para as aplicagoes VII.1 e
VII.3 observou-se que esses se mostraram eficientes, quando
o processo foi totalmente concluido; no entanto, quando a
ordem dos sistemas desses problemas aumentava, esses "solvers"

apresentaram-se instaveis.

Os "solvers" baseados no processo iterativo de
Lanczos (LANCZOS e GBC) & que, no entanto, apresentaram maior
eficiencia, principalmente quando utilizados com o precondi
cionamento de Jacobi, onde ressalta-se, desde ja, a impor-
tancia fundamental do precondicionamento adotado. Analisan
do-se apenas a eficiencia proporcionada pelo tipo de precon
dicionamento escolhido, conclui-se que o precondicionamento
de Gauss-Seidel, na maioria das vezes, reduz o numero de
iteracoes necessarias para a convergencia, ho entanto, esse
torna o custo por iteracao relativamente mais caroc que quan
do utiliza-se o precondicionamento de Jacobi, o que faz com
que o tempo de processamento da resolucao de sistemas por
esses "solvers" normalmente seja bem major gque o tempo de
processamento obtido por aqueles "solvers®™ (LANCZ0S ou GBC)

que utilizam precondicionamento de Jacobi. Em relacao aos
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"solvers"” LANCZ0S-RF e GBC-RF, ve-se que, exceto para o
probTema da Aplicagao VII.2, onde o comportamento deles e
tao bom quanto o dos "solvers" LANCZOS-JACOBI e GBC-JACOBI,
esses, normalmente, sao menos eficientes que aqueles, sendo
nitidamente ineficientes, no caso do problema de mecanica
da fratura, inclusive em relagao aos "solvers" LANCZOS/GAUSS

-SEIDEL e GBC/GAUSS-SEIDEL.

Comparando-se agora, para um dado precondicio
namento, os "solvers" de LANCZ0S e GBC, conclui-se que es-
ses que utilizam a formulagao de gradiente biconjugado ("two
-term form") apresentam-se ainda mais eficientes que os "solvers"
de LANCZ0S ("three-term form"), ou seja, os "solvers" GBC

sao mais eficientes.

Em relacao aos "solvers" diretos, a eficien-
cia dos "solvers" iterativos GBC-JACOBI e LANCZOS-JACOBI,
principalmente o “"solver" GBC-JACOBI, foi constatada, em to
dos os problemas nos quais esses foram utilizados, quando o
sistema de equagoes de um dado problema atingia certa or-
dem. A economia proporcionada por esses chegou mesmo a ser
surpreendente no problema da verificacao da protecao catodi
ca da plataforma semi-submersivel, onde enquanto com o “solver'
direto o sistema de equagoes foi processado em 951 segundos,
com os "solvers" GBC-JACOBI e LANCZ0OS-JACOBI esse foi pro

cessado em, respectivamente, 124 e 129 segundos.

0 fato da eficiencia dos "solvers" iterativos

so se manifestar depois que os sistemas de equagbes atingem
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uma determinada ordem, esta associado ao fato de que o tem
po de processamento dos "solvers" diretos & proporcional a

N3, enquanto que, nos iterativos, & proporcional a pN2, on

de N e a ordem do sistema, e p €& o numero de iteragoes
necessarias para a convergencia. Desse modo, quanto maior
a ordem do sistema, os esforgos computacionais associados
aos metodos diretos tendem a aumentar mais que os esforgos
computacionais associados aos metodos iterativos, principal
mente, quando p & bem menor que N, Esse fato desperta a
atencao para um estudo bem mais aprofundado do fator-escala,
ja que com isso, pode-se obter resultados bem mais economi-

cos, fazendo-se uso de "solvers" iterativos em vez de di

retos.

Feitos os comentarios a respeito dos resulta-
dos obtidos com o uso de "solvers" iterativos nos problemas
apresentados no capitulo anterior, passa-se agora, as suges

toes que podem ser Uteis em pesquisas posteriores.

Em primeiro lugar sugere-se aqui a implemen
tacao do precondicionamento por fatoragao incompleta nos al
goritmos de Lanczos e gradiente biconjugado, cujos elemen-
tos para isso sao inclusive encontrados ao longo desse tra
balho. Nao menos interessante numa fase inicial, e <com o
intuito de completar esse trabalho basico, seria muito im-
portante, que sejam feitas aplicagoes dos meihores "solvers"
aqui implementados, bem como desse Gltimo comentado, que ndo
esta implementado neste trabalho, a um numero maior de pro-

blemas de Engenharia, principalmente problemas de elastici-
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dade bi e tridimensional, que normalmente apresentam carac-

teristicas mais desfavoraveis.

Numa segunda fase, sugere-se que o estudo do
fator-escala, que ja foi inclusive comentado anteriormente,
seja mais investigado, dado que isso pode proporcionar maio
res vantagens dos "solvers" iterativos em relacao aos dire-
tos, principaimente para sistemas de equacoes de grande

ordem.

E sugerido, por Ultimo, caso atraves de mais
aplicagoes seja realmente comprovada a eficiencia dos "solvers"
iterativos que melhor tem se comportado em relacdo aos dire
tos, a implementacao desses operando em bloco, para que sis
temas de equacgoes com ordem realmente elevada (acima de 1000

equagoes) possam ser resolvidos.
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