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UM ESQUEMA EFICIENTE PARA A ANALISE DINAMICA

TRANSIENTE COM O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Waldyr de Lima e Silva Junior

Novembro de 1989

Orientador: Webe Joao Mansur

Programa: Engenharia Civil

Neste trabalho, € procurada a otimizacao do
esquema de marcha no tempo usado na solucao de problemas
bidimensionais, transientes, regidos pela equacio escalar da

onda com o Métodeo dos Elementos de Contorno.

Sao propostos dois esquemas de truncamento,
chamados de intermediario e misto, que mantendo os erros
introduzidos dentro de nilveis aceitdveis para os padroes de
engenharia, proporcionam notavel economia no tempo de pro-

cessamento e na quantidade de memdria de armazenamento.

Esses esquemas de truncamento sdao testados em
trés exemplos de aplicagdo, por comparag¢ao de seus resulta
dos com os obtidos sem truncamento, comprovando a eficién-

cia da formulagao.



vi

Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial
fulfillment of the reguirements for the degree of Master

of Science (M.Sc.)

Waldyr de Lima e Silva Junior

November, 1989

Thesis Supervisor: Webe Jodao Mansur

Department: Civil Engineering

This work concerns the optimization of the
time marching scheme commonly used to obtain numerical
Boundary Element Method scolutions for two-dimensional

transient problems governed by the Scalar Wave Eguation.

Two truncating schemes are proposed, named
Intermediate and Mixed, which permit control over errors
originated from truncation, being therefore possible to
keep such errors at an acceptable level for engineering
purposes. Storage area and CPU time econany are remarkable,

making the procedure developed worthwile to be implemented.

Comparison of results obtained employing the
aforementioned truncating schemes with those obtained from
the non-truncated version was made for three numerical
examples, and confirmed the efficiency of the proposed

formulation.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

I.1 - Generalidades

Nos anos gue se seguiram ao término da Segun
da Guerra Mundial, o mundo veio a experimentar a Revolugao Tecno

légica, da qual, seu representante mais ilustre & o compu-

tador.

Paralelamente ac aprimoramento dos eguipamen-

tos, com uma rapidez sem igual na histdria recente, houve
a necessidade de desenvolvimento de poderosas ferramentas
matematicas e computacionais, gue explorassem conveniente-
mente a potencialidade das novas maguinas, com vistas as

suas aplicagoes no meio da engenharia.

Nas décadas de 1950 e 1960, surgiram varias
técnicas numéricas, destacando-se principalmente o Método
dos Elementos Finitos (MEF). Esse metodo, em particular, me
rece atencao especial em razao de sua aceitabilidade em to

do o mundo e pelo alto grau de elaboragao que atingiu.

A partir do final da década de 1970, surgiu

uma nova corrente de cdlculo, chamada de Método dos Ele

mentos de Contorno (MEC). Desde entao, esse método tem al



cangado notdvel desenvolvimento, gragas ds caracteristicas

gue possuli.

Este metodo, restringindo a discretizacao ao

contorno do problema, diminui a dimensao do mesmo em uma u
nidade, levando a uma simplificag¢ao na elaboragao dos da-
dos de entrada e também a redugao do tamanho do sistema de

equagoes a ser resolvido.

Outro aspecto importante, & a capacidade que
o metodo tem de modelar adequadamente regides infinitas e
semi-infinitas, e regioes onde ocorrem concentragoes de ten
sbes. Também, em geral, fornece resultados com precisio

equivalente para a incdgnita e suas derivadas.

Devemos ter em mente, que as vantagens propor
cionadas pelo Metodo dos Elementos de Contorno que acaba-
mos de expor, nao caracterizam uma supremacia desse mé&todo
sobre o Metodo dos Elementos Finitos em teodas as
classes de  problemas. Esses métodos, naoc devem
ser encarados como formulagdes competitivas, mas sim, como
ferramentas complementares, cada qual com campos de aplica

cao onde tém maior eficiéncia.

I.2 -~ Apresentacao do Problema

A eficiéncia demonstrada nas aplicag¢les inieci

ais do Método dos Elementos de Contorno para potencial es

tacionario e elastostatica, encorajou seu uso em outros cam



pos da engenharia tais como plasticidade, transferencia de

calor, mecanica da fratura, elastodinamica, etc.

A despeito do grande niimero de aplicacoes do
MEC, ainda existe muito trabalho a ser feito na area de pro
pagagao da onda, especialmente no caso de propagacdo de on
das bidimensionais. MANSUR [1] e MANSUR e BREBBIA [2,3,4] a
presentaram a formulagao do MEC para o caso tridimensional,
e, a partir desta, & deduzida a particularizacaoc para o ca
so bidimensional [1,2], com sua implementacao numérica [1,

3] e extensao para problemas elastodin@micos [1,4].

Nos seus trabalhos, MANSUR [1], e MANSUR e

BREBBIA [2-4], observam que a formulagac com o MEC, dispen
sa o uso de células internas para as integra¢des no domi-
nio gragas a um esquema de marcha no tempo que comega sem
pre do tempo inicial. Apesar de sua grande precisao, esse
esquema torna-se caro em sua aplicagdo, a medida que o ni-

mero de passos de tempo aumenta [1-4].

Uma formulagdao alternativa, chamada de "Dupla
-Reciprocidade”, foi usada por LOEFFLER [ 6] e LOEFFER e MANSUR | 5]
para problemas de campo escalar resolvidos pelo MEC. Essa formulagao,
que adota uma solugao fundamental independente do tempo, foi
aplicada a problemas de propagagao da onda escalar, apre-
sentando bons resultados. Estes, nao atingiram, no entan
to, a precisao obtida com a formulagao de MANSUR [1], mas,
deve-se notar que esse tipo de enfoque, mostrou ser muito

mais barato em termos computacionais. Ambas as técnicas po



dem ainda ser aprimoradas, nao se podendo definir a superio
ridade de qualquer delas. No momento pode-se dizer que a
técnica a ser utilizada é dependente do problema a ser ana

lisado.

No final de 1987, DEMIREL e WANG [7] propuse
ram um esquema de truncamento, a ser aplicado no esguema de
marcha no tempoc preconizado nas referéncias [1-4]. Esse es
quema preve gue, apos um determinado nimero de passos de
tempo onde o cilculo das integrais segue a formulacgao de
MANSUR [l] e MANSUR e BREBBIA [2-4]; seja feito um trunca
mento, a partir do qual as integrais nao sao mais calcula
das, o gue acarreta redugdo do tempo de processamento e de
drea de armazenamento.

Na referencia [7], agqueles autores apresentam
também um exemplo numérico, representativo da resposta tran-
siente de um ancoradouro em um porto retangular sujeito a
acoes de dois tipos. A primeira, originada pela chegada de
uma onda com decaimento do tipo cossenco e a segunda, rela-
tiva a chegada de um trem de ondas senocidais. As oscila-
goes sofridas pelo ancoradouro, sao medidas em um ponto si
tuado no seu contorno, sendo ¢ dominio, no caso o mar, um

meio infinito.

A introducgac de um truncamento na solugao, im
plica tamb&m na introdugao de erros na resposta, que, DEMI
REL e WANG [7] prevéem situar-se entre 8% e 15%, para o trun

camento que 0s mesmos preconizam.



O objetivo buscado por esta tese, foi a formu
lagao de um novo tipo de truncamento que diminuindo a mar-
gem de erros introduzida, mantivesse as vantagens oriundas
de um truncamento, que sac a redugdo do tempo de processa

mento e da memdéria de armazenamento requerida.

Nesta tese, sao desenvolvidos dois tipos de
truncamento, que chamamos de truncamento intermediario e
de truncamento misto, este Gltimo por conjugar as formulacoes pre-
conizadas nesta tese para o truncamento intermedidrio, com

as usadas por DEMIREL e WANG [7].

Com a formulagac adotada nesta tese, conseguiu-
—se situar a faixa de erros introduzida entre 0,23% e
8,98%, 0 que representou economias de tempo de CPU superio
res. a 60% e de memdria de armazenamento necessiria superio
res a 85%, para o extremo superior (8,98%) da faixa de

erros introduzidos.

I.3 - Conteldo do Presente Trabalho

Além do presente capitulo que trata da intro-
dugao geral ao trabalho, esta tese compde-se de seis ou-

tros capitulos, que descrevemos a seguir.

No capitulo II, € feita uma pequena revisao da
teoria basica da elastodindmica, mas caso seja necessario,
informagoes adicionais poderdo ser obtidas nas referéncias

[8-14], para aqueles que ndo sejam familiares com este as-



sunto. O objetivo desse capitulo, @ o de apresentar alguns
conceitos simples, mas muito Oteis, bem como descrever si-
multaneamente algumas notagoes e a terminologia usada nesta

tese.

Inicialmente, & feita uma revisdo da teoria
das pequenas deformactes usada pela elastodinamica. Os prin
cipais toOpicos apresentados nessa discussac preliminar di-

Zem respeito a equacbes de equilibrio do movimento, rela-

¢oes deslocamento-deformagao, definigcdo de rotagac e a Lei
de Hooke para corpos elasticos homogéneos e isotrdpicos.Em
seguida, alguns conceitos basicos da elastodinamica sac a
presentados. Isto & feito, atrav8s da descricac do proble

ma de valor inicial com condigoes de contorno da elasto-

dindmica, das condigoOes especiais que ocorrem nas fren
tes da onda, e das ondas elasticas equivoluminais e dilata
cionais. Em seguida, s30 analisados os potenciais de Lamé e
as condig¢des de regularidade e de radiagao para corpos in-

finitos. De maneira a esclarecer conceitos que serao usa

dos posteriormente, & feita também uma discussao sobre on-
das unidimensionais, planas, esféricas e cilindricas. A Gl
tima parte do capitulo II, se concentra nos movimentos do

plano; isto &, movimentos do antiplano, movimentos planc de

deformacao e plano de tensao.

O capitulo III trata das representagoes inte-
grais no dominio do tempo, com respeito a equagao escalar
da onda. A discussao desenvolvida nesse capitulo, faz uso

de muitas das propriedades das fungoes delta de Dirac e



Heaviside. Por essa razao, depois de uma descrigao do pro

blema de valor inicial com condigoes de contorno e da dis
cussao sobre o sentido e o uso das fungoes de Green,sao a
presentadas as defini¢oes e algumas propriedades dessas fun

¢gOoes generalizadas. Em seguida, fazendo uso da fungao de
Green (solucao fundamental) para trés dimensoes juntamente
com uma declara¢do de residuos ponderados, &€ obtida uma
representacao integral para o problema. Sao apresentadas
em seguida, as operacdes finais necessarias & eliminagao
das derivadas da fungéo delta de Dirac, que levam d obten-

cao da Representagao Integral de Kirchhoff.

Finalmente, € deduzida a representacao integral
do problema em duas dimensoces (formula de Volterra), a par
tir da Representagac Integral de Kirchhoff (para trés di

mensoes) .

No capitulo IV, estuda-se a implementagao nu
mérica da f6rmula de Volterra para a solugd3o de problemas
envolvendo a equacgao escalar da onda bidimensional. Sac usa
das fungoes da interpolagao lineares para o espa¢o e line
ares e constantes para o tempo, seguindo as recomendagoes
de MANSUR [1], que indica tambem na referéncia [3] em con-
junto com BREBBIA, ser essa a melhor alternativa para a dis

cretizagdo do contorno. E também informado, o tratamento

dado as integrais do dominio, fechando esse capitulo.

No capitulo V, estudam-se esquemas de trun-

camento introduzidos na formulagao de MANSUR (1], que foi



0 ponto de partida dos trabalhos desta tese. E feita, ini
cialmente, uma discussao sobre o truncamento preconizado
por DEMIREL e WANG [7] , mencionando os resultados espera-
dos com aquele enfoque. Em seguida, sac apresentados os con
ceitos empregados na formulacao do truncamento intermedii-
rio. O truncamento intermediadrio, proposto por esta tese,
é entao analisado e sua formulacdo matemdtica obtida. No
final desse capitulo, discute-se a implementagdo numérica
dessa nova formulagao, abrangendo os aspectos de sua imple
mentagao no contorno e nos pontos internos em meios fini-

tos e infinitos.

O capitulo VI versa sobre os exemplos de apli

cagao testados para verificar a validade dos truncamentos

aqui propostos.

0 capitulo VII apresenta a discussao geral dos
assuntos investigados nos capitulos anteriores,com as con-

clusCes obtidas a partir do presente trabalho, e sugestdes

para futuras pesguisas.



CAPITULO II

ELASTODINAMICA LINEAR

II.1 - Introducgdo

Neste capitulo, & feita uma rapida re
visido do problema de elastodindmica linear. Sao  deduzi-
das, com o auxilio das conhecidas equacgoes da elasticidade
linear (equacoes de equilibrio, tensoes num pla
no qualcuer do corpo (férmula de Cauchy), equagdes de com-
patibilidade e a Lei de Hooke) as equacdes de
equilibrio dinamico de Navier. A semelhanca dos procedi-
mentos seguidos com os empregados na elastostatica, nao se
constitui em nenhuma surpresa, pois, a estatica €&, como sa
bemos, um caso particular de dindmica, onde a aceleragao €

Zero.

Em seguida, sao  descritos O0s  opera-
dores diferenciais alternativos usados nesta tese em subs
tituigao as equagées de equilibrio de Navier, para repre-
sentar os movimentos de corpos elasticos isotropicos. Um en
foque muito conveniente & conseguido com o uso dos Poten
ciais de Lamé, no qual, as componentes do deslocamento sao
expressas em termos de derivadas de potencial gque satisfa-
zem equacgdes da onda. A facilidade do uso da equacao da on
da pode ser vantajosa em um humero muito grande

de aplicagdes. Entretanto, particularmente na analise nu-
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mérica, a adogao das equag¢des de movimento de Navier & pre
ferida. Um dos argumentos para isso, € a possibilidade de se'tra
balhar diretamente com as variaveis de interesse fisi-
co, o gue nd3o ocorre quando sdo usados potenciais elasti-

Ccos.

Este capitulo € composto de mais trés segoes,

além desta que trata da introducgao.

Na secao II.2, sdo estudadas a teoria basica

e outros assuntos de interesse.

Em seguida, a secao II.3 tratara de movimentos
em uma dimensdo, e também, das ondas planas, cilindricas e
esféricas. O objetivo dessa investigagac, € apresentarmos a ter

minologia usada, bem como tornar mais claro cutros conceitos.

O capitulo termina com a secdo II.4 onde sao

estudados os movimentos do plano.

IT.2 - Teoria Basica

2o longo deste trabalho, serd usada a nota-
cdo tensorial Cartesiana. Essa notagdo e muito util por
sua forma compacta, gquando se trabalha com equagées origi-
narias da fisica matematica, fazendo uso dos indices subs
critos (1,2,3) para representar as diregOes coordenadas (x,
y,2}. Faz-se uso também da convencdao do somatdrio de Einstein,

na qual um indice repetido (subscrito ou sobrescrito) num
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termo implica no somatdrio com relagao a esse indice no

seu dominio de definigao. Assim,em trés dimensdes, tem-se

S, .
1]

(ITr.2.1)

Em complemento, o simbolo delta de Kronecker

e o simbolo de permutagao eijk’ como definidos pela ex

pressdo (II.2.2), tambéem serao usados.

{ 1 guando i = j

0 quando i # j (II.2.2)

0 quando guaisquer dois indices forem
( iguais

e..,. ={ 1 quando i,j,k forem wma permutacaoc par
de 1,2,3,

[—1 guando i,j,k forem uma permutacaoc im-
par de 1,2,3

Uma outra conven¢do muito Util, refere-se a

diferenciacao parcial de fun¢des. A seguinte representagdo

sera usada,

43 _ £ (I1.2.3)

Ac longo deste trabalho, a menos de declara-

¢oes locais, os indices terdoc uma variacgido de 1 a 3 ou de

1l a 2 para as analises tridimensional e bidimensional res-

pectivamente.
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Seja um paralelepipedo infinitesimal envolven
do um ponto dentro de um corpo. Se isolarmos tal paralele

pipedo, as agoes exercidas pelo restante do corpo podem ser

substituidas pelas componentes do tensor de tensoes 4

(forga por unidade de &area), como pode ser observado na fi
gura II.2,1. A convencao de sinais para tensoes & dada por;
para o .

J
rior positiva, as componentes do vetor de tensoes terao os

positivo, tem-se que em uma face de normal exte-

sentidos coincidentes com os do triedro coordenado Cartesi
ano. Ja, numa face de normal exterior negativa, as compo-
nentes do vetor de tensces terao sentidos opostos
aos do triedro coordenado Cartesiano. Dessa maneira, as com

ponentes do vetor de tensoOes ilustradas na figura II.2.1

saoc positivas.

T33
& T3 - T
d Tp3]
/”l EL:"‘ i
T 4—-———|’ ZI: Gé—[r Py
2 aé | ﬂT3 -.“-_q.:[‘;_
W _ - 6, 40
L~ -
e -7 %52 f
L
1] x3 *0'53
X2

X

Figura IL.2.1 Sentido das TensGes Positivas
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Uma vez que as tensdes sejam conhecidas, as
forgas de superficie Py {(forgca por unidade de area) agindo
sobre qualguer superficie no corpo, incluindo seu contorno,

podem ser obtideos de

pP: = 0., . (II.2.4)

onde nj representa as componentes do vetor unitéario n nor
mal a superficie no ponto sob consideracéo. Py deve ser
interpretado de acordo com o sentido do vetor n. Torna-se
claro que a superficie sobre a qual Py esta sendo calcula-
do, pode ser considerada como dividindo o corpo em dois ou
tros. Os Py representam as forgas exercidas pelo corpo em
que n aponta para dentro do dominio, sobre o corpo em que

n aponta para fora deste.

O equilibrio dinamico das forcas agindo em um
paralelepipedo infinitesimal,de dimensces dx,, dx,, d&x, exige
que

+ b. = ou. (I1.2.5)

onde bj representa as componentes das forcas de massa (for
ca por unidade de volume) e g e a densidade do corpo (mas-
sa por unidade de volume}. As derivadas no tempo sao indi
cadas por pontos, isto e, azui/at2 = ﬁi. As equacgoes
(II1.2.5) serdo referidas, a partir daqui, como equacdes de

movimento em fungao das tensbes, ou simplesmente, equacdes

do movimento.
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Prosseguindo, se ndo existem momentos de mas

sa aplicados, o eqguilibrio dindmico dos momentos exige que

055 = 941 (II1.2.6)
Seja x o vetor posigao de um ponto no inte-

rior de um corpo em sua confiquragao indeformada. Se o cor

po sofrer a acao de cargas externas, esse ponto se moverad

para uma nova posicao, descrita pelas coordenadas
xi. Nessas condi¢des, as componentes do deslocamento uy
sao dadas por

ui(x,t) = x'(§,t) - X5 (IF.2.7)

i

Se os deslocamentos u, sao tais que suas pri
meiras derivadas sao tao pequenas que os guadrados eos pro
dutos das derivadas parciais de u; sao despreziveis, entao
as deformagoes podem ser calculadas usando o tensor de de-

formagoes infinitesimais de Cauchy,

= — (u. .+ u. .) (II.2.8)

Considerando um ponto P' na vizinhanca de um

ponto P no interior de um corpo, e representando as coordenadas de
PepP’ por X, e x; + dxy respectivamente, o

deslocamento relativo de P' em relagao a P &€ dado por

du; = uj 4 dxj . (I1.2.9)
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Na expressao anterior, a variacao do campo de deslocamen-
tos no tempo ndo foi incluida, portanto ela & valida somen
te para o caso estatico. Podemos, no entanto, estender seu
uso 3 elastodindmica se considerarmos o campo de desloca-
mentos correspondente a um instante fixo. A equacao (II.2,

9) também pode ser escrita como

1 1
d = — + L) odx,+ — - d
4 2 (ulrj ujrl) J 2 (ulr:l u]ll) X]
(I1.2.10)
ou
onde
1
Ww,. = — (u. ., - a. .) . (IT.2.12)
13 2 Jj‘l ll’j

0 tensor 45 & chamado tensor de rotagdo infinitesimal. E
facil notar, a partir das expressodes, (II.2.8) e (II.2.12)

e w,. sdo respectivamente simétrico

ue os tensores €. .
o S Q i3 ij

e anti-simétrico, isto €&,

E. . ..
1] Ji
(IT.2.13)

w, . ==w,,
ij ji

As componentes do tensor de deformagdes nao
s3o independentes entre si. Se valores arbitrarios sao a-

tribuidos a na expressao (II.2.8) & possivel dbter um

‘Eij
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sistema de seis equa¢odes, das quais, apenas trés incdgnitas
u devem ser calculadas. Assim, nao podemos esperar que
esse sistema tenha solugao, a menos gue algumas restricdes
adicionais sejam satisfeitas. Esse problema foi resolvi-
do por St. Venant em 1860, que demonstrou que o tensor
de deformagdes deve obedecer a seguinte equagao de compati

bilidade

T fxe,ij T %ik,j3e T %y2,ik T

(IT.2.14)

£ij,ke

A equagao (IT.2.14) & uma condig¢ac necessaria e suficiente
para que as componentes de deformagao fornegam valores {ini
cos para os deslocamentos em regites simplesmente conecta-
das. Para regioes multiplamente conectadas essa condicg3o

€ necessaria, porém, em geral n3o suficiente.

Deve ser cbservado que o campo de desloca-
mentos obtido a partir da equagac (II.2.8) ndo inclui os
movimentos de corpo rigido. Dessa maneira, o campo de des
locamentos completo sO poderd ser obtido se, além das com-
ponentes de deformagao, conhecermos também os movimentos
de corpo rigido (deslocamento e rotacgdo) em algum ponto no

interior do corpo.

Usando agora a Lei de Hooke, que relaciona
tensdes e deformagdes, podemos formular adequadamente o pro
blema elastodinamico. Para materiais elasticos isotrdpicos
nos quais nao Qcorra variagao na temperatura, a

Lei de Hooke pode ser expressa da seguinte maneira:
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oij = A€ Gij + 2G Eij (IT.2.15)
ou inversamente
1 v
€,.. =— (0,, = =—— ¢ 8, . IT.2.16
1] 2G 1] 1+v kk 13) ( )

onde * e G sao as constantes de Lamé e vV € o coeficiente de
Poisson. X e G podem ser calculadas a partir de v e o md
dulo de elasticidade (mddulo de Young) E, da seguinte ma-

neira

Ev
k:
(1 =2v) (1 +v)
E
G —— (IT.2.17)
2{(1 + v)

As equagoes (II.2,5), (II.2.8) e (II.2.15)re
presentam um conjunto de 15 equagoes para as 15 incdgnitas
Uij, Eij e u,. Oij pode ser eliminada pela substituigao da
equagdo (II.2.15) na equagac (II.2,5). Entdao, usando a

equacao (IIL.2.8) obtem-seas EquagOes de Navier que sao ex-

pressas como

G u. + (A + G ., +bh. = u.
uJ,kk ( )uk.kj ] P ]

(II.2.18)
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As equagdes (II.2.18) também sao chamadas de equagles domo
vimento em funcao dos deslocamentos e constituem um siste-
ma de equagoes diferenciais hiperbdlicas para a varidvel

dependente us.

Na solugao de um problema elastodinamico iso
tropico, & necessario determinar as componentes u, (x,t) que

satisfacam:

(a) a equacac (II.2.18) para t >t em todos

todos os pontos no interior do dominio 9,

(b) as condigoes iniciais
SAx, b)) =mu L (x
ul (~' O} Ol (~) !

)
— (%,t)

u, (x,t) =
-0 ot

=v ,(x) (I1.2.19)
ol -

=t
Lo}

prescritas em .  todo o dominio £, incluin

do seu contorno [:

(c) as condig¢des de contorno

pi(§'t) = 0,. N. =§i(§,t), x €l (I1.2.20)

13 3 P

especificadas ao longo do contorno I'(T =
= ru-+rp). I' pode ser a uniao de diver-
sas superficies fechadas com a normal ex

terior unitaria continua por partes.
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A partir das equagoes (II.2.8) e (II.2.15),

as tensdes podem tambeém ser expressas CoOmo;

o )\U_k’k 6l] + G(ui’j + uj,i) (rr.2.21)

iJ
assim, usando a equagao (II.2.4), a segunda das condigoes
dadas pela equag¢do (1I.2.20) pode ser descrita em termos

das componentes de deslocamento, como

Mug g Dy +G(uy 5 +ug, ) ng=pg. (T1.2.22)

Considere que um corpo inicialmente em repou
so tenha parte do seu dominio (ou contorno) perturbado. A
medida que o tempo passa, essa perturbacao se propaga colo

cando em movimento pontos do corpo que inicialmente esta-

vam em repouso. A superficie em movimento que separa as
partes perturbadas e ndo perturbadas do corpo & chamada fren
te de onda. Frentes de onda também s3o chamadas de superfi
cies de descontinuidade porgue tensdes, deformagoes e velo
cidades (3uy/3t) podem ser descontinuas ali. Deve ser
percebido, no entanto, que descontinuidades naoc existem na
verdade em um problema fisico. Elas sao idealizagoes mate
miticas de guantidades fisicas que variam rapidamente num
pequeno intervalo de espa¢o e tempo. Adicionalmente, as
frentes de onda nac precisam necessariamente ser conside
radas como movendo-se em dire¢3o a uma regido nac perturba
da do corpo. E muito comum encontrarmos situagoes nas
quais uma regido do corpo j& sofreu uma perturbagao prévia

antes gue a frente de onda de uma perturbagao adicional
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ali chegue.

Considere uma superficie de descontinuidade
T movendo-se atraves do dominio f; T move-se na direcao nar

mal a si mesma com uma velocidade ¢, da regiao {1 para a

regido Q, conforme mostrado na figura (II.2.2). Sejam %

as componentes do vetor unitario normal a m apontando da
regido 1 para a regido 2. As condigdes de salto  ("jump

conditions”) para deslocamentos em Q sdo dadas por
[u;d = (), - (@) =0 (II.2.23)

Deslocamentos s3o fungOes continuas no espago e no tempo,
entretanto as tensces e velocidades podem nao o ser. Na vi

zinhanga de T a condigao cineméatica

[ﬁi] = - C % [ul'jJ (II.2.24)

bem como a condigac dinamica
Co. 2. ] =-p cla,l (II.2.25)

devem ser satisfeitas.

0 aumento em volume por unidade de volume
gue ocorre guande um corpo & deformado &€ chamado dilatacgao

e & dado por

e =u (IT1.2.26)
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Figura IL 2.2. Superficie de Descontinuidade

Considere um campo de deslocamentos para o qual e = 0. Nes
sa situagao, nao ocorre mudanga de volume, e a deformagao

consiste de distorgcao e rotacdo somente. Admitindo que as for

¢as de massa sao nulas (b; = 0), a eguagao (II.2.18) se re

duz a

2
20 = 1%, .2,
v uj u]/cs (IT.2.27)

onde ¢, € dado por

S
c_= VG/p' (II.2.28)

e V¢ & o operador Laplaciano, isto &,

Viu. = u. (I1.2.29)

J j.kk T

A equagao (II.2.27) & uma equagdo da onda para o desloca-
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mento uj, governando ondas equivoluminais; g €& a velocida

de de propagacao dessas ondas.

Admitindo-se agora um valor zero para a rota
cao mij e considerando novamente que b; = 0, as eguagOes

de Navier se reduzem a

viu; = b, /cq (II.2.30)

a demonstragao de (II.2.30) & muito fdcil, como pode  ser

observado abaixo:

wij = 7; (uj,i-—ui'j) =0 , entao ui,j = uj,i e

Uy, kk T Y%,jk -
Levando esse resultado em (II.2.18), temos:

Gu, + (A + G)Yu. + 0 = ﬁ.
3, kk Yy xk Py

uj,kk (A + 2G) = pl.‘Ij

uj,kk ~ uj
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e finalmente,

1 -
2 - .o
V2, = Y (II.2.30)
d
onde 4 & dado por
cg =" (A +26) /p . (II.2.31)

A equagao (II.2.30) & a equagao da onda para os deslocamen

tos Uy governando ondas dilatacionais, e, cg € a velocida-

de de propagacao dessas ondas.

Cada uma das ondas de deslocamento do corpo,

governadas pelas equag¢des (IX.2.27) e (II.2.30) pode ser

identificada por numerosas caracteristicas fisicas distin
tas. Por essa razao, as ondas dilatacionais sao também co
nhecidas como primarias, irrotacionais, longitudinais ou
ondas de compressac. Os nomes correspondentes para ondas

equivoluminais sao secundarias, cortantes, rotacionais, dis

torciconais e ondas transversas.

As equacgoes do movimento em funcac dos deslo
camentos podem ser substituidos por duas equagbes escala-

res da onda através do uso dos potenciais de Lame.

Esse procedimento, que foli usado pela primei
ra vez por Lamé, pode ser descrito pelo seguinte teorema de

completidade [13]:
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Seja ui(§,t) a representagdo das componentes de uma solu-
¢do particular duas vezes diferenciavel das equagoes de
Navier em uma regido de espago £ , para t; < t < t,. Exis
te entao uma fun¢do escalar y(x,t) e uma funcdo vetorial

f(x,t), tal que ui(§,t) & representada por

—
ui = W'i + eijk Wk,j (IT1.2.32)

sendo que ¥ e ¥, satisfazem as equagoes de onda

k
2 V2J l t — 0
Cq ( - - Y) +a =
Cq
e
2 VZ‘P l ,:}; B _
Cg ( k- cz k) + Pg = 0
S (IT.2.33)
onde o e Bk sdo tais que
bj = plo,j + €54k Bx,) (I1.2.34)

E importante notar que o teorema de Stokes-Helmholtz asse

gura que qualguer vetor suficientemente suave pode ser de-

composto nas suas partes irrotacional e solenoidal confor

me mostrado pelas equagodes (II.2.32) e (II.2.34).

Na equacao (II.2.32) as trés componentes do
vetor de deslocamento uy; sac dados em termos de gquatro fun

gaes escalares, isso significa que ¢ e Yi nao podem ser

completamente independentes entre si. Uma restrigao adicio
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nal se faz necessiria, e uma muito comumente encontrada &

a que implica que o vetor V¥, seja nao divergente, isto &,

(I1.2.35)

Apesar da equacao (II.2.35) ser muito Gtil, outros tipos de
condigbes sd3o também encontradas na literatura. Informacoes

a esse respeito podem ser encontradas nas referéncias [12-14] .

Para corpos de dimensoes infinitas, e

xistem algumas restrigoes relativas
‘ao. - . comportamento de campos no infinito que sao necessa
rias estabelecer agqui. Se um corpo infinito € sujeito a

uma perturbagac que & confinada numa regido finita dentro

dele, consideracgles fisicas exigem que nao existam ondas

sendo refletidas do infinito em diregao ao interior do cor

po.

Para exemplificar esse fato, a equagao da

onda {equacao (II.2.27), (II.2.30) ou (II.2.33)) em treés

dimensOes serda inicialmente considerada. O comportamento,

de campos no infinito [13] pode ser estudado, considerando
-se uma grande esfera Zr de raio r, centrada no ponto &,
que contém o contorno I' da regiao sob consideracao (ver fi

gura II.2.3, fazendo r tender a infinito e impondo-se a

condigd@o gue o campo em & ndo receberid nenhuma contribui-
cao de L.i isto &, as ondas ndo sac refletidas no infini-

to. Entao, a partir da Representacao Integral de Kirchhoff

[12] , obtem-se a condigdo de radiag¢ao de Sommerfeld,
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[au] 1 1
lim r|]— + — 0.} =0 (IT.2.36)
]

e a condigao de reqularidade

lim u, =0 (I1.2.37)

Y —00

c na expressao (II.2.36) & a velocidade de propagacgao da

onda.

Em duas dimensdes as condicdes de radiacio e

reqularidade sdo respectivamente

1 Ju. 1 . )
lim r l2 | _J 4§ =0 ,
Yoo or C J
e
_1/2
lim r uj =0 (IT.2.38)
Y >0

Er neste caso, € um circulo deraio r, ao invés de uma esfe-

ra.

As condigoes de radiagao e regularidade para
a elastodinamica podem ser obtidas seguindc procedimentos
similares aos descritos acima para @ a equagao es

calar da onda [13]).
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FiguraIl.2.3 Simulagdo de um Dominio Infinito por uma
Esfera Infinita
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II1.3 - Tipos de ondas mais comuns

Se o deslocamento & uma funcdo de uma unica

variavel espacial,

u, = uy (x,, t) (IT.3.1)

e as forgas de massa sao nulas (by; = 0), a eguagao (II.2.18)

se reduz a trés equagoes unidimensionais de onda [13}],

3%u, 1 3%u 1
= Uy 7 = —3 iia (o = 2,3). (I1.3.2)
9X, 4 dx C

sendo que u;, U, e u; representam ondas de deslocamento via
jando numa fatia infinita, conforme mostrado na figura
(II.3.1). As solugles das equacoes (II.3.2) podem também

ser consideradas como a representacao de ondas em COrpos

unidimensionais, tais como cordas, hastes, etc. A componen

te dilataciconal do deslocamento, u € dirigida ao longo

1!
da diregﬁo de propagagéo X,, enguanto que as componentes
equivoluminais dos deslocamentos, u, e u;, tem direcoes
perpendiculares a dire¢do de propagagao X, . Como 3 > Cqy a
perturbacac dilatacional viaja mais rapido que a eguivolu-
minal. Se o plano que contém x, e X, na figura I1.3.1

2 o plano horizontal, u,, u, e u, podem ser 1identificadas

respectivamente como as ondas P, SH e SV da sismologia.

Essas ondas, podem tambem ser visualizadas atra-

vés do esquema da figura II.3.2. Em um sismo, cCoOmo ja
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foi mencionado, as ondas que viajam mais rapido sao as longi
tudinais, ou primarias (P), portanto, essas sao as primei
ras a chegar a um sismografo. Essas ondas comprimem e dila
tam alternadamente o meio ao longo de sua trajetdria. A
seguir, viajando com menor velocidade, aparecem as ondas
secundarias (8). Sendo ondas transversais, elas fazem o©
terreno subir e descer (SV), movimentando-o também para os
lados (SH), perpendicularmente a direcdo de propagac¢ao. Es
ses movimentos s3ao em parte responsaveis pelos danos

materiais em um terremoto.

Loy |
i i

Figura ITT. 3.1 Fatia Infinita de Espessura (.
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Para se obter  solugOes Unicas em problemas
de propagagao de ondas unidimensionais (ver equagac II.3.7?)
deve-se especificar condigoes de contorno em dois planos paralelos en
tre si: se 0s planos x; = 0 e X, = & forem os escolhidos, as
condigdes de contorno podem ser do tipo (a), (b) ou (c) des

critas abaixo.

(a) condicoes de contorno para os deslocamentos

_ =1
ui(O,t) = ui(t)
(IT.3.3)
-2
u, (2,t) = u; (t)
(b) condigoes de contorno para as tensdes
_ =1
pi(O,t) = pi(t)
(IT.3.4)
_ =2
pi(ﬂ,t) = pi(t)
(c} condigoes de contorno mistas
ui(O,t) ='ﬁi(t)
(IT.3.5)

p; (2,8) = py(v) .

Além das condigoes de contorno, também as condicdes  ini-

ciais
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e
%

2
H
o
%

(IT.3.6)

]
q
%

ui(Xl;OJ

devem ser prescritas.

Solugbes analiticas para a onda unidimensio-
nal ndo sao dificeis de encontrar. A solucdo geral de uma
equagao do tipo da primeira das fornecidas pela expressao
(IT1.3.2) foi pPrimeiramente obtida por D'Alembert, como sen

do

u, = £(x; - cgt) +glx, + Cg t) . (I1.3.7)

A interpretagao fisica da equagdo (I1.3.7) & muito simples.
Ela pode ser considerada como sendoc composta de duas on-
das unidimensionais f(x, - cg t) e g(x, + cg t) propagando
-se nos sentidos positivo e negativo da diregao x, respec
tivamente. Uma consideragio, por exemplo, das contribui-
¢oes devidas a f(x, - cq t) somente, resulta na conclusao
que no tempo t = 0, u, = £(x,). Num instante de tempo
t =t,, a forma da onda dada por u, = f(x, - c4t) & aque-
la gue & obtida através do deslocamento da forma inicial
de wuma distancia c4 t, no sentido positivo da diregdo X,y

conforme ilustrado na figura II.3.3.

Uma onda plana de deslocamento, propagando-

se na diregao de um vetor unitdrio § pode ser representada

por



33

f(Xll f(X‘-cdfll

X

-

e
O.G
-~

-

Figurall3 3 Propagagdo de ondas Unidimensionais

ui(g,t) = ui(xiﬂi - ct) (IT1.3.8)

onde xini = d + ¢t define planos normais a & socbre os
quais u, & constante. O argumento de U, X %y T ct=4, é
chamado de fase da onda. A figura (II.3.4) mostra dois pla
nos de fase constante, Ly e L;, gque correspondem respecti-
vamente a £t = 0 e t = t;. Deve ser notado que u, sobre Ly
€ igual a u sobre L:, assim, ondas planas tem as mesmas

caracteristicas de propagacdo exibidas pela solugao de D'

Alembert para o caso unidimensional.

As ondas do tipo "das representadas pela equa

cdo (II.3.8), s obedecerao as equagoes de Navier se

1]
H
=
o
0]
Q

Il
Q

(1) 2. u,
1 1
(II.3.9)

il
o
]
Q

Il
9]

(2) liui s
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Figura II.3.4 Propagagdo de Ondas Planas.

A demonstracdo de (IT.3.9) & muito simples,

para tanto, basta lembrar que (II.3.9) & a representagao

do produto escalar dos vetores { e u, e, assim sendo, quan
do os dois vetores forem paralelos o produto escalar forne
cera como resultado o médulo de u, ja que & foi estabeleci
do como unitario, e, gquando & e u forem perpendiculares,

seu produto escalar sera zero, pois cos /2 = 0.

Pode também ser demonstrado [8-10]1, que as
ondas definidas pela equagao (II.3.8) e, gque, consequente-
mente obedecem (1) e (2) na expressaoc (II.3.9) sao de fato
ondas de deslocamento equivoluminais e dilatacionais res-
pectivamente. Dessa maneira, uma completa analogia com o

caso unidimensional previamente estudado pode ser admitida
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se considerarmos © eixo de coordenadas x, paralelo a dire

cao de propagagao definida pelo vetor unitario £.

Quando um campo de deslocamentos tem simetria
radial em relagdo a um ponto &, um sistema de coordenadas
esfericas (r,9,V) centrado em £, &€ o mais conveniente pa-
ra ser empregado. Devido a simetria radial deste problema,
as componentes do deslocamento nas diregoes § e y saoc nu-

las. Assim, o vetor de deslocamento torna-se

E(E’t) = ur(r,t) e. (IT1.3.10)

onde e, & o vetor unitdrio na diregao da coordenada r. As

equagoes de Navier (b; = 0), reduzem-se entao a

3'u, 2 2u 2 1
4 — — - —u_.=—1u (I7.3.11)
ar? r 3r r® * g °
- 3¢
Fazendo uma mudanga de variaveis, tal que u, = o a equa
¢ao (II.3.1ll) torna-se
3% (ro) 1 9%(x¢)
- (I1.3.12)

ar? c§ ot?

que & a ja conhecida equacdo da onda, e, cuja solugdo, da

da por D'Alembert, &

[ i

1
b = — Lf(r-cd t) +g(r + cg t)_J (I1.3.13)
r
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As ondas que acabamos de descrever, sao conhecidas como on
das esféricas com simetria radial, ou simplesmente, ondas

esfericas.

Quando o campo de deslocamentos possui sime-

tria em relagdo a uma linha, as perturbagoes sao chamadas
ondas cilindricas. Esse problema pode ser melhor estuda-
do com o auxilio de um sistema de coordenadas cilindricas
(r,9,z), onde z coincide com a linha de simetria radial.

Neste caso, a Gnica varidvel n3o nula & u_ e as equagoes

r
de Navier (bj = 0} se reduzem a
3%u 1 3u u 1 .
r+__,_1£-_1—’.=_._,2_ur. (I1.3.14)
ar? r or r? 4

Fazendo a mudanca de variaveis u_ = %%, como no caso das

ondas esféricas, a equagao (II.3.14) pode ser escrita como

3%¢ Y 1 3%¢

ar? r or e at?

A solugdo geral da equagao (II.3.15) foi obti

da pela primeira vez por Lamb, e & discutida na referen-

cia [59].

As equagdes (II.3.11) e (II.3.14) sao versoes

particulares das equagoes de Navier, e os operadores dife-

renciais completos em coordenadas cilindricas e esfericas,
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podem ser encontradas em livros textos de flIsica matemati

ca.

As ondas mecanicas apresentadas nesta  segao
sdo muito frequentemente objeto de discussao, pois, em ra-
zao de sua simplicidade, elas tornam clarc muitos concei-

tos envolvidos com o fendmeno de propagagac de ondas.

I1.4 - Movimentos do Plano

Se o deslocamento & uma funcao de duas coorde
nadas retangulares somente, isto e,

u; (x,t) = u(x,;, x,, t) (IT.4.1)
o problema & chamado de elastodinamica no plano [13] ou,
estado plano de deformagao completo [35]. Em vista da equa

=0 e todas as outras derivadas das com-

¢do (II.4.1), u,,

ponentes do deslocamento sao fungoes de x, e x, somente.

Desse modo, as equagoes de Navier tomam a seguinte forma,

G U3, kk + (A +G) Uy k3 +bj = puy (I1.4.2)

G u + b, =pu; (II.4.3)

onde j e k podem ser 1 ou 2.

Os dominios nos quais o estado planc de defor
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magdo completo s3o estudados sao cilindros infinitos cujos
eixos sdo paralelos a direcao X;. O problema matematico da
resolugao das equagbes diferenciais (II.4.2) e (II.4.3) po
de entao ser considerado como bidimensional. O dominio
e o contorno T nesse caso, s3o definidos pela intersecgao
do cilindro infinito com o planoc (%X,, X,). ©O problema fi-
sico, no entanto, & claramente tridimensional pois os des
locamentos e tensdes na direg@o x, n&o sao iguais a zero.

A eqguagao (II.2.21), nesse caso, & escrita como

.. = A §.. + G(u, . + u. .
013 Yk, k i} ( i,] J;l)

= A .4,
O3 Uy k (I1.4.4)
GiS = G ua'l

As equacOes (IT.4.2), (IT.4.3) e (II.4.4) mostram qgue as
equacoes (II.4.2) e (II.4.3) podem resclvidas independente
mente. Por essa razao, o estado plano de deformagéo com-
pleto também pode ser considerado como resultante da super .
posicdo ‘do movimento plano de deformagao e dos movimentos
do antiplano, governades respectivamente pelas equacoes
(IT.4.2) e (II.4.3). Esses movimentos sao descritos por (a)

e (b) abaixo.

(a) Movimentos do antiplano:

Esse movimento & governado pela eguagao esca-

lar da onda (equacdo (IT1.4.3)) que & do mesmo tipo das equa
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¢Bes (II.2.27) e (II.2.30) previamente descritas na segao

II.2. As condigaes de contorno nesse caso sao dadas por,
—_— 1
u, = us(xl, X, t) en Fu
= =G =p.( t) '
Py = 035 04 7 us,i Nj = Pyl e Xy en Pp
{IT.4.5)

1 P P R R .
onde F; + Fp = ' ., -As condigoes iniciais para os movimen-

tos do antiplano podem ser escritas como

ua(xl'xz'o) = u03(x1,x2)
em . (II.4.6)

Ug (Xl rleo) = Vg3 (—Xl .rxz)

Nesse problema, a tensdo normal o,, &€ nula,
dessa maneira, somente as tensoes de cisalhamento

o =g sao presentes na analise, e, alem

13 e g

31 23 =032
disso, o vetor representando o deslocamento u, & perpendi-
cular a4 diregao de propagagao das ondas de  deslocamento.

Por essas razoes, esse movimento & tambem chamado de movi-

mento cisalhante do antiplano ou movimento cisalhante hori

zontalmente polarizado [12].

(b) Movimento plano de deformagao:

Os movimentos planos de deformagdc sao gover-
nados pela equacdo (II.4.2), que & da mesma forma das equa
cOes de Navier para trés dimensdes. A Gnica diferengca &

que os Indices variam de 1 a 2, ao invés de 1 a 3. As con-
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digcoes de contorno para esse problema sao dadas por

u, = u, (x

i (% t) em T

X,
(11.4.7)

p, = g,. D, = Ei(xl, X,, t) em T

i iJ ] p

onde T = Iy * Fp. As condig¢Oes iniciais para o movimento

plano de deformagao podem ser escritas como

X1 X, 0) = u i (x;, X,)
em . (I1.4.8)

o0 01 = v (%, x,)

U = €3 = €31 = €53= €,,= 0 (IT.4.9)

G13 = 037 T Q23 = U35 ~ 0. (IT.4.10)

Entretanto, a tensdo 0,, nao & nula e pode ser calculada a

partir da segunda das equagoes (II.4.4).

Quando o dominio do problema gque esta sendo
analisado ndo tender ao infinito na diregao x,, a condicgao
plana de deformagao naoc pode ter sua existéncia admitida.
Nesse caso, deve ser feita uma analise tridimensional. En

tretanto, guando as dimensdes do corpo na dire¢ao x; s3o pe
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quenas, uma condican conhecida como estado plano de ten-
sbes pode ser considerada. Essa situagac ocorre guando a
nalisamos placas finas sob agao de forgas agindo paralela-

mente aoc seu plano médio. A hipdtese do estadc plano de

tensdes admite que

0-33 - 0-31 = 013 = U32 = 0’23 =0 (II.4.11)

em razao disso, tem-se

€31 T E = g = £ =0 . (II-4-12)

Neste caso, as mesmas equagoes do movimento plano de defor

macao podem ser usadas desde que as constantes v e E sejam

substituidas por outras ficticias, Vv e E, dadas por

. v
vV = ———
{1 + v)
(I1.4.13)
_ E(1 + 2v)
E=——+"——u—
(1 + w2
que implica em
G = G
(I1.4.14)
_ 27 G
X =

(A + 2G)
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£ importante reconhecer que uma vez que g,, ndo & necessa-
riamente nulo, u, e dependente de X3 e o problema nac e
realmente bidimensional. Entretanto, o estado planc de
tensdes pode ser c¢onsiderada uma boa aproximagao quando

a placa que esta sendo estudada foi suficientemente fina

[58].
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CAPITULO III

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PROBLEMAS

TRANSIENTES GOVERNADOS PELA EQUACAO ESCALAR DA ONDA

III.1 - Introducao

A equagao escalar da onda governa muitos fenodo-
menos fisicos, tais como, movimentos transversais de cordas
e membranas, movimentos longitudinais de hastes, movimen
tos do antiplano da elastodinamica, etc. Entretanto, sua
aplicagac nao é restrita apenas aos problemas simples, aci-
ma mencionados. A discussao sobre os Potenciais de Lamé,
desenvolvida na segao II.2, procurou ilustrar que mesmo com
plicadas equagoes diferenciais podem algumas vezes serem re
duzidas um conjunto de equagoes da onda. A vantagem dis-—
so é clara; ainda mais, se considerarmos outra razac muito
importante para estudarmos a equagac escalar da onda, que €
a sua grande simplicidade. Através do estudo dessa equa-
gao, € facil entendermos conceitos basicos que podem ser
aplicados em problemas com uma ordem de dificuldade muito

maior.

Este capitulo, trata da redugao da equa-
cao escalar da onda (equagao diferencial) a uma equagao in-
tegral. Essa formulagao foi originalmente desenvolvida
por MANSUR e BREBBIA [ 2] e serviu como ponto de partida

para os trabalhos desta tese. Com vista & obtengao da equa
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¢ao integral, foram usadas fungOes de Green (solugdes funda
mentais) para dominios infinitos juntamente com uma formu-
lagao de residuos ponderados. A representacac integral de
Kirchhoff & obtida para trés dimensces, e, em seguida, o)
problema bidimensional é formulado. A equagao integral de
Volterra & entao modificada seguindo o procedimento sugeri

do por MANSUR e BREBBIA {2].

III.2 - Funcoes de Green

Embora de uso corrente nos meios da engenha-
ria, as fungoes de Green algumas vezes assumem o papel de
uma "caixa preta"; isto &€, fazemos uso das mesmas automati-
camente sem nos preccuparmos com conceitos envolvidos. Es-
tes conceitos podem ser muito (teis na compreensac de um
problema maior, e, por isso, fazemos aqui um pegueno resu-
mo do método de solugaoc de equagOes diferenciais com o auxi

lio das fung¢oes de Green.

0 método &, em si, Obvio fisicamente. Quando
guisermos calcular o campo originado por uma fonte distri-
buida (carga, gerador de calor ou o gue quer que cause o
campo) calculam-se os efeitos de cada porgao elementar da
fonte e somam-se todos. Se uf(r; £E) & o campo no ponto
de observacao {(ou ponto campo) r causado por uma fonte pon
tual unitaria, no ponte fonte £, entao o campo em r causa
do por uma distribuigac de fontes p(f) é a integral de u*p
scbre todo o dominio ocupado pela fonte. A funcadoc u* & cha

mada de fungaoc de Green.
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As condigoes de contorno podem também ser sa
tisfeitas da mesma maneira. Calcula-se o campo em r para o
valor de contorno (o potencial ou a sua derivada normal, de
pendendo se condigoes de contorno do Tipo Dirichlet ou
Newmann sac especificadas) zero em todos os pontos na super
ficie {(contorno de um corpo tridimensional) ou na linha de
contorno (se o problema & bidimensional) exceto em £ (o qual
estd sobre a superficie ou linha de contorno, conforme o}
problema seja em trés ou em duas dimensoes, respectivamen-
te). Em &, o valor de contorno tem um comportamento de uma
fungao Delta de Dirac (ver segdo IIT.4), dessa maneira, sua
integral sobre uma pequena superficie (ou sobre um pegueno
segmento da linha de contorno) em tornc de £ & unitaria. E
importante notar agqui, que essas ccnsideragoes sac feitas pen
sando em termos de superposicaoc de efeitos, que em {ltima
instancia significa integrar a eguagac (III.8.18) em rela
gao a £ e nac a X. Esse campo em r (r € T) sera agora
denominado u, (r;£); entao, a solugao geral para uma arbitraria es
colha de valores de contorno ug(g)(ou também gradientes pg)
& igual a integral de u*pg (ou P*UE) sobre o contorno da su
perficie. Essas fungoes também sao chamadas de fungoes de

Green.

Nao & particularmente uma surpresa, que se pos
sa resolver uma equag¢ac ndoc homogeénea representando um cam-
po causado por uma distribuigao de fontes, por meio do pro-
duto de densidade de fonte com uma fungéo de Green (p. ui)
integrado sobre todo ¢ espago, e, gue a solugac de uma equa

¢ao homogénea tendo valores prescritos sobre uma superficie
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pode ser obtido em termos de um produto desses valores pres
critos por uma outra fungao de Green, (G.p: ou ? u:), inte-
grado sobre o contorno da superficie. O que € muito util
e (talvez) surpreendente & que essas duas fungoes (ut e uj)
nao sao diferentes: elas sao essencialmente a mesma fun
cao. Este fato permite concluir  que, para cada uma
das equagoes diferenciais parciais lineares comumente empre
gadas na engenharia, pode-se obter uma funcao que, guando
integrada sobre o dominio, permite calcular os efeitos de
uma fonte distribuida, e, quando ela {(ou o seu gradiente) &
integrada sobre o© contorno, ela fornece o campo causado

pelas condigaes de contorno prescritas na superficie.

Fisicamente, isso significa que condigoes de
contorno podem ser consideradas como sendo equivalentes a

distribuigoes de fontes nesse contorno.

A funcac de Green &, dessa maneira, uma solu-
cao da equagao diferencial que & homogénea em toda a parte,
exceto num ponto. Quando o ponto estd no contorno, a fun-
¢ao de Green pode ser usada para satisfazer condigdes de con
torno nao homogéneas; e, gquando esse ponto estd no
dominio, a fungdo de Green pode ser usada para satis

fazer a equagao nac homogénea.

Um estudo mais aprofundado nessa matéria po

de ser obtido em MORSE e FESHBACH [11], uma vez que, agui
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foi tentado apenas fornecer algumas nogdes gque normalmente

sdo omitidas nos principais livros-texto sobre o MEC.

IITI.3 - ¢ Problema de Condigdes Iniciais e Condigtes de Con

torno para a Equacao Escalar da Onda Transiente

O problema de consideragao das condigdes ini-
ciais e de contorno para a equagao escalar da onda ja foi
objeto de discussac na segao II.4, entretanto, a notagac
ali usada refere-se 3 elastodinadmica. Por esta razao, unma
discussiao do problema serd novamente apresentada junto com

uma notagao e terminologia mais adequadas.

A equacgao da onda pode ser escrita em termos

do potencial u como

VPu - ii/c? = -y (III.3.1)

onde ¢ & a velocidade de propagacaoc da onda, y descreve a
dependéncia da fonte no tempo e no espago, e i = 3%u/ot”. A
regiaoc Q na qual solugOes bidimensionais da equagao (III.3.1)
sao procuradas, serid considerada regular no sentido defini-
do por KELLGG [ 55], istoc &, o contorno I' do dominio & pode
ser composto de diversas superficies regulares que poderao
ter cantos ou bordas desde gue estes nao sejam muito agu-

dos [ 27].

Para obtermos a solugao particular para a equa

¢ac (IIT.3.1), correspondendo ac problema especifico que ne
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cessita ser analisado, & necessénknqpe:ﬁﬂa.especificado as

condigdes iniciais em Q no tempo t=0,

u(x,0) = uo(§)
(ITI.3.2)
vix,0) = vo(§)
e as condigoes de contorno
u=u em T
u
(III.3.3)
gu _
p = u' i =p em Fp,
an

onde ' = T+ Fp e n &€ a coordenada na diregac paralela ao

vetor unitario n, normal a [, e apontando para fora do do

minio Q.

IIT.4 - Funcoes Delta de Dirac e Heaviside

No estudo das fungoes de Green, & conveniente
empregarmos a funcao delta de Dirac. Em uma dimensao, a

fungao delta de Dirac & definida por

d(x;a) =0 guando X # a e

{ (ITI.4,.1)

400
J §(x;a) fi{x)dx = f(a).

-_— 0
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As derivadas da funcdc delta de Dirac, sao fun

¢Oes tais gque,

ék)(x;a) =0 guando x # a e
{ e (IIL.4.2)
J s K (xia) fxyax = (0K (4,
k k
onde S(k)tx;a) e f(k)(a) representam ——QE—S(x;a)e-*—T?f&d
ox ox =

respectivamente.

A definicao da fungao delta de Dirac pode ser
facilmente estendida para dominios que nac sao unidimensio-
nais. Para dominios bi- ou tridimensionais a fungdo de Dirac

pode ser definida da seguinte maneira.

(
S({g;s) =0 quando s #4q, e

i (I11.4.3)

Ay

.J(S(q:S) flg) dol(g) = £(s) ,
§2

onde s e g representam dois pontos no interior de Q.

As fungOes de Green em duas dimensoes corres-—
pondentes as equagoOes (II.2,18) e (III.3.1) podem ser con-
venientemente representadas usande a funcao de Heaviside (ver

figura III.4.1) dada por,



50

H(x;a) = (I11.4.4)
0 s5e X < a .
$
©
2 ?
T i
l .
a X

Figura IIT. 4.1 A Fungdo de Heaviside

As fungOes delta de Dirac e Heaviside relacio

nam-se da seguinte maneira

——— H(x:a) = §(x:a) . (ITI.4.5)

Na discussao desenvolvida nesta segao, as de
finigdes e as propriedades bésicas das fungoes delta de
Dirac e Heaviside foram apresentadas. Algumas propriedades
adicionais que serao usadas ao longo desta tese serao defi-
nidas onde necessdrias. Uma rigorosa e detalhada discussao

nessa matéria pode ser conseguida nas referéncias {6l]e [63].



51

III.5 - Solucdc Fundamental em Tré&s Dimensdes - Equacaoc Es-

calar da Onda Transiente

A fungdo de Green (solugdo fundamental) para
a equagao escalar de onda & a solugac da equagdo (III.3.1) pa
ra um dominio infinito [11l,13] e uma fonte concentrada par-

ticular, isto &,

Yy = 418{g;s)8(t;T) (ITI.5.1)
A equagao (III.3.1), nesse caso, pode ser escrita como

Viu* - i*/¢c? = -4nd({g;s)S(t;T) (III.5.2)
assim, u* & o efeito de uma fonte representada por um impul
so em t=1T localizado em g=s, sendo que q e § s3o comumen
te chamados de ponto de observagao (ou ponto campo) e ponto

fonte respectivamente.

A solugac fundamental representada pela equa-

¢ao (III.5.2) tem as seguintes propriedades [11,13]:

(1) causalidade

u*(g,t;s,t} =0 engquanto c{t-1)<|gq -5

(IT1.5,3)
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(1i) reciprocidade

u*(g,t;s,t) = u*(s, -1;9,-t) (III.5.4)

(iii) translagdo no tempo

u*(q,t+t,;s,7+t,) = u*(qg,t;s,1) (ILII.5.5)

Em tré&s dimensoes, a solugao da equagao (ITI.5.2)

& dada por [11,13]

u*(q,t;s,1} =

5 [(r/c ) (t—'r):l
=< GE::c(t-—Tzl
r :

r
(III.5.6)

onde r=r{q,s) = Iq-s , conforme mostrado na figura III.5.1.

Na referéncia [13] a substituicao de u* dado pela equa-
¢ao (III.5.6) na eqguagac (III.3.1) € feita, para mostrar que
a primeira & a solugac da segunda. Uma rigorosa derivacao

de expressac (II1.5.6) pode ser encontrado na referéncia [11].

le

X

3
FiguradIL.5.1 Definigdo do Vetor g -$

A~
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II1.6 - Representacao Integral de Kirchhoff

Quando t & substituido por 1, a eq. (III.3.]1)

& escrita como

1 %ulg, 1)

7%ulg,t) - = ~y({q,T)

c 12
(I1II.6.1)

A partir da equagao representativa da proprie
dade de reciprocidade (III.5.4), a equagao (III.5.2) pode

ser escrita como [11]

1 Pu*(g,t;s,7)

v2u*(q,t:s,T) - =-418 (g; s)8(t;1)

c? ar?

(III.6.2)

Torna-se conveniente, nesse instante, apresen
tar-se notacao gue sera usada mais tarde. No futuro, os
pontos fonte e campo gquando se encontrarem sobre o© contor

no T serao denotados respectivamente por S e Q.

Tendo em vista a dedu¢do de uma equagiao inte-
gral singular de contorno para o problema, & necessarioc con
siderarmos duas distribuigces de potenciais u* e u, gue sa
tisfazem respectivamente as equagOes (III.5.2) e (III.6.1).
Adicionalmente, admite-se gue u e u* sejam distribuidos so-
bre as regidoes Q+T e Q*+T* respectivamente (ver figu-

ras III.6.1 e III.6.2), gue tem as mesmas propriedades f£fi
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Figuro IIT . 6.1 RegiGo Tridimensional L+ [
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Figura JIT.6.2 Regigo.n"+r*contendo _N_ + P
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sicas, e sao tais que 0* contém Q+T. Como somente as solu
¢oes fundamentais relativas ao espago infinito sao usadas
nesse trabalho, F* deve ser localizado no infini
to e u* deve obedecer as condigoOes de radiagao e regularida
de dados pelas equagoces (II.2.36) e (II.2.37). E importan-
te reconhecer que um procedimento similar ao descrito neste
capitulo também pode ser usado quando as solugoes fundamen

tais empregadas nac sao as do espa¢o infinito [34].

Uma declarag¢ido de residucs ponderados esten-

dida para o problema em consideragao pode ser escrita [21-23]

t+ 1 2
J J 72y - Fu 4 | uragdr=
L c Bl

t+ _ t+ _
= J J {(p - p)u*dr dr - J J (u-u)p*dr dr (ITI.6.3)
o T o T
E u
dux* ~
onde p*= . O tempo tt na equagao (III.6.3) represen
on

ta t+¢, sendo ¢ arbitrariamente pequeno. Aplicando esse
procedimento, evitamos que a integragdo termine exatamente
no pico da fungac delta de Dirac. Na equagdo (III.6.3), a
integracao e derivag@c no espago referem-se as coordenadas
dos pontos campos q ou Q. Aplicando ¢ teorema de divergég
cia duas vezes ao termo da equacgdc (ITII.6.3) que contém o
operador Laplacianoc (V?u) e integrando por partes duas ve-

zes em relagao a T o termo que contém a derivada no tempo
?%u

— a seguinte expressao € obtida (ver Ap&ndice A)
oT
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©
f
o!
I

t+ t+ i ) 1 92u*
J J (u*p - up*) drdr + J J ‘ Viu* -
o)

r 0

t+
t+ 1 u* du
+J Ju*ydﬂdr+ - u - u* dQ= 0.
CZ '81' BT
O —

Q
(ITI.6.4)

Tendo em mente a equa¢do (ITI.6.2) e que, devido a proprie-

dade da causalidade

=0 (III.6.5)

a equagao (III.6.4) pode ser escrita como

tt t+
J (u*p—-up*)dl‘dr-—J J4ﬂ6(q;s)6(t;r)ud9dr+
L Q

o O

t+ 1
* - — * - * =
+J J u*y dQ dr " J (vc> u, - Vg uo) df 0. (ITI.6.6)
o £
onde
au*
vy =
© 8T [T=0
(IT1.6.7)
u* = u*
° =0

Quando as propriedades da fungao delta de Dirac sao aplica
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das ao segundo termo do lado esquerdo da eguagdo (III.6.6),

a seguinte equagéo integral & obtida

1 t+
u(s,t}) = — Ju*(Q,t:S.-T)p(Q,T)dT (Q) dr -
4y o T

t+
_J J p*(Q,t;S,T)u(Q,T)dF(_Q)d‘L‘ -
T

J V2 (q, trs)u(@an(q) +

¢ 2

1
' J ur (q,ti8) v_(@)d0(g) +
Q

cZ

t+
+ J J u*(q,t;s,r)y(q,r)dﬂ(q)dT:]
(o]

=

(ITI.6.8)

Nas operagoes desenvolvidas para chegarmos a
equagao (III.6.8), admitiu-se gue u & duas vezes diferencid
vel em relagac as coordenadas do espago e do tempo. Entre-
tanto, esse pode nac ser o caso em muitos problemas de pro
pagagao da onda. Dessa maneira, um estudo mais aprofundado

desta situagdao deve ainda ser feito.

As propriedades de fungao delta de Dirac podem
ser usadas para eliminarmos as integracoes no tempo da equa
¢ao (III.6.8) [9,10,13,48]. Levando em consideracido u* da-
do pela equagdo (III.5.6), as seguintes operagoes podem ser

desenvolvidas para o primeiro termo do lado direito da equa
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gao (III.6.8),

t+ 1 t+
j J u*p dI' dt = j —_— J S[Br/c); (t-T{} pl(Q,t) drdlr =
o T r r o]

1 (¢ 1
= J — J G(T;tr)p(Q,T) dt dr =J —p (Q, tr) dar

r T o r ~
(ITI.6.9)

onde t . representa o "tempo retardado", igual a [%—r/c

A derivada normal fundamental pode ser calcu-

lada de

Jn*
p*(Q,t;s8,1) = 2 u*(_Q,t;s,T)—‘ - _8r _ou
on - an 3r

(ITT.6.10)

As derivadas indicadas na equagao (III.6.10) referem-se aos
pontos de contorno Q. Usando a f&rmula (III.5.6), p* pode

ser escrito como

i 1
- 8 Er/ch(tﬁ?+;£iiﬁﬁn@)ﬂtﬂﬂ
r? J r or

(IT1.6.11)

Fazendo agora a derivagac do segundo termo do lado direito

da equagao (III.6.11), temos
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ia[(.r/c); (_t,T)] =L .23 [a[(r/c); (t—T)]:l
ar c T

(ITI.6.12)
que, levado em (III.6.11l), fornece
ar 1
p* = - ) 6[(r/c); (t—'r)]+
an 2
r

1 3 : |

+ — 8 [(r/c); (t—T{} (ITT.6.13)
cr 9t

Expressando essa nova equagac em termos do tempo retardado,

temos

ar 1 1 3
3n r? r cr 3T r

(ITI.6.14)

Em vista da expressao (III.6.14), o segundo termo do lado

direito da equagao (III.6.8) pode ser escrito da seguinte

maneira

t* ar  (tF 1
Jp*udFdT=J J [————G(I;tr) +
an r?
T T o]

[

1 3 |
+ — | §{T;t.) |;udTtdr (II1.6,15)
cr oT x J
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Levando em consideragao as expressdes (III.4.1) e (III.4.2),

a seguinte equagao & entao obtida

et sx (1
J p*udlrdr = - [-—-—-u(Q,t )+
o T on r? r
r
1 du (Q, ) '
+ ar {(I1I.6.16)
cr 9T T=tr

A integral envolvendo a densidade da fonte na

equagao (III.6.8) pode ser operada da seguinte maneira,

tt 1ttt
J J uw*y diidr = J ——-—J Y(,q,T)_(S(,T;tr) draq =
o

{2 r o

= J-QL—'Y(q,tr) aag . (I1I1.6.17)
o r

As propriedades da fun¢ao delta de Dirac tam-
bém podem ser aplicadas aos termos que envolvem as condi-
¢oes iniciais [13] na equagao (III.6.8). A equagao integral

final & assim obtida, tendo a seguinte forma:
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1
u(s,t) J — p(Q,t Ydr(o) +
ar 4 r(s,Q o

+ 2 J ris.@ 4 1yt +
4n 1 (@ {ri(s,Q *

+ 1 dulQ,T) dar (Q) +
cr (s, Q) 3T

=t
r

+tNo+-—3—(.tM0)+lJ L y@t)an
ot 4 a rs,q £

(ITI.6.18)

onde Mo e N sdo respectivamente os valores médios de u, e
Vo sobre uma superficie esf@rica com centro em s e com um
raio varifdvel ct. Deve ser observado gue, como consequén-
cia da propriedade da causalidade, gquando trf_O os termos
do lado direito da expressao (III.6.18) nao contribuem para

o valor de u(s,t).

A equagao (III.6.18) & conhecida como a Repre-
sentagao Integral de Kirchhoff e pode ser considerada como

a representagﬁo matemitica do principio de Huygen [11].

Os integrandos singulares das integrais refe-
rentes 3s condigOes iniciais na equagaoc (III.6.8) foram eli
minados. Entretanto, o cadlculo das contribuicdes da densi-

dade de fontes exige que a integragdo de uma fungdo singu-
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lar (rJL-Yl seja feita. 1Isso n3o se constitui em um grande
r

problema e pode ser facilmente resolvido numericamente, com

o uso do conceito usual de integragao.

A Representacao Integral de Kirchhoff pode ser
usada para calcularmos u nos pontos internos, em termos de

au ,
u, e ou no contorno T, e em termos de densidade de

an 9T

fontes e das condigdes iniciais. Entretanto, normalmente u

e p nao sao conhecidos ao longo de todo o contorno I'. Como
conseqgiléncia, a eguagao (III.6.18) nao representa a solugdo
completa do problema de condigdes iniciais e de contorno
descrito na segao III.3. A equagao integral do contorno, a
partir da qual as incognitas no contorno podem ser calcula-
das, pode ser obtida levando-se a equagao (III.6.18) ao con
torne T'. A equagao integral conseguida dessa maneira, ao
contrario da Representagdo Integral de Kirchhoff, possui
integrais no contorno de fun¢bes singulares que devem ser
calculadas no sentido do valor principal de Cauchy. Os ar-

tificios analiticos necessarios serdo descritos a seguir.

Quando admitimos gque o contorno T satisfaz a
condicao de suavidade de Liapunov [27], o dominio Q! pode ser
aumentado por um peqguenoc hemisfério de raio ¢, cujo centro
estd num ponto S localizado no contorno, como pode ser vig-
to na figura III.6.3; FE mostradoc nessa figura &€ o contorno
do hemisfério, Nessa situagdo, quando nd3o consideramos as
condigoes iniciais e a densidade de fontes, a eg. (III.6.18)

pode ser escrita como
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u(s,t) = — J —1 p(Q,t) ar (Q) +
am Ll r(s,Q)
£
s L °r(8,0) y_ 1 u(Q,t ) +
ar L an(Q) r*(s,Q) t

€

r

' L FBMQ_:__T’ :I ar(o) +
cr{(s,Q) — 3ot =%

+ 2 (s +8 +8) (III.6.19)
4TT D u v
onde
s = J L 5 (Q,t.) ar_(Q) (TII.6.20)
P r o r(s,Q
£
ar (S ) 1
S=J A u(Q,t_ ) dr_(Q)
“ 0 @ ris,0 T

(II1.6.21)

Sv= J ar (S,_Q_)__ 1 J:BU(Q,T)A' dr[_:(Q)'
r an (Q) cr (S,Q} 3T T=t_

€

(III.6.22)
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Figura III.6.3 Dominio Aumentado por um Hemisfério de
Raio €, cujo Centro estd no Ponto de Contorno S -

Quando € -+ 0; T ~T€ -~ ', e, como mostrado no Apéndice B

u(s,t) (ITI.6.23)

Dessa maneira, para pontos de contorno localizados em par-
tes suaves do contorno I' a sequinte eguagao integral de con

torno pode ser escrita,
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L us,e) =2 J L p (Q,t ) 4r (Q) +
2 v ) r(s,Q) o
+ L J or(8,0) _—--————-l u(Q,t ) +
tr ) an(Q r2(s,Q) t
+ 1 du(Q, 1) ar (Q) +
cr(s5,Q) 3T =t
r
) 1
+ tNo+———(tM)+——-J Y(q,tr)dﬁ(q).
st © 41TQr(S,q)
(III.6.24)

Deve ser observado que as integrais mostradas na
equacgao (III,6,24) devem ser calculadas no sentido do valor

principal de Cauchy.

E importante notar tamb&m que em pontos s loca
lizados fora de @ + ' o potencial & igual a zero. A equa-
¢ao integral correspondente a essa situagao pode ser obtida
fazendo-se o lado esquerdo da equagdc (III.6.18) igual a ze

ro, isto &, u(s,t) = 0.

Ocasionalmente um fendmeno fisico pode ser me-

lhor representado por uma fonte concentrada, dada como

vy{g,t) = £(t) &§(qg; qc) (ITI.6.25)
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onde g, indica a posigao de fonte. A Giltima integral do la

do direito da equacgao (III.6.24) torna-se entao

— f (tc) (ITII.6.26)

A implementagao numérica da equagao (III.6.24)
& discutida na referéncia [48]. Uma vantagem particular da
analise tridimensional pelo método que acabamos de expor &
gue a integracgao no tempo nao se faz necessaria. O mesmo
nao acontece com o caso bidimensional, conforme serid wvisto

na prdxima secgao.

III.7 - Equacao Integral do Contorno para a Equacao Escalar

da Onda Transiente em Duas Dimensodes

Como foi previamente mostrado na segac I1I.4, um
problema bidimensional pode ser visto como um problema tridi
mensional em que u & uma fungao de duas coordenadas retangu

lares somente, isto &,

u{x,t) = ulx:, xz2,t) . (IfT1.7.1)

A expressao (III.7.1) implica gque as tensdes no contorno,
densidade de fontes e condigOes iniciais sao també@m  inde-
pendentes de x3;. Nesse caso, o dominio no qual o problema

estid sendo estudado pode ser considerado como um cilindro
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cujo eixo tem comprimento infinito e & paralelo & diregao
¥;. Dessa maneira, o dominio bidimensional # e o contor-
no I' sao definidos pela intersecgac do cilindro com o plano
(x31,%2) conforme descrito na figura III.7.1. Assim, para es
sa situagao tridimensional particular, o primeiro termo do
lado direito da equagao (III.6.8) pode ser operado conforme

abaixo

Figura TL.7.! Dominio Tridimensional com um Contorno ! do
Tipo Kellog

tt+ £t +oo
* = =
J J uip P dr dr J J P J ugD dx, ahn dt

o . o T -
F3D 2D
t+
= ' *
J J p uj,dr, dr (III.7.2)
o T
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onde ugD & a solugac fundamental em duas dimensdes dada

por

+co
u¥ =J u* dx; (III.7.3)

Os simbolos subscritos 2D e 3D usados nas equagdes (III.7.2)
e (ITII.7.3) indicam respectivamente duas e trés dimensoes
e s0 seradac usados no que se seque se houver alguma possibili

dade de confusao.

Transformagoes similares as mostradas na ex-
pressao (III1.7.2) podem ser desenvolvidas nas outras inte-
grais da equacgao (III.6.8). Quando a expressao resultante

€ levada ao contorno I', a seguinte equagao integral & obtida

t+
c(S) uls,t) = —— { J J u*(Q,t:;8,t) plQ,t) dr(g) dar -
r

47

++
- J J p*(Q,t;S,1) u(Q,t) 4Ar{(Q) dr-
o T

-1 .
" gzv; {g,t;8) uo(q) da(g) +

1
r L L ur (g, £:8) vy (q) dnla) +

£+
+ J J u*(g,t;s,t)y{qg,t) dQ(qg) dr (I11.7.4)
o
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onde u* =u*_ & dado pela expressao (III.7.3) e

2D
+o2
p* = piy = J p* dx, = —— (u* ) (III.7.5)
. 3D sn 2D
ou?
2D
v* = y* = (IITI.7.6)
© 02D 9T =0
* = x* = *
uX uron ‘HZD =0 (III.7.7)

Foi subentendidoc que, como & claro que a equagao (III.7.4)
refere-se a duas dimensdes, o simbolo subscrito 2D nao foil
usado naquele caso.

A equagao (III.7.4) & também chamada de Repre-

sentagao Integral de Volterra.

Na andlise tridimensional, somente contornos do
tipo Liapunov foram considerados, assim, c(S) naquela situa
g¢ao fol igual a 1/2. Entretanto, na formulac¢do bidimensio-
nal uma generalizagao foi introduzida, considerando que o
contorno T pode ser do tipo Kellog. O parametro c(S) nesse
caso, conforme mostrado no Apéndice B, & representadoc por

c(s) = 2 (ITI.7.8)

2m

onde ¢ & o dngulo interno mostrado na Figura III.7.1. Simi
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larmente ao caso tridimensional, as equa¢des integrais bidi
mensionais aplicadas a pontos localizados dentro e fora de
ft +T podem ser obtidas considerando-se c(S) na eq. (III.7.4),

igual a um e zero, respectivamente.

A solugado fundamental em duas dimensdes, obti-
da procedendo-se as integracoes indicadas na expressao (ITI.7.3)

(para maiores detalhes, ver o Apéndice C}, &

u*(g,t;s,t) = 2¢ H [%(t—T):{}
L
/ﬁz(t~r)2 - r?

(IIT.7.9)

A equagdao integral para equagdo escalar da on-
da bidimensional foi primeiramente obtida por Volterra [60].
Uma comparag¢ao entre as fdrmulas de Volterra (III.7.4) e de
Kirchhoff (III.6.18) mostra uma importante diferenga entre
as ondas propagando-se em duas e em trés dimensdes. A fér-
mula de Kirchhoff demonstra que num tempo t, somente o si
nal emitido num ponto s e em um tempo (t-|g-s|/c) afeta o
ponto gq. A formula de Volterra, entretanto, implica gque em
duas dimensdes um ponto g & afetado num instante t, por si-
nais emitidos num ponto s, em todos os tempos anteriores a
(t - |g-s[/c). Uma discussd3o mais ampla dessa discrepincia

de comportamentos entre as ondas em duas e em trés dimen-

stes pode ser encontrada nas refer@ncias [11,13}.

Além de ser de grande utilidade para uma maior

compreensac do fendmeno de propagagac de ondas, a f&rmula
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de Volterra tamb&m pode ser usada para a obtengaoc de solu-
¢Ces analiticas. Entretanto, & necessdrio procedermos algu
mas transformagoes adicionais na fdrmula de Volterra, antes
gue possamos usd-la numa andlise numérica. FE disso que tra

taremos a seguir na segao III.S8.

III.8 - Transformacoes Adicionais na Representacaoc Integral

de Volterra

O objetivo das operagoes desenvolvidas em (i)
e (ii) a seguir, & eliminarmos as derivadas no tempo e no
espago da fungao de Heaviside gque aparecem na equagao inte-

gral de Volterra (III.7.4).

(i) O segundo termo do lado direito da equagao (III.7.4)

pode ser operado da seguinte maneira:

tt tt Y #
p*udl dt = u dr dr =
r

t* or EIVES
= J J u dar drt (ITI.8.1)
o

Substituindo a formula (III.7.9) na expressdo (III.8.1), a

seguinte expressdo & obtida
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tF ar su*
u dt dl'=
o

T an or
+
t" or 2cr —
= u - H [%(t‘T)?IJ dt dr +
on 3'
P e} /[02 (_t_,r)z _r2]
ar  (tF 2 ¢ 3
+ - u H [c(t—T); {} dradrl
i
T on o v’/cz(t—T)z--r2 or

(ITI.8.2)}

Novas operagoes sac agora necessarias no segunto termo  do
lado direito da equagao (III.8.2). A seguinte relagao serd

usada

3 3
H [c(t—T);r] = —————— {H [é(t—T);‘r] =
Jr 9 {cT)

2 | r
= l—H[r;c(t-—T)—l = -3 Lr;c(t—'r):l.
ar —

(ITI.8.3)

Assim, usando a notagao,

- -1/2
L=L{(r,t,1) = 2 (ezlt-r)z-rzj (Ir1.8.4)

L = L (r,t,0) =2 (22 -r?) /2 (III.8.5)
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e, tendo em mente as expressdes (IIT.4.1) e (III.S8.3), pode

mos proceder as seguintes transformagoes

et
2¢ 3
u H [c(t—r);r:l dr 47 =
/cz(t-T)2 -r2| or

= —
Q2 Q>
3 a1
(O

+
dr £ 3
=J. - J ucL {HE:(t—T);r] dr dT
T an 2r
o)

\

:-J -— J ul § I:CT; (ct—r):] d (ct) 4T

o

°r
== J — I:u L] dar =
T on ct=ct-r

gr [— crt=ct-r dr —
= -4 J - Lu L—l «dl’ + J [uL +dr =
T an 1 ct=0 r an ~lct=0
[ dr (Ct=r 3 3r
= - — (ul) d (cT) 4T - —u L Hlct;r | Al =
% on 3(cT) sn © °

tt 3

r L.?

= _J J—_—- cFt-1) u— + (Bu/aT)I] H |:c(t-T);r:| dardr -
) on 4

3r ™
- J u L H E:t;r ldl‘ (III.8.6)
: on c o —_
r
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Levando em consideragao as expressdes (III1.8.1), (III.8.2),
(III.8.4), (III.8.5) e (III.8.6), a seguinte expressio pode

ser obtida

2¢ [E(t—T)-r:

t* tte or
J Jp*udI‘dT=—J J u +
an / 3]
o T o r [cz(t_ﬂz —r2:|
2(3u/31) -
+ H [c(t-T); r (dl' dt -
1 —
/cz(t——T)z-—r2
or 2uO
- J H [ct; r] ar . (111.8.7)
T on c2t2 — y?
(ii) a seguinte propriedade da fungao de Heaviside
d
_ Hl:c(t—T)_;r]= o 3 H l:c(t—r) ;r]
3T ar
(I1I.8.8)

& necessaria nas transformagoes a serem feitas no ter-

ceiro termo do lado direito da equagao (III.7.4), dado por

J v u df . (ITI.8.9)
o o
Q

Considerando a expressao (III.7.9), & possivel escrevermos
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2¢? ] "
+ J u H[ét; %} da .
© ar
2 t )
(FII.8.10)

Uma investigagao adicional se faz necessaria no segundo ter
mo do lado direito da expressac (III.8.10). Se esse termo
& chamadoc I;, e um sistema de coordenadas polares & adotado
(ver figura III.8.1) cuja origem estd localizada no ponto

fonte ¢, I, pode ser escrita como

82 r='r1..(9) 2C2 92
Iz=[ J ruo H]:ct;r:] dr 4o
5 r=0 c?t? -yx? or
1
(TII1.8.11)
onde
81=0, 82=21T, d9,=rdrde, e
r.(8) =r(s,Q = Q- s]| (IT11.8.12)

definem o contorno I em c¢oordenadas polares (ver figu-

ra IIT.8.1).



76

Figura.IlI.8.1 Sistema de Coordenados Polares.

Se a expressdo (III.8.11) & integrada por partes com respei

to a r, a seguinte expressao € obtida,

62 (r=r; (8} 4
_‘[ J ———(ru c L) H [ct r] dr do .

or

(ITI.8.13)

Como dQ = r dr df, entdc drde = L dt, e podemos operar
r

(II1.8.13), obtendo



77

05 :
I, =J r (6)] H [ct;rr(e):l rF(B) de -
01 V/c t?

~r w)

21 _
1 2 O 2 )
- —uoc LOH cb;r |dQ - — C LoH ct; r | AR -
A r a ar

L3
- J u c?r S| [ct:%} aq . (III.8.14)
4
aQ

A primeira integral do lado direito da expressao (III.S8.14)

pode ser transformada aplicando-se a seguinte £4rmula

(ver
Apendice D)
B, or {s,0)
J fl:rl,(e)] r.(8) do = J [ s Q:[ ar ()
5 an (Q)
1
(ITI.8.15)

Levando em consideragao (III.8.5), (III.8.10), (III.8.14) e

(ITI.8.16), a seguinte relagao pode ser escrita

"~ 2c (r-ct) 2¢?
J‘V*IJ aQ = —J u + +
©° - © / 3 2 2
Q 2 [cztz _r2j| rv/c*t?-r
ou 2¢? | ' ar 2c?
+ +H ]:ct;lﬂdﬁ + J uo H ]:ct;r:l darl.
or 2l p? , T an 2,2 _ 1.2

(III.8.17)
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Os Ultimos termos do lado direito das expressoes (III.8.7)
e (III.8.17}) se auto -cancelario na eguagao (III.7.4)
para produzir a expressao integral final que escrita para

pontos localizados no contorno I' & dada como

£+
4m c(S8) u(s,t) J J u*p dr dt +
o T

tt 3
r v
+ J J-———(B*u%-u* ) dr 4t +
T an c

o]

+ — |u v _dN + — |FB*u_+u* +u* —)dh+
00 o 4. ° .

£t
+ J J Yy u* dod-r (II1.8.18)
o

onde u* e u; sao dados respectivamente pelas expressoes

(ITI.7.9) e (ITI.6.7),

2c(;(t—T)—£1
B* = B*(.Qrt;SrT) = — — H ]:C (t-1) ;

/l:Cz(.t"T)z —r"‘:l3 |

(ITI.8.19)

B = B* (Q,t;8) = B*(Q,t;5,0) (ITII.8.20}
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e v indica a veloc¢idade, sendo dada por

au
v = . (II1.8.21)

9T

Deve ser reconhecido que a equagao (III.8.18)
também pode ser usada para pontos no interior do dominio Q.
Como ja& foi observado previamente, c(s) deve ser considera

do igual a 1 nesse caso.

Dois tipos de singularidade distintos podem ocor
rer nos integrandos da equagac (III.8.18). O primeiro tipo
de singularidade ocorre na integral das condigoes iniciais
quando r=0 e nas integrais de contorno gquando r e c(t-1)
sao simultaneamente nules. O segundo tipo de singularidade
ocorre em pontos localizados na frente da onda representada

pela fungao de Green, isto &, nas integrais do contorno e

H

de densidade de fontes quando r c{t-1}), @ nas integrais
das condi¢Oes iniciais gquando r = ct. Apesar disso, a inte
gracao numérica da equacao (III.8.18) nao apresenta  qual-

quer dificuldade especial, como serd visto no proximo capi

tulo.
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CAPITULO IV

IMPLEMENTACAD NUMERICA DO METODO DOS ELEMENTOS DE

CONTORNO PARA PROBLEMAS GOVERNADOS PELA EQUACAC

ESCALAR DA ONDA EM DUAS DIMENSQOES

IV.l - Introducao

No procedimento padrao do méetodo dos elementos
de contorno, o contorno é discretizado em elementos que po
dem ser constantes, lineares, gquadraticos ou de maior ordem,
possibilitando assim que o sistema de equag¢Oes integrais ob
tido se transforme em um conjunto de equacoes algébricas
Que resolvido, fornece as incognitas u e p no contorno. Is
to é feito com o auxilio de fungdes de interpolacdo associa
das ao tipo de elemento escolhido, similares aquelas empre
gadas no método dos elementos finitos. A incdgnita u em
qualquer ponto do dominio pode entaoc ser calculada com O

uso mesma equagac integral, fazendo-se porém, c(s) = 1.

O mesmo & feito nesta tese, em que, seguindo
as diretrizes de MANSUR [1], adotou-se¢ funcgées de interpo-
lagao lineares para o espaco, e dois tipos de funcdes in-
terpolacao para o tempo; uma linear para a aproximacao de
u, e outra constante para a aproximacdao de p. A necessidade
do uso de fungdes pelo menos lineares para u, decorre de se
ter que garantir a existencia de v = ju/at na equacao

(ITT.8.18), o que ndo aconteceria se a interpolacao no tem



81

po para u fosse constante, levando & anulacdo de v.

0 esquema usual de diferencas finitas de mar-

cha no tempo, considera cada passo de tempo um novo

problema, e, consequentemente, no fim de cada intervalo de
tempo os valores dos deslocamentos e velocidades sao calcu
lados para um nimerc suficiente de pontos internos. Isso e
feito para que se possa usar os valores recém-calculados co
mo pseudo-condi¢des iniciais para o prdximo passo, isto &,
a equagdo integral (III.8.18) é aplicada de 0 a At,de At a
2At, etc. Nesta tese, entretanto, & usado o esquema de mar
cha de tempo preconizado por COLE et al [57], WROBEL e
BREBBIA [64], MANSUR [1] e por MANSUR e BREBBIA [2-4], em
que © processo de integragd3o comec¢a no tempo '0', e, assim,
os valores dos deslocarentos e velocidades em pontos internos nac ne-—
cessitam ser calculados nos passos intermedidrios.Com esse procedi
mento, a discretizacdao de dominio & restrita a regioes on-—
de a densidade de fonte e as condig¢des iniciais nao sao nu
las. As integragOes no dominio num passo de tempo 'j' sao
dessa maneira evitadas, a um custo de se calcular as inte-
gragdoes no tempo para todos os passos de tempo anteriores
a 'j'. Essa técnica & especialmente adequada para domi-

nios infinitos e semi-infinitos. Uma comparag¢ao entre am-—

bas as técnicas para problemas de transferéncia de calor

transiente pode ser encontrada nas referéncias [33 e 64].

0 principal atrativo desse esquema de marcha

no tempo & a sua elevada precisao, mas, O custo computacio
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nal envolvido, por ser também alto, levava alguns pesqui
sadores a optarem pelo primeiro método. A busca de um mé-
todo alternativo que conjugasse uma alta precisao aliada a
um baixo custo computacional, foi o objetivo que animou es
ta pesquisa, e, serid estudado mais detalhadamente no capi-

tulo V da presente tese.

Neste capitulo, procura-se demonstrar a im
plementacao numérica da equagao (III.8.18), fazendo uso do
segundo método, porém, em sua forma tradicional, abrangen
do as integrais do contorno e do dominio e o uso de nds du
plos. Ocasionalmente, o simbolo de somatdrio & usado ao in
vés da conven¢ao de somatdrio definido pela equacdo (IT.2.1).
Isso & feito para simplificar a compreensao de certas equa
¢oes, e, nesse caso, 0os simbolos de somatdrio invalidam a

convengao de somatdbrio sobre Indices repetidos.

IV.2 - Integrais do Contorno

Visando a implementacao de um esguema numéri-
co para resolver a equagao (IIT.8.18), & necessario consi
derar-se um conjunto de pontos discretos (nds) Qj' j =1,
..., Jd no contorno I' , e tambem um conjunto de valores de
tempo tn’ n=1, ..., N. u{Q,t), v(Q,t) e p(Q,t) poden
ser aproximados usando um conjunto de fungdes de interpo-

lagao conforme indicado a seguir
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J N
ate,t) = 1 I ¢T(t) ny(o) ol
j=1 m=1 J
J N -
vig,t) = T T o (E) ni(Q) wu, (IV.2.1)
j=1 m=1 ] J
J N
m m
p(Q,t) = 1 1 8 (£) v.(Q) p,
j=1 m=1 J J

onde m e j referem-se a tempo e espago respectivamente.
¢m(t), nj(Q), Gm(t) e vj(Q) sao escolhidos de tal maneira

que

<
.
©
[
St
1
O

ij
(IV.2.2)

onde 6ij & o delta de Kronecker definido pela expressao

(IT.2.2). Desta forma

(IV.2.3)

o
!
g
o
ol
"
a‘—r
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Se a equagao (III.8.18) for escrita para cada

nd i e para cada valor de tempo tn’ e u, v e p forem subs-

tituidos por suas aproximacoes dadas pela expressdo (IV.2.1)

o seguinte sistema de equagOes algébricas & entao obtido

N T

nm m

c(s;) u? + W Y Hij uy =
T om=1 j=1

1 N J
nm 1m
=—1 7 ZG..pj+Fril+sr-1

Am m=1 j=1 13 i (IV.2.4)

onde
t
Ir (s, ,Q) S
B o= - | ——2— 1. (Q) I} (1) B™(Q,ty 5 8,,7) +
ij 3,(Q) 3 J
T 0
1Aty B
+ — ———— u (Q,t, ;8;,T}] 41dl'(Q) (IV.2.5)
c dat N
tn
o g™ * T
Gij = Vj(Q) (1) u (Q,t, ;Si,T) dtdrl (Q) (IV.2.6)
r 0
n l *
19
1 . dug (g)
+ — uo(q:tn i 8;) dQ(q) +
C J ar (Squ)
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*
+ ot — B (q,t i 85;) u,(q) df(q)
r(S.rq)
i (Iv.2.7)
Q
tn [,
S? _ u (q,ty s siT) v{g,1} dQ(g) Ar. (Iv.2.8)
J J
0 Q

Deve ser notado que o terceiro termo do 1lado

direito da equacao (IV.2.7) & a soma do primeiro e do ter-
ceiro termos do integrando da quarta integral do lado direi

to da equacgao (IIT.8.18).

m
Seja Atm tal que ¢ (1) = ¢ para qual
) nm
quer T < to - Atm (ver figura IV.2.1l.a) e seja cs
um dominio cujo contorno € um circulo de raio c(tn-tm+

+Atm) com centro no nd i (ver figura IV.2.l.b}.

nm -
Um coeficiente Hij dado pela eguagao (IV.2.5)

- nm . .
e nulo sempre que Tj n Tc = @; sendo @ o conjunto vazio
nm _ nm -
ou espago nulo, T ¢ e, e Tj é tal que nj(Q) ou

c

gﬂQ) 830 iqguais a zero sempre gue Q ¢ I' . Deve ser notado
3

gue uma discussao similar leva a conclusdes equivalentes para

nm
os coeficientes Gij dados pela expressao (IV.2.6).
nm . nm ~ .
Se Q. e ¢, n 9, entao, devido a proprie
i
n n .
dade da causalidade (III.5.3}, Fi e si dados respectiva-

mente pelas expressoces (IV.2.7) e (IV.2.8), podem ser cal-

ngo
culados através de integragdes sobre o dominio Qi somen
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2™ (w)

m
| Atm |
i |

—g—
—
2
I
e
3
+
P
-
3
L

(a) {b)

FiguraI¥ .2.1 Fungdo de Interpoiag¢do £ (&), Dominio .npim e
Segmentos de Contorno ]"g'"e[’j .

no . , nm _ _
te, onde Qi e equivalente a Qi para tm = At = 0.

Levando-se em consideracao a discussao acima,
uma significante reducao no tempo de computacao pode ser ob

tida.

Devido a dificuldade de se visualizar como as

incbgnitas do contorno variam com o tempo, & comum adotar-

se

t - t = At = constante . (IV.2.9)
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O emprego de At = constante nos permite o© uso
de uma vantagem adicional, gue & a consideragao da proprie
dade de translac¢ao no tempo (III.5.5), para as fungoes de

. -~ m . -
interpolagao no tempo ¢ (t), isto &,
L
oM () = ¢™ (e +2-at) (TV.2.10)

Desse modo,

nm _ H(n+£)(m+2)
ij ij

Ghm _ GF?+£)(m+Q)

. . (IV.2.11)
1] 13

Se a expressdo (IV.2.11) & levada em consideracao, um gran
de nlimero de operacgdes redundantes pode ser evitado na ana

lise numerica.

Um esquema de marcha no tempo por passos no
qual a equacgao (IV.2.4) & sucessivamente resolvida para n =
=1, +.., N pode ser usado para calcular as incdgnitas uj
e q? no tempo ty. A implementacao numérica de tal esque-

ma requer, naturalmente, a especificagao do tipo de funcao

de interpolagéo a ser usada, o0 que € considerado a se-

guir,

Sequindo as diretrizes de MANSUR [1l] e MANSUR
e BREBBIA [3], sao conseguidos melhores resultados com a

escolha de fungdes de interpolagdo lineares para nj(Q) e

m m
v (Q) no espac¢o,e linear para ¢ (t) e constante para § (t)
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no tempo. 3™ (1) linear (ver figura IV.2.2) é dada por

1
- - <
At(T tm_l) se tm_l < T t
1
m = < <
¢ (1) = < E(tmﬂ-“r) se tp < T < tpyy s
0 de outra maneira.
(IV.2.12)
A5
|
|
]
]
y l —
tm-1 tm i+t G
| At L Nt L
7 g gl

Figura IZ.2.2 Fungdes de Interpologdo Lineares para u e p no
Contorno .

A substituicao da expressao (IV.2.12) na £or

mula (IV.2.5) fornece
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B = @™ o+ o® ) (IV.2.13)
1] 1] 1 iJ F
onde
th
nm 1 [ dr *
(H,.)=- — | — n,(0) [ET"t ) B 4+ — u_ﬁ].deF
13 ae | an m-l" 1 g
r tm-1
(tm+l
nm 1 or . *n 1 .
(H,.),= - — | — n5(Q) [(t -T) B, ——u.:ldeF .
ij’F At g - m+1 i c i
T tm
(Iv.2.14)
Na expressdo (IV.2.14)
* *
uin =u (Q.,t, ;8;,1)
B'" = B*(Q,t, :8;,T) . (IV.2.15)
i
m nm .
Usando ¢ (1) linear, temse que Hij e nulo
sempre que m > n, porgue, nessa situagao
m
H [;(tn - T) ;r] $ (t) =0 (IV.2.16)
conforme ilustrade na figura (IV.2.3).
A integracao no tempo indicada na equagao

(Iv.2.14) pode ser feita analiticamente, fornecendo
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Hlcl,-Gi;r] L

l
J
_.il— - -

r T
(tn-7¢} ' tmar 'm tne
r;

——
nm_nm

Figura TL.2.3  llustrogdo de Situagdo em que Hij’Gij’O

nm 2 ([ dr
(H L) = —n,t@) ) ar
3T cat | sn 3 I
‘T
2 ar
(Hr.n?) = — Nn.(Q) (Dr.lm) dar (Iv.2.17)
11 F c At on 7 t F
‘T

nm nm ~ - .
onde (Di )I e (Di )F sao dados no apendice E.

m - -
Usando 6 (1)} comoc fungao de interpolacgao cons
tante para p (ver figura IV.2.4), Bm(r) pode ser represen-—

tada da seguinte maneira

< <

o 1l se tm-l T tm

g {1} = (IV.2.18)
0 de outra maneira

\
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™)

|

- o= -
- b m—————

—
[

Figura IV.2.4 Fun¢do de Interpolagdo Constante para P -

A substituicao da formula (IV.2.18) na expres

sao (Iv.2.6) fornece

tm
nm *n
uj(Q) u, " drtdl . (IV.2.19)

tm-1

@
I

A integracao analitica no tempo pode agora ser

feita, fornecendo

Gnm ’ (Q) i dar {(Iv.2.20)
C e = AV Q F. ] W 2.
I cAt ] 1

T

nm
onde F. pode ser calculado da maneira mostrada no apendi-

ce E,.



92

A integracao no espacgo pode ser feita numeri-

camente, e, para tanto, nas integragaes indicadas nas ex-
pressdes (IV.2.17) e (IV.2.18) o contorno TI' deve ser subs
titulido por um aproximado. Como foi usada discretizacao
linear nesse trabalho, I' & representado por uma série de

segmentos de reta ek (elementos), cada um unindo dois nos

consecutivos de T, e, Rk e n sao respectivamente o compri

mento de e, e a normal exterior a e

k K {(ver figura IV.2.5).

Quando dois elementos ep e eq com um nd® comum
j sdo considerados, e as funcoes de interpolacao nj(Q) e
Vj(Q) sao lineares, o uso de coordenadas naturais for-

nece (ver figura IV.2.6}.

!
7; (Ep + 1) Q& ep
. ( 1)
= =4- _ - fa}
ny(E) = vi(8) =1 > g o€ e,
0 de outro modo.

(IV.2.21)

Quando a formula (IV.2.21) & considerada, a

expressao (IV.2.17) & dada da seguinte maneira

nm
. . = - — n, . dar — n.(D. dar
(H..) D](D ) + n. ( )I q
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nm 2 i_ or nm 3T nm
(H,.) = — n.(p, ) 4r + | — n.(p, )_ dT
1] p  caAt san 4 1 F P on J + F 4
e e J
P g

(IV.2.22)

Como as fungOes de interpolacao saoc expressas
em termos das coordenadas naturais £, € necessario proceder uma
mudanca de coordenadas antes das integragoes indicadas na
expressao (IV.2.22); esse assunto & considerado no apéndi

ce F.

Agora, levando-se em consideracao a  formula
m
(Iv.2.21) para 9 (T) constante, pode-se escrever a expres

sao (IV.2.20) como

> ( ]

nm nm nm nm [
(G..) =G, = v, F. dr + v. F dar

ij' i3 oat j i P 34 qJ

©p €q
nm
G.. =0 . IV.2.23

( lJ)F ( )

Quando n = m, o coeficiente (H?T)I na expressao (IV.2.22)
contém integrais que devem ser calculadas no sentido do va
lor principal de Cauchy. A fungao a ser integrada, apre
senta uma singularidade do tipo l/r conforme mostrado na
expressac (E.4). Entretanto, quando a discretizagao line-
ar & empregada, essas integrais desaparecem devido & orto-
gonalidade de Tk e n (ver figura IV.2.5) gue torna 3r/dn=

=0. Esse problema exige uma atengao especial, quando fun

¢oes de interpolagdo de ordem maior que a linear sao usa-
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das para aproximar a geometria do contorno T.

Ainda, gquando n = m, o coeficiente (G?T)I na
expressao (IV.2.23) contém integrais que possuem uma singu
laridade do tipo &nr. Essas integrais podem ser calcula-
das de maneira usual através da quadratura Gaussiana. En

tretanto, uma precisao maior pode ser obtida se essas inte

gragoes forem calculadas analiticamente, ao invés de nume-

ricamente, conforme mostrado no apendice F.

Os demais coeficientes nas expressoes (IV.2.

22) e (IV.2.23) podem ser calculados sem maiores problemas,

com ¢ uso das f£Ormulas de guadratura de Gauss.

Em razao da propriedade da causalidade (III.5.
3), existe uma situagdo em que & necessario se fazer inte
gragOes numéricas de fungoes que sao nulas sobre parte de
um elemento. Nesse caso, torna-se Obvio que uma precisao
maior pode ser obtida se tais integragdes forem calculadas
de j até k', ao invés de j até k, conforme mostrado na fi-

gura IV.2.7,

A solucao fundamental do problema sob conside
ragcao (ver equagdo (III.7.9)) sugere gue o nimerc de pon-
tos de Gauss pode ser gradualmente reduzido & medida que
(t - T) for crescendo. Esse procedimento foi usado na ana-
lise numérica desenvolvida nesta pesquisa, de modo a redu

zir o tempo de computacao.
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r

Figura IL.2.5 Discretizagdo Linear do Contorno M.

Ui&pr=YitEp)

{p=| ;p=o }’p |
) k| N

Figura T .2.6 Func3es de interpolagdo Lineares para ué p no
Contorno [ .
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T I O
] K ®
—— Sentido de Integragdo

FiguraIV 2. 7. integragdo sobre parte de um Elemento.

IV.3 - Integrais. de Dominio

As contribuig¢tes do dominio devido ds condi-

¢Oes iniciais podem ser calculados a partir da  expressao

(IV.2.7) que pode ser escrita como

-

(

n l *n l *n Buo
. = u_ . o
Fy - oi Vg d{q) + u, —=2 dal(q) +
C C j ar
9] Q
1 *p
+ ty | — B o u_ dR(q) (IV.3.1)
oi ©O
r
Q

onde u;? = u; (g,t,:8;) e Bé? = B;(q,tn;si)

Para que se possa fazer as integragoes indica
das na expressao (IV.3.l1l), o dominio Q@ & dividido em L sub
dominios (células) triangulares, Og r conforme mostrado na

figura (IV.3.1l). Dessa maneira, a expressao (IV.3.1l) pode

ser escrita como
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—

n L 1 . 1, fug
F, = 1 |— |u_ v auq + — | a2 —2aa(q) +
=1 |e? i o c o1 3y
1 o, o,
1 *n
+ _— 362 «Ja
t Ny BOi u_ d (q)' (IV.3.2)
o, J
Figura IL .3.1 Discretizagdo do Dominic /\.em Células Triangulares

No dominio assim discretizado, os deslocamen-
tos iniciais (ugy) e velocidades iniciais (vg) sao interpo-
lados linearmente. O procedimento aqui usado & o mesmo ado
tado por MANSUR [1], onde um sistema de coordenadas pola-
res (R,8) com centro no ponto fonte & utilizado, e, em se
guida as integragoes sao feitas analiticamente com respei-
to a coordenada R. Ja as integracgoes em relagao a 6, sao
feitas numericamente usando as férmulas da quadratura Gaus

siana unidimensional.

Procedendo da maneira descrita acima, obtem-

se as formulas que sequem:
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-
S X,

FiguroIL.3.2 Sistema de Coordenadas Polares Centrado no
Ponto Fonte S; .

L
n on on
F. = J (R, Vv +T u ) (IV.3.3)
1 0 Li oo i o
=1
com o = 1,2,3, onde v e un representam os valores de
oo oo

vo'e u, em um né o da céelula OR’ e,

eV
1 3
an
R, =— 7} [ [2 Ca('Ctn V,V,) +
21 c t=1 J
eu
+ D, (0) [—gi(e) Vive + cztﬁvaingde (IV.3.4)
Ov
Dok b2
T = 2 Cy - — |+
i t=1 v,
eIJ.

Vi

+ D (8) [ct [Vg + ——J - V1Vz]} do (IV.3.5)
a n Ve L
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Nas expressoes (IV.2.27) e (IV.2.28), t=1,2,

3 parau = 2,3,1 ev=1,3,2,

i i
rt(ﬁ) quando r (9) < ct,

i
cty, quando r _(8) > ctp-

(IV.3.6)

i -
e ry(8), 64, 6, e 8, sao mostrados na figura 1IV.3.3.

-2AY
bycos © + 04 sen 8

d!9}=

Figurc T 3.3 DefinigGes Necessdrias para a Integragao nas
Celulos .

Os demais sImbolos usados em (IV.3.4) e (IV.

3.5) sao dados abaixo:

ay = x| - xf
b =x, - X,
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0 X? XZ - x? xé
A, = (IV.3.7)
2
1
A = — (blaz - bzal)
2

(IvV.3.8)
(i=1,2,3)

A expressao (IV.3.8) refere-se 3 interpolacao
linear de u_ e v_ dentro de cada celula, onde u_. e v_, sap
o o oi oi

respectivamente o deslocamento inicial e a velocidade ini-

cial no nd i da célula Oy. A consideragdo de um sistema de
coordenadas polares (r,6), conforme mostrado na figura

(IV.3.2) torna necessario a definicaoc de

p =C + D (8)-r
o (84 o}
_ i3
onde Ca = Aa/ A (IV.3.9)
D, = (ba cos 9 + a, sen 8) /2A

sendo a = 1,2,3.

E, finalmente, V , V, e V, sao dados pela ex

pressao (IV.3.10) abaixo

i
v, = /ﬂ:tn —gt(e)

1
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i

v, = /ctn + g, (8) (IV.3.10)
gg (0)

V, = arc sen
CcCtnp

A integracgao em relacdo a 9 pode ser feita, co
mo ja foi comentado, com o uso da quadratura Gaussiana uni
dimensional. Isso pode ser feito de maneira simples, atra

vés da mudanga da varijdvel 6 conforme mostrado na expres

sac (IV.3.11)
- eu)+_;.(&v+ 04) (Iv.3.11)

onde & & definido no intervalo [-1,1).

Se a distribuicao da densidade das fontes po

de ser representada pela funcao Delta de Dirac, isto &,

Y(g,T) = £(1) 8{(g;qo) . (Iv.3.12)
a integracdo sobre { mostrada na expressao (IV.2.8) pode
ser feita analiticamente, fornecendo

rtn

n *
s; = £(1) W (ge, tp:Si,7) dt . (IV.3.13)
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Quando f(t) & linearmente interpolada ao lon

go do tempo, a seguinte expressao pode ser escrita

N
£(1) = § 8 (1) £ (IV.3.14)

onde 8 (1) & dado pela mesma expressao (IV.2.12) usada pa-
m m
ra ¢ (1) e f = f(ty). Dessa maneira, a expressio (IV.3.13)

pode ser escrita como

N
I nm
s, = 1 W, f° (IV.3.15)
1
m=1
onde
( m tm+l
nin — _ *n _ *n
W, EE ( (T tm)(ui )c dT + (tm+l T)(ui k: dT]
fm-1 m (IV.3.16)
=]
*n
(ui o = u(qc,tn,-Si,T) . (Iv.3.17)

A integragao analitica da expressao (IV.3.16) fornece

nm 2 c c
W = (Ei ) (Ei )F ] (IV.3.18)
cAt - I
nm nm, ¢
onde (Ei ) € (Ei )F podem ser obtidos a partir das ex
pressoes dadas no apendice E para o calculo de (E, ) e
i I

nm
(Ei )F fazendo r = r.i sendo ra dado por
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r = lq - qcl . (Iv.3.19)

Quando a densidade da fonte & distribuida so
bre , as integragOes no espago e no tempo podem ser fei-
tas sem nenhum problema com o auxilio das fungoes de inter

polacao que saoc dadas pelas expressoes (IV.3.8) e (IV.2.12).

Esse caso nao sera discutido aqui.

IV.4 - NOs Duplos

Uma situagao muito comum nos problemas de pro
pagacao de onda & a de p ser descontinua no contorno. Uma
maneira conveniente de se analisar esse tipo de problema
consiste em se considerar dois valores distintos das for-
cas de superficie, pd e pe » € dois valores de deslocamen
tos ud e u® na vizinhanca de cada ponto onde exista a pos-
sibilidade de que uma descontinuidade possa ocorrer (ver fi
gura IV.2.11). Dessa maneira, para cada um desses pontos,
duas incognitas extras no contorno sao introduzidas na ana
lise. Quando pd e p%, ou uwd(ue) e p€(pd) s3o prescritas,
a condicaoc de continuidade para os deslocamentos assegura

gue
u =u (IvV.4.1)

fornecendo a equagao extra necessaria. Quando sao usados

elementos constantes, esse problema & naturalmente conside

rado pela descontinuidade desses elementos. Entretanto,
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quando elementos lineares ou de maior ordem sao usados, uma
consideracao especial & necessaria. O sistema de equacoes
dado pela expressao (IV.2.4) pode ainda ser usado e a con-—
dicao (IV.4.1) pode ser introduzida através do uso de "nés
duplos", isto &, dois nds diferentes localizados em cada

ponto onde p possa ser descontinuo.

_.illl (TLTTETRER
C A
. P, e S AN p‘d
[ ]
rl
v
P ——

Figura IZL.4.1 Descontinuidade de p no Contorno [ .

Em um grande nimero de situacces nac & possi
vel se determinar a priori gquandc e onde as forgas de
superficie sdo descontinuas. Nesse caso, o valor médio das

incSgnitas deve ser esperado com o uso da analise numéri-

ca.

Uma outra maneira de se considerar desconti

nuidades & a do uso de elementos descontinuos. A desconti

nuidade & evitada com esse artificio, porque, conforme &



105

mostrado na figura (IV.4.2) os nbs dos elementos sdo loca-
lizados no interior dos elementos, ao invés de nas suas extre
midades. Deve ser reccnhecido que esse procedimento pode

também ser utilizado quando descontinuidades no tempo (em

ou/9t) puderem ocorrer em um problema.

Figura I¥. .4.2 Elementos Descontinuos Lineares,

Outra alternativa gue pode ser utilizada & a
do emprego do elemento interpolado, no qual a incognita no
dal é mantida no hd geométrico e o ponto de colocagdo & des

locado para o interior do elemento.
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CAPITULO V

ESQUEMA DE TRUNCAMENTO NO TEMPO E NO ESPACQO PARA

AS INTEGRAIS DE CONTORNO

V.l - Introducao

0 esquema de integragao, comegando sempre a
partir do tempo inicial em cada passo de tempo, que foi
mencionado nos capitulos III e IV, e que neste capitulo se
ra melhor explicado, apresenta a grande vantagem de evitar
os calculos parciais de u e de 3u/3t no dominio, a cada pas
so, e, com isso, torna desnecessario a discretizagao do do
minio com c&lulas internas e o conseqliente cdlculo das in-

tegrais de dominio associadas ds células.

Esse esquema, apesar de sua elegancia e da
precisao dos resultados com ele obtidos, tem sido de difi
cil aplicagdo, em virtude do tempo de computagdc e a memd-
ria de armazenamento requerida crescerem dramaticamente com
o aumento do nimerc de passos de tempo; ou seja, esse es—
guema s& & suficiente em anilises de fendmenos transientes

de curta duragao.

Recentemente, DEMIREL e WANG [7] propuseranm
uma técnica de truncamento para problemas de propagacdo de
onda transiente em duas dimensoces, na qual, no passo final

da andlise, sa3o desprezadas as contribuicdes anteriores a
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um tempo t estabelecido em funcao do tempo final

Lf
da anidlise a do raio médio entre os elemen

tos de contorno.

Na implementac@o numérica efetuada neste tra-

balho do esquema de truncamento sugerido por DEMIREL e
WANG, verificou-se que o mesmo apenas funcionava bem para
problemas em meios infinitos; e, quando aplicado para pro-
blemas em meios finitos, os resultados invalidavam comple-

tamente a analise.

Neste capitulo e discutido o esquema de trun-
camento sugerido por DEMIREL e WANG [7], e em seguida, pro
posto um novo procedimento para o truncamento, chamado de
truncamento intermediario, aplicavel tanto a meios finitos
como infinitos, que, mantendo o erro introduzido dentro de
limites aceitaveis para os fins dJde engenharia, possibilita
uma redugac maior gue a obtida por DEMIREL e WANG [ 7] tan
to no tempo de computagdo, como na membria de armazenamen-
to alocada, consequindo-se valores de até 65% de redugao no
tempo de processamento e acima de 80% de economiade mexdria

de armazenamento exigida, em relagao ac esquema convencional.

V.2 - Formulacao de DEMIREL e WANG

Na referéncia [ 7], DEMIREL e WANG fazem a pri
meira tentativa de otimizacao do procedimento de marcha no

tempo ja explicado, que, funcionando muito bem para meios

infinitos, serviu de orientag¢do para a fixagao do tempo
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de inicio do truncamento intermedidrio, que ser@ exposto

a partir da secgao V.3 do presente trabalho.

Nesta secdo, & feito um resumo da técnica pre
conizada por aqueles pesquisadores e os resultados com ela

obtidoecs.

Como ja foi mencionado, o esquema de marcha
no tempo adotado por MANSUR e BREBBIA [1, 2, 3], exige que
todas as integragoes no tempo sejam feitas desde o tempo
inicial até o tempo do passo em andlise. Esse esquema, le
va a um aumento dristico do tempo de processamento & medi-
da que o nimerc de passos & também incrementado. Foi pro-
curada uma redugao nesse tempo de computacgdo, mantendo - se
a precisao dos resultados dentro de limites aceitlveis.
Deve-se levar em conta, gque, o custo do truncamento & o]
da introdugao de um erro, cuja magnitude depende do niimero
de passos de tempo nao integrados na an8lise, podendo con-

segllentemente ser controlado.

Levando-se em conta a solugao fundamental pa
ra a equagao escalar da onda em duas dimensoces, que & agqui

repetida (v.2.1),

2C N _

u* = — H.[c(t;rl;RJ v.2,1}
Joe?(t-1)% - R?
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pode-se desenhar um grafico (figura Vv.2.1), da variagao de
u* com relacao a 71, para um dado r(g,x) e um tempo tgp.
Nesse grafico, torna-se aparente que, para um tempo tp su
ficientemente grande, existe um instante aqui denominado de
t;,, antes do qual as contribui¢oes para as integrais envol
vendo u® sdo insignificantes; podendo-se assim medificar os
limites de integracac na expressac [I11.8.18 de modo a que essa sejafei

ta de T=tfatét = tp - r/c, ao invés de T = 0 até T=tp-r/c.

®,

o ¥ ‘ ':
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;sz:"n + + i
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— c ~+
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Figuro V.2.! Variagdo de u”™ em relagdo a &
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E necessirio cbservar nesse momento, pois se
ra muito {itil a partir daqui, o modo que o grafico da fi-
gura V.2.l1 varia no tempo T, e, para isso convém analisar
as figuras (V.2.2.a-f) a seguir, onde o At utilizado e

t3o pequeno quanto se gqueira.
o
Y

2cC
Ve [A?i -R

b = e e e e = = = em e o —

"y

0 {5:151__2) {a}

— 8

c\(....._.._—-——--_...-.._)___..__.,,_

u*?

2¢

L =241
Vcliz a1 r?

{ =2A1~%l G

(b))
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- ;

G = nit
2¢ i
VeZinat2- R ) —
[
0 : . K.
(f) (&=nat- - )

i iaco * Relogdo ¢ T oo Longo do
ra¥.2.2 Variagdo de u™ com Relog ) |
ro Tempg & , Desde Imedigtamente opos O Iniclo de

Andlise {X.2.2.0), Ate'o seu Fim (3L.2.2.f )

Com o auxilio da figura V.2.2, & possivel vi-

sualizar claramente a propriedade de transla¢dao no tempo

da solugac fundamental u*, expressa matematicamente

por
(ITI.5.5). O tempo t mostrado na figura V.2.1 & variéavel
entretanto, T & constante para cada anflise e depende

apenas do raio médio e do tempo final tF' sendo dado por:

L™ °F L (v.2.2)
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Com essa nogao, procurou-se estabelecer um ca
minho seguro que permitisse a obtengao desse tempo tp, cor-
respondente ao tempo tF de cada problema. Comegando pelo
estabelecimento do parametro §, definido pela razao:

5 = , (V.2.3)

onde u* & dado por (V.2.1). No cdlculo do parametro 6,
substitui-se R de (V.2.1) por Rypadior due & o raio médio
entre os elementos do contorno, e foi definido tyeg como a

razao EEEQEE, onde ¢ & a velocidade de propagagao da onda.
c

Para o tempo tg, obtém-se a expressao [7]

1/2
o r[l_zr_ tmedr )
ty [_ tg tp
) 1/2 1-8
cre o fom ) fee)
[ ]_ L g J ty

a partir da qual, finalmente obtém-se:

-l -

L F 28

(V.2.5)
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onde

0 esquema proposto por DEMIREL e WANG [7] na
marcha no tempo indicada na figura V.2.2, terd inicio no

intervalo para o qual (tn - T.) = (n At - TL) > 0, confor

L
me mostrado na figura V.2.1 onde Ty, = tF— tL. O tempo
de iniciec de truncamento para © passo m @& th =
= tm - TL.

DEMIREL e WANG [ 7] sugerem que seja adotado

um valor de 6 = 0,20, com o gqual pode-se esperar uma redu
cao do tempo de processamento de aproximadamente 42% e uma
economia na memoria de armazenamento em torno de 62% para
125 passos de tempo. Com 150 passos, espera-se uma econo-

mia de 44% e 64% respectivamente.

Foi estudado também por agqueles pesquisadores a
crdan do erro introduzido com o truncamentc, sendo estabelecido
que o parametro § esta relacionado diretamente com © erro
relativo em cada ponto, nao sendo no entanto, uma relagéo
exatamente linear. Definindo agora (Er)pzyxr cOmo sendo a
maxima diferencga relativa em qualguer ponto. entre os valo-

res truncados e nao truncados do problema, isto &,
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abs {valor nao truncadc}- .abs {valor truncado}

(El‘)max - max ~
abs {valor nao truncado}

~—

(Vv.2.7)

foi indicada uma expectativa de que o (Erx)pax fOsse sempre
menor que o gquociente §/2 para 0,10 < § < 0,35. Em parti

cular, para o & indicado de 0,20, deve-se esperar um erro

maximo entre 7 e 8%, e, estendendo-se o valor de § até 0,35
que & o maximo aconselhado por essa formulacao, esse erro
pode ser superior a 15%, embora a redugao no tempo de pro-

cessamento para esse cas0o possa superar os 60%.

E importante observarmos agui, gue o erro men

cionado no trabalho de DEMIREL e WANG [7], traduz-se por
um amortecimento artificial no sistema (no caso de .ieios infinitos), cu
ja origem, & a da nao consideracao das matrizes de influencia entre o
tempo t=0 e o tempo t = ty, que nao sao nem calculadas e nem

armazenadas.

Deve-se notar ainda gue a discussao sobre a ma-
xima diferencga relativa (Er) gz dada pela expressao (V.2.7),
e valida apenas para os valores mdximos e nao para os mi-
nimos (zero, por exemplo), e, tambem gque & de se esperar
que o erro dependa do Rpzgie: ©OU seja, da geometria, aspec
to que teve sua relevancia diminuida por  DEMIREL e WANG
[7], e que se refletiu na perda de qualidade da solucaoc em
meios finitos, conforme serd visto no capitulo VI da presente

tese.
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V.3 - Truncamento Intermedidrio - Conceitos

A partir de um conceito muito simples ocorreu
a idéia do truncamento intermedi@rio. Da andlise da solu-
¢do fundamental (V.2.l1l), pode-se perceber que, a partir
de um tempo t da anilise, a relevancia de R® em relagao a
c?(t~1)? passa a ser peguena. Isto quer dizer, que, seja
em um meio finito ou infinito onde se esteja efetuando a
analise, os raios, isto &, as distdancias entre o ponto fon
te e cada um dos nds dos elementos de contorno, variarao mui
to pouco comparativamente & distancia c(t - T), comportando

-se aproximadamente como uma constante.

Essa nogado, também poderia ser obtida de um
exemplo numérico simples, como o obtido a partir da figu

ra vVv.3.1.

[\¥]

Figura V. 3.1 llustragdo Relativa ao Exemplo
Numerico.
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Se, por exemplo, a velocidade da onda fosse
c=1,0 m/s, R, = 2m, R, = 3m, R, = dm e R, = 5m, e o va-

lor de c{t -1) em determinadoc momento fosse 20m, um calcu-

lo da integral de u* por intermédio da regra de Simpson nos

5
4
3
g 2
\

Figura V. 3.2 Integragdo Sobre
uma Refa.

forneceria:

o(s ) T ﬂ

A As
__IﬁL§_i__L R
FiguraVv.3.3 Integragdo pela Regra de
Simpson.
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20

. al +u)  ul+ul wlew,
I= u ds = + + As =

{2 2 2

¢
As

= — (uf + Zu: + Zu: + uf) =

2

1 1 2 2 1

= + + + =
2

v 400-4 vy 400-9 Y 400-16 v 400-25

1

~— (0,0503 + 0,1012 + 0,1021 + 0,0516) =
2

0,3052

2

I =0,1526.

Como pode-se notar, pelas grandezas envolvi-
das, a diferenga entre o valor associado maior raio (R, =
5m) e o menor (R, = 2m), foi de 00,0516 - 0,0503 = 0,014;0u
seja, aproximadamente zero; e, como ja haviamos citado, o

raio efetivamente se comporta como uma constante.

Fazendo uso dessa propriedade da solugao fun-
damental (Vv.2.1l), se a constante mencionada for o raio mé

dio Rpggio entre os elementos do contorno, o cilculo acima

ficaria:
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1 1

/400 - (3,5) 19,69

H
|

= 00,1524

comparando-se as duas respostas, pode-se verificar que o €rro in-

troduzido foi de 0,0002 em termos absolutos e de 0,13% emn

termos relativos.

Apesar do exemplo numérico acima ser apenas
elucidativo, na tentativa de clarificar a ideia do método

de truncamento proposto, & oportuno notar que nes

exemplos testados no capitulo VI, para um truncamento a
partir de um ponto situado a uma distdncia de quatro vezes
maior dos raios do contorne, como foi o caso deste exemplo,
a ordem de grandeza dos erros absolutos e relativos foi e

xatamente a mesma que a cbtida neste exemplo; ou seja, en

torno de 0,1% para os erros relativos e entre 1.10_4 e

-4

5.10 para os erros absolutos.

L extensdao desse conceito & equagao in-

tegral (Vv.3.1) abaixo & praticamente imediata.

4m c(g) ufg,t) =

HE:(t-T),- le - p-dldr +
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Tty

| ¥R 2c [c(t-1) -R]

+ J — Hlc{t-t);R] u drdr +
o

r 9/ c?(e=1)2 —R?]?

2 Ju
+ Hlc(t-t} s R] — dldr (v.3.1)

o !p /c?(t-1)2-R2 3T

Deve ser notado aqui, que a expressao (V.3.1)
representa o caso particular de (III.8.18) para quando as
condicdes iniciais sao nulas, juntamente com a nao existég

cia de fontes no dominio.

A ideéia gque norteou esse trabalho, foi a da

divisao das integrais no tempo em trés intervalos:

(bt ot (e [t+
J - ¥ J ) (V.3.2)
0 0 ty te
sendo:
tL = tempo no qual sera iniciado o esgquema de truncamento
intermediario;
t_ = tempo no qual sera iniciado o esquema de cdlculo con-

vencional (sem truncamento) ;

t+ = tempo final.

Dessa maneira, a terceira e Gltima
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das integrais do lado direito de (V.3.2) representaria

o intervalo de tempo em que a frente da onda fundamental per
corre regidoes proximas ao contorno, onde o raio tem grande
relevancia na variacao de u*, nao podendo entdo ser considerado cons
tante. Com isso, nessa regiao, as matrizes de influéncia sdo cal-
culadas de forma convencional, usando matrizes tridimensio
nais (£,x,t) para o armazenamento dos coeficientes, o gque

resulta na maior precisdo possivel.

Na segunda das integrais do lado direito de
(Vv.3.2), entrara o truncamento intermedidrio propriamente
dito. Admite-se agui, gue essa integral represente ¢ in-
tervalo de tempo quando a frente da onda fundamental alcan
¢a regioces relativamente afastadas do contorno, onde varia
¢des no modulo do raio tem pouca influéncia na formacao do
valor de u*, Isto permitird que se use o conceito do trun
camento intermedidrio, aproximando o raio como uma constan
te Rmédio., representativa do raio médio entre os elementos
do contorno. O valor Rmédio = 0 foi também testado sem ne
nhuma vantagem adicional. Essa aproximag¢ao, de R::Rnédﬂai
constante, traz consigo a grande vantagem de permitir,
como sera visto mais detalhadamente na se¢ao V.5 que trata
da implementacao numérica, a separagao das integragdes no
espa¢o € no tempo, com © que nac mals serd necessa
rio o uso das matrizes tridimensionais, mas sim, de veto-
res e matrizes bidimensionais para o armazenamento dos coe
ficientes de influéncia. Torna-se claro, neste momento;

mesmo  sem uma discussao profunda neste ponto da

da tese, as excelentes perspectivas que esse enfoque traz



) 122

ac problema. A facilidade de se trabalhar com vetores e
matrizes bidimensionais, ao invés das matrizes tridimensio
nais do cadlculo convencional permite uma redugdo dristica
na memdria de armazenamento, além de diminuir também de
forma notével, o tempo de acesso da membria virtual para a

carga desses coeficientes,

Retornando 3@ expressdo (V.3.2), pode-se obser
var gue a primeira das integrais do lado direito serid re-
presentativa das regices muito afastadas do contorno, onde
& possivel admitir que a influéncia do raio para a forma
cao de u seja desprezivel. Pode-se entdo, aproximar o raio

como igual a zero, o gue implica em que u* torne-se uma

= 2 . ‘oa . . =
fungao apenas de ———, simplificando ainda mais o c¢&alcu
t-1

lo das expressoes constantes do apéendice E, sem, entretan-

to, introduzir erros adicionais relevantes 3 solugao.

A simplificagao descrita acima ji acarretaria

uma grande economia, entretanto, para (t-T1) muito grande,
maior economia & obtida se se ohservar que u?* (—=——)

tende rapidamente a zero.

Melhorando um pouco mais esse raciocinio, ob
serva~-se que essas integrais somarao termos cada vez menores
8 solugao; ou seja, somardo seguidos valores muito préxi-
mos de zero a cada passo, cmbora estejam efetuando todos

os cédlculos para isso. Percebe-se neste ponto da discus-
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sac, que para essa primeira integral, o enfoque & muito si
milar ao desenvolvido por DEMIREL e WABNG [7 ], o qual pode
ser adctado, permitindo uma economia adicional do tempo de

processamento e da memdria de armazenamento.

V.4 - Truncamento Intermediario - Expressdes Matematicas

Com os conceitos gue orientaram a pesquisa ja
delineados, conforme descrito no topico anterior, procu
rou-se, a sequir, viabilizar a sua adequacao ac Método dos
Elementos de Contorno, adaptando as equag¢des oriundas dos
capitulos III e IV, com vistas a sua implementacao numéri-

ca que sera descrita na segdo V.5 da presente tese.

0 esquema de truncamento intermediario sera
iniciadc a partir de um momento em que o valor de c({t -1),
comt <7<t . for suficientemente maior que Ry due € o0 maior
raio entre os elementos de contorno. O seu inicio, pode
ser fixado de duas maneiras. A primeira, como uma funcao
linear de Rpax, isto &, o truncamento comecara no passo de
tempo em que n-c+At > o *R .., onde n € 0 numero do pas-—
so de tempo em que esta a analise, e a gqualquer mimero real
entre entre 1,5 e c+ty/Rmax; ou seja, de modo a permitir que
pelo menos uma vez as solugoes u e p sejam calculadas de
modo completo, sem truncamento, para os pontos de maior
afastamento no contorno. Rigorosamente, o limite inferior
seria 1 (um}), mas, escolheu-se o valor de 1,5 de modo con

servadeor, pois os resultados numéricos obtidos indicam que

a minima precisao aceitadvel é conseguida para valores en-
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tre 1,3 e 1,4. O limite superior; & claro, corresponde ao
final da analise, hipotese, gue se adotada, n3o levaria a

nenhum truncamento.

A segunda maneira de se fixar o inicio do trun
camento, & através de uma funcdo que leve em conta a geo
metria do problema, usando, por exemplo, o raio médio, e o
tempo final da andlise. A funcdo escolhida pode ser gual-

quer, favorecendo um ou outro aspecto relevante da andli-

se. A fungao, tinj=tF—K.I%E33;:RmédiO poderia ser adotada,
sendo que K, a ser determinada, seria um numero real esco-
lhido em funcdo da aplicagao. Em razdo da sua consistén
cia, optou-se nesse trabalho, pelo tempo t1, proposto

por DEMIREL e WANG [7], e que ja foi objeto de apreciacio

na secaoc anterior.

Definindo assim o tempo de inicio do esquema
de truncamento, deve-se considerar o raio "R" constan
te ou nulo dando origem a dois esquemas de truncamen-
tos intermediarios, que serdo usados em sequéncia ou inde-
pendentemente. Esta consideragao sera introduzida nas ex-
pressoes ja integradas no tempo, dando origem ao esquema

intermediario.

A equagdo integral para um ndé tipico j e cor

respondendo a um tempo t da analise (figura V.4.1) & [1]:
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Elemento k

Figura V.4.1 Definigdo de um Contornc Qualquer com
nos j ¢ Elementos k
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(g ) i
djl It D Py )
- ) J . i T (v.4.4)
ldszk i=1 21T('ti+l - t,) P, jk
1
Jejl m kB uli
l - ) J . (v.4.5)
e, i=1 27 (t, - &) i
t szk + i+l tuz Kk
£5.)  mol P, [pitd)
= 3 ] : { (V.4.6)
[szj l=l ZTT (tl+l - ti) [pl-[-l
. k 2 k
i+1,
= . . (v.4.7)
L _ i+1
loszk i=1 2 (tl+l t.) u K

Sendo que os coeficientes D, E, F e O das expressoes (IV.4.

4) a (v.4.7) sao dados por :

2 _ 2_2'_ 2 - 2_2‘
_ /E (t ti+l) R /E {t ti) R
D = - -
C

[ /e (b -t

/et -t;)* -R® +c(t -ty) J

) 2 —R? +c(t -t )‘
i+l i+l

- -ty

(V.4.8)
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_ N 2 _ ey 2 2 vz _
1 )/C(t ti+l) R .C ti ti+l(2t ti)+C ti+l [R(ti'i'l t)-ct ]+C ti+l(ti t) le(ti+l t) (Ct+R)—_I+

© | Yottt )R Vo (-t )2 -R""[(t-ti+l)- Jo? (t-t)? =R? + (t-tq)» /o2 (t-t; )2 —sz

)
(t-ti) *R c{t, ,-t.) -R
. i + [ i+l i -.l [ (V.4.9)
(t=t; )V e (t=t;)% -R® + (t-t;)- Vel (t-t, 1) ? -R* Ve (t-t4)2 —RZ'J
/et (t-t; )%~ R? - /cP(t-t,) ?- RY /e (t-t,, ;)%= R? +clt-t, ;) \
- - (t_ti).gn 1 = (v.4.10)
c Jc? (t-ti)? -R®* +c(t-ty)
) i j /c(t—ti_l_l)—R. c?t? (2t-t )+ oty [R(ti+l—t)— ctz-J +ett, (s -t) 2= RL(ti+l—t) (c t+R)]
¢ | Yolt-t, 1)+R /c"(t-ti)z—RZ‘-[(t-tiJrl) /eZ (t-t ) T-R? + (t-t,) > /e (t-t, )2 -RfJ
(t=t,)*lc t,~ c t, - R R
- = [ = itl :l - (V.4.11)
- o/ ct(t- 202 —ts) o/ c¥(tm 2 n? Jo? (t=t. ) 2=R2
(b=t 1)V c(t=t;) 2=R* + (t-t;) c?(t-t, 1) *~ R c? (t-t;)2-R

8CT
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Deve ser observado que, conforme MANSUR { 1] e
MANSUR e BREBBIA [ 2-3] estas expressoes sao validas guan-

do a frente da onda fundamental ja passou completamente o elamento.

E nas expressdes (vV.4.8) a (V.4.1ll) que sera
operado o truncamento intermediario propriamente dito. Os
coeficientes D, E, F e O serac considerados independentes

de R, que sera substituido por Rpédic.

A substituig¢ao de R por Rpmédio naguelas expres

sOes & imediata e nao serd feita aqui.

Como ja foi mencionado, 0 truncamento intermedia
rio permite que as integragoes no espaco e no tempo sejam
feitas separadamente. Na verdade, a integragéo no espago
é feita apenas uma Unica vez apbs iniciado o  truncamento
intermediario. Este fato deve-se d consideracdo do raio como
uma constante, fazendo que a integral no espaco, uma vez
calculada, nao sofra mais variagao até o final da anali-
se. Pode-se, entao, armazenar os coeficientes oriundos da
integracao no espago em um vetor e uma matriz bi-dimensio-
nal, para serem multiplicados pelos coeficientes advindos
da integracao no tempo, que continuardo a ser alterados a

cada passo.

E essa particularidade do truncamento interme
didrio, que permite a redugao das matrizes tridimensionais
(ponto fonte, elemento, tempo) D e E para os vetores DD e

EE (tempo) e DG (ponto campo) e a matriz EH (pontos fonte,
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elemento), permitindo a notavel economia de memdria de
armazenamento proporcionada por esse esquema, € também a

econcmia no nimero de operacoes.

Antes de se discutir & implementagao numérica,
gue seri objeto do tdpico V.5 desta tese, convém notar que
o truncamento intermediirio foi idealizado tanto para o con
torno como para os pontos interncos. Essa implementagéo, a
1ém de tornar ainda mais eficiente o esquema proposto, tam
bém & necessiria; pois assim, & possivel continuar utilizando a
resma area das matrizes D e E tridimensionais usadas no contor-
no, evitando a definigao de novas areas para esse fim.

Isto posto, pode-se estudar a sequir a implementacao numérica.

V.5 - Implementacdo Numérica do Truncamento Intermediario

V.5.1 - Calculo das incbgnitas a cada passo de tempo:

O esquema de marcha no tempo usado por COLE
et al [57], WROBEL e BRERBRBIA [64], MANSUR [1], e por MAN-
SUR e BREBBIA [ 2-4], comegando sempre a partir do tempo ini
eial, permice que se obtenha as incognitas u e p no contorno, a
cada passo da analise. Se isso & desejado, & conveniente

escrever a equacao (IV,2.4) da seguinte maneira (os termos

n n ~ ~ . . PR

; € Si nao sao considerados agui apenas por coeréncia com
a expressao (V.3.l1l), devendo ser notade ainda, que a con-
vengdo para o somatdrio anteriormente estabelecido ndo se

aplica aqui):
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n-1 J n-1 J 1
D S ) &Pt L (s

=1 j=1 i3 1 =1 5=1 i3 34

A equagao (V.5.1) também pode ser escrita como
§u=§13+§ (Vv.5.2)

onde H e G sao matrizes quadradas de ordem (J xJ) e u, p e

B sao vetores.

Se as condigdes de contorno num tempo tn sao
consideradas e o sistema de equagOes que se originarada & re

ordenado, a expressao (V.5.2) pode ser escrita como

1

y =C (V.5.3)

- P n n -
onde o vetor y € formado pelas incognitas uj e pj nos nos

do contorno.

Nos exemplos analisados no capitulo VI as con
digoes de contorno sdo sempre do mesmo tipo, isto &, um nd
gue teve u (ou p) inicialmente prescrito tera somente u
(ou p} prescrito até o fim da andlise transiente. Em conse

gquéncia disso, devido & propriedade de translagdo no tempo
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da solugao fundamental (ver expressao (III.5.5)), A sd pre
cisa ser invertida uma Gnica vez em toda a andlise, e isto
€ feito, usando-se o conhecido esquema de Eliminagao de

Gauss para inversac de matrizes.

Para tornar mais claro como isso ocorre, & ne
cessaria uma comparagao entre as expressoes (V.5.1), (V.5.2)

e (V.5.3). Observa-se gue o vetor B & formado pelos termos

1ot g nm m n-1 J m]
— -1 Y H. ., ou, + } G.. p. gque representam o
47 { m=1 j=1 *J J m=1 j=1 4 3

- . . nm nm
somatorio dos produtos das matrizes H e G

pelas incog
nitas de todos os passos anteriores (gue no passo atual ja
- i m m ) -
sao conhecidas) u, e pj . A consideracao desse produto,
J
gue como ja foi dito, abrange todos os passos anteriores,
equivale a se integrar em todos os passos desde o tempo

inicial.

Continuando com a comparacao, pode-se notar que, O
vetor C & formado pela soma do vetor B ja descrito, com um
vetor g representativo dos produtos das linhas das matri
zes H e G pelos termos prescritos u; e Ei dos vetores u

-~

e p, durante a reordenacao gque transformard (vV.5.2) em

(v.5.3).

Esse predmbulo foi necessdrio, para mostrar que
a propriedade de translacac no tempo (III.5.5) permite
duas consideracdes: A primeira, é que esse vetor C, representan

do toda a histdria da andlise até o passo n-1, para repre
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sentar também até o passo n, torna-se necessario calcular
n’l nl'l = a P 37
apenas H e G , atraves das expressoces (V.4.8) a (V.
4,11), ou suas versoes particularizadas (ver referéncia [1])},
e refazer os produtos indicados na expressac (V.5.1) de m=
=1 até n. A segunda, que agora se torna evidente, & que
a matriz A, que foi formada na reordenagao, pelas linhas de
H e G que multiplicavam as incOgnitas u e p, nao necessita

~

ser alterada ao longo da analise, pois como pode ser observado

(n+2) (m+) s3o

i ) nm
mais uma vez de {(IV.2.11), as matrizes A e A
iguais. Como a matriz A nao sofrera alteracao, ela & a mes
ma do primeiro passo de tempo, permitindo escrever, a par-

tir de (V.5.3}
y =A'¢ (V.5.4)

de modo que as incdgnitas u? e p? sejam calculadas a cada
passo, por uma simples multiplicag¢do de uma matriz por um
vetor, uma vez gue é-l foi obtida, como jia foi mencicnado,
no primeiro intervalo de tempo. Dessa maneira, sao calcu-
lados os valores de u e p para o segundo intervalo de tem

po, e para 08 seguintes, sucessivamente, até o final da ani

lise,

V.5.2 - Truncamento Intermedidrio para as Integrais do

Contorno

O cdlculo de Rpzag;, © Rmax pode ser feito no
inicio do programa por intermédio de algoritmos simples,co

mo o gue exemplificamos abaixo para o raio médio:
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RMEDIO = 0.
DO 1 J =1, NN
DOl K= 1, NN

2 2
CR==//EXLJ1-XLKJ + [y(J)—y(Kﬂ

RMEDIQ = RMEDIO + CR
1 CONTINUE

RMEDIO = RMEDIO/ (NN* (NN-1)) (V.5.5)
Com os valores de R dio © Rmax ja calculados, deter

mina-se a sequir, o tempo tL, correspondente ao inicio do esquema de
truncamento intermediaric, usado nas expressdes (V.2.4) e (V.2.5). Es
sas expressoes, fornecem um bom indicativo do critério de truncamento,

- > 5 -t - ; .
c(t-1)> R ay: Convenm observar que T et determina o tempo de ini
clo de truncamento para o tempo presente ty. sendo este calculado por

tLIrl =tm - T Obviamente, se tIHl< 0, nao havera truncamento.

O parametro § sado na expressao (V.2.5), teve
sua faixa de valores utiliziveis ampliada com a implementa
cao do truncamento intermedidrioc. Na referéncia [7], DEMIREL
€ WANG recomendam o uso de ¢ variando entre 0,10 e 0,35 pa
ra a média de erros relativos mximos assumindo valores en
tre 5% e 17,5%. No truncamento intermediario, a faixa de
valores recomendados para § passa para a variagao de 0,20
a 0,55; o que, na pratica, corresponde a m&dia de erros

relativos maximos variando de 0,23% a 8,98%.

Deve ser observado que, quanto maior o § esco
lhido, maior o truncamento executado, tornando mais barata

a andlise, poré&m, ao custo de se aumentar o erro
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maximo relativo introduzido na mesma. E também necessario
observar que os valores dos erros relativos esperados por
DEMIREL e WANG (entre 5 e 17,5%) sO se verificaram efetiva
mente em meios infinitos, sendo que para meios finitos es-
ses erros cresciam dramaticamente, chegando em alguns ca-
SOS a erros superiores a 1000%. Ja a faixa de erros men-
cionada para o truncamento intermedifrio (entre 0,23% e
8,98%), fol verificada tanto para exemplos em meios fini-
tos como também para meios infinitos.

Com a determinagao do t_, fixando o inicio do

LI
truncamento, O programa seri executado da manei
ra convencional, sem truncamento, até que seja atingido o
passo de tempo em que n.A4At > tn onde n & o nimero do pas
so de tempo em que esta a andlise. Nesse ponto, passare-
mos a calcular os coeficientes D, E, F e 0 (V.4.8) a (V.4.11),

j& mencionados, de forma aproximada, como serad visto a se

guir.

V.5.3 - Integracao sobre Elementos (Integracao no Espaco)

J& foi cbservado que, uma vez iniciado o trunca
mento intermedidrio, a integragao no espago necessita ser
realizado apenas uma vez.Agora, sera demonstrado como isso

é feito.

Quando a faixa de truncamento intermedidrio

for iniciada, R serd considerado constante. Neste caso,

. k k
deve-se calcular as matrizes hS e g
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g]; = J [Nl(n) Nz(ﬂ)] dey (V.5.6)
®k
h, = [ | Ny () Nz(n)]. - (V.5.7)

ey

A integracac de (V.5.6) nao apresenta maiores difi

culdades, e & independente da posigao do ponto fonte.

k J [—l (-n)  ——(1+ )] a
S d 2 2 k
k
1
1 1 21
= J [:—(.1—11) —(l+n)] k dn =
2 2 2
-1
£ 1 1 1 L 1
:[__kJ dn—&]‘_{.—{ ndn _R.Ljdnq.__].(_J ndn:lz
4 2 2 4 2 2 4
% '3
2
k1

Na integragac de (V.5.,7), & preciso observar

' a . JR
que devido & ocorréncia do termo ——, representativo da de
an

rivada do raio em relagao & normal, gue varia ao longo de

cada elemento e também para cada posicac do ponto fonte, tor
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na-se necessaria a utilizagdo de uma subrotina de integra-

ca0 numérica gue utiliza a quadratura de Gauss, especifica para es

se fim.

Esta subrotina & de facil implementagac e, pa

ra tanto, sugere-se o algoritmo abaixo:

Para k=1, niimeroc de elementos

Para J=1, niimero de nbés do contorno

Faga

Cdlculo das projegoes no eixo X e Y dos extremos do elemento

Cilculo dos cossenos diretores da normal ao elemento

Fim.

Para kk =1, nlimero de pontos de integragao de Gauss

Facga

Fim;

Calculo das coordenadas naturais do ponto Xint

Multiplicagaoc das coordenadas naturais pelos pe-
sos de Gauss

Calculo do Raio entre o ponto fonte e o ponto Xint

Cdlculo da derivada do raioc em relagaoc a normal

&35% no ponto X,
3n int

por N;{n) e acumulacgac em ETy

Multiplicagdo de
an

Idem, por N, (n) e acumulagao em ET:

(Vv.5.9)

A subrotina descrita acima fornecera como

salda os valores relativos & integragac em cada "elemento,

sendo esses, armazenados em uma matriz bidimensional (pon
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to fonte, elemento) chamada de EH. J3a os coefi-
cientes obtidos de (V.5.8), sac armazenados em um vetor de
nimero de posigoes igual ao nimero de elementos de contor

no, chamado de DG.

V.5.4 - Integragac no Tempo e Produto das Matrizes

A integragao no tempo & calculada por intermé
dio das expressoes (V.4.8) a (V.4.11), onde R foi substi

tuido por Rm Isto & feito em uma nova subrotina, es-

edio”
pecifica para © truncamento no tempo. Deve ser obser-
vado, que essa nova subrotina nada mais & do que um blo-
co da subrotina de integragao convencional, que considera
a integracac no espago e no tempo, simultaneamente a cada
passo. Dessa maneira, como o trecho que faz a integragao
no espagc na subrotina original, foi eliminado nessa nova
subrotina, basta apenas ser acrescentada a:Umtrm§k>R=3mxﬁo
no comego desta e alterarmos seus paradmetros de saida, que
de um nimero de seis originalmente, passaraoc a ser apenas

trés, recebendo os valores dos novos coeficientes F, E e O

aproximados.

A partir dos calculos dos coeficientes F, E e
O de maneira aproximada, estes sao armazenados nos vetores
DD (ceoeficiente F no fim do intervalo) e EE ({(coeficientes

E e O, no comegco e fim do intervalo, respectivamente).

Para a obtengaoc do vetor C, de (V.5.3)e (V.54
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no passo de tempo em cursc, resta ainda a multiplicagao das
matrizes D e E, que armazenam os coeficientes calculados
de forma completa nos passos anteriores, e dos vetores DD,
EE e DG e da matriz EH que armazenam OS novos coeficientes,
calculados de forma aproximada, por todos os valores de u?
e p? desde o inicio da anidlise até o passo imediatamente
anterior ao atual. Essa multiplicagaoc j& foi mencionada
na secao V.5.1, e pode ser observada tamb&m nas expressoes

(V.4.4) a (v.4.7).

0 cdlculo e o armazenamento na posigac I do
vetor C (no modo convencional), € procedido segundo a ins-

trugao (linguagem FORTRAN) :

P(I) =P(I) +D(I,J,KK} * DFI(J,K) +E(I,J,KK)*FI(J,K)

(v.5.10)

Nota-se em (V.5.10) que o vetor C foi renomea
do para P, de modo a evitar qualquer confusdo com C, gque &
a velocidade de propagagao da onda. Em (V.5.10), os Indi-
ces I e J variarado de 1 ao nimero de nds do contorno NN, e

os Indices KK e K sao referidos ao tempo.

A programagdo de como esses indices KK e K
serao operados, pode ser feita de diversas maneiras. Suge-
re-se abaixo, como exemplo, dois esquemas possiIveis; onde,
para facilitar a compreensac, sac apresentados apenas os In-
dices relativos ao tempo e as matrizes D e DEI, ficando

claro, porém, gque o mesmo procedimento & aplicado para as
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matrizes E e FI. Nos exemplos que se seguem, o nimero de

passos de tempo (NDT) sera sempre sete.
19 Esquema: Matrizes D e DFI variando de 1 a NDT = 7

19 Passo: [rh] . {DFI1,}

. DFI,
29 Passo: [Dl D{} DFI

( 3

DFI ;

39 Passos: [b1Dzé% {DFI, |
DFI:

J

3

(DFI, |
DFIs
DFI,
‘DFIIJ

49 Passo: [§1D2D3?J ]

DFIs

‘ DFI,

5¢ Passo: E@[hDﬂhﬁq DFT 3
- DFI»

DFI;

( DFI,
DFIs

_ DFI,
69 Passo: EJlDzDgDuDsD{l { DRI
DFI,
DFI,;

3

(DFI,
DFT¢
DFIs
DFI;.P
DFI;
DFI»
DFI;

79 Passo: ElezDgDuDstDzl <

(V.5.11)
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29 Esquema: Matriz D variandec de NDT, ..., 1 e matriz DFI

variando de 1, ..., NDT.

19 Passo: [D;] {DFI,}

29 Passo: [D5D7 {g?%i

DFI;
39 Passo: [DsDaD{] DFI,
DFI,

DFII]

49 Passo: [DquDeD;] gg%i[

DFI,

DFI, |

DF I,
5¢ Passo: [DquDsDGD{} DFIs
DF Iy
DFI:

DFI;

DFI,
69 Passo: [DzDquDSDGD',] DFI;
DFT,
DFI s
DFIg

DFI,
DFI,
DFI
DFI,
DFI;
DFI,
DFI,|

~

79 Passo: [D1D2D3D|+D5D5D7—l {

(V.5.12)
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£ conveniente observar agui, que, em cada
passo u e p (FI e DFI) sao multiplicados pelos valores no
comego do intervalo, e, apds a multiplicagac de (V.5.4),
cbtém~-se as incbgnitas u e p no final do intervalo em curso.

Assim, no primeiro passo, sao obtidas u,; e p, (FI; e DFI;);

no segundo, u; € p; (FI; e DFI4), e assim sucessivamente,
lembrando ainda, que u; e p; saco as condigoOes iniciais no

contorno, gue sao prescritas.

Ambos ©os esquemas citados sac igualmente efi-
cientes e de rapida implementacgdo.Sac descritas, a seguir,
as implementagées, convencional e truncadas, para © segun

do esquema (V.5.12).

No segundo esguema, a troca de iIndices para
gue esses sejam armazenados em ordem decrescente nas matri
zes D e E, sao feitas a partir do programa principal. As-
sim, a subrotina de multiplicagao pode ser implementada da

seguinte forma:



143

) _ IB =NDT - IU +1
Fixagao da variagdac dos Indices {, _ 0
Para KK variando de IB até NDT
Faca
K =K+1
Para I variando de 1 até NN
Para J variando de 1 até NN
Faga

P(I) = P(I) +D(I,J,KK)* DFI(J,K) +E{I,J,KK)*FI (J,K)

(V.5.13)

A subrotina acima € a da multiplicagao conven
cional, onde IU representa o passo de tempo em curso, NDT
o numero total de passos de tempo de andlise e NN o nimero

total de nds do contorno.

Para o truncamento intermedidrio, deve-se mo-
dificar a subrotina acima (V.5.13) e criar uma nova na
qual os indices IB e k sdo modificados da sequinte ma-

neira:
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IB = NDT - IUU + 1

=
t

i - IUU (V.5.14)

onde IUU e o numero do passo de tempo em curso até o ini-
cio do truncamento intermediarioc, e apds este iniciado, nao
sofrerd mais variacao, permanecendo com a informacao do ul
timo passo em que as matrizes D e E sao calculados de for-

ma completa.

A nova subrotina mencionada, farda o produto
dos novos vetores DD, EE e DG e da nova matriz EH pelas ma
trizes FI e DFI, que armazenam os coeficientes da integra
¢ao no tempo e no espago calculados de forma aproximada,
pelas matrizes FI e DFI (u e p), e pode ser implementada

COmoC segue:

IB = NDT -IU+1
Fixagao da variagao dos Indices { IBF = NDT -IUU +1
K =0
Para KK variando de IB até IBF
Faca
K = K+l
Para J variandc de 1 até NN
Faca
DW = DG(J) *DD(KK) *DFI(J,K)
EW = EE(KK) *FI(J,K)
Para I variando de 1 até NN
Faca
P(I) = P(I) + DW + EH(I,J)=«EW
Fim;
Fim;
Fim;

Fim.
(Vv.5.15)
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E importante observar que, apds iniciado o
truncamento intermedidrio, as duas subrotinas sao executa-
das em sequéncia, a cada passo de tempo. A primeira conti
nuard a fazer os produtos das matrizes completas D e E, ja
calculadas para os passosg gue antecederam O truncamento in
termediario, pelas matrizes E; e DEI; e a segunda, calcula
rd os produtos dos novos vetores e matrizes que continua-
rao a ser alterados a cada passo de tempo, pelas mesmas ma
trizes FI e DFI. Assim, o vetor 9 de (V.5.3}) e (Vv.5.4),
recebera o somatdrio das contribuicgoes das matrizes calcu-
ladas de forma completa e de forma aproximada, a cada pas

so de tempo.

Com a implementag¢ao das modificagdes e roti-
nas aqui propostas, (V.5.12) assumira a seguinte
forma para o truncamento intermediario comecando
no 49 passo de tempo; isto &, as matrizes D e E sao

calculadas até o 39 passo de tempo inclusive;

1¢ Passo: [?{J {DFI,}

— )
22 Passo: {_DGDE} {DFI‘}

| DFI, |

DFIll
39 Passo: [%sDBDEI DFI>

DFIgJ
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4Q Passo:
DFI, Dlel
[Ds D5D7:l . DFIB + [:DDM DDS_J . DFIz
) DFI, J
5¢ Passo:
_ [ pFI1, DF11]
[DsDeDy . { DFI, } + [énannunnz1. DFI.
_ -t
DFIs | DFIsj
62 Passo:
DFI., DFI,
]—Ds D.;D—Zl DFIs b+ [DD2 DD, DD, DD{[ DFI,
L DFI;
DFI;
{ DFI,
79 Passo:
f 3
DFI,
DFIs ¥ DFI,
+ DD ;
I:DSDG D;] DFI, I_131:)1 DD, DD3 DDy 5:’ {DFIS \
{ DFI, DFI.
DFIs
L J
(Vv.5.16)

Pode-se observar de (V.5.16) gue aparentemen
te os produtos, Ds;*DFI; e DDs*DFI,, Dg*DFI, e DDs*DFI,,
Ds*DFI4 e DDs*DFI., €, Ds*DFIs e DDs*DFIs, estdo sendo fei
tos em duplicidade, e representariam a mesma contribuicao.
Na realidade, isto nao acontece; pois, a finalidade de as-

sim procedermos, & que, desta maneira estaremos levando em
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consideragao as contribuic¢Oes de ambas as fungbes de inter-
polagdo concorrentes num nd de um elemento, como pode ser

visto da figura V.5.1.

i+ £:0 A
Zq° !

Figura V.5.1 Fungoes de Inferpolagde Lineares no Espago
Para Ue P no Contorno 1,

Comc pode ser observado, metade das contribui
¢Oes ao vetor C em um nd j do contorno, virad da matriz D

(ou E) e a outra metade das matrizes uni e bidimensiocnais

DG*DD (ou Eﬁ*EE).

Com a discussao acima, encerra-se a implemen-
tagao do truncamento intermediario para © contorno, e, sera

examinada em seguida a implementacao do truncamento misto.
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V.5.5 - Truncamento Misto para o Contorno

O truncamento misto, como ja foi mencionado an
teriormente, trata-se da combinagdo dos truncamento inter
mediario proposto por esta tese, com o truncamento total,
preconizado por DEMIREL e WANG [ 7 ]. Agqueles autores, suge
riram um método no qual seriam desprezadas as contribuicdes &
equagdo integral (V.3.1) relacionadas a tempos T anteriores a um tem-
pc t;, camo ja fol explanado na segao V.2 desta tese. Na
implementacao gque fol escolhida, optou -se pelo 29 es
quema de multiplicagdac de matrizes (V.5.12), invertendo a
numeracac dos indices das matrizes D e E, o intervalo de

tempo 0 a t passou a corresponder ao intervalo de tempo

LI

(t —tL) at Com isso, nao se integra nos passos de tem-

F F’

po posteriores ao tempo (tF -1ﬁ) da analise, e conseqiente

mente nao se calculam os vetores correspondentes, DD e EE.

A implementagac do truncamento total apds o
truncamento intermediario & imediata. Para esse fim bas
ta apenas que se altere a segunda das subrotinas de multiplica
g¢dao ja descritas, uma vez que ndo serd necessario o cilculo

de nenhuma nova matriz.

A modificagao requerida, & similar a que foi
troduzida na subrotina original guando da implementacgdoc do
truncamento intermedidrio. Define-se agora, IUD como sendo
0 passo de tempo atual, durante © truncamento intermedia-

rio. Uma vez comegado © truncamento total, IUD permanece-
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ra fixo, com a informagdo do nimero do passo imediatamente
anterior ao inicio do truncamento total; ou seja, o© passo
em que pela Ultima vez sao calculados os coeficientes dos ve
DD e EE. Para se implementar truncamento total, & neces
sdrio apenas fixar novos Indices IB, 1IBF e K no come

¢o da subrotina, gque ficarao como segue:
IB = NDT -IUD+1
IBF = NDT - IUU +1
K = 1IU-IUD (V.5.17)
Com estas modificagoes, a multiplicagao de
matrizes para um exemplo com 7 passos de tempo, e os trun-

camentos intermedidrio e total, comegando no 49 e no 69 pas

sos respectivamente, ficaria:

1¢ Passo: [p7] {DFI,}

DFIl
29 Passo: [és :} DFIz

DFI,
39 Passo: I:D5D5D7:l DFI»
{DFIg
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4¢ Passo:
DFIzl
DFI
[Ds D;,D::—I DFI; + [DDq DDJ ) F1.
; — DFI:
l DFTs
5¢ Passo:
DFI: DFI,
[Ds Ds D:E DFIy ¢ + [DD'_:, DDy DD 5:[ . DFI:
- lDFls DFI;
69 Passo:
DFIs) DFI2
[Ds D¢ Dzr DFIs + [DDsDDuDDs] DFI
DFIs ) lDFIu
79 Passo:
DFIs (DFI; )
{55 DsD] DFIg ; + [%Da DDuDD;] DFI,
- iDFI7 ~ | DFIs
(V.5.18)

Com © truncamento misto que foi descrito aci
ma, encerra- se a implementagdo do esquema de truncamen
to para o contorno, e, sera visto agora a implementacao dos

truncamentos intermediario e misto para os pontos internos.
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V.5.6 - Truncamentos Intermediario e Misto para os Pontos

Internos

Os conceitos que foram usados para o desenvol
vimento do esquema de truncamentoc intermediario para o con-
torno, continuam inteiramente validos para os pontos inter
nos. Entretanto, para efeito de generalizacgao, o conceito
de raio médio exige uma apreciagdc diferente da que foi usada
no contorno. A razao disto, & que, embora a variagdo do raio
médio para pontos dentro de um dominic fechado (meio fini-
to) seja pequena, isto nao & necessariamente verdade para

meios infinitos.

Isto pode ser melhor observado, nas figu-

ras V.5.2 e V.5.3, na pagina seguinte.

Dessa maneira, € facil observar que, enguanto
Rmédio Unico representaria satisfatoriamente todos os
pontos internos em um dominio fechado, isto nao aconteceria
para um dominioc aberto, onde o raio médio Gnico poderia in-

validar a analise quando comegassem Os truncamentos interme

diaric e total.

Com essa consideragao adicional, a implementa
gao dos esquemas de truncamento propostos para oOs pontos in
ternos ficar& muito similar & implementagdo feita para o

contorno.
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Figura V.S. 2 Raio Medio e Raio Maximo para Pontos Internos em
Meios Finitos

Figura V.5.3 Raio Medio para Pontos Internos em Meios
Infinitos.
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A diferenga & que deve-se tratar cada ponto
interno comeo um problema novo, definindc vetores para o ar-
mazenamento de cada raio médio RMEDI , para guardar a indica
¢aoc se o truncamento j& foi iniciado IFLAG, e para os pas-
sos anteriores 3 entrada nos dois esquemas de truncamento

IULI e IUDI.

Com isso torna-se necessario também a definicao de
duas novas matrizes bidimensionais DDI (ponto interno, tem
po) e EEI (ponto interno, tempo), em substituicao aos veto

res DD e EE adotados no contorno.

Os demais passos da implementagaoc, tornam-se
inteiramente equivalentes acs do contorno, inclusive com a
substituigao de R por RMEDI(J) na subrotina que fard a inte
gragdo no tempo aproximada e o armazenamento nas novas ma-

trizes DDI e EQI.

E importante notar aqui, que, para pontos
internos em meios infinitos, o esquema do calculo de t; pro
posto por DEMIREL e WANG [ 7], nao funcionou satisfatoria-
mente. Isto levou a que O truncamento intermediario come
¢asse antes do que seria recomendado. Esse problema foi cor
rigido, com a adogao de uma folga no calculo de cada tLi,
que seria tanto menor, quanto mais afastado o ponto estives
se do contorno. Essa folga foi estabelecida como fungdo da
R (maximo raio entre os elementos do contorno) sendo ajus

max

tada uma curva hiperbdlica, cuja equagdo é&:
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6,02 - R __
6 = -0,7774 + m

(V.5.19)

Rmedio.
1

e, gue fornecerd o coeficiente 6 a ser adotado no cédlcu

lo de t 4 em (V.2.4) e (V.2.5), da seguinte maneira:

Rpmedio, R
tmed = — "1 4 g, —DaX (V.5.20)
i C C

Dessa maneira, a implementaééo computacional
dos esquemas de truncamento intermediario e misto pode ser
facilmente executada, tanto para o contorno gquantc para os
pontos internos, e, no capitulo sequinte, serao examinados os

exemplos de aplicagdo analisados nesta tese.
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cAPITULO VI

EXEMPLOS DE APLICACAO

VIi.1l - Introdugao

A implementagac computacional do programa,
codificado em linguagem FORTRAN, foi feita num computador

IBM versao 4381.

Os resultados obtidos sao comparados com 0s
consequidcos de forma convencional, sem truncamento, por
MANSUR [1]. A validade da formulagao convencional 3ja foi
demonstrada na referéncia [1l]; na qual, os mesmos exemplos
aqui mostrados sac confrontados com as respectivas solu -

¢oes analiticas.

Neste capitulo sao analisados tres exemplos,
nos gquais, através de graficos e tabelas, sao mostrados os
resultados obtidos pelas formulagoes de DEMIREL e WANG [7]
e as duas propostas desta tese, a do truncamento interme-
didrio e a do truncamento misto. Sao também informados os
percentuais de erro relativo e os de economia de memdria de
armazenamento para os diversos parametros ¢, indicativos do
truncamento, para diferentes niimeros de passos de tempo

(NDT) .

E importante notar gue no estudo da propaga-



156

gdo da onda, a observagao de certas caracteristicas fisicas
do problema pode ser de grande ajuda. Um exemplo disso & o
do cuidado a ser tomado na escolha dos intervalos de tempo e
da discretizagao do contorno, de maneira a evitarmos a in-
trodugao de ruidos (oscilagdes artificiais em torno da so
lugao em cada ponto) causados por eventuais contradigdes 3
propriedade da causalidade (III.5.3). Para tanto, dentro
de um intervalo de tempo, nao se deve permitir que as ondas
se propaguem a uma distancia superior ao comprimento do me-
nor elemento. Isso & conseguido com uma discretizagio sufi-
cientemente refinada, associada a uma adeguada escolha do
parametro B dado por

c At

Seguindo as recomendagOes de MANSUR [1], foi adotado o valor
de § = 0,6 para todos os exemplos, com resultados satisfa-

tdrios.

VI.2 - Haste Unidimensional sob Ac3c de uma Forca do Tipo

Funcao de Heaviside

Neste exemplo, consideram-se as solugdes pelo
método dos elementos de contorno de uma haste unidimensio-
nal sujeita & agao de uma forga do tipo fungdo de Heaviside.
Os trés tipos de truncamento s3o comparados 3 solugdo con-
vencional (sem truncamentc) e os resultados analisados. 0]

exemplo consiste da andlise de um dominio retangular com la
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dos de comprimento a e b (b = a/2) conforme mostrado na fi-
gura VI.Z.l. Admitem-se os deslocamentos u serem iguais a
Zero em X; = a e sua derivada normal p também e considerada
nula em x, =0 e X, =b para qualquer tempo 't'. Em x; =0
e t =0, uma carga Ep foi aplicada repentinamente e mantida
constante até o fim da andlise (E & o mddulo de elasticida-

de do material).

4
¢

{

)

-
-

26 . . . § 2 b
29 30 31 .
4
8 - . - - - - AJ .
<] 7

- e}

Figuro ¥T.2.2 Discretizogdo do Contorno para o Haste Unidimensional e

Localizagdo dos nos S(a/2,0), 7(3a/4,0),R2(a,b/2),
26(0,b/2) e dos Pontos Internos 29{a/4,b/2} ,
30(a/2.,b/2) e 3!{3c/4,b/2).

No planejamento da evolugao dos trabalhos de
teste, optou--se. por fazer a maior parte destes com ¢ uso de
180 passos de tempo; sendo este um nuflero de passos muito
superior ao permitido pelos recursos computacionais disponi
veis por MANSUR [ 1], na época (1981/1382) em que os exem-
plos originais foram rodados. Naquela ocasiao, o maior exem

plo que o equipamento (computador ICL 2970) suportou consis
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tiu de 72 passos de tempo. Através dessa circunstancia favo
ravel, as conclusdes que puderam ser obtidas com este exem-

plo foram grandemente facilitadas.

Adicionamente, este exemplc foi testado com o
mesmo At e valores de NDT menores (45, 50 e 90 passos) e o
maior valor de NDT que a configuracao autorizada no equipa-
mento IBM 4381 (12 Mbytes) permitiu, e que foi de 300 pas-
sos, na versao convencional do programa. Convem lembrar nes
se momento, que, gragas a economia de memoria de armazena-
mento proporcionada pelos esquemas com truncamento, exemplos
maiores poderiaﬁ ser testados (1500 passos, por exemplo), ©
que nao foi feito ja que nao seria possivel contar com  os
parametros de comparac¢ao proporcionados por exemplos roda-
dos na versao convencional do programa, que, como ja foi ci-

do, . ficaram limitados a 300 passos de tempo.

Essa bateria de testes permitiu verificar a
validade da formulagdao dos truncamentos intermediadrio e mis
to aqui propostos, e estudar o comportamento do parametro §

em relacao a erros e a economia de memdria de armazenamento.

Neste exemplo, optou-se pela medicac dos er-
ros no pico do ultimo periodo de cada onda (ver figura VI.2.3),
onde espera-se que o erro introduzido por amortecimento ou
amplificagac da resposta, seja o mais representative de uma
analise. Deve-se observar que a cada ponto atinge seu valor
maximo (pico) em tempos diferentes, portanto, a média apre
sentada nas tabelas deste capitulo, ndo correspondem ao mes

mo valor de tempo.
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Comegando pelo estudo dos resultados forneci
dos pela implenentacido do truncamento de DEAIREL (ver tabela VI.2.1),
com ¢ variando de 0,165 a 0,55, nota-se que os erros relativos mé--
dios introduzidos inwvalidam totaliente a andlise. Por erro relativo
médio deve ser entendido como a média dos erros relativos maximos defi
nidos na figura VI.2.3 nos pontos considerados. Mesmo para o 3§ de menor
valer (6 = 0,165) correspondendo a um truncamento muito pobre, esse
erro ficou em 3,94%, contradizendo a referéncia [7], que previa o mes-
mo como inferior a §/2; ou seja, inferior a 8,5%.

Para o valor de § recomendado por DEMIREL e
WANG [ 7], que &€ 6 = 0,20, o erro ficou em 15,52%, de manei-
ra que mesmo tendo a redugao no tempo de processamento (36,71%)
e a economia da memdria do armazenamento (52,77%) obedecido
ds expectativas, os erros introduzidos tiram completamente

a confiabilidade da analise.

A razao que leva os resultados a serem preju
dicados, pode ser observada em qualquer dos graficos relati
vos aos exemplos 1 e 2 desta tese. A onda, ac propagar-se
ao longo do tempo, comega a defasar-se, sofrendo também a
amplificagao de seus valores em gualguer ponto, seja este

localizadoc nc contorno ou no interior do elemento.

Isso explica, por exemplo, o decréscimo do er
ro relativo médio entre os 8§ = 0,185 e & =0,20, de 19,81%
para 15,52% respectivamente. A causa & que, em razdo da
defasagem sofrida, a onda no primeiroc caso estd em um tre-
cho ascendente, engquanto gue no segundo passa por um trecho

descendente.
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Os erros médios relativos continuam a crescer
para valores também crescentes de §, situando-se em 192,30%

para ¢ = 0,55, como pode ser observado na tabela VI.2.1.

Com esses resultados, chegou-se inicialmente a
cogitar a ocorréncia de algum erro na implementagido desta
tese do esquema de truncamento proposto por DEMIREL e

WANG [7].

Entretanto, evidéncias numéricas levam a con-
cluir que o esguema de truncamento proposto por aqueles au
tores quando aplicados a dominios fechados, deve ser
ativado para tempos muitoc superiores acs dos dominios infi-
nitos (ou semi-infinitos). A razdo disto, € a auséncia de
"amortecimento geométrico"; que, comd o termo Jja  sugere,
amortece 05 erros introduzidos em meics infinitos, causando
uma dispersao da energia artificialmente introduzida,ou dei

xada de ser considerada.

Em um dominic fechado, como & o caso dos exem
plos 1 e 2, ocorre a reflexao das ondas, de modo gque ao pa-
tamar de energia do sistema no inicio de cada passo, & soma
da a energia transmitida pelas ondas refletidas pelo contor
no, sendo essa a origem da amplificagéo dos deslocamentos a

cada nove passo de tempo.

Desse modo, conclui-se que a formulagdo de
DEMIREL e WANG [ 7], pode ser ativada muito mais cedo para

meios infinitos, © que veio a confirmar-se com os bons re-~
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sultados obtidos com essa formulagéo no exemplo 3, onde foi
considerada una cavidade em um meio infinito, exemplo sugeri-

do por LOEFFLER e MANSUR na referéncia [5].

Passando agora para a analise da tabela VI.2.2,
onde sao detalhados os resultados obtidos com o truncamento in-
termediario, proposto nesta tese, torna-se clara a redugéo
do valor dos erros relativos médios entre a presente formulacac e a de
DEAIREL e WANG [7]. Dentro da faixa de valores recomendaveis para &

faté &= 0,57), o maior valor nara a média de erros relativos foi de

8,95% e ocorreu & = 0,57.

Com o truncamento intermedidrio, para os valo
res de & testados, obteve-se uma redugao do tempo de proces
samento entre 28,82% e 58,68% para ¢entre 0,20 e 0,57  respec

tivamente.

Outro fator relevante, & o da economia de me-
moéria de armazenamento necessdria. Nos exemplos testados,
esta variou entre ganhos de 52,48% e 87,47% para 8 variando

entre 6 = 0,20 e ¢ = 0,57, respectivamente.

Foi também testado um valor de &= 0,75, nao
se obtendo, poréem,resultados aceitaveis. Isto acontece enm
razao de que com um truncamento muito alto; ou seja, para um
alto valor de §, a faixa em gue & operado o truncamento in-
termediario torna-se muito grande em comparagac com a faixa

em que & feita o calculo convencional.

Como o tamanho dessa faixa; ou seja, a dife

renga entre os limites de integragdc da terceira integral
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de (v.3.2), (¢t -tc), é determinante na qualidade dos resulta
dos obtidos, Ji& que na regiao de definigdo da integral o raio
tem relevancia; acontecera que para cada NDT (niumero de pas
sos de tempo) havera um § _  aconselhdvel. Foram determina
dos com o auxilio das tabelas VI.2.2 e VI.2.4 a VI.2.7, Os ma-
ximos valores aceitaveis de § para NDT igual a 45, 50, 90,
180 e 300 e ajustada uma curva atravées do método dos mini-
mos guadrados, dada pela equagaoc (VI.2.1) abaixo, que podera
servir de guia para a determinagaoc de Gmax’ correspondente
a erros < 10%. Sendo assim, a escolha dod para o problema que
se deseja analisar dependerad apenas do erro admissivel pre-
tendido, isto &, a partir de 6max calculado, guantec menor
o § escolhido maior serd a precisao obtida.

12,12

) = 0,619 -

max (VIi.2.1)

NDT

Observa-se ainda, a partir da tabela VI.2.2,
que 0s errcos obtidos mantém-se abaixo de 2% (1,34% efetiva-
mente) para 6 = 0,40, o gue implicard em uma economia da me
mdéria de armazenamento de 78,03% e em uma redugdo do tempo
de processamento de 507,40 s para 260,48 s; ou seja, uma re
dugao de 48,66%. Esses valores, gue demonstram a wvalidade
do esquema de truncamento intermedidrio, podem ser estendi
dos para 86,36% de economia de memdria e 57,83% de redugdo
no tempo de CPU, correspondendo a 213,95 s para O mesmo exem
plo, e ainda assim manter o erro relativo dentro do aceita-
vel (7,15%) para os fins de engenharia. Esses ltimos valo
res foram obtidos para o § = 0,55, que mostrou ser um bom

pardmetro para problemas com NDT > 90 passos em meios finitos.
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A5 STATISTICS Bivariate Curve Fitting
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Hyperbola Curve Y=8,618-13. 127X
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Da tabela VI.Z2.2, podemos extrair ainda outra
informagdo. O aumento do valor de § traduz-se por um crescen

te amortecimento da resposta.

Com base nesta Gltima informagac pode-se su-

por que neste exemplo o acoplamento dos truncamentos inter

medidrios (introduziu amortecimento) e o de Demirel {intro
duziu amplificacao) podera levar a uma resposta mais proxi-
ma a da analise sem truncamento para valores altos de §. Es
te procedimento sera denominado agui truncamento misto. E
importante nao generalizar esta conclusao, na verdade este
fato nao se verificou no exemplo de dominio infinito anali-
sado neste trabalho. Pode-se constatar na tabela VI.2.3, re
lativa ao truncamento misto a maior economia de tempo de
processamento e de memdria exigida em relacdo ao truncamen-
to intermediario. Entretanto, deve ser observado que, para valo
res pequenos {entre 0,15 e 0,27) e valores médios de § (en
tre 0,271 e 0,43), a maior precisao & obtida com o trunca-

mento intermediario, o truncamento misto s6 é mais preciso

para valores grandes de & (superiores a 0,431).

Convem observar também, que foram testadas
duas alternativas para a divisao do tempo, a partir do ini-
cio do truncamento ate o fim da andlise, entre os esguemas

intermediario e o de Demirel, gque compdem o truncamento mis

to. Essas alternativas foram; a da divisdao em partes
iguais (50/50), e a da multiplicacdo desse intervalo por
(L - ¢8), onde & é o parametro de truncamento. Dessa manei

ra, para & < 0,50, o esquema caminha mais tempo na sua fase
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intermediadria e menos no esquema de Demirel. O inverso ocor
re para § > 0,50. Essa segunda alternativa demonstrou ser

a mais eficiente.

As tabelas VI.2.4, para NDT = 300, VI.2.5 pa
ra NDT = 90, VI.2.6 para NDT = 50 e VI.2.7 para NDT = 45, per
mitem confirmar a tendéncia da curva qmm'xbmm,descrita pela
expressao (VI.2.l), de se aproximar de uma constante (em
torne de ¢ = 0,57} para valores elevados de NDT. Adicional
mente, para valores peguenos de NDT, os valores de ¢ também
deverao ser diminuidos, de modo a evitar © empobrecimento
dos resultados. Notou-se que, para os valores de NDT = 45
e NDT = 50, os erros maximos localizaram-se nc final da ana
lise, conforme pode ser observado na parte inferior das ta-
belas VI.2.6 e VI.2.7, representativa do Ultimo intervalo
de tempo. Supde-se dgue isso tenha acontecido em razao de
gue, naguele instante, a forma da onda ainda nao havia sido

inteiramente delineada.

Notou-se, como ja foi mencionado na seg¢do V.4,
gue, para nac prejudicar a qualidade dos resultados, 3 onda
deverd ser permitido caminhar pelo menos a distancia de
1,5 Rmax no esquema de calculo convencional, antes da en-
trada do esquema intermediario. Para MDT = 45, ovalor de § = 0,50
implica num t de 8,47 s, equivalente .a 15 passos de tempo,
enquanto gue O necessidrio para o atendimento de 1,5 R .. Se
ria de 24 passos de tempo, condicao praticamente atendida
por ¢ = 0,30 gue representa um t, = 13,19 s, equivalente a

22 passos de tempo. Observou-se que o erro relativo no valor maximo
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(pico) da onda de deslocamentos com o uso de NDT = 45 e §

= 0,30, foi de 1,98%.

E importante ressaltar aqui, que para um mes
mo ¢, diferentes tp saoc obtidos para numeros de passos de
tempo diferentes. E essa a razdo que permite que 6§ = 0,50
funcione bem para um NDT = 90, e mal para um NDT = 45. Ocor
re que, para NDT = 90 neste exemplo, o tj calculado com § =
= 0,50 representa 16,00s (equivalente a 27 passos de temo) ,
enquanto que para NDT = 45, o mesmo ¢ = 0,50 representa 8,47s
ou 15 passos de tempo. Os resultados das varias analises ela
boradas, podem ser visualizadas nos graficos das figuras

VI.2.5 a VI.2.31 que se seguem.



Tabela VI,2.1 -

Erros relativos no pico da onda e econamia no tempo de CPU e memdria de armazenamento
para o primeiro exemplo, cam truncamento de Demirel e NDT = 180

NO Temo Erro Econcmia
Pto.Int. =44

Tipo 5 7 26 12 29 30 31 (s) o | Madio= de
u u u P u u u Red, =E(Er)ma}{7 Membria

Sem Tromc. 7_,93 3:98 14:89 -1_,99 13:58 7_,93 3_,98 soz,qos _ _
Demirel 8,70 4,49 15,55 | -2,26 | 14,28 8,75 4,53 365,97s o 943 46 11%

6= 0,165 9,71% | 12,81% 4,43%| - 13,57% 5,153 10,34%| 13,57% 27,87% ' !
Demirel 9,23 4,75 16,45 | -2,39 14,12 9,25 4,75 | 356,948| 1. ., 48 . 33%

§= 0,175 16,39% | 19,35% | 10,48%) 20,10%| 11,34%| 16,65%| 19,352 29,652 res® d
Demirel 9,23 4,75 16,47 |' -2,39 15,06 9,25 4,75 | 342,59s| 1. ;oq 48,338
§= 0,177 16,39% | 19,35% | 10,61%| 20,10%| 10,90%] 16,65%| 19,35% 32,488 Anbdh i IS |
Demirel 9,49 4,91 16,92 | -2,49 15,53 9,49 4,89 | 334,14s| .4 g, 50 .00%

§= 0,185 19,67% | 23,37% | 13,63% 25,13%| 14,36%| 19,67%| 22,86%| 34,15% ! !
Demirel 9,48 4,64 17,25 -2,25| 14,85 9,41 4,60 | 321,125| ;¢ oo 52 773

§= 0,20 19,55% | 16,58% 15,85% 13,07%{ 9,35%; 18,66%| 15,58% 36,71% r2e cer
Demirel 5,33 2,42 12,13 | -1,11| 11,24 5,75 2,85 | 293,425| 9 c9a | 62 228

§= 0,26 32,79% | 39,20% | 18,54% 44,22% 17,23%| 27,49%| 28,39%| 42,173 ’ ’
Demirel 4,81 2,15 11,30 -0,97 10,42 5,25 2,59 | 287,89 36.10% 63 33%

8= 0,265 39,34% { 45,98% 24,11%| 51,26%] 23,27%; 33,80%| 34,92% 43,26% ’ ’
| Demirel 4,60 2,02 10,94 | -0,90 9,58 4,45 1,94 | 261,395 | 45 45s | ¢3 883

§= 0,27 41,99% | 49,25% | 26,533 54,77%] 29,46%| 43,88%| 51,26%| . 48,48% " o

691



Tabela VI.2.1-Erros relativos no pico da onda e econamia no tempo de CPU e memdria de armazenamento

para o primeiro exemplo, com truncamento de Demirel e NDT = 180 ~Continuagao-
NG Tempo Erro Econamia
to.Int, 5 7 26 12 29 30 31 (s g | Medio = de
Ti Qo u =7 - *

p u u u P u u Red. u(Er)FE}{? Membria
Demirel 2,05 1,37 7,79 -0,39 4,55 3,37 1,57 236,62s 64 622 73 333
§= 0,35 74,15% | 65,58%| 47,68%| 80,40%| 66,49% | 57,50% | 60,55% 53,37% ! !
Demirel -7,07 -5,87 3,52 3,58 1,74 -8,22 -6,46 112,77s 192.30% 86 .67%
§= 0,55 189,16% | 247,49% | 76,36%; 279,90% 87,19% | 203,66%| 262,31% 77,77% ! !
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Tebela VI.2.2 - Erros relativos nc pico da onda e econamia no tempo de CPU e memdria de armazenamento
para o primeiro exemplo, com o truncamento intermediario, e NDT = 180

Temoo Erro Economia
5 7 26 12 29 30 31 a Médio= de
u U v P u u u Red. =E(Er)ma}/7 Membria
Sem Trunc. 7,9367 | 3,9833 14,8904 { -1,9909 | 13,5812 | 7,9342 3,9827 507,40s _ _
Interm, 7,9356 | 3,9801 14,8957 | -1,9886| 13,5797 | 7,9672 4,0200 361,178 | oo, 55 48%
§ = 0,20 0,01% 0,08% 0,04% 0,12% 0,01% 0,42% 0,94% 28,823 d !
Interm. 7,9233 | 3,9761 14,8667 | -1,9861 | 13,6517 | 7,9538 4,0085 327,878 | 354 61,928
§ = 0,26 0,17% 0,18% 0,16% 0,24% 0,52% 0,25% 0,65% 35,38% St ’
Interm. 8,0345 | 4,0294 15,0283 | -2,0105 | 13,5774 | 7,8621 3,8669 282,225 | j¢q 73.03%
§ = 0,35 1,23% 1,16% 0,93% 0,98% 0,03% 0,91% 2,91% 44,38% ! !
Interm. 8,0744 | 4,0486 15,1803 | -2,0195 | 13,6876 | 8,0312 4,0058 260,485 | | 344 78.03%
§ = 0,40 1,77% 1,64% 1,95% 1,44% 0,78% 1,22% 0,58% 48,66% ! d
Interm. 7,5785 | 3,6929 14,7256 | -1,8191 { 13,5064 | 7,7798 3,9032 228,555 | 4 454 84143
¢ =0,50 4,51% 7,29% 1,118 | 8,63% 0,55% 1,95% 2,00% 54,96% ’ ’
Interm. 7,3344 | 3,6178 14,5266 | -1,7831 | 13,3187 | 7,5753 3,8635 219,94s| . g0 85 252
§ =0,52 7,59% 9,18% 2,44% | 10,448 1,93% 4,52% 2,99% 56,65% ! ’
Interm. 7,2113 | 3,5952 14,3579 | =1,7759 | 13,1918 | 7,4724 3,8573 217,465 | . 44q 85 775
§ = 0,53 9,14% 3,58% | 10,80% 2,87% 5,82% 3,15% 57,143 ! !
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Tabela VI.2.2 - Erros relativos no plco da onda e econamia no tempo de CPU e memdria de armazenamento
para o primeiro exemplo, com o truncamento intermedifrio, e NDT = 180

- Continuacao -
Tenpo Erro Econamia
5 7 26 12 29 30 31 (s) % Médio= de
u u u D u u u Red, =2}, /7 Memdria
7,0987 3,5857 | 14,1880 1 -1,7784 | 13,0360 7,3774 | 3,8586 213,958 7 158 86 .36%
10,56% 9,98% 4,72% 10,67% 4,01% 7,02% 3,12% 57,83% ! !
Interm. 7,0006 3,5869 | 13,9780 | -1,7770 12,8419 7,28320 3,8558 210,45s 7:91s 86925
§ = 0,561 | 11,79% 9,95% 6,13% 10,74% 5,44% 8,13% 3,19% 58,52% ! !
Interm. 7,0006 | 3,5869 | 14,0301 | ~1,7770 | 12,8740 | 7,2890 | 3,8406 | 210,85s - 882 86 .92%
§ = 0,565 | 11,79% 9,95% 5,78% 10,74% 5,21% 8,133 3,57% 58,45% ! '
Interm, 6,9185 3,5825 | 13,7143 | -1,7641 | 12,5929 7,1987 | 3,8260 209,64s 8 95s 87.47%
§ = 0,57 12,83% 10,06% 7,90% 11,39% 7,282 9,27% 3,93% 58,68% d r
Interm. 5,4777 2,2637 | 10,2582 | -1,1406 9,2414 | 5,5259 2,4668 172,62s 35 48% 92 . 47%
§ =0,75 30,98% 43,17% 31,11% 42,71% 31,95% 30,35% 38,06% 65,98% ! '
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Tabela VI.2.3 - Erros relativos no pico da onda e econamia no tempo de CPU e memdria de armazena

mento para o truncamento misto, para o primeiro exemplo, cam NDT = 180

NG Tampo Erro Economia
. Pto.Int. 5 7 26 12 29 30 31 (s) g | Médio= de
Tipo u u u p u u u Red. |=* (Er}naxﬁ MemOria
Sem Trunc. 7_,93 3,_98 14:89 -1:99 13:58 7_,93 3:98 503,405 _ B
Misto (50/50) | 7,90 3,94 14,89 -1,96 | 13,56 7,90 3,95 350,39s| o oo 52 49%
§ = 0,20 0,38%| 1,01% 0,00% 1,51%| 0,15% 0,38% 0,75% 30,943 ’ ¢
Misto (50/50) 7,73 3,88 14,63 -1,93 | 13,35 7,69 3,83 304,00s) , .4 63.04%
§ = 0,27 2,52% 2,51% 1,75% 3,02% 1,69% 3,03% 3,77% 40,09% ! !
Misto (1-§) 8,01 4,00 15,03 -1,98 | 13,57 7,83 3,82 | 271,83sf | g 73 043
¢ = 0,35 1,01% 0,50% 0,94% 0,50%| 0,07% 1,26% 4,022 46,433 y '
Misto (1-6) 7,71 3,87 15,10 -1,91 | 14,01 8,07 4,22 185,828 5 ;4o 86 . 37%
§ =0,55 2,77% 2,76% 1,418 4,02%| 3,17% 1,77% 6,03% 63,38% ! ’
Misto (50/50) 7,47 3,84 14,47 -1,93 | 13,36 7,84 4,19 188,94s 5 4 86 .37%
§ = 0,55 5,80% 3,52% 2,82% 3,02%| 1,623 1,13% 5,28% 62,76% ' '
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Tabela VI.2.4 - Erros relativos no pico da onda e econamia no tempo de CPU e memdria de armazena

mento, para os trés truncamentos, para © primeiro exemplo, com NDT = 300
S~ NG Tempo Exro Economia
Lo Inty 5 7 26 12 29 30 31 (s) /" .| M&dio= e
Tipo u u u p u u u Red. =E(Er)max/ 7l Membria
Sem trunc. 7,83 3,94 14,27 | -1,97 13,05 7,82 3,94 1124,91s - -
Interm. 7,37 3,47 13,98 | -1,65 12,86 7,56 3,65 497,558 . ogq 90 . 143
§ = 0,55 5,87% | 11,93% 2,03%( 16,24% 1,46%| 3,32%| 7,36% 55,77% ’ ’
Misto 8,52 4,16 15,29 | -1,99 14,18 8,78 4,40 408,30s| . geqo 90.15%
§ = 0,55 8,81% 5,58% 7,15%| 1,02% 8,66%| 12,28% | 11,68% 63,70% ' d
Demirel -24,33 |-31,95 11,43 | 25,52 11,01 |-31,08 [-34,30 195,268 1) 774 90.33%
& = 0,55 410,73% |910,91% 19,90%(1380,20% | 15,63% | 497, 44% |970,56% 82,64% ’ oh
Interm. 6,88 3,20 13,49 | -1,54 12,41 7,08 3,40 | 488,565 1, 544 90 . 81%
§ =0,57 12,13% | 18,78% 5,47%| 21,83% 4,90% 9,46%| 13,71% 56,57% ’ '
Misto 8,00 3,69 15,32 | -1,76 14,28 8,29 3,98 | 389,378 . 1.4 90 .82
§ = 0,57 2,17% 6,35% 7,363 10,66% 9,43% 6,01% 1,02% 65,39% ’ ’
Demirel -111,72 |-68,81 |-123,34 | 38,52 |-125,63 |-117,44 | =71,63 181,2 | 157 90 90 . 82%
§ = 0,57 1527,00% | 1846,00% | 964, 33%]2055,00%8 |1063, 00% | 1602,00%|1918,00% 83,894 ! !
Interm. 6,04 2,95 12,65 | -1,37 11,55 6,23 3,14 473,828 45 59 91.81%
§ = 0,60 22,86% { 25,13% | 11,35%| 30,46% | 11,49% 20,33%| 20,30% 57,88% red ’
Misto 5,98 2,73 12,79 |-1,31 11,74 6,17 2,91 | 364,08 ., 5. 91 . 82%
§ = 0,60 23,63% | 30,71% | 10,37%!33,50% | 10,04%| 21,10%| 26,14% 67,63% ¢ ’
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Tabela VI.2.4 - Erros relativos no pico da onda e econamia no tempo de CPU e memdria de armazena

mento, para os trés truncamentos, para o primeiro exemplo, cam NDT = 300
- Continuacao -
S~ NG l Tempo Erro Econamia
to.Int. 5 7 26 12 29 30 31 (s}, % MEdio= de
Tipo u u u 8 u u u Red. |y ET)max Membria
Demirel -46,49 | -14,63 | -82,19 0,71 -83,66 |-43,24 [-12,89 | 162,38s 542 60% | 92.00%
§= 10,60 693,74% | 471,32%| 675,96%{136,04% | 741,07% { 652,94% | 427,163 85,57% ! '
Interm. 5,58 2,94 10,65 | -1,37 9,57 5,67 3,00 | 457,14s 26.85%| 93.14%
§ = 10,65 28,74% 25,38%| 25,37%| 30,46% 26,67% 27,49% 23,86% 59, 36% ' '
Misto 4,74 | 2,53 9,301 -1,16 8,13 | 4,77 | 2,53 | 321,08s] 35 gos! 93,163
§= 0,65 39 ,46% 35,79%| 34,83%| 41,12% 37,70% 39,00%| 35,79%| 71,46% r '
Demirel 25,49 8,97 32,99 -4,11 32,19 24,19 8,27 | 135,14s 151.27% 93 33%
d = 0,65 225,54% | 127,66%| 131,18% | 108,63% 146,67% | 209,34% [ 109,90%| 87,99% ! !
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Tabela VI.2.5 - Erros relativos no pico da onda, e econamia no tempo de CPU e memdria de armazena

mento para os tres truncamentos, para o primeiro exemplo, cam NDT = 90
tON? . Tempo Erro Economia
o - 7 26 12 29 30 31 (s, .| MBdio= de
ipo \ u u u p u u u Red. [TEE '] Membria
Sem Trunc. 7,_96 3,_99 15:15 _—1:99 .13:77. 7:97 3_,_99 l??_,498 a _
Intermediario| 7,95 3,92 15,23 -2,02 13,83 8,06 4,06 112,92s 1.03% 63863
§ = 0,35 0,13% 1,75% 0,53% 1,51% 0,49 1,13% 1,75% 42,82% d '
Misto 7,63 3,76 14,87 -1,95 13,40 7,65 3,81 111,56s o
§ = 0,35 4.15% | 5,76% | 1,85%| 2,012| 2.69% | 4,02%| 4.51% | 43,518 °3r°7% | 63,87%
Demirel 11,86 5,04 21,34 -3,37 19,88 11,78 5,83 97,69s 16 . 26% 64 44%
§ = 0,35 48,99% |26,32% 40,86% 69,35%| 44,37%| 47,80% | 46,12% 50,53% d d
Intermediario| 7,91 3,89 15,20 -2,02 13,83 8,05 4,05 110,109s 1.13% 64 97%
§ = 0,36 0,63% | 2,51% 0,333 1,51%| o0,44%| 1,00% 1,50% 44,20% ’ '
Demirel 11,47 4,61 21,16 -3,46 19,74 11,37 5,41 94,67s 42 . 11% 65 553
§ = 0,36 44,10% |15,54% 39,67% 73,87%| 43,36%| 42,66% | 35,59% 52,06% d d
Intermediario| 7,53 3,87 14,81 -1,83 13,60 7,84 4,06 94,62s 3.51% 72 753
§ = 0,45 5,40 4,26% |  2,24% 8,04% 1,23%| 1,63%| 1,75%| 52,09%| ' !
Misto 7,29 3,71 14,32 -1,75 13,06 7,58 3,93 90, 74s 6. 158 72 76%
§ = 0,45 8,42% 5,51% 5,48%| 12,06% 5,16% 4,89% 1,502 54,05% d '
Intermediario| 7,41 3}81 14,37 -1,77 13,23 7,72 4,06 87,50s 5 20% 26 08%
§ = 0,50 6,91% 4,51% 5,15%| 11,06% 3,92% 3,14% 1,75% 55,69% ' . !
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Tabela VI.2.5 - Erros relativos no pico da onda, e econamia no tempo de CPU e membria de armazena

mento para os trés truncamentos, para o primeiro exemplc, cam NDT = 90
- Continuagao -
NG Tempo Erro Econcmia
. gLo.Int- 5 7 26 12 29 30 31 |(s) % | M&dio= de
Tipo u u u P u u u Red. FL(Ep) /7| Memiria
Sem Trunc. 7:96 3,99 15,15 -1,99 13,77 7,97 3,99 197,49s _ _
Misto 7,53 4,08 14,28 -1,70 | 13,14 7,92 4,29 81,38s 5. 81% 76 10%
§ = 0,50 5,40% | 2,26% 5,74% | 14,572 4,58% 0,632 7,52% 58,79% ’ '
Intermediario| 7,25 3,74 13,32 -1,70 12,26 7,43 3,86 77,23s. g8 983 29 423
$ = 0,55 8,92% 6,27% 12,08%| 14,57%| 10,97% 6,78% 3,26%| 69,892 d !
Misto 7,85 4,21 13,72 { -1,81 12,73 8,18 4,38 70,12s
6 = 0,55 1,38% | 5,51% | 9,448 9,05 | 7,55 | 2,63%| 9,778| 64dog| 6,488 | 79,433
Demirel -0,12 0,04 4,21 0,41 2,31 -0,62 -0,37 54,51s 99 08% 80.00%
§ = 0,55 101,51% | 99,00% | 72,21%|120,60% | 83,228 | 107,78% | 109,27% | 72,40% ! ’

LLT



Tapela VI.2.6 - Erros relativos mo pico da onda e no Gltimo intervalo, e economia de tempo de CPU e
memOria, para os trés truncamentos, para o primeiro exemplo, cam NDT = 50

VALORES NO PICO DA  ONDA
NO Erro ;
~(pto.Int 5 7 26 12 29 30 31 (9B -f | Medio= fEcopomia
Tipo 1 u u P u u u Red. |=L(Er}, /7| Memdria
Sem Trunc. 8,00 4,00 | 15,57 | -2,04 | 13,94 7,99 4,00 104,47 s _ _
Interm. 8,02 4,06 | 15,59 | -2,01 | 14,14 8,21 4,21 62,275 | 1 g30 | 50.974
§ = 0,325 0,25% 1,508 | 0,133| 1,47% | 1,433| 2,758 | 5,25 40,393 ’ !
Misto 8,02 4,06 | 15,59 | -2,01 | 14,14 8,21 4,21 61,508 | | gae | 5g g97g
§ = 0,325 0,25% 1,50%| 0,13%| 1,478 | 1,43%| 2,758 | 5,25%| 41,13% ’ ’
Demirel 6,83 2,67 | 15,15 | ~-1,66 | 13,17 6,99 3,29 59,205 | 15 003 | 52.00%
8§ = 0,325 14,63% | 33,25% | 2,70%| 18,63% | 5,528 | 12,52% | 17,75% | 43,332 (UEe !
VALORES NO  OLTIMO INTERVALO
Sem Trunc. 8,00 4,00 | 15,57 | -2,04 | 13,94 7,99 4,00 | 104,47s _ _
Interm. 0,45 0,24 3,22 | -0,08 2,03 0,28 0,06 62,275 | g5 033 | 50.973
§ = 0,325 94,38% | 94,00% | 79,32%| 96,08% | 85,44%| 96,50% | 98,50%| 40,39% ’ ’
Misto 0,19 0,08 2,79 0,01 1,51 | -0,08 | -0,18 61,508 | o4 cus | 50 97%
§ = 0,325 97,63%| 98,00% | 82,08%| 100,49% ] 89,17%} 101,00% | 95,50 41,13% ! '
Demirel -3,14 | -1,74 | -1,08 | 1,05 | -2,62 | -3,44 | -1,92 29,205 1135 863 | 52,00%
§ = 0,325 139,25% | 143,50% |106,94% | 151,47% |118,79%| 143,05% | 148,00%| 43,33% ’ !
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Tabela VI.2.7 - Erros relativos no pico da onda e no iltimo intervalo, e econamia de tempo de CPU
e memdria, para os trés truncamentos para o primeiro exemplo, com NDT = 45

VALORES DO PICO DA ONDA
NG T Exro Econamia
" Pro.Int. ¢ 7 26 12 29 30 31 (5% | Médio= | de
1po u u u D u u u Reducao FLEY)max/7| Membria
Sem trunc. 7,99 4,01 | 15,57 | -2,00 | 13,94 7,99 4,00 93,14s - -
Interm. 8,01 4,03 | 15,60 | -1,97 | 14,14 8,33 4,23 56,745 | | o | a7 75s
5 = 0,30 0,258| 0,508| 0,19%] 1,50%| 1,43%| 4,26%]| 5,75% | 39,08% ’ ’
Misto 8,86 | 4,71 | 15,78 | -2,06 | 14,89 | 9,06 [ 4,85 | 36,475 14 sos | 3 313
5= 0,30 10,89% | 17,46%| 1,35%| 3,00% 6,81%| 13,39%| 21,25% | 60,843 : :
Interm. 8,86 4,71 15,77 -2,05 14,89 9,14 4,85 37,52s 10,65% 63,30%
5= 0,50 10,898 | 17,468 | 1,28%| 2,50%| 6,81% | 14,39% | 21,25% | 59,72%
VALORES NO ULTIMO INTERVALO
Sem Trunc. 1155 0_,1.1 5-,56 -0:03 4:56 l-,55 0:15 931145 _ _
Interm. 1,86 0,22 6,15 -0,04 0,57 1,81 5,07 56,74s 506. 89% 47.75%
§d= 0,30 20,00% | 100,00% | 1l0,61% 33,33% 87,50% 16,77% | 3.280,00% 39,08% ! !
Misto 4,25 | 2,02 | 9,02 | -0,93 7,41 3,73 1,53 36,475 | go0 gss | 63 31e
§= 0,50 174,19% [1.736, 363 | 62,23% |3.000,00% | 62,50% | 140,65% | 920,00% | 60,84% ' ‘
Interm. 4,91 2,36 10,20 -1,07 8,74 4,62 2,07 37,52s 775 04% 53 .30%
§= 0,50 163,98% | 972,73% | 65,85% |2575,00% | 1.433,33%| 155,258 59,17% | 33,87s ' :
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—— 1-sem trunc,

—— 2-intermed.

—— X-demirel

—a— §misto

Figura ¥I1.2. 5 Hasts, deslocamento ne no' Ib,
m delta=0, 20 o NDT=184.

Y]
Ea mparacao das 4 versoes, .
lor baixo do indice de truncamento fdelta=

curvas relativas ao trumcamento
m truncamento. Apesar de delta=
pode-se notar a defasagem

52 gsquemsa em um meio finita,
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- 1-5em trunc.

e 2= intermed.

] [ ]
T ie9 128

Figura YI.2.6 Haste, deslocamento no contorno ( ne’ 26 1,
com delta=0.28 » NDT=148,
Comparacae INTERMEDIARIO X GEM TRUNCAMENTO.
Fode-s52 notar o perfeito ajustamento entra as duas curvas,
proporcionado por esse valor (baixo} de parametro de trun-

camento f{delta=@.28), com o uso do truncamente INTERMEDIARIOC,



-1, 58+

-2, 88

L B

182

—— 1-sam trung,

—— 2-intermed,

—— J-demirel

i d-misto

-3, 88~

Figura VI. 2.7 Haste, darivada normal ne no' 1i,
com delta=8. 28 e NDT=188.

Comparacac das 4 versoss,



1 T

-i.88

SR -1 8 NUUROPN FNORRNIUN WSSOSO NUSNSRTSPIOOIN USRI SRUE RIS S

-2.994
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—w— 1-sem trunc.

— 2-misto

Figura ¥1. 2.8 Hasts, devivada novrmal no ne' 1%,

com detta=8. 20 « NOT=188.
Comparacas MISTO X GEM TRELINCAMENTL.
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—a- -sEm trunc,

1 —— 2-intermed.

—— F-demirel

~&- §-miste

x1

L]
Figura ¥I.Z2,9 Haste, deslocamento no ponto internc 3B,
com delta=8, 28 ¢ NOT=188.
Comparacas das 4 versoas.
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TS

M —— 1-san trunc,

—gd. | —— 2-intermed.
—+— J-demirel

3 -] —a— 4-misto

Figura YI, 2,18 Haste, derivada normal ne no' 12,
com deltz=8. 30 e NOT=188,
Comparacao das 4 versoes.

Observa~-se aqut mais uma wez, que, enquanto as versoes
INTERMEDIARIO & MISTO mantem um bom comportaments, o
truncamente com a versao de DEMIREL invalida completamente
a analise. Isto aconteceu sempre nos exemplos am meios finitoes.
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—— 2-intermed.
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Figura VI.2.11 Haste, derivada normal no no'1Z,
com delfta=B. 35 e NOT=188.

Comparacao INTERMEDIARIO X SEM TRUNCAMENTO,
Observa~se agora, com um indice de trucamento maior
(delta=0,3%), que as duas curvas ainda mantem um
excelente ajustamente com o uso de truncamente INTERMEDIARIO.
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e L-sam trunG.

e 2-misto

Figura VI.Z.1Z Haste, derivada normal no wo' 12,
com delta=0. 30 o NDT=150,
Comparacac MISTO X SEM TRUNCAMENTO.
Fode-se abservar meste grafico, que, as duas curvas ainda
mantem um bom acoplamento, mas, nos passos finais da ana~
lise, comeca & haver uma defasagem e amplificacao dos ve-
sultados correspondendo a entrada do esquema misto na
sua etapa de truncaments total.
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124

—— 1-sem trunc.

} —— Z2-intermed.

—— J-demirel

—o— d-misto

3

Figura ¥I.Z2.13 Haste, deslocaments no ponto interno 31,

com delta=8. 35 « NIT=180.

Comparacao das 4 versces,



189

| == 1~sem truns.
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] 20 48 60 &l 188 128
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Figura ¥I.%,14 Hazte, dezlocamente ne ponto internc 11,
com delta=@. 35 e NOT=188,
Comparacao INTERMEDIARIO X SEM TRUNCAMENTO.
Neste gratico, observa-se que um maior indice de truncamente
(maior valor de delta) traduz-se pela introducao de erros nos
resultados, representados pelo amortecimento da resposta no
esquema de truncamento intermediario.
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Figura ¥I.2.1% Haste, deslocamente no ponte interne 34,
com delta=f, b e NOT=1348.
Compar=cac MISTO X GEM TRUNCAMENTO.
Pode-se observar uma progressiva degradacan dos resultados
com o uso do esquema MISTO, notadamente, apss o ingresso
do esquema na sua fase de truncamento total.
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—— i-sam Trund,

—— Z-intermed,

—— I-demival

~a— d-misic

Figqura ¥1,%.16 Haste, deslocamento noe contorno {no’ Bl
gom delta=8, 55 = MOT=180.
Comparacas das 4 versoes.
PERE " JF A - T, fp= .-d - J-{.t_:? Er.' - - .
FgoeTse noar, Que, Miesmo Uds53andoTs2 e 2 20, QUE 8 HHH
indice de fruncamente alto, as versces INTERMELIARIO e MISTU
nantem 3 forma geral da curvas sem truncamsnto.
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—— 1-s5em trunc.

—— 2-intermed.

]
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Figura VI.Z2.17 Hasts, dezlocamento ne sontorno (ne’ B),
cam delta=B, 55 e NOT=168.
Comparacas INTERMEDIARIO X SEM TRUNCAMENTO.

Este grafico representa a situacac em que houve o pior
comportamento da versao INTERMEDIARIOD. O ervre introduzids,
vepresentade pelo amortecimente do sistema, atinge mo no' &

do contorne, um dos seus maximos valeres,
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Figura VI.Z.1

Haste, desloe
com deltz=@. &
Comparacan da

onts interno £4,



OO

194

[ SR SOOI SOOI SOOI SIS, JSS: - SIS SO

—pe— 1-50m trunc.

—— 2-intermed.

!
ig8 120
c ¥t

Figura ¥I1.2.19 Haste, deslocamento no ponto interno 29,
com delta=8, 55 e NIT=148.

Comparacae INTERMEDIARIO X SEM TRUNCAMENTO,
Pade-se notar que para este valor alto de truncamento
( defta=B.55 ), ocorre um amortecimento progressive da

respesta, com 0 use do truncamento intermediario,
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—w— {-sam frune.

e Z-mizto

1 1
1@ 129
c®t

deslocamento no ponto interno 28,
t2=0. 55 o NOT=180.

v dal
Comparacao MISTO X SEM TRUNCAMENTO.

GOf

Observa~se agui, um melhor comportamente da versao MISTD em rela-
cao a versao INTERMEDIARIO (ver fig. ¥1.2.19). Isto deve-se ao elz-

vado indice de trumcaments {delta=§.55), onde, nos passos finais da
analise, ccorre um efeite de compensacao do amortecimente sofrida na
fase intermediaria com 2 amplificacan originada na etapa de tr.total.
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128

| —— {-sem trunc.

-t Z-intermed.

- J-demirel

—=— d-misto

Figura ¥I.2.71 Haste, derivada normal no no’ 12,
com delta=B.55 o NOT=188,
Comparacao das 4 versoes.
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T

|~ d-sem trunc.

—+— 2-intermed.

—a— E-misto

" O

Figqura ¥I.%, 27 Haste, deslocamento ne contorno (no’ Vi,
com delta=f.55 e NDT=I0H.
Comparacae das versces INTERMEDIARIO, MISTO e SEM TRUNCAMENTO.
MNeste grafice, e tambem nas figuras YI.2.23 e VI.2.24, cptou-se
pela nao representacac da versao DEMIREL, em razac da deformacac
da sscala grafica causada por esta ultima.
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1 :
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* £ 2 ¥ 1 1 ; —= i-s8m trunc.

-1,658- e 2-intarmed.

—— A-fisto

-0, AR \ . - = SR ...~ SN ... ° SO £ . S

Figura ¥I.Z2.23 Haste, derivada normal no no' 12,
com delta=@.55 ¢ NOT=J08.
Comparacao das wersoes INTERMEDIARIO, MISTO e SEM TRUNCAMENTO.
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—- 1~gem trunc.

—— 2-intermed.

—— I-misto

Figura ¥I.2.24 Haste, deslocamento no ponto internoe 3B,
com delts=@. 55 o NOT=384.
Comparacao das versoes INTERMEDIARIO, MISTO = SEM TRUWCAMENTO.
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~—x— i-sem trunc.
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50 168 154 ze8

Figura YI.Z.25 Haste, deslocamento no contarno (nmo' 26),

com delta=@. bl e NOT=309,
Comparacao das versces INTERHMEDIARIO, MISTO e SEM TRUNCAMENTO.
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A v i-sem trunc.
i R o Y 1 ‘ :

2-intermed,

—a— J-demirel

—&— d-misto

Figura YI.Z.26 Haste, deslocamento no ponto interno ¥3,
cam delta=0, 55 E NDT=340,
Comparacano das 4 fnrsaes.

Mpiz-se anui, slavamente, gue o dﬂi% B represents um valor muito
glte de truncamente, implicande gue os 'e‘nltada' obtides com as
versoes IMTERMEOIARIC & MISTO sejam degradados, tendends rapidamen-
te para uma constante. Este deltz (B.55) e’ desacenselhavel,
sendo superior 30 delia maximoe prescrito pela equacas (VILZ2.1)
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—e— 1-sem trunc.

Yl —— Z2-intermed.

— K-demirel

~a- d-miste

ste, desl{ocamento no contorne ( ma’ Ib i,
com delta=0.58 e NDT=88,

Comparacan das 4 versoes,
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—ae 1 -sEm trunc,

e 2=intarmed,

—— F-demirsal

—a— 4-misto

TR

c ¥ ¢

Figuras ¥I.2Z,29 Haste, deslocamento no contorno ( no’ 2b 1,
com delta=g.55 e NDT=98,
Comparacan das 4 versoes.
Pode-se observar claramente, que neste grafice os resultados
com truncameate foram inteivamente invalidadsos, A razao disto
¢ que delta=8.56 ultrapassa o delta maximo aconselhavel, para

o NDT=98.
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Figura YI.2.38 Haste, deslocamento no contorno (no' 261,
com delta=@. 325 o NDT=5H{.
Comparacac das 4 versces,
Observa~se neste grafico, o comportamento dos truncamentos
INTERMEDIARIOQ ¢ MISTO, para um valor de delta muito proximo
do fornecido pela equacao (VI.Z,1).
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Figura ¥YI. 2.3l Haste, deslocamento no contorno ( no’ Zb i,
com delta=#.38 o NOT=45,
Comparacae das 4 versoes.
Observa-se aqui, o comportamento dos truncamentos INTERMEDIARID
e MISTO, parz o valor delta maximo, conforme prescrite pela
expressao (¥I.2,1) para NOT=45,
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VI.3 - Membrana Quadrada sob Velocidade Inicial Prescrita

Neste exemplo, compara-se o comportamento dos
esquemas de truncamento propostos com a solucdao sem trunca-
mento, na investigagao do movimento transversal de uma mem
brana quadrada com velocidade inicial Vo Prescrita no domi

nio descrito na figura VI.3.1, sendo ainda prescritos

ol

deslocamentos nulos ao longo de todo o contorno.

O contorne foi discretizado em 32 elementos
e 9 foi dividido em quatro células, conforme mostra a fiqu-
ra VI.3.2. 8ao calculados os deslocamentos noc né A (a/2,
a/2) e as derivadas normais dos deslocamentos no ponto Bla,

a/2), com as quatro formulacdes, e os resultados comparades.

Este exemplo, mais uma vez comprova o acerto
da formulacao dos truncamentos intermediirio e misto, como
pode ser observado no comportamento da resposta nas figu-

ras VI.3.3 a vI.3.14.

Na tabela VI.3.l, sao informados os tempos de
processamento e o0s ganhos relativos em memdOria de armazena-
mento e em tempo de CPU. Estes chegaram até 84,70% e 57,97%,
respectivamente, para § = 0,55. Um valor de § menor (0,35)
foi também testado, com otimos resultados. Nesse caso, as
economias proporcionadas em memdria e tempo, alcancaram va-

lores de 70,26% e 42,23%, respectivamente.

Pode-se ainda notar nas figuras VI.3.9 e
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Figuro XT.3.1 Definigao de Geometria e das Condigoes [niciais € de

Contorno pdra a Andlise do Membrano do Exemplo2.
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Figura ¥L.3.2 Membrana Discretizada em 32 Elementos e 4 Cetulas .
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VI.3.12, que os resultados proporcionados pelo esquema de
Demirel foram tdo dispares, em relacdo as solucoes convencio
nal e com os truncamentos propostos por esta tese, dque a
escala dos graficos chegou a ficar prejudicada. Desse modo,
ficou mais uma vez comprovada a inadequacao da formulacao

de DEMIREL e WANG [7] para meios finitos.

Tabela VI.3.1 - Tempos de CPU e economias relativas com os

trés truncamentos para o segundo exemplo

$ redugac % de econamia

T I P O cpt;mx;(:o) no tempo de membria de
S de CPU armazenamento
Sem truncamento 722,92 - -
Ingeimgdégrio 426,26 41,04 70,26
Migt: 0. 35 417,60 42,23 70,26
[

Demirel 352 .01 51.31 70,55
§ = 0,35 ’ ’ '
Ingezmg?égrio 334,82 53,69 84,69
Migtg 0,55 303,86 57,97 84,70

Demirel

§ = 0,55 228,67 68,37 85,00
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~—t— 2-intermed,

—e— J-demirel

—g 4-misto

Figura ¥1.3.3 Membrana, deslocamento no ponto interno A, com
delta=f.35 e NOT=180.
Comparacan das 4 versoes.
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1
128

—w— {-sem trunc.

—4— 2-intermed.

Figura VI.J. 4 Membrana, deslocamento ne ponto interne A, com
delta=B. 35 e NOT=188.
Comparacao INTERMEDIARIO X SEM TRUMCAMENTO.
Pode-se notar um excelente ajustamenta das duas
CUrvas.
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e
1
1
128
o anal,)
" —— 1-sem trunc.

11— 2-mistn

figura YI.3. 5 Hembranaz, deslocamento no pontoe interno A,
com delta=f. 35 e NDT=188,
Comparacac MISTO X SEM TRUNCAMENTO.
Observa-se que ¢ uso do truncamentoe misto
ccastonou uma paguena perda de qualidade
nos resultados.
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—te B-demirel
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Figura YI.3.b Meambrana, derivada normal no no' B,
cam delts=@. 36 o NET=188.

Comparacas das 4 versoes.
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b..... 0¥t Lyelac.onda % tenpd anal.l

—w— 1-sam trunc.

—— Z-intermed.

Figura ¥I.J.7 Membrana, derivada normal no ne' B,

com delta=f. 35 « NDT=188.

Comparacae INTERMEDIARIO X SEM TRUNCAMENTO.

Neste exemplo, observa-se que o truncamento intermediario

comportou-se melhor para a derivadanormal que

para o

deslocamente. Houve neste caso, um parfeito ajustamento

das duas curvas, em todos os ssus pontos,
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|t {-s@m trunc.
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Figura VI.3.8 Membrana, deriwvada normal no no’ B,
com delta=0. 35 e NIOT=182,
Comparacas MISTD X SEM TRURCAMENTO.
Com o truncamente miste, ainda ocorre um bom acoplaments entre as
duas curvas para 2sse valer de delta (8.35); porem, Ja' se observa
una pequena amplificacao dos resultados nos passos finais da ana-
lize, soincidente com 2 entrada do esquema de truncaments total.

=R~F)
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—+— i-sam trunc.

28 Cae T %t U .

HEL S - Z2-intarmad,

—— S-demitei

2

Figura ¥I,3.9 Hembrana. desloecamento no ponts interns A,
com delta=B, 8E e NDT=188.
Comparacan das 4 wversoes.
de-se observar que 3 extrema amplificacao dos resultados no
squema ds DEMIREL chegou 2 prejudisar a2 escala do grafico.
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—w— 1i-58m trunc.

e 2-intermad.

Figura ¥I.3, 18 Membrana, deslocamento no ponte interns &
com delta=@. 55 e NOT=1848.

Comparacao INTERMEDIARIO X SEM TRUNCAMENTG.
Observa-se que mesmo para um alto indice de truncamento
( delta=8.55 ), as duas curvas mantem um bom ajustamento

com ¢ uso do truncamento intermediarioc, ecorrendo,
no entanto, uma pequena amplificacao dos resultados.
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120

—— 1-sem trunc.

b 2-misto

Figura ¥I.3, 11 Membrana, deslocamento no ponto internc &,
com delta=@. 55 e NDT=180.
Comparacao MISTD X SEM TRUMCAMENTO.
Observa-se aqui, que para um alto indice de truncamento
{ delta=8.55 1, a entrada no esquema de truncamento total
provocou grandes amplificacoes nos resultados nos passes
finais da analise.
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5 —a 1-sem trunc,
’ } —— 2-intermed.
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T T )
—&— 4-misto

Figura ¥I1.3.12 Membrana, derivada normal no ponto B,
com delta=8.55 e NOT=188.
Comparacao das 4 versoes. -
Meste grafico, pode-se notar novamente a3 exirema amplificacao
dos resultados que ocorre no esquema de Demirel, mostrands
sua inadequacao para o35 tempos inicizis em meios finitos.
Deve-se observar que essa amplificacao tornou a prejudicar a
escata do grafico.
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Figura ¥I1.3.13 Membrana, derivada normal ne no' B,
com delta=@. 55  NDT=188.
Comparacas INTERMEDIARIO X SEM TRUNCAMENTO.
Novamente, o5 resultados para a derivada normal se mostram
excelentes, mesmo para um alte indice de truncamento, como

e o caso de delta=8.55 .
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Y S )
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Figura ¥I.3.14 Membrana, derivada normal no no’ B,
com delta=8.55 « NOT=180.
Comparacao MIGTO X SEM TRUNCAMENTO,
3 alto indice de truncamente {delta=B.5R), provocou, alem da
amplificacao dos resultadsos ja’' observada anteriormente com
esse esquema, & defasagem das curvas noes tempos finais da
analise.
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VI.4 - Cavidade Circular em Meio Infinito sob Acdo de um

Carregamento com Variacao Linear no Tempo

O objetivo da investigagao que faremos agora,
é verificarmos o comportamento dos truncamentos agui preco

nizados e o de DEMIREL e WANG {7], em meios infinitos.

Para tanto, sera usado o exemplo da referén-
cia (5], em que LOEFFLER e MANSUR simulam o efeito de uma
carga concentrada impulsiva como um caso de um orificio em

meio infinito, sujeirc as mesmas variaveis de estado.

I

Figuroa ¥T. 4.1 Simulogdo do Problema do Exemplo XT . 4.
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Esse problema pode ser adequadamente formula
do, com a consideragdao de um carregamento concentrado de va
lor crescente ao longo do tempo (f(t) = t). A solugao para
esse problema [ 5] pode ser obtida mediante a integragao da

expressao (VI.4.l1), na forma:

u(x,t) = ur(x,t; g, T)E(T)dr =

Jt-r/c

o

l/cztz--rz

C

/ ?tP-r? +ct ]

+ t in
r

(VI.4.1)
0 valor do fluxo g, neste caso, &:
2r 1 2t
g(x,t) = : -
¢ JePt?-r? + et r
(VI.4.2)

Na implementagac deste exemplo, optou-se por
inverter o sinal de E, e, em consequéncia, os resultados
aqui apresentados apenas diferem no sinal dagueles consegui

dos por LOEFFLER e MANSUR [5].

A cavidade circular deste exemplo, fol discre
tizada com 40 elementos de contornos lineares, sendo que as

condigoes de contorno aplicadas no bordo da cavidade, simu-
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lam o fluxo governado pela equagac (VI.4.2). Foi testado o
comportamento da resposta no contorno (ponto D) e nos pon-
tos internos A, B e C, situados respectivamente a 2,5, 7,0
e 10,5 m da origem do sistema, na gqual foi centrada a cavi-

dade, conforme pode ser observado na figura VI.4.2.

/\%
v

N

w

3

>
peme—n (O —

7.0m

o,5m l.
L4}

Figura ¥T . 4.2 Discretizagdo do Contorno em 40 Elementos
Linecres e Localizogao dos Fonfos AB CeD.

Para este exemplo, os erros relativos foram
medidos no Oltimo intervalo de tempo, onde ocorreram o0s maio

res valores de (Er) como & possivel perceber a partir

max’
das figuras VI.4.3 a VI.4.ll. Esses erros, bem como as demais
informagdes constantes das tabelas anteriores, foram compi-

lados na tabela VI.4.1.
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Adicionalmente, notou-se gue oOs maiores erros
concentravam-se nos pontos internos para os truncamentos
dos tipos intermedidrio e misto; obtendo-se para o contor-
no, no entanto, excelentes resultados, com esses erros va-
riando de 0,06% a 0,47% para o truncamento intermedidrio e

de 1,31% a 6,41% para o truncamento misto.

Ja para os pontos internos, ocorreu uma degra
dagac dos resultados, com esses erros variando entre 4,16%
e 33,88% e entre 13,06% e 23,27% para os truncamentos inter

medidrio e misto, respectivamente.

Esse empobrecimento nos resultados, deve-se
ao tempo em que a onda caminha do ponto interno ac con
torno (ou vice-versa) sem contribuir para o valor da inte

gral.

Essa condigao; isto &, a de os pontos inter-
nos, sejam estes proximos ou afastados do contorno, nao foi
levada em considera¢ac por DEMIREL e WANG [7]; uma vez gque
o raio médio adotado na referéncia [ 7], & calculado apenas

entre os elementos do contorno.

Com isso, o tempo tLlpara cada ponto interno,

~ - .
nac representa a mesma area sob a curva u*x 1 da figu-
ra V.2.1, que representaria se a onda comegasse do tempo

inicial (t = 0).
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Isso, na pratica, quer dizer que, se o nime-
ro de passos de tempo com o cilculo convencional, necessi-
rio para representar a distancia 1,5 . Rmax' mencionada na
segao V.4, fosse de 25 passos de tempo (a partir do tempo
inicial); essa condigao seria obedecida no contorno, porém,
para um ponto interno poderia acontecer de o tLi calculado
ser de 17 passos (a partir da chegada da onda ao ponto in-
terno), por exemplo, prejudicando a qualidade dos resulta-
dos; pois, como ja foi notado, © tamanho da faixa de calcu

lo convencional (t’ = t.} influi na qualidade dos resulta

dos obtidos.

Foram tentadas varias alternativas para mini
mizar esses erros. Tentou-se, a conjugagao dos truncamen-
tos intermediario/misto para o contorno junto com a de DEMIREL,
WANG [ 7] para os pontos internos, e, também, dentro de um
mesmo tipo de truncamento, o uso dos valores de ¢ menores pa

ra os pontos internos.

Com as tentativas acima, conseguiu-se efetiva
mente uma redugao dos erros anteriormente observados. Entre
tanto, essas versdes foram desprezadas por dois motivos prin

cipais.

A primeira alternativa foi deixada de lado,
pois; os erros nos pontos internos, apesar do uso de um va-
lor de & menor para o truncamento de Demirel, ainda poderiam

ser diminufdos com o uso de um ajuste mais cuidadoso.
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A segunda por uma questdo de coeréncia, jd que
se economizaria mais memdria de armazenamento para um trun-
camento melhor no contorno, e, esse valor obtido nao poderia
ser O mesmo para Os pontos internos, de modo que a economia
de membria de armazenamento seria regida efetivamente pelo

menor valor de §.

Finalmente, optou-se por uma terceira alterna
tiva, j& descrita na segdo V.5.6, onde os valores do tempo
de entrada do truncamento intermediario, tL_,séo calculados

i

com uma folga inversamente relacionada com o Rme do pon

dio,
i
to interno sob consideragac. Essa folga & requlada pelas

expressoes (V.5.19) e (V.5.20).

Dessa maneira, foram obtidos os melhores re-

sultados, dados pelas versOes com corregao de tm e gue

edi r

aparecem na tabela VI.4.1 com o § = 0,45,

Essas versOes, propiciaram erros médios to-
tais de 1,%4% para o truncamento intermedidrio e de 2,59%
para o truncamento misto, acoplades com uma reducdo de 48,94%
e 50,87% nos tempos de CPU, e de 73,64% e 73,65%, de memd-

ria de armazenamento poupada, respectivamente.

E oportuno notar que, foi unicamente neste exem
plo, para meios infinitos, que ficou demonstrada a valida-
de do truncamento de DEMIREL e WANG [ 7] para os tempos logo

apbs o inicio de andlise. Os erros, economia de CPU e de
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memdria comportaram-se neste exemplo comoe o .previsto por

agqueles autores na referéncia [7].

Comparando-se os trés métodos, considerando-
-se aqui as versoes corrigidas de tmedi (6 = 0,45) para os
truncamentos intermedidrio e misto; e o truncamento de De
mirel, seja com § = 0,20 ou & = 0,35; temos que os trunca
mentos propostos nesta tese levam vantagem nos trés aspec-

tos analisados; gquais sejam, os de tempo de processamento, e

nomia de memdria de armazenamento e erros médios relativos.

Serac deixadas para o Capitulo VII, que se segue,
outras conclusdes e uma apreciagao geral dos trabalhos de-

senvolvidos nesta tese.



Tabela VI.4.1 - Erros relativos no Gltimo intervalo e econamia no tempo de CPU e memfria

para os trés truncamentos, can NDT = 150, para o terceiro exemplo.

de armazenamento

Tempo Erro Rel. | Erro Rel. | Erro Rel.| Economia
A B o D (s) % Médic |édio Pts. Médio de
" - - Redugao % Intern. % |Contorno'%| Memdria
Sem truncamento | ~44,37 -15,17 | =5,34 ~71,66 777,10s - - - -
Intermed. - 46,89 -15,86 | -5,46 -71,62 | 567,96s 44983
§= 0,20 5,68% 4,55%] 2,25% 0,06%| 26,918 3,14% 4,16% 0,06% '
Misto -41,86 -14,50 | -5,23 -68,70 | 534,39
r r > 4
§= 0,20 5 66% 4,42 | 2,06% 4,133 31,238 4.08% | 4,052 r13% 45,33%
Demirel -48,54 -16,43 | -5, 62 -71,60 | 513,37s
5= 0,20 9,40% 8,318 5. 244 o a8 33 945 5/76% 7,65% 0,08% | 54,313
Intermed. ~51,59 -17,35 | -5,97 -71,54 | 448,41s .
5= 0,35 16,27% 14,37%] 11,80% 0,17%| 42,30%| 10:65% | 14,15% 0,178 64,98%
Misto -50,64 -17,18 | -5,97 -70,72 | 441,10s
5= 0,35 14,13% 13,253 11,80% 1,31%| 43,243| 10-12% [ 13,06% 1,31%: 64,98%
Demirel -37,24 -12,94 | -4,74 -63,10 381,83s
§= 0,35 15.07% | 14.70%| 11,24% | 11,95%] 50,86%| ->r49% | 14,008 | 11,95%] 65,33%
Tntermed. - 46,89 ~15,86 | -5,46 -71,54 | 453,62s
5 =0,35/0,20| 5,68 4,558 2.25% 0,178| 41,63%| °3r16% 4,16% 0,17% | 44,98%
Misto -46,83 -15,86 | -5,46 -70,72 | 444,38s
§=0,35/0,20 | 5,543 4,558 2,253 1,31s| 42,828 3r41% | 4,118 1,31% | 54,313

622



Tabela VI.4.1 - Exrros relativos no iltimo intervalo e econcmia no tempo de (PU e memfria de armazenamento

para os trés truncamentos, cam NDT = 150, para o terceiro exemplo ~Continuacao-
NO Temno Erro Rel.| Erro Rel.| Erro Rel.| Econamia
Tipo Pto.Int. A B ¢ D (s) g MEdio |1!Bdio Pts.) Madio de
v Red. % Intern. % |Contorno %| Memoria
Tntermed. ~49,80 | -16,80 | -5,77 | ~71,47 | 392,51s
§ =0,40/0,30 | 12.24% 10,74%| 8,05% 0.27%| 49,49%| 'r82% 10,345 | 0,27% 73,64%
Misto -49,31 | -16,76 | -5,77 | -69,33 | 374,925 | o ..
,23% 9,898 | 3,25% | 73,65%
s = 0400030 | 11,138 | 10,485, 8,058 3.25%| 51,75% ’
Misto (T,.g, corJ)|-44,78 | -15,68 | -5,49 | -69,33 | 381,775
. 0ﬁ451 0.32% 37368 2.81% 3258 | s50.87%| 2r°%% 2,36% | 3,25% | 73,65%
- [
Int. (r_ . cor.)|-44,93 | -15,69 | -5,49 | -71,47 | 396,76s
‘- Jmfg 1.26% 3,43%] 2.81% 0,27%| 48,943 | <1r94% 2,50% | 0,273 73,64%
r
Tntermed. ~60,27 | -20,41 | -7,01 | -71,32 | 334,57s
§ = 0,55 35.84% | 34.54%| 31.27% 0,47%| 56,958 2°:°3% | 33,88%| 0,47% | 80,31%
Misto -54,54 | -18,62 | -6,63 | -67,07 | 303,1ls |
§ = 0,55 227928 |  22.743] 24.16% 6,418 60,99%| 19,06% | 23,27% | 6,413 80,323
Misto &= 0,55{-41,78 | -14,50 | -5,23 | -67,07 | 309,32s 45 33
Demirel §= 0,20 5.84% 4 228 2.06% 6.41%| 60,208 4,689 4,11% | 6,41% '
Misto &= 0,55
: = -37,23 | -13,00 | ~4,74 | -67,07 | 303,33s .
Demirel &= 0,35 _3¢'p9s | .1a.30%| 11.24% 6 41%| 60,07%] 12/01% | 13,88%) 6,41% | 65,33%

0€Z
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vyeloc.onda ¥ tampo analise
-20
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e 1-sEm trunc.
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—— %-demirel
1_2:4 —— d-nmisto
= BB e et

Figura ¥1.4.3 Cavidade, deslocamente no contorne (no' D),
com delta=@. 35 e NOT=150.
Comparacae das 4 versoes.
Pode-se notar o amortecimento nos resultados com a2 wversao
de Demirel, enguanto que, ne conterno os truncamentos
intermediario e misto tem excelente comportamento.
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Figura VI.4.4 Cavidade, deslocamento no no' D {no contornel,
com delta=B3h e NDT=154.
Comparacae INTERMEDIARIO X SEM TRUNCAMENTO.
Pode~se notar o perfeito ajuste entre as duas curvas para
pontos no contorne, com o uso de ftruncaments intermediario,
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B e e b o e s 1 {-sen trane.

~-Ef e eetr et e e e S g —— 2-intermed.

2:4 b F-demirTel

—— 4-misto

Figura YI. 4.5 Cavidade, deslocamento no ponto interno A,

com delta=f, 35 e NOT=158.

Comparacao das 4 versoes.
te grafice, e tambem nas figuras VI.4 b = ¥I. 4.7, a
ito da nao adequacan do parametro delta para pontos

internos em meios 1nfiniias. Devido "a grande distancia entre o
contorno & os pontos Internos, o5 resultados nos esquemas Iinterme-
dizrio e mizto sao amplificades e no de Demirel amortecidos.
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e A-demivel
~45 . ;
~a— 4-miste
2-4
..

Figura VI. 4.6 Cavidade, deslocamento no ponto interno B,
com delta=08.3% e NOT=158,
Comparacao das 4 versoes.
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17 14 i6
................................................................ velog,onsh X tempo analise
........ errer e re b s s repeeataeatenaas ettt er b bebeter et et et ori b b .ma._*h.i—sem trunc.
—— Z2-intermed.
""""""""" f b F~demirel
.................. J e d-isto
2-4

Figura VI.4.7 Cavidade, deslocamento ne ponto intarno C,
com delta=8. 35 ¢ NOT=158.
Camparacan das 4 versoes.

Pode-se notar por comparacac da figura acima com as figuras
¥I.4.5 & VYI.4.h, que o5 erros introduzidos com os truncamentos
para pontos internces em meios intinites, saoc inversamente rela-

cionados com suas respectivas distancia zo contorne.
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. & —w— 1-sem trunc.
—b@.... .................................................................. P, VRN 3. .
e —— 2-intermed.
1-2-4| +— F-demirel
BB ettt onas e e SRR e LR RS Sas e RS et
—&- 4-misto

Figura VI. 4.8 Cavidade, deslocamento no contorns { mo” D),
com deltalcorrigidol=8.45 = NDT=158.
Comparacas das versaes INTERMEBIARID & MISTO ( com a

correcas do tmedi } & da versao Demirel com delta=8.28 .
R correcac para o delta foil apenas para os pontes internos, de ma-
neiva que para o contornoe, o delta=B.45, e’ o caleculado conforme
preconizade por Jemirel. A comparacao &' feita com a versao de De-

mivel com delta=0.20, que & 2 indicada por aquele auter.
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] i8 i? 14 16
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~r 1 -SEn trUNG,

b=t 2-intarmed,

—+— J-demirel

~a— 4-misto

Figura VI. 4.9 Cavidade, deslocamento no ponto interno A,
cem deltaicorrigidel=0.45 & NDT=158.
cao das versoes INTERMEDIARIO & MISTO (com correcae
il com delta=#. 45, da versac DEMIREL (delta=8.208) e
da vercsao SEM TRUMCAMENTO.
MNesta wversao final, nota-se o excelente ajuste das curwvas
relativas aocs esquemas INTERMEDIARIO e MISTO, com a curva
representativa da versae SEM TRUNCAMENTO,
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-8
—— 1-s&m trunc,
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2
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Figura ¥I.4.18 Cavidade, deslocamento no ponto interno B,
com delta (corrigidoi=R, 45 e NDT=156,
Comparacao das versoes INTERMEDIARIO e MISTO {com correcaon
do tmedi) com delta=f8.45, da versao DEMIREL com delta=8. 28,
e da versao SEM TRUNCAMENTO,
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T
12 i4

Figura ¥I.4.11 Cav

q i
com de

1
1%

¥ tempo anialise

—w— 1-s5&m trunc.

—t 2=intermed.

—— J-demirel

—o— 4-misto

dade, deslocamento no ponto interno C.
ftatooreigidel=B. 40 o NDT=1E68.

Comparacan das versoes INTERMEDIARIO e MISTO (com correcao
do tmedi} com deltaz=B. 45, da versao DEMIREL com delta=8. 78,

e da wersac SEM TRUMCAMENTO.
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CAPITULO VII

CONCLUSOES

Ao longo deste trabalho, procurou-se otimizar
© desempenho computaciocnal alcangado pelo programa deriva-
do da formulacao de MANSUR [1], ja consagrada, para a anali
se de problemas transientes regidos pela equagao escalar de

onda em duas dimensoes.

Mostrou-se, além da validade da formulacao,es
ta, ja plenamente confirmada em inumeras aplicagdes efetua
das apds a sua divulgagdo, a variedade de problemas em gque

esse tipo de enfoque pode ser usado.

Para uma melhor compreensdao do texto, como um
todo; fez-se necessario, nos caplitules III e IV, © resumo
do trabalho anteriormente desenvolvido por MANSUR [1] e
MANSUR e BREBBIA ([2-4], caso contrario, este texto seria pra
ticamente ilegivel para aqueles nao afeitos a dindmica, e

particularmente ao caso de propagacao de ondas elasticas.

A partir do capitulo V, foi elaborada a dis-
cussao dos esquemas de otimizacido que compdem a presente
tese. No capitulo V, procedeu-se a apresentagdao das técnicas
de truncamento e sua fc'rmulac;r;"lo‘r e no capitulo VI, através
de trés exemplos ilustrativos procurou-se mostrar a gualida

de dos resultados obtidos com o uso dos truncamentos propos
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tos, em especial o truncamento intermediario.

Dos exemplos numéricos, pode-se perceber que
para meios finitos o truncamento preconizado por DEMIREL e
WANG [7] sO se manteve dentro da faixa de erros aceitaveis,
para truncamentos muito pobres {com § < 0,10), caso em gue
este esquema funciona praticamente como a formulacao nao
truncada de MANSUR [1l], nao levando a economia gue compen-—
se. O truncamento proposto por DEMIREL e WANG [7] so se
torna confiavel e economico, quando aplicadoc a meios infini
tos. Nesse caso, o comportamento da resposta sofre um amor-
tecimento variando entre 8% a 15%, para a faixa de aplica-

cdo do parametro § entre 0,20 e 0,35, respectivamente.

Entretanto, € oportuno citar que, para pontos
no contorno, o truncamento intermedijario em meios infinitos,
foi muito superior ao de DEMIREL e WANG [7], por apresen-—
tar erros variando entre 0,06% e 0,47%, a um custo muito
mais barato gue o maximo permitido pela formulagdo de DEMI

REL.

Esse custo, comparativamente, foi representa-
do por uma economia de memoria de armazenamento da ordem de
73,65%, acompanhado por uma redugao no tempo gasto pela CPU,
durante a execucao de 48,95% correspondendo a um erro maxi-
mo de 1,94%, para o truncamento intermedidrio ({(com & = 0,45),
enguantc que, para o truncamento de DEMIREL e WANG [7], os
valores maximos permitidos foram de 65,33% e 50,86%, respec

tivamente, para o § = 0,35 {(correspondente a 15% de erro),
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que € o maximo aconselhado por aqueles autores. Se o valor
do parametro § for aumentado até o valor de 0,55, serdo con
seguidos os valores de 80,31% e 56,95%, respectivamente, com
o truncamento intermediario, que representa um erro maximo

de 0,47% no contorno.

£ entretanto, para meios finitos que o trunca
mento intermediario tem um desempenho notavel, se comparado
com o de DEMIREL e WANG [7], em virtude da defasagem e am-
plificacac sofrida por esse ultimo nestes tipos de analises.
O truncamento intermediario manteve-se dentro da faixa de
erros aceitaveis, ou seja, menores gque 10%, em todos os e

xemplos em que foi obedecido o § como inferior ao pres-

max’
crito pela equacao (VI.2.l). Essa faixa de erros, para o
truncamento intermediario, variou de 0,23% para 6 = 0,20 a

7,18% para o § = 0,55, no exemplo da haste unidimensional,

para 180 passos de tempo.

Deve ser dada atengao especial a escolha do
parametro & de truncamento, pois, como ja foi observado, pa
ra numero de passos menores, também devera ser escolhido um
valor de ¢ menor, para representar a mesma qualidade de trun
camento, A razao disto, & a entrada no esqguema de truncamen
to antes gue se tenha definido exatamente a forma da onda,
mediante uma permanéncia minima no esquema de calculo con-
vencional. 0 valor do tempo, conde a forma da onda & defini-
da adeguadamente, obedece aproximadamente a relacao l,ESRmaX
¢ sera representado por diferentes valores de §, para dife

rentes valores de tempo.
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Deve ser estudado, no futuro, um melhor indi
ce de truncamentc gue represente mais fielmente as variaveis
Roédio’ NPT, a porcentagem de erro admitida na anidlise e
possibilite também calculos mais confidveis de grandezas em

pontos internos.

Un aspecto muito positivo proporcionado pelo
esquema de truncamento, foi o da redugao da memdria de arma
zenamento requerida, que permitira a execugdo de analises
muito maiores gque as que foram feitas até este momento. Cal
culou-se que, para cada passo de tempo, © esquema convencio
nal requer uma quantidade de 0,04 Mbyte de memdéria wvirtual
do computador. Com a aplicagac do esguema de truncamento
intermediario, essa necessidade reduziu-se a até 0,008 Mbyte
por passo de tempo. Isso significa, por exemplc, que, de
um maximo de 300 passos de tempo que era a limitacdo impos-—
ta pela memdria virtual disponivel para um exemplo sem trun
camento, passou-se para um maximo de 1500 passos de tempo no

esquema com truncamento intermediario.

Entre os dols esquemas de truncamento propos
tos nesta tese, o esquema intermediario e © esquema misto,
recomenda-se o uso do primeiro, isto €, o truncamento inter
mediario. Este truncamento mostrou-se mais precisc gue 0
misto. A economia de memOria de armazenamento proporciona-
da pelos dois esquemas € praticamente a mesma. O truncamen-—
to misto possivelmente sera vantajoso quando o numero de

passos de tempo for muito grande.
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Para desenvolvimentos futuros, alem de um pa-
rametro de truncamentoc mais eficaz, sugere-se a extensao do
truncamento para as integrais do dominio, e também o estudo
da possibilidade de truncar pelas posigoes relativas de pon
to fonte e elementos apenas, gue nao foi efetivada nesta te

se pela escassez de tempo.

Qutras possibilidades, dentro desta mesma
area, seriam a implementacao de refinamentos auto-adaptati
vos para a dindmica, o que nao foi tentado até o momento,
tendo as atuais aplicacOes restringindo-se a elastostatica,
e a codificagao deste programa em uma linguagem gue permi-
tisse a alocacdo dindmica da memdria, tais como o PASCAL ou
a linguagem C, uma vez, gque na linguagem FORTRAN, sempre que
se desejar rodar aplicacOes maiores, dever-se-a alterar as

declaracoes COMMON correspondentes.
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APENDICE A

TEOREMA DA DIVERGENCIA E INTEGRACAO POR PARTES

Neste apéndice, as operacoes necessiarias para
se obter a equacao (III.6.4) a partir da equagao (III.6.3)
sao deduzidas. Para tanto, as duas formulas matematicas da

das em (a) e (b) abaixo, seraoc necessarias.

{a) Integragao por partes

b b b
J f dq dx = (fg] - J g df dx (A.1)
a - a a
(b} Teorema da Divergéncia
f. . 4o = f. n. 4dr A.2
[ 3] J J 3] ( )

2 r

Inicialmente, € importante reconhecermos que

Quando o teorema da divergéncia é aplicado
aos primeiros dois termos do lado direito da equacgao (A.3),

a seguinte relagao pode ser escrita
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fJ 3
Q 2 r
f {
* *
- } uw, 0y ar = } uviu*  ap +J pu dr -
T & T
[ .
- J up 4ar {A.4)
r

A aplicacao da expressac (A.l) para a inte

gragao por partes em relagao ao tempo, nos fornece

t 3 t t
J 32u * au *_T { au au*
- = - —— = ar

u
0 at2 9T 0 0 8T 3T

(A.5)

Quando a expressao (A.l) & aplicada novamen-
te ao segundo termo do lado direito da expressao (A.5), ob

temos a seqguinte expressao

£ — . Tt
2 * %

| 9°u  *a. = -1 - S +
J at? 3T 9T 0
0 A

rt+

- 2 *
+ } u —278 gq ' (A.0)
0 dT?

A substituicao das expressoes (A.4) e (A.6)

na equagao (III.6.3) resultara na equagao (IIT.6.4)
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Uma consideragac final quanto a mudanga de
notagao nos deslocamentos e forgas de superficie deve ser
feita neste momento. Essa notagac & mostrada na equagao
(A.7) para a derivada normal de u, sendo adotado um procedi

mento semelhante para os potenciais.

. . R
J up dl - pu dI' + pu 4dr = J pua dI' +
r T T T
P P “
[ [
— % *

+ [ pu dr = J pu Al . (A.7)
Tt r

p

Desse modo, para efeito de simplificagao na
notacao, p foi substituido por p ao longo dE'Tp. E importan
te reconhecermos no entanto, que as integra¢oes ao longo da
parte Pp do contornc dizem respeitc ds derivadas normais

prescritas do potencial.
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APENDICE B

AVALIACAQO DAS CONTRIBUICOES ORIGINARIAS DAS

INTEGRAIS DE CONTORNO SINGULARES

Este apéndice trata da avaliagao dos seguin-

tes limites (ver gxpressaes (ITI.6.20), (III.6.21), e
(I11.6.22)).
f 1
s, = lin — p(Q,t) dr_ (B.1)
g +0 FE
f
S = lim . L u(o,t yar, (B.2)
v ai(Q) x?
£ >0 T
€
s, = lim ] z 1 [_ u(g,v) | ar_ (B.3)
m(Q) cr 9T
£ >0 T |__ T= Tr
£
onde T_ é a superficie do hemisfério mostrado na figura

I11.6.3, r=[s - @l e ar_ = dr_ (Q).

A expressao (B.2), considerada em primeiro

lugar, pode ser escrita como

{ -

|
S = 1lim or 1 | w(Q,t) - uLs,th ar_+
u an (Q) rz L r J €
>0 T
[
+ u(s,t) lim [ or 1 ar ) (B. 4)
n(Q) r €

£->0
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Sera admitido que o potencial satisfaz uma

condigao de Holder como uma fungao do espago em torno de

(s,t), isto €&,
|lu(Q,t) - u(s,t) | < Ar® , Aa>0, 0 <a<1 (B.5)
e uma condigao de HOlder como uma funcao do tempo, isto &,

lu(Q,t-r/c) - u(Q,t)] <Br® , B >0, 0<g<l.

(B.6)

As condigoes (B.5) e (B.6) sao mais - fortes
que a da continuidade, mas, porém, mais fracas que a condi

¢ao de diferenciabilidade [27].

Em vista das expressces (B.5) e (B.6), &

possivel se ter uma expansao de u em torno de (S,t) que tem

a forma [ 57]
u{Q,t-r/c) = u(s,t) + o(ra) + o(rB) . {B.7)

Consequentemente, a expressao (B.4) pode ser

escrita como

s, = lim J or - o(r®) + o(rB):] ar_
>0 ’r on (Q) r° =
r 3
+ u(sS,t) 1lim J = i ar_ . (B.3)
c -0 It n(Q) r
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Desse. modo, a avaliagao dos limites mostrados

na expressao (B.8) se reduz & consideracgao de

oy
vi
o

L = lim J or 1 ar, (B.9)

e >0 () x &

&

através do emprego de coordenadas esféricas (£,0,V¢)descritas
na figura (B.l}, e reconhecendo que 9r/9n(Q) = 1, a expres -

sao (B.9) se reduz a

[ 'TT/2 2m
L = lim —= €? cos y A0
€
e >0 J
0 0
(0 £E >0
= lim (2% EE) = 1 (B.10)
e>0 t2’.lT E =0
Portanto
Su =21 u(s,t) (B.11)
Se pe g? satisfazem condigoes de HOlder

(ou de continuidade) no espago e no tempo, um procedimen-
to similar ao acima descrito pode ser empregado para demons

tra que
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Figura B.| Coordenados Esféricas

0 método que acabamos de descrever para 1iso
lar as contribuigoes de inteqrais de contorno & usado nas
referéncias [21-23, 34] . Este método pode ser facilmen-
te empregado para contornos do tipo Kellog, como sera ilus

trado nos proximos paragrafos.

A proxima situacdo a ser considerada
& aquela onde o dominio & cilindrico, conforme mostrado
na figura B.2 e o ponto do contorno S € localizado no vérti
ce de um angulo localizado na borda do cilindre; com isto,
a condigao de suavidade de Leapunov nao € valida localmente.
Deve se considerar o corpc comoc tendo sido aumentado por um
volume em torno de S, cujo contorno & formado pela intersec
¢ao de uma superficie esférica com dois planos conforme
mostrado na figura B.2. O limite indicado na equagao (B.9)

pode ser convenientemente escritc como

L=L"+ 1" (B.13)

onde
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[
L' = lim i ary (B.14)
e +0 r an T
£
L" = 1lim Che i_g ar (B.15)
¢ » 0 Jpn ©om R
£

e 0s contornos Pé e Fg sao os descritos na figura B.3.

Ja foi demonstrado gue

L' = (B.16)

L" pode ser obtido a partir das operag¢oes descritas abaixo

(ver figura B. 3)

™
o= tim | L ge? sine 4
e >0 \ € £
10
0 £ >0
- lim (2¢° g) = (B.17)
g ~»0
28 £=0

onde B & o angulo indicado na figura B.2. Consequentemente

Su = 2(m + B) u(S,t) (B.18)
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1 -8

s = c
a7

u(s,t} = u{s,t) = c(S)u(s,t)
27 2T

u(s,t) -

(B.19)

onde a & o angulo interno descrito na figura B.Z.

Figura 8.2 Dominio Com um Contorno do Tipo Kellog Aumentodo
Por Umac Esfera.

da=p Esenado

mT]

1 [
Figura 8.3 Superfn’ciesl} e r;-
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Finalmente, devemos observar gue a exXpressao
(B.19) pode ser estendida para a situagao em que o dominio
tridimensiconal nao & cilindrico, dessa maneira, c(S) pode
ser calculado para pontos localizados em cantos, seguindo

um procedimento similar ao descrito neste apéndice.
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APENDICE C

SOLUCAO FUNDAMENTAL EM DUAS DIMENSOES

PARA A EQUACAQ ESCALAR DA ONDA

Foi mostrado na sec¢ao III.7 que a solugao
fundamental para a equacgao escalar da onda bidimensional po

de ser obtida a partir de

*
u3D(q,t;s,T) dx3(q) (C.1)

ou, em vista da expressac (III.5.6}

—+co
S [r;ec(t-1)]

dx3(q) {C.2)

2D J—é v

a partir da figura C.1, a seguinte relacao pode ser escrita

r? = r? ¢ x32 (C.3)
onde
2 _
R® = (RiRi) (C.4)
=
Ri = xi(q) - xi(s) ' (1 =1, 2) . (C.5)
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Deve ser reconhecido que s, nesse caso, & um

pontoc pertencente ao plano (xl, x2).

X2
q X,
/
/
/
/
Xx
Figura C.1 llustragdo do Relagdo ODado pela Expressao (C.3)
Em vista da expressao (C.3), a €Xpressao
(C.2) pode ser escrita como {13]
s [R+ 13 P e(e-1)]
¥ o= c 3 ’ d (C.6)
Uy — X, - .
- (R*+ x2) /
3
Para procedermos a integragao indicada ha

expressao {C.6), a seguinte propriedade da funcao Delta de

Dirac [61] € necessaria

- S(X;Xi)
6L £(x)]= |} ————— (C.7)

i=1 |f'(xi)Y
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gue pode ser usado sempre que f'(x) = —éééil— nao se anular
nas raizes xi(i=l,2,...,n) de f(x). As duas ralizes do argu

mento da fungao delta de Dirac na expressao (C.6) sao

]
+ (-cz(t—T)2 - RZ:} /2 . Assim
_1/2
| 1 1 = 1 |= c{t-T) t:z(t-'r)z - R{l . (C.8)
£1 (%) £ (%)
1 2
Portanto,

6ER2 + x§)1/2 ;C(t-T)] =

-1/2 1
= e(t-1) [%2(t-1)2—R{} {6{X3—[;2(t—T)2 - R{}l/zJ

+ 8 (x3 + E:; (t-1)2% - Rﬂl/zJ] (C.9)

Em vista da expressac (C.9), a integragao in
dicada na expressao (C.6) pode égora ser feita, resultando

em {11, 131

uZD = 2¢ — H E:(-t—n ; R] | (C.10)
vV ¢f(t-1)% - R*

Deve ser notado que quando R & - ~substituido

por r, a expressao (C.1l0) transforma-se na expressao (III.7.9).
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APENDICE D

INTEGRACOES DE TLINHA A0 LONGO

DA CURVA DEFINIDA PELO CONTORNO T

Neste apéndice, a seguinte relagdao que  foi

usada préviamente na secao III.S8

(82
J £ Lr(e):[r (8 a0 = | (@ 9r(s,Q) gr(g)  (p.1)
el r on (Q}

serd obtida. A patrtir da comparacao das expressoes (D.l) e

(III.8.15) & aparente que a notagao foi mudada, isto e,
rr(e) foi substituido por r{(8). Acreditamos que isso nao
cause nenhuma confusao, uma vez que € compreensivel que

r(8) & a distancia entre a origem do sistema de coordenadas

polares mostrado na -figura D.1l., e um ponto Q no contorno TI.

ﬂl'ﬂ

Figura D.! Vetores Unitdrios e Coordenadas Polares e de Linha.
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Com isso definido, podemos escrever as seguin

tes expressoes

62 ~
£ {r(@{] r(6) de = J f(r) r 98 ar (D.2
81 — r ol
{ N (
} f(r) —=— 4ar = £(xr) (v.n) dar (D. 3)
r on JF
I
onde v = —- & o vetor unitario paralelo a linha que une os
T

pontos s e Q na figura D.l. Em vista das expressoes (D.2)
e (D.3), a expressao (D.l) sera valida se pudermos provar

gque

V. n =r g9 (D.4)
al
a partir da figura D.1, podemos escrever
r = r{cosb® i + senbj) , (D.5)

entao
B f
dr = 9T cos0 - rsend i+ AT . sen6 + rcos® J { 46
| as ae
(D.86)
e
raa -/ e
dr = /' dr . dr = dr + r? as (D.7)
do
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Seja t -, na figura D.1l, definida como
t=ai+bj (D.8)

o vetor tangente a I em Q.

Entao, o vetor normal unitario, apontando pa

ra o exterior do corpeo, em Q, pode ser escrito como
n=(i-aij// a’+yp’ (D.9)

Por outro lado, t também pode ser definido

como
] {
r
t=—— = 9x cost - r senb|i +" ks senb - recosf|j ,
3 L l a8
{(D.10)
a partir de {(D.1l0), podemos escrever a expressao para n oomo

‘ , \ ( 2
n = [- or senf + cosPi - 3r cosb - rsenfij / ax ]+r2
an a0 36 j
| t
(D.11})

Levando em consideragao as expressoes (D.5) e
(D.11), a demonstracao da expressao (D.1l2) abaixo, € imedia-

ta
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y.n = L \ (D.12)
= / ; \lz
L 2
55| t T
J
Uma comparagdo entre as expressdes (D.7) e

(D.12) demonstra a validade da formula (D.4), e, em conse

guéncia a expressao (D.1l) fica provada.
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APENDICE E

INTEGRACAO ANALITICA NO TEMPO

Este apéndice apresenta as expressoes :para

(D? )1+ (Dlim)F e F?m gue aparecem nas equaéaes (IV.2.17) e
(IV.2.20). Sao também mostradas as expressoOes de (E?m)I e
(Erilm)F correspondentes as integracgoes no tempo com o uso de
fungoes de interpolacgao 0™(+) lineares para (G?? H:e (G??)F

que nao foram aproveitadas nesta tese. Inicialmente, € ne

cessario definirmos as sequintes constantes

Ay = /!c(tn - tm—l) -r
A, = /re(tn - tm—l) + r
'

Ay = /fﬁ(tn -t )+

A5=;/cwn %ﬁﬂ r

Ag = /C(tn tm+l) + r

nm nm ‘ 3

(b; 7)1 e (D7) que aparecem na egquagao

(IV.2.17), e os coeficientes (E?m)I e (Egm) podem ser cal

F
culadas a partir de (I), {(II), (III), (IV) e (V) que seguem
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(1) tm+l < tn - r/c
2
o > S T b e o —}
i1 '
AZ A4 A2A4(A1A4 - A2A3) _J
A A 2ciAt(t, - t_ 1)
(D?m)F = 3 > . n m+1 (E.2)
A, A, A4A6(A3A6 - ByAg)
nm _ A3A4 +c(tn-tm)
(E; ); = AA, — AJA, - c(t_ - t_ ) 1n -
i’I 374 172 n m-1 L_AlAE telty tm—l)
) AA. +ol(t -t )
(EfNp = = | BgBgmAgA, -clt -~ ) In 22 o
ALA, 4+c(t -t )
374 n m
(I1) ty1 >ty r/c, t < t, - r/c e tal <8, (r# 0)
nm -
(Di )I + usar a expressac dada em (I)
2
nm _ AB(AG) 1
(Di )F = ——
A r
4 (E. 3)
nm . - .
(E )I + usar a exnressao dada em (I)
nm _ _ ‘ r
(Ei )F = Bah, c(tn tm+l) In AA. + ot -t )-]
/ 34 n m
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> _ _ ,
(III) tm tn r/c e tm < tn r/c (r pode ser igual a

-1
zero)
rnm 1
(Dy )y = = By =
r
nm _
(E. 4)
.
(EM™_ = -A A _-c(t_-t )1n L
11 L2 7 m ml g be(t -t )
| 712 n m-1
nm _
(Ei )F =0
{(IV) tm+l > tn - r/c, e tm+l = tn
nm -
(Di )I usar a expressao dada em (I)
A
o™, = —= (E.5)
A4
nm "
(Ei )I usar a expressao dada em (I)
nm _
(B; g = B3Ry
(V) t 1>t - r/c
nm nm _ nm _ nm _
(Di )I = (Di )F = (Ei )I = (Ei )F =0 (E.6)
phm .
i pocde ser calculadc a partir de (VI), (VII) e (VIII)

a seguir
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(VI) tm < tn - r/c

AR, tc(t_ -t )
n m

.

1
A A to(t) tm-l)_J

t
n

(VII) t, > ot - r/c , t g <
FI" - - ¢ oAt In z

Bypptelty~t )
(virir) t 4 > &, - r/c

- r/c

(E.7)

(E.8)

(E.9)

Cada expressac apresentada neste apéndice de

ve ser multiplicada por uma fungéo de Heaviside cujo argu-

mento &€ igual ao primeiro argumento de raiz quadrada a tor

nar-se negativo na expressao sob consideragao.
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APENDICE F

COORDENADAS INTRINSECAS

Seja xi(S) a representag¢ao das coordenadas do
ponto S com relagao ao sistema de coordenadas Cartesianas
mostrado na figura F.l. O e€lemento e mostrado nessa figura

une dois nds cujas coordenadas sac dadas por

k
(F.1)
x (1) = \:xi] =1
— .Jgk
xzu)= Lxﬂ =1
15

B -1xot-1

. o
X

Figura F.| Coordenadas intrinsecas e Coordenadas Retangulares
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Considerando que r=r(s,€k)=|§—9(5k)|e deno
tando os componentes de n, por (nk)i, as seguintes relagoes

podem ser escritas

_ 1/2
r = (rirl)
dr
= {(n ). r . {F.2)
31 (0) ki 7,1
ar, = || e, = —ih— d, (a convengao de so

matdorio nao deve
ser usada para o}

indice k).

Na expressao (F.2), J & o Jacobiano da trans

formagao de coordenadas, lk € o comprimento de e, e

k

r, = xi(Q) - xi(S) = xi(Ek) - xi(S)

r .
oxr _ .1

Bxi(Q)'“ T

(F.3)

i 1 — =11
xi(Ek) = x(-1) + X (l+£k)[:xi(l) xi( 1{] .

Em vista das equagoes (F.2) e (F.3), as inte
grais nas equagoes (IV.2.22) e (IV.2.23) podem ser facilmen
te calculadas usando as coordenadas intrinsicas Ek. Quando

sac adotadas fungoes de intéerpolacao lineares no espaco e
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no tempo, as seguintes expressoes podem ser escritas

1
1 Br nm
(N . = — |1 —E oM™ (g +l)ac_ -
i3t 2cAt b on 1717 P
1—1
1
or nm
lq (P (5 - bag
-1
[ (L
nm 1 dx nm _
(Hij)F = Sone lp - (D, ) g (Ep + 1)dg,
-1
1
-1 [ o (oM (¢ -1)a }
4 \ an i'F g £
-1 J
.
amy 1 1 o + 1 -
(C31 = 5o } 5 J (B0 (g, + DAE
L -1
1
nm
- 1 J E]M (B, - gy 1
-1
([
nm, _ 1 nm _
(Gij)F = robt lp ) (Ei )F (EP + l)dEp
1
( \
-1 nm -
q (E; )F (Eq hagg

(F.4)
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Como foi préviamente citado na segao Iv.2,

nm )

~ nm nm
como excegao de (Gi i-1
r

v (G 01 e (6 54

)

7 todos 0S

outros coeficientes na expressao (F.4) podem ser computados

usando a quadratura de Gauss unidimensional. Quando n=m e

i=j, (E?m)I € necessario para calcularmos (G?T)I. Nessa si
tuagao, (E?m)I na expressao (F.4) pode ser escrita .+ como
(ver expressao (E.4))
nn, _ {_ - _ I
(B, = | AR tel(t ~t 1) In |AjA +c(t tn_l)J
L _
-t —t _q)1In r{ H {%(tn—tn_l) F ol I8 (F.5)
J

Procedendo agora a integragéo analitica para

s nm
calcularmos as contribuigoes para (G

ii)I' na expressao (F.4),

do termo gue tem uma singularidade logaritmica, temos que

—

1 1
— 1 [ In(r) (E_+1) H ‘ cht ; r] az. =
2cht P }_1 P _ P

a. | 1
- f o -
(1/2) l1n(ap) 1 - L}n (ap) 1/2.J ; (F.6)
P
(1 .
1
_— 1 In(r)(E -1) H [%At ; ri] ai. =
2cht E! g 9
-1

—

a
(1/2) |1n (@) -1 - =9 [1n (a) - 1/2]}
q 1 [ |
q
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onde
cAt  quando cit < lp
a =
P
lp de outra maneira
(F.7)
[ cat gquando ¢ At < 1lg
a =
q 1
1 de outra maneira
. d
O procedimento a ser seguido para os coefici
nm, nm - .
ente (Gi,i—l)Ie (Gi,i+1)Ie similar ac que acabamos de apre
sentar para (G?mi)I ; consequentemente nao sera mencionado
r

aqui.

E importante reconhecermos que apesar dos coe

.. nm m . m
ficientes Gij para 0 (t) linear e ¢ (t) constantes serem
diferentes, seu termo singular & o mesmo. Portanto, resul-
tados similares aaquéles cbtidos pela expressao (F.6) podem
ser obtidos no caso de fungoes de interpolagao constantes pa

ra o tempo.



