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CAPITULO !

INTRODUCAO

I.1 - OBJETIVOS E MOTIVACEO DO TRABALHO

Sistemas estruturais estaiados estido presentes em
muitas aplicagées da engenharia como, por exemplo, has
coberturas de grandes vios, torres de comunicacgidc, torres de
estruturas "of fshore', pontes estaiadas, etc. Nesses
sistemas estruturais, as estruturas reticuladas, de grande
porte, sdo estaiadas por cabos que proporcionam rigidez ao
conjunto. Em geral, esses sistemas s&c mais leves e,
portanto, mais econdmicos do que as estruturas reticuladas
convencionais, em razdo da alta eficiéncia dos cabos quando
submetidos a tracgéo.

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma ferramenta
para analise de estruturas reticuladas, cuja discretizacdo é
feita por elementos finitos de pértico espacial combinados
com os de cabo/trelica. A andlise é dirigida a investigacgao
do comportamento estrutural ndoc-linear geométrico e dinamico
linear, este 1ltimo considerando o© estado de tensdes
iniciais oriundo do carregamento estatico. Investigam-se,
assim, as vibragdes da estrutura estaiada em torno da sua
configuragdo deformada final de equilibrio estatico. A
ferramenta numérica de analise agui apresentada tem como
objetivo futuro, a sua aplicagédo a pontes estaiadas. Esta
aplicacgdo permitirad um exame mais detalhade do

comportamento estrutural dessas pontes ao longo das varias



etapas de construcgédo.

I.2 - ESCOPO DO TRABALHO

No capitulo II €& apresentada a formulagdo matricial
adotada para andlise de vibragdes sob tensdes iniciais de
estruturas aporticadas espaciais estaiadas. Tecem-se ainda,
nesse capitulo, consideragdes sobre as etapas intermediarias
de analises envolvidas.

No capitulo III tem-se a maior contribuigdc deste
trabalho, onde os algoritmos desenvolvidos para a obtencgdo
da resposta ndo-linear geométrica de estruturas aporticadas
estaiadas s&o apresentados. Uma descrigdo geral dos
processos empregados na andlise ndo-linear geométrica,
juntamente com o método de Newton-Raphson & encontrado nesse
capitulo. Além disso, apresenta-se um critérioc dinamico para
cdlculo de carga critica para estruturas aporticadas
estaiadas, como um caso particular da formulacgao
desenvolvida.

Com o programa Vibres, as freqiéncias e modos de
vibragdo sdo obtidos em torno de uma configuracao deformada,
resultante do equilibrio estatico ndo-linear. 1Isto é
conseguido com o© emprego dos algoritmos desenvolvidos no
capitulo III. A estruturagdoc geral desse programa, com suas
principais caracteristicas, mais os elementos implementados,
sdo apresentados no capitulo IV.

O capitule V é dedicado a verificagdo da modelagem e
dos algoritmos desenvolvidos, através da analise de

resultados. Varios exemplos-teste sdo analisados e uma ponte
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estaiada no plano e outra no espago constituem exemplos de
aplicagdes praticas da engenharia.

No capitulo VI apresentam-se finalmente os comentarios
finais e algumas sugestdes para trabalhos futuros.

Nos apéndices A e B encontram-se as matrizes elastica,
geométrica e de transformagdoc, respectivamente para os

elementos espaciais de poértico e de treliga.
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CAPITULO 1]

O PROBLEMA DE VIBRAGOES SOB TENSOES INICIAIS DE
ESTRUTURAS APORTICADAS ESPACIAIS ESTAIADAS

II.1 - CONSIDERAGE)ES INICIAIS E HIPOTESES BASICAS PARA O

MODELO ESTRUTURAL ADOTADO

O modelo estrutural aquil apresentado €é destinado a
andlise de estruturas que possam ser discretizadas, dentro
de aproximagdes razodveis, por elementos de pdértico espacial
e elementos de cabo.

Da presenca dos elementos de cabo, gue proporcionam
enrijecimento e/ou sustentagido ao sistema estrutural, advém
a designagdo de estruturas estaiadas, tendo como exemplo:
torres estaiadas, pontes estaiadas, etc. Pode-se dizer,
portanto, que nessas estruturas o sistema de cabos constitui
um conjunto de componentes de importéncia fundamental,
podendo-se afirmar que a rigidez global do sistema
estrutural é comandada quase que diretamente pela rigidez do
sistema de cabos.

Considere a torre estaiada da figura II.1, decomposta
em seus componentes estruturais.

Num projeto econémico de torres altas e esbeltas, o
sistema de cabos tera grande influéncia, e devido & alta
eficiéncia quando tracionados, os cabos-estais absorverio
razoavel parcela das cargas atuantes sobre a estrutura.

A figura II.2 mostra uma ponte estaiada com os seus

componentes estruturais.



/N

TORRE ESTAIADA

TORRE CABOS

FIG. II.1 - TORRE ESTAIADA E COMPONENTES ESTRUTURAIS.




PONTE ESTAIADA

M

TABULEIRO

TORRE SISTEMA DE CABOS

FIG. II.2 - PONTE ESTAIADA E COMPONENTES ESTRUTURAIS.




Neste tipo de =sistema estrutural, os cabos séao
responsaveis pela transferéncia de cargas do tabuleiro para
a torre, ou seja, o tabuleiro é suportado elasticamente
pelos cabos. Aqui, também, se se deseja aumentar a rigidez
da estrutura como um todo, deve-se aumentar a rigidez dos
estais [1].

Nesse trabalho considera-se o problema de vibragoes
livres nao-amortecidas de estruturas aporticadas espaciais
com cabos, cujo comportamento estatico envolve
nao-linearidade geometrica.

A consideragdo de nao-linearidade geométrica para a
estrutura de poértico espacial se deve ao efeito da interacgdo
esforgo normal x momento fletor nos elementos de viga-coluna
do pértico, guando os mesmos sdo submetidos simultaneamente
a cargas transversais permanentes e de protensdo do sistema
de cabos.

A estrutura de pértico espacial considerada tem por
hipétese um comportamento estatico caracterizado por
nao~linearidade geométrica moderada e linearidade fisica dos
materiais que a compden. As consideragdées sobre a
importédncia desta ndo-linearidade serdo examinadas na secio
I1.3.2.

Os cabos gque constituem os estais s&o por hipdtese
pratica bem estiradeos, isto ¢é, sujeitos a protensédes,
resultando em configquracgdes quase-retilineas.

Em geral, o comportamento estrutural de cabos pode ser
caracterizado por forte ndo-linearidade geométrica devideo a
grandes mnudangas de configurac¢do, a qual estd diretamente

relacicnada com a magnitude do esforgo de tragio aplicado no



mesmo. Entretanto, quando sujeitos a forgas de protensao
elevadas, a ndo-linearidade dos estais é somente moderada.

Cada estai é aqui discretizado por elementos de cabo-
-treliga, ou seja, elementos de trelig¢a espacial, com nao-
-linearidade moderada, sob tensdo (ou forg¢a) inicial. Assim,
substitui-se uma catendria por uma série de elementos
retilineos [2].

A andlise dinadmica dessas estruturas aporticadas
espaciais, estaiadas por cabos pretensionados, requer a
solugdo de um problema de vibragdoc da estrutura como um
todo, submetida a um estado de tensdes internas iniciais,
devido principalmente a protensdo dos estais. Portanto, a
analise de vibragdes "livres" ndo-amortecidas dessas
estruturas € feita sobre a sua configuragido deformada de
equilibrio estatico sob a acdo de cargas externas e
pretensdo nos cabos, obtida previamente através da analise
estatica ndo-linear geométrica.

Para melhor esclarecer o procedimento de andlise
adotado e o comportamento estdtico desses sistemas,
utiliza-se um exemplo ilustrativo.

A figura II.3 apresenta uma torre, cujos cabos exibenm
grandes deflexdes antes de serem aplicadas as protensdes de
projeto. Na configuragao final, os cabos apresentam-se
quase~retilineos. A andlise de . vibragdes sob tensdes

iniciais tem os seqguintes passos:

(1) primeiro, procede-se a uma analise ndo-linear
estiatica atingindo~-se o ponto de equilibrio "E", ilustrado

na figura I1I1.4.
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(ii) depois, sobre a condigcao de equilibrio final
ndo-linear, representadoc pelc ponto "E", investiga-se o
comportamento dindmico (veja fig. II.5), isto &, frequéncias

e modos naturais de vibracgao.

CONFIGURAGAD
ANTES DA PRETENSAQ
DE PROVETO

FIG. I[.3 - CONFIGURAGAO DOS ESTAIS ANTES E DEPOIS DA
PRETENSAO.
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FIG. II.4 - COMPORTAMENTOS NAQ-LINEARES.

FIG. II.5 - VIBRACOES EM TORNO DO ESTADO DE EQUILIBRIO.
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I1.2 - MODELAGEM MATEMATICA

0 desenvolvimento das equagdes gue representam o
comportamento de um dado sistema estrutural é subordinado &
aplicagdo de determinadas regras basicas. A primeira regra
diz respeito as hipéteses simplificadoras que surgem quando
da redugdo do sistema real para o sistema analitico. Estas
hipéteses sdo fundamentais numa modelagem matematica e devem
ser enunciadas de maneira clara e precisa, ja que limitardo
o emprego da formulacac desenvolvida e definirdo o campo de
aplicagéo pratica. A sequnda regra diz respeito & modelagem
numérica e aos algoritmos de solugdo das equagdes que
representam © modelo analitico adotado. Esses algoritmos
devem ser escolhidos de forma adequada as analises estatica
e/ou dindmica pretendidas.

No presente trabalho, o método dos elementos finitos
€ utilizado para a discretiza¢do da estrutura com elementos
retilineos e as equagdes de movimento resultantes podem ser

escritas na sequinte forma matricial:

MO+ (K +K)U-0 (II.1)

A linearizagdo desta equacdo, para o caso de vibracgdes

sob tensdes iniciais, leva ao seguinte problema de autovalor

[( K, + B ) -« H]8=0 ( II.2)

cuja solugdo ndo trivial fornece as frequéncias circulares e

os modos de vibragdo em torno da configuracdo deformada de
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equilibrio ndo-linear.

As fases intermediarias de desenvolvimento pelas quais
se passam até se chegar a forma final da equacdo (II.2)
definem outros tipos necessdrios de andlise estrutural.
Estas andlises sd8o objeto do presente estudo e sio

apresentadas nas seg¢des seguintes.

IT.3 - TIPOS DE ANALISES ENVOLVIDAS

I1.3.1 - ANALISE LINEAR ESTATICA

Quando, para um dado sistema estrutural, os
deslocamentos e as deformagdes sdo considerados pequenos, de
tal forma gue se possa escrever as equacdes de equilibric em
relagdo a configuracdo (geometria) indeformada da estrutura,
a analise sera conduzida segundo uma formulagao matricial
linear.

A grande maioria das estruturas correntes sdo, em
geral, calculadas usando-se a teoria linear estatica.

A discretizagao de uma estrutura, usando a teoria

linear, através do MEF, gerard a seguinte equacdo matricial

R

U =R ( II.3 )

onde :

K_ - representa a matriz de rigidez da estrutura.

u - 0 vetor de deslocamentos de todos os graus de

~

liberdade, no sistema global.
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R - vetor de cargas externas.

A equagac (II.3) representa um sistema de equagdes
lineares de ordem n x n, onde n é o numero total de graus de
liberdade da estrutura.

Como resultado do que foi exposto antes, surgem duas
hipdteses fundamentais necessarias para se poder afirmar que

uma determinada estrutura tem um comportamento linear.

12 HIPOTESE - o material de que é feita a estrutura obedece
4 leji de HOOKE.

22 HIPOTESE - a configuracdo geométrica final ndo deve
diferir sensivelmente da geometria inicial, de modo que as

equagdes de equilibrio sejam as mesmas nas duas situagdes.

0 ndo cumprimento de gqualquer uma destas hipdteses
introduz uma ndo-linearidade no comportamento do sistema
estrutural. A nao-linearidade fisica decorre da violagdo da
primeira; a nao-linearidade geométrica vem do nao
atendimento & segunda hipdtese [3].

Neste trabalho, como visto na segdo II.1, sera estudado

o comportamento n&o-linear geométrico.

Comentarios Sobre as Hipoteses de Pequenos Deslocamentos e

Pequenas Deformagoes

Alguns comentarios sdo feitos a seguir com o propésito

de esclarecimento quanto as hipoteses acima descritas.
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A hipotese de pequenos deslocamentos exige dgque as
translagdes e as rotagdes dos pontos da estrutura sejam
pequenas quando comparadas com as dimensdes da estrutura e

com a unidade, respectivamente.

A hipotese de pequenas deformagoes supde que os
alongamentos e distorgdes sio pequenos quando comparados com
a unidade. Sendo assim, referem-se a deformac¢doc de um volume

infinitesimal do corpo.

A primeira hipdétese ¢é mais restritiva, no sentido que
compreende a deformagao da estrutura como um todo. Logo,
dizer que uma estrutura estda sujeita a pequenos
deslocamentos significa dizer que a mesma & imposta pequenas
deformagées; o contrario nao se pode afirmar.

Duas importantes simplifica¢dées surgem quando a

hipétese de pequenas deformagdes é adotada:

(i) hipdtese das seg¢oes planas - é admitido que as
segbes transversais inicialmente planas, permanecem planas
na configurag¢do deformada.

(ii) a segunda simplificagdo se refere a representagido
do elemento. Supde-se que um elemento retilineo esta
submetido apenas a rotagdes de corpo rigido, tendo como
conseqiéncia importante a possibilidade de se relacionar as
configuragoes deformada e indeformada através de uma

transforma¢ao linear [4,5].
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I1.3.2 - ANALISE NAO-LINEAR ESTATICA

De wuma maneira geral, dois sdo os tipos de
comportamento ndo-linear que se podem considerar para uma
estrutura: a nao-linearidade fisica e a nao-linearidade
geométrica. A estes dois tipos de comportamento pode-se
acrescentar um terceiro, pertencente a uma categoria mais
geral de problemas nado-lineares, que seria a combinac&o dos
dois tipos acima. Observa-se gue no presente trabalho

somente a ndo-linearidade geométrica é considerada.

Nao-linearidade Geométrica

Quando naoc existe linearidade entre a carga aplicada e
o deslocamento resultante desta agéoc, as equagdes de
equilibrio entre as cargas externas e os esforgos internos
devem ser escritas em relagdo & configuragdo deformada da
estrutura.

Esta equagdo na forma incremental é dada por:

e
C>
g
I
[
™

( II.4 )

A matriz de rigide:z K. é funcdo dos deslocamentos (ou
esforgos internos). Usualmente esta matriz é referida como
matriz de rigidez tangente e quande o comportamento
ndo-linear é de fraco a moderado, pode-se representar esta
matriz pela soma

K =K + K ( I1.5 )

onde
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K - matriz de rigidez elastica linear.

~

K - matriz de rigidez geométrica.

0 método adotado para a resolugdo da equagdo ndo-linear
em forma incremental (eg. II.6), juntamente com a descrigéao
detalhada do algoritme aplicade a estruturas aporticadas
espaciais estaiadas, objeto deste trabalho, serdo vistos no

capitulo IIIT.

[ K.+ K (Af) ] AU = AR ( II.6 )

Observa-se que a equagdoc de equilibrio (II.6) ¢é
adequada para a andlise de estruturas cujo comportamento é
dominado per esforcos internos extensionais, AT,
constituindo-se em aproximagdes razodveis para aquelas de

comportamento fracamente (moderadamente) ndo-linear.

Matriz de Rigidez Geométrica

Existem na literatura varias designag¢des para a matriz
K.: matriz de rigidez geomé€trica, matriz de rigidez
incremental, matriz de rigidez com tensoes iniciais, ou
ainda matriz de estabilidade, Estas designacdes estao
diretamente relacionadas com a participacdo desta matriz
dentro da andlise. Assim, © nome matriz de rigidez
geométrica [6-8] €& devido & possibilidade de corregdo de
geometria que a mesma fornece dentro do processo ndo-linear.
A denominagdo matriz de rigidez incremental vem do fato de

ser esta, a matriz que deve ser somada & matriz elastica
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linear para a obtencdo de novos deslocamentos incrementais.
Matriz de rigidez com tensdes iniciais vem em fungdoc da
mesma ser dependente do estado de tensdes (forgas) nos
elementos quando se vai inicializar um novo incremento de
cargas. Finalmente, matriz de estabilidade [9] surge da
ligacdo existente com a andlise estatica linearizada de
equilibrio critico, associada com a condicdo de frequaéncia
nula na equagao (II.2) de autovalor
(K, +AK )g=0 ( II.2a )

onde A representa um pardmetro dunico de carregamento
externo. Observa-se que neste caso A = A & o parémetro de

cr

carga critica e & = @ﬂ é o modo critico associado.

Importancia da Analise Nao-linear

A busca, cada vez maior, de estruturas mais esbeltas e
da plena utilizacdo do material faz com que o comportamento
estrutural destas estruturas seja descrito por equagdes de
equilibrio nao-lineares. Isto tem proporcionado um enorme
avango no desenvolvimento de formulagdes nao-lineares e de
técnicas numéricas eficientes para resolver as equagdes
resultantes destas formulacgdes.

Foli na industria aerocespacial, devido & demanda de
projetos gque necessitavam de investigagdes de novos
conceitos estruturais e novas técnicas de fabricagdo, que
primeiro se fez sentir a auséncia de estudos dentro do campo
das ndo-linearidades. Determinados sistemas estruturais
frequentemente sdo passiveis de efeitos ndo-lineares

significantes, dentre eles podemos citar: cascas delgadas,
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sistemas de cabos, plataformas maritimas, etc. Contudo,
deve-se ter em mente que nem sempre se tem conhecimento
prévio dos efeitos das ndo-linearidades sobre (o]
comportamento de um determinado sistema estrutural esbelto
e, neste caso, a duvida continuarad até gque uma analise
niao-linear seja realizada.

¢ atraente no campo das ndo-linearidades ¢é a
investigacdo de formulagdes mais requintadas com a incluséo
de efeitos que antes eram desprezados. Por outro lado,
deve-se saber discernir o campo de aplicagido dessas
formulagdées a fim de ndo aplica-las a problemas onde nio se
facam necesséarias.

A aplicacdo de uma andlise linear em detrimento de uma

andlise ndo-linear pode ser vista sob dois aspectos:

(1) quando os efeitos nao-lineares se processam de tal forma
que a estrutura ganha rigidez, o uso de uma analise linear
conduz a uma estrutura segura, mas pouco eficiente do ponto
de vista de aproveitamento do material. A figura II.6
ilustra essa situagdo, onde o deslocamento u* sera alcancgado
para uma carga Pm‘> PL.

(ii) quando, por outro lado, esses efeitos ndo-lineares
resultam em perda de rigidez ou instabilidade estrutural, a
utilizacgédo de uma andlise linear pode reduzir
significativamente a margem de seguranga, mascarando
inclusive a possibilidade de colapso por instabilidade
elastica da estrutura para o nivel de carga aplicada. A
figura II.7 ilustra esta outra situagdo onde o deslocamento

*
u sera alcang¢ado para uma carga Pm.< Pﬂ
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FIG. IL.6 - COMPORTAMENTO NAO-LINEAR COM GANHO DE
RIGIDEZ.

FIG. IL.7 - COMPORTAMENTO NAQO- LINEAR COM PERDA DE
RIGIDEZ.
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11.3.3 - ANALISE DE VIBRACAC LIVRE

A necessidade de uma analise dindmica ser efetuada ou
nao, fica facil de ser decidida nos casos em que existe uma
variagdo no tempo do carregamento externo aplicado, como por
exemplo em: estruturas sujeitas a abalos sismicos,
estruturas sujeitas a ac¢do de vento, estruturas sujeitas a
acao do mar, edificios industriais portadores de maquinas
vibratorias, etc. Existem, contudo, determinadas estruturas
para as gquals somente as caracteristicas dinimicas basicas
sao buscadas para que se possa avaliar a possibilidade de
ocorréncia de uma condicdo indesejavel de quase ressonincia.
Nestes casos, €é necessario que se saibam as freqiéncias
dominantes de excitagdo do carregamento externo a fim de se
fazer uma comparagdo com as frequéncias naturais da
estrutura a ser analisada. Estas frequéncias naturais sio
obtidas do problema de vibragdées livres n&o-amortecidas, o
qual & expresso pela seguinte equagd3o diferencial de

movimento, em forma matricial.

12
i

+
tR

U=0 ( I1.7 )

Onde:
M - é a matriz de massa do sistema.
K - é a matriz de rigidez.
g - € o vetor contendo os deslocamentos nodais.

Uma solugao para a equagdoc (II.7) pode ser buscada na
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forma
U=9% cos (wt) ( II.8 )

Onde:
w - é uma frequéncia natural de vibracao.

$ - € um vetor de amplitudes dos deslocamentos nodais.

Da substituicdo de (II.8) em (II.7) € cbtido o problema

de autovalor [10,111,
,i=1, n ( II.9 )
do qual ¢ e wf devem ser determinados.

A solugdo da equagdo (II.9) fornece um conjunto de n
pares de autovalores e autovetores (wf, gi), com i = 1, n,
onde n é& o numero de graus de 1liberdade da estrutura,
resultante de sua discretizacgéo.

Os modos de vibracao 91 podem ser tomados de maneira a
satisfazer uma M-ortonormalidade (ortonormalidade em relagéo
4 matriz de massa) e K - ortogonalidade, possilibilitando-se

escrever:

' M ¢ =1 ( II.10 )
e
" K& =0 ( II.11 )

Sendo I a matriz identidade, ¢ a matriz modal, cujas
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colunas sdao os modos de vibragdo ordenados

=18 9 3 ] ( II.12 )

e 0 a matriz espectral, diagonal, cujos elementos sdo os

autovalores ordenados

Q = ) ( II.13 )

com isto a equagdo (II.9) pode ser reescrita da

seguinte maneira:

R

?=QM3 ( II.14 )

Importancia da Andlise de Vibragio Livre

A importincia, dentro da andlise estrutural, dos
resultados de uma andlise de vibragdo livre, que saoc os
modos e fregquéncias naturals de vibracdo, advém dos
seguintes fatos, entre outros:

1 ) as frequéncias naturais e seus respectivos modos de
vibragdo estdo 1ligados intrinsicamente Aas propriedades
dinadmicas da estrutura, ji& que esses resultados sio obtidos

das equagdes diferenciais que representam o equilibrio entre
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as forgas elasticas e as forgas inerciais

1R

U=-MU ( II.15 )

2 ) as freqiéncias naturais possibilitam verificar se a
estrutura corre risco de entrar em ressondncia, através do
confronto das freqiiéncias de um determinado carregamento
variavel no tempo e as frequéncias naturais do sistema; ou
ainda detectar alguma falha de execugdo ou algum dano por
intermédio da comparagao com frequéncias cbtidas
experimentalmente através de instrumentag¢dao na estrutura

construida [12].

3 ) os modos de vibracdo sdo extremamente uteis para a
determinagido da resposta dinamica estrutural através do
método da superposicido modal para a solugdo da equagao

diferencial de movimento
MU+ CU+KU=f(t) ( II.16 )

onde U, é e U sdao, respectivamente, vetores de
deslocamentos, velocidades e aceleragdes, C ¢é a matriz de
amortecimento e f(t) € o vetor de cargas externas variavel
com o tempo.

No método de superposigdao modal para a solugdo da

equagao (II.16), os modos de vibragdo sdo utilizados através

de uma transformacdao de coordenadas do tipo

U=28X ( II.17 )
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com a qual pode-se resclver a equacgdo (II.16) em termos de

coordenadas generalizadas X.

4 ) nos casos em que a verificagdo de conforto humano deve
ser examinada, o conhecimentoc das freqiéncias naturais da
estrutura é importante. Um exemplo pratico é o de vibracdes

de edificios altos sob a agdo de forgas ambientais.

II.4 - ANALISE DE VIBRAGCOES SOB TENSGES INICIAIS:

FORHULACKO MATRICIAL DO PROBLEMA

o objetivo das discussodes sobre as andlises
apresentadas anteriormente foi o de estabelecer uma
sequéncia légica gue conduzisse ao problema em foco.

A intengdo, portanto, é obter a equacido de movimento
MU+ (K +K )U=0 ( I1.18 ),

a qual gera o problema de autovalor

[(§E+AEG)-w21g]g>=g ( IT.19 )

fornecendo frequéncias e modos de vibragdco do sistema
estrutural em torno da configuragio deformada de equilibrio.
Entende-se que o comportamento ndo-linear desses sistemas
possa ser representado pela equagdo incremental de
equilibrio (II.4).

Geralmente, quando se vai formular a equagio de

movimento para um problema dindmico, um dos trés principios
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é usado: Principio de D’Alembert, Principio dos Trabalhos
Virtuais ou Principio de Hamilton. Aqui, é usado o principio
dos trabalhos virtuwais [3,5,10] cuja maior vantagem
apresentada & que as contribuig¢dées de " trabalho-virtual "
s&0 quantidades escalares e podem ser adicionadas
algebricamente, enquanto as forgas atuando sobre a estrutura
sdo vetoriais e sé podem ser somadas vetorialmente.

Aplicando-se entdo este principio

SWmt = 8W_, ( II.20 )
e empregando-se o© método dos elementos finitos, onde as
variaveis definidas em cada ponto do elemento sao
aproximadas por fungdes de interpolacdo, expressas em termos
de parametros ncdais [13], tem-se, somando as contribuicdes

de todos os elementos em que foi discretizada a estrutura

[ J'a gt a dv = J & gt gm av +
v

( IT.20a )
Jag‘g ds + ¥ & g’i‘gi}
i

Sabe-se que, no estudo das vibra¢des livres sob tensdes
iniciais ndo amortecidas, o vetor das forcas de superficie,
fs, e o vetor das forgas concentradas, Ei, sdo considerados
pardmetros [14].

Assim, a equagdo (II.20a) pode ser reescrita como
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t t _ t
[J‘vﬁ[(gr-}-gl) (¢, +g))av=[sy gmdv]

v

F
nelm

( II.21 )

Onde,

[ sct o, dv = [ sUt £ ds+ 1 au 51]
v 5

~F
nelm i ( TI.22 )
U - é o vetor de deslocamentos.
gl - & o vetor de deslocamentos segundo as direg¢des das
forgas concentradas gf
e, = [ e &, 8, ¥, v ¥, ¥ 1 - éo vetor das
deformac¢oes totais.
o, = [ Oyr cry, o s ny’ cryz, o, ] - €& o vetor das
tensbes totais.
gm - é& o vetor das forgas de massa aplicadas no
interior do corpo.
V - é o volume do corpo.
s - é a superficie do corpo
8 - €& usado para indicar incremento virtual das
grandezas.
Tem-se que g. = g+ g e g, = 0.+ 0. g e g

representam as parcelas fundamentais e incrementais dos
vetores € e g. As parcelas fundamentais s&o constantes e
oriundas do carregamento externo ( isto &, de gs, Ei e parte
de gm, correspondente as forgas de gravidade) e as parcelas
incrementais correspondem & variacdo das forgas elasticas do
sistema em vibracgédo.

Scb vibracgdo livre, o vetor de forgcas de massa contém

somente as forgcas de inércia, as gquais sdo dadas, seqgundo o
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Principio de D’Alembert [9,10], por:
=-pno ( 1I.23 )

onde,
B - é a massa especifica (peso especifico / aceleragéo
da gravidade).

U - é o vetor de aceleracgédes.

Levando (ITI.23) em (II.21)

) [ISHEEWEH%WIHG" =- [ a0t uvav]

nelm

( II.24a )

ou, lembrando dque €. e 0, sdo constantes

[ J agt uGav + J 6§: g . av +I 6§; q: dv ] =0
v v ¥

nelm

( II.24b )

No MEF, o vetor de deslocamentos de um ponto de um
elemento é obtido a partir do vetor de deslocamentos nodais
através das fungdes de interpolagdao. Portanto, podemos

representar estes deslocamentos por:

( II.25 )

- & o vetor de deslocamentos de um ponto do

elemento "e";: u; = us + u:
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N - é a matriz das func¢ées de interpolacgao.

~

U: - & 0 vetor de deslocamentos nodais do elemento "e';

ut =ut + Ut
~T <F ~1
Um incremento virtual dos deslocamentos sera

representadoc por:

e

sut = N 38U ( IT.26 )

O estado de deformag¢do do corpo é representado através

do tensor de Green [5],
=0 ¢, €r €0 U0 ¥ ¥ ] ( II.27 )

que contém termos ndo-lineares de segunda ordem, que s&o

claramente expostos em notagdo indicial por

e = 1 [ u + u + u u ] {( I1.28 )
1] 2 1,) 3, i k1 k,j

onde




29

X<

+
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+

Nota-se que © subindice 1 foi omitido por conveniéncia
de escrita.

As outras componentes de deformagdo podem ser obtidas
de (II.28), através da variagdo dos indices i,]j, lembrando
que k (indice mudo) indica o somatdério do produto u o4, e

que

ij , 1=93 { II.29 )

Analisando as componentes do vetor de deformagdes,
percebe~se que o0 mesmo pode ser representado como uma soma

de duas parcelas

£.= ( g + gm.)r { IT.30 )
Onde,

g - se refere ao vetor de deformagdes que deve ser
adotado quando se considera a geometria
indeformada.

€, ~— se refere ao vetor de deformagdes que contribui

com termos que devem ser considerados quando se

considera a geometria deformada.

Como as deformagdes especificas sdo obtidas através da
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derivagdo dos deslocamentos, obtém-se a seguinte relacéo

entre deformagdo e deslocamento:

=B U ( II.31a )

=B U ( II.31b )

A barra sobre as matrizes B indica que as relagdes

deformagdes-deslocamentos serao nado-lineares para grandes

deslocamentos.

Sendo assim, as matrizes B serdo dependentes dos

deslocamentos U e poderaoc ser escritas sob a forma

(U°) : ( I1.32 )

1|
]

s
+

>

Onde,
U° - pode ser o vetor de deslocamentos fundamentais g;

ou incrementais, U:.

B - é a matriz das fungdes de interpolacdo, obtidas
através da derivagdo de N; sendo esta ultima
idéntica a utilizada para pequenos deslocamentos.

( U ) - é a matriz das fungdes de interpolagio

>

dependente dos deslocamentos incrementais U; ou

e

fundamentais, UF.

Substituindo (I1.32) nas correspondentes (I1.31),

fica-se com:

e 2 e e
€. = ? EII + § ( 91 ) gI ( IT.33a )
_ e - e e
e = § gF + § { gF ) EIF ( IT.33b )
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Considerando um incremento virtual § como um operador
diferencial e lembrando que U; é um vetor de parametros

definindo a configuragao deformada fundamental, tem-se para

5§T

~
+BoU; + B (U ) 8UT

=]
™
Il
tvs]]
=2}
=]
]

us = 8¢, ( IT.34 )

Substituindo (II.25), (II.26) e {(II.34) em (II.24b) e

e t

lembrando que &U sdo deslocamentos virtuais arbitrarios

chega-se a

( IT.35 )

ou

e = t a ot

(mo v [Bloave [ Blg av] =0

nelm v v
( II.36 )

Onde,

m = I p gt N dv - ¢ a matriz de massa consistente do

elemento. O nome consistente vem do fato de se

adotar as mesmas fungdes de interpolagdo dos
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deslocamentos.

g. e o - sdo respectivamente os vetores das tensdes

fundamentais e incrementais, que para um material

elastico linear, podem ser escritos como

o =Dc¢e ( ITI.37 )

ou ainda, com £ dado por (II.31)

g =DBU ( II.38a )
g. =DBU ( II.38b )

Substituindo (II.38) em (II.36), vem
Y [ my° o+ J‘E ‘“DBUS av + I B DBU adv } =0
nelm v -~ ~F -

( II.39a )

- oe t t - Lt At ~
mt°+[(B'DB+B DB+B DB+B DB
) . DB+B DB+B DB
avt; +[(B'DB+B'DB)avy | =-o

( II.39b )

ou
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( II.40 )

onde, no 12 termo,

m ¢ a matriz de massa , definida em (II.36)

no 22 termo,

K = I B t DBdv - €& a matriz de rigidez eladstica do
v

elemento para pequenos deslocamentos incrementais.

no 32 termo,

t

Pl ~ t
K=[(p"DB+
v

b

A oY
DB+ B DB )dv -é a matriz

>

~

de rigidez do elemento devido & considerag¢io de grandes

deslocamentos.

Pode-se mostrar que no 42 termo de (IT.40), oriundo do
32 termo de (II1.36), aparece a matriz de rigidez geométrica

K. [15],

>

Hw)

>
ol
<
c

I

=
c

rat e A
[Bah o av=] (B'pp+
v

A equagdo (II.40) pode ser escrita sob o seguinte
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aspecto:
AR S AR (1142 )
nelm
Onde:
.
K. = K + K +K - é denominada matriz de rigidez

tangente [16,17].

Supondo-se que os deslocamentos incrementais dindmicos
da estrutura, vibrando em torno da configuragdo fundamental
deformada de equilibrio estdtico, ndo sejam grandes, de tal
forma que se possa desprezar as contribuigdes de %, sera

suficiente representar a matriz K. por:
K. =K + K ( II.43 )
~E ~G

Neste caso, a equagdo (II.42) fica reduzida a:

e

E [ mU°®+ (K + K ) U° ] =
PR, E ~ ~I
nelm

o

( II.44 )

Somando as contribuigdes de todas as matrizes dos
respectivos elementos, obtém-se um sistema de equagdes

valida para toda a estrutura e que representa a equacgio de

movimento, dada por:

mU + (K + K )U =0 ( II1.45 )
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Derivacao do Problema de Autovalor

Adotando uma solugao para o vetor de deslocamentos

glna equagao (II.45), tal como na secgdo II.3.3, do tipo:
U =% cos (wt)

onde os parametros acima foram definidos naquela secgdo,
ten-se:

[ (K +K )-wM] =0 ( II.46 )
ou

(K, +K )2=0w M3 ( II.46a )

A equagdo acima representa um problema de autovalor
generalizado e, como mostrado na secdo II.3.3, fornece um
conjunto de n pares de autovalores e autovetores (uf,@l),
com i = 1,n e n igual ao n? de graus de 1liberdade da
estrutura . Pode-se verificar, contudo, em comparag¢io com a
equacgdo (II.9), que a equagdo (II.46a) permite determinar as
modificagdes ocorridas nas caracteristicas dinamicas
(frequéncias e modos) da estrutura decorrente da preseng¢a de
um estado de tensées (ou forgas) iniciais. Em outras
palavras, pode-se dizer que a equagao (II.46a) possibilita a
obtengdo das frequéncias e modos de vibragdo do sistema
estrutural em torno de uma confiquragao deformada de
equilibrio de uma estrutura de comportamento ndo-linear

geométrico, cuja rigidez global € representada pela soma
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matricial K + K.

Sé para enfatizar, as propriedades inerentes ao
problema de autovalor representadec pela equagdoc (II.9) da
segdo II.3.3 sdo também validas para o problema de autovalor
dado por {(II.46a).

Portanto, pode-se afirmar que sistemas estruturais
estaiados, por serem flexivels, reguerem gque as respostas
dinadmicas no tempo sejam calculadas com a superposicdo de
modos de vibragdo, obtidos com a estrutura sob um estado de
tensdes iniciais.

No caso da andlise nao-linear de estruturas aporticadas
espaciais estaiadas, o equilibrio estatico para um
incremento AR de carregamento pode ser representado por
K. AU = AR, sendo a matriz de massa M e a matriz de rigidez
tangente K., para toda a estrutura, formada das seguintes

contribuicdes:

( II.47 )
+ K° ( II.48 )
onde:

P.E ¢ C.T Se referem, respectivamente, aos elementos de

portico espacial e de cabo/treliga e,

15‘;'5 - 15:'5 + gﬁ'E ( II.49a )
C.T _ C.T C.T
K™ =K' + K ( II.49b )

Descri¢dées mais detalhadas acerca da formagdoc das

matrizes (II.47 e II.48) serdo apresentadas nos capitulos
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IIT e IV.

I1.5 - CARGAS CRITICAS COM CRITERIO DE FREQU&NCIA NULA

(0° = 0)

Se o estado de tensdes (ou forgas) for tal qgue implique
na redugdo de rigidez, pode-se usar a equacgdo (II.46) para
determinagdo das cargas criticas.

Considere um estado de tensdes iniciais, determinado
por um parametro A, que permita escrever:

K =2 K ( II.50 )
onde EG € a matriz de rigidez geométrica para A = 1.
Substituindo (II.50) em (II.46), fica-se com:

= 2
[ (K, +2K) -w

M]%=0 ( II.51 )
Tirando-se partido da relagido linear existente entre a
e uﬁ, pode-se, através da equagdo (II.51), determinar o
valor critico de A encontrando dois pares coordenados (A,
wz) e construindo o grafico A x mz, mostrade na figura
IT.8. Através da extrapolagdo da reta, ligando os dois

pontos P01 e P que interceptara o eixo dos "av,

o2’
determina-se o ponto critico A=Acritice, para o qual w> = o.
O procedimento numérico de cdlculo para determinacio dos
pontos P°1 e P __ sera apresentado na segao JIII.S.

Podemos dizer, entdo, que o valor do carregamento

estatico que faz com que a i-ésima frequéncia circular

natural tenda a zero corresponde a i-ésima carga critica, e
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a forma modal para esta freqléncia representa o i-ésimo modo
. . 2 a

critico. Geralmente, o 1nteresse é voltado para a 1-.

frequéncia circular natural, correspondente ao menor

carregamento critico da estrutura.

FIG. I[.8 - CARGA CRITICA COM CRITERIO DE FREQUENCIA NULA.

Este critério (w’=0) para determinacdo de carga critica
permite um entendimento claro em termos de comportamento
dindmico estrutural, pois o anulamento da 1°. freqiéncia
corresponde a uma divergéncia na resposta transiente da
estrutura, que implica em acréscimos de amplitudes e
aceleragdées no modo considerado, afastando a estrutura da
sua confiquragdoc deformada original de equilibrio.

Uma das vantagens de se usar esse critéric de carga
critica é a possibilidade de realizacdo de ensaios de
laboratorios ndo-destrutivos, estimando-se a carga critica
através da medigdo da variacdo das freqliéncias com o

acréscimo do carregamento.
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CAPITULO Il

ALGORITMO NUMERICO PARA SOLUCKO DO PROBLEMA
ITII.1 - INTRODUGKO
O principal objetivo deste capitulo ¢é descrever o

procedimento numérico adotado para solucionar a equagio

(IT.4) gquando aplicada a estruturas aporticadas espaciais,

estaiadas através de sistemas de cabos. Os sistemas
estaiados aqui tratados sofrem deslocamentos apenas
moderados, apesar da grande flexibilidade de seus
componentes, principalmente dos <cabos. A configuracgéao

deformada de equilibrio estatico ndo difere tanto da
configuragdo geométrica original, ou indeformada, o que
permite se adotar a matriz tangente (gE + gﬁ) Como
aproximag¢io suficiente para representar o comportamento
ndo-linear de tais estruturas. Apds alcancado o equilibrio
estatico, a andlise de vibracdes do sistema estrutural sob
um estado de tensdes internas iniciais se constitui no
objetive final desse trabalho.

Uma descricgao geral dos métodos mais usuais na analise
ndo-linear geométrica & apresentada. Entre os varios métodos
[3,6,11,15,18-24]) adotados para solugéo do problema
ndo-linear, optou-se pelo metodo de Newton-Raphson por ser o

que apresenta comportamento numérico mais estéavel.
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ITI.2 - GENERALIDADES

Faz parte da andlise de uma estrutura pelo MEF, o exame
critico dos resultados decorrentes da soluc¢do do problema em
questdo. E evidente que esses resultados devem representar
de modo eficiente o verdadeiro comportamento da estrutura.
Assim, para estruturas cujo comportamento é ndo-linear, é
imposta uma atengdo muito especial na parte de analise, pois
que esses problemas envolvem complexidades maiores relativos
a custo de andlise, estabilidade numérica do algoritmo,
precisdo dos resultados; requerendo, portanto, do usuario,
um conhecimento consideravel em termos de analise
estrutural, a fim de assegura-loc quido exato estd a sua
solugdo. Necessario se faz ent&o que o usuario de algoritmos
ndo-lineares tenha uma certa experiéncia no tratamento de
problemas nao-lineares de modo que possa tomar decisdes e
interpretar os resultados corretamente.

O surgimento de novos materiais e de projetos de
estruturas mais esbeltas tém favorecido o© aumento de
andlises de problemas ndo-lineares. Varias sao as
formulagdées e os algoritmos encontrados na literatura
técnica para tratamento desses problemas. Devido a
diversificagdo existente para designagdes desses métodos,
alguns pesquisadores [3,19,23,24] tém tido a preocupacio de
agrupa-los, com o intuito de esclarecer os procedimentos
numéricos adotados para obtengdo da resposta nao-linear.
Assim, quando se pesquisa sobre algoritmos numéricos para
problemas ndo-lineares é comum se encontrar métodos

(algoritmos) que, apesar de trabalharem de maneira idéntica
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ou com pegquenas variagbes, sio designados
diferentemente. Portanto, foi com esta mesma preocupagio que
se procura a seguir identificar e descrever tais métodos.

0 objetivo é fornecer uma visdo geral dos processos
empregados na andalise nao-linear geométrica de modo a se ter
condigdes de implementd-los computacionalmente.

Pode-se dividir em dois grupos basicos [3] os processos
adotados para resolugdo do sistema de equagdes algébricas
nido-lineares na andlise estrutural: os processos
incrementais e os iterativos. Um terceiro, misto dos dois
primeiros, sao os incrementais-iterativos.

Para facilitar a descricgdo dos processos, far-se-a uso
do grafico carga x deslocamento para um grau de liberdade do

sistema.

ITI.2.1 - PROCESSO INCREMENTAL

Neste processo [3,19,24], o© carregamento total da

estrutura € aplicada em incrementos (ou etapas) de carga

(P

), correspondendo a cada etapa de carga uma
~inc

configuragdo de equilibrio diferente. Os incrementos de
tensdées e deformagdes sdo computados considerando-se um
comportamento linear dentro de cada etapa. Os deslocamentos
e esforgos totais ac final de alguma etapa de carga sao
obtidos pele somatério dos deslocamentos e esforgos
incrementais até esta etapa. Tem-se assim que o processo
consiste em se resolver uma série de problemas lineares,
correspondente Aas etapas, onde para cada inicio do

incremento a matriz de rigidez da estrutura é reavaliada,
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levando~-se em conta a geometria determinada no final da
etapa de carga anterior. 0O grafico representativo deste

processo encontra-se na figura III.1.

— -

rauty  Aav? A3 u
% % T
u! u? ud
FIG.IIT. 1 - ESQUEMA DO PROCESSO INCREMENTAL.
0 procedimento de resolucgao é representado
matricialmente pela seguinte expressao:
K7 aul =p ( III.1 )

onde K segundo VENANCIO [3] e CHAJES [19] €& dada por
gE + gc: Agi representa o incrementc de deslocamento devido

ao i-ésimo incremento de carga e P é o vetor incremental
-~ C

de carga aplicada.

Todo o processo incremental pode ser representado por:
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12, etapa:
1 _ o, -1
Ag - (1-5) ~inc
ul = AU ( III.2 )
22, etapa:
2 1,-1,.1
AU” = (K) (U) P __
, . , ( III.3 )
u® = au' + AU
3-. etapa:
Y = (597U B,
( III.4 )

u® = AU’ + aU® + AU®

e assim, até a Ultima etapa de carga.

A partida do processo, 12. etapa de carga, € realizada
com a matriz de rigidez eléastica.

Como foi visto, nenhum equilibrio foi feito no final de
cada etapa de carga. Os erros devido a aproximagdo do
processo sao acumulados. Portanto, a precisio nos resultados
finais estad diretamente condicionada & quantidade de
incrementos em que é dividida a carga total. Este processo é

designado por CHAJES [19] como método incremental linear.

IIT.2.2 - PROCESSO ITERATIVO

Este processo é descrito graficamente na fiqura III.2.

A carga total (gu}) é aplicada de uma sé vez. Para o

t
primeiro passo iterativo, parte-se com a matriz de rigidez
elastica. Com esta matriz e com a carga total é obtida uma

solugdo inicial para os deslocamentos, dada por Agl. Assim,

com a geometria da estrutura especificada por estes
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deslocamentos, calcula-se o0s esforgos internos nos elementos
no sistema de eixo global. Possuindo a estrutura um
comportamento nao-linear, as forgas nodais (oriundas do
somatério dos esforgos internos nos elementos a nivel nodal)
nido equilibram as cargas aplicadas. Surge, entdo, um
carregamento desequilibrado, ou seja, uma carga residual
(Agl) (fig. III.2) correspondente & carga externa aplicada
menos as cargas nodais internas. 0O passo sequinte consiste
em se aplicar a carga nao-equilibrada (ABI) com as matrizes
atualizadas segundo a geometria dada pela ultima solug¢do, no
caso {f; Obtém-se assim o incremento de deslocamento Agz
referente & carga nao-equilibrada ABI. Encontra-se o
deslocamento atualizado (gz = gl + Ag% e com a geometria
dada por estes deslocamentos, calcula-se as forgas nodais
internas. Com estas forgas nodais e o carregamento externo,
encontra-se um novo carregamento nao-equilibrado (ABZ).

Esses passos iterativos sdoc repetidos até que as cargas

residuais sejam menores que uma toleradncia requerida.

P4

Ly
tot. AR3
ARZ—J‘ |

|
|
g
|
|
|
I
I

|

|

|

l |

I I

| |

| i

| l

| |
| | | .
aul 4 au? | audl audy U
u T VR T

FIG. IIT .2 - ESQUEMA DO PROCESSO ITERATIVO.
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Quandoc nesse processo iterativo emprega-se a matriz de

rigidez tangente, tem-se o método de Newton-Raphson (MNR).

ITT.2.3 - PROCESSO INCREMENTAL-ITERATIVO

Para este processo o carregamento é feito por partes,

sendo efetuadas iterag¢ées dentro de cada incremento.

ITIT.2.4 - METODO INCREMENTAL-ITERATIVO COM NEWTON-RAPHSON

0 método iterativo de Newton-Raphson [3,6,11,15,18-24]
é¢ um dos métodos mais wusados na solugdo de problemas
ndo-lineares geométricos na analise estrutural. 0O grande
sucesso deste método advém das caracteristicas inerentes ao
mesmoc. Como exemplo destas caracteristicas podemos citar: a
precisdo dos resultados e, em geral, a rapida convergéncia
numérica.

0 grafico 1ilustrative do processo iterativo (como
descrito no item III.2.2) com Newton-Raphson é mostrado na
figura III.3.

As equagdes de equilibrio em forma incremental
(equacdo (II.4)) é dada por:

K, AU = AR
onde:

K- €é& a matriz de rigidez tangente global da

estrutura.

AU - é o vetor de deslocamentos incrementais.

AR - é o vetor de desequilibrio nodal - difereng¢a entre
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a carga externa aplicada e as forg¢as nodais

devidas aos esforgos internos resistentes.

As relagdes de recorréncia para resolver a equagao

(II.4) séao:

=
el

( III.8 )

onde i se refere ao passo iterativo atual; Com as condigdes

iniciais

~int

FIG. II.3 - ESQUEMA REPRESENTATIVO DO METODO DE
NEWTON - RAPHSON.
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Assim, o processo iterativo & (vide fig. III.3):

12. passo iterativo ( i=1 ):

ISoAgi = éRo
u' = au' ( III.9 )
AR' = P - K (uyau!
~ ~tot  ~T'~ ~
22, passo iterativo ( i=2 ):
K AU® = AR’
u? = ul+ AUP ( ITI.10 )
1 _ _ 2 2y a2 1
4R" = Poe I BT(Q AU + Fine ]

onde g;(gl)ﬂgi.

O processo € repetido até que o residuo ou forga
ndo-equilibrada esteja dentro de uma tolerdncia definida a
priori. Os critérios de convergéncia para parada do processo
serdo vistos mais adiante na secgaoc III.2.5. Este método é

identificado [19] como método incremental ndo-linear.

Quando as cargas sao aplicadas em incrementos, o
processo iterativo descrito anteriormente é aplicado para
cada incremento do carregamento. Tem-se, deste modo, o
me€todo incremental-iterativo com Newton-Raphson,

A figura III.4 ilustra o procedimento incremental -

-iterativo.
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_‘?— _________ —_
Pinc ]
B |
T |
Pinc |l =
__ 1 |
I
|
p. | |
inc I | l
L l l | —bu

FIG. IIT.4 - PROCEDIMENTO INCREMENTAL - ITERATIVO.

Podemos perceber pelo grafico da figura III.4 que o
método incremental-iterativo se resume em aplicar a carga
total em incrementos, escolhidos dentro de um certo
critério, e aplicar para cada incrementoc o mesmo
procedimento exposto anteriormente. Apés se atingir o
equilibrio para um determinado passo, tudo se passa (veja
fig. III.4) como se os eixos fossem transladados ateé o
inicio de tal incremento, guardando porém a histéria dos
incrementos anteriores. Assim, ao se inicializar um novo
incremento, o contador das iteragdes é zerado e a primeira
iteragdo deste novo incremento é realizada com a udltima
matriz atualizada (avaliada) no incremento anterior.

O MNR apesar de ser eficiente &, em termos
computacionais, bastante dispendioso haja vista a

necessidade de atualizagdo e fatoragcdo da matriz de
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rigidez do sistema a cada iteragdo. Isto para problemas
ndo-lineares (casos da pratica) implica num esforgo
computacional elevado, surgindo a necessidade de torna-lo
mais eficaz com o intuitc de diminuir o tempo de anadlise do

problema.

0 método iterativo de Newton-Raphson modificado
[6,11,15,18,23] é uma das variagdes do MNR classico, onde a
matriz de rigidez tangente, dependendo do grau de
nao-linearidade do problema, é reavaliada [19]
considerando-se 1, 2, ou mais incrementos de carga; isto é,
a atualizagdo e fatoragdo sera efetuada de tantos em tantos
incrementos de carga. E usual se adotar a atualizagdo da
matriz tangente para cada inicio do incremento de carga
(veja fig. III.S).

Quando as iteragées sdo processadas, para os todos os
incrementos, com a matriz de rigidez inicial (matriz de
rigidez elastica), tem-se uma outra variagdo do MNR,
recebendo outras designa¢des como: mé€todo da tensao inicial
(BATHE E CIMENTO ([20]) ou método das aproximagoes
sucessivas [21] (veja fig. III.é6).

Embora essas variagdes do MNR cléassico sejam mais
eficientes em termos de esforgo computacional enveolvido, por
outro lado, elas apresentam algumas dificuldades, tais como:
convergéncia lenta e problemas de divergéncia.

No caso de convergéncia numérica lenta sdo usados
aceleradores de convergéncia a fim de tornar tais variagdes
mais eficientes. O acelerador de convergéncia mais usual é o

de AITKEN [20].
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>
U

FIG. 1.5 - METODO DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO.

»
U

FIG. IT.6 - ESQUEMA DO METODO DAS "TENSOES INICIAIS"
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III.2.5 - CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Uma importante parte do processo iterativo, numa
andlise ndo-linear, € aquela que corresponde a parada do
processo, estando ligado intimamente com o grau de preciséo
da resposta final.

Em geral, um dos trés critérios de convergéncia [11] a
seguir é& usado para verificagdo da condi¢dac de equilibrio:
critério de deslocamentos, critério de forgas

desequilibradas e critério da energia interna incremental.

1) Critério de Deslocamento

Este critério usa uma norma para deslocamentos

= tolerancia ( III.11 )

que pode ser definida por um dos seguintes trés tipos: norma
absoluta, norma euclidiana e norma mdxima [12,25]. A mais
usada é a norma euclidiana, a qual é adotada neste trabalho.

A norma euclidiana do vetor U é:

1Y,

~]

nd 2 1/2
] ( III.12 )

lei=(3

1=1

onde nd representa, no caso, © nimero de deslocamentos

totais da estrutura.
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A equagdo (III.1l1l) é verifica para cada passo iterativo.
Agi € o deslocamento incremental obtido a cada iteragdo e U
é o vetor de deslocamentos totais, a cada passc de carga, e
é a priori desconhecido. O vetor U é aproximado tomando-se o
ultimo wvalor atualizado dos deslocamentos totais dentro de
um determinado incremento de carga (veja fig. III.7).

A tolerancia adotada varia entre 10° e 1072,

2) Criterio de Forg¢a Desequilibrada:

Este critério se baseia na verificagdo do vetor de
cargas desequilibradas. Uma desvantagem deste método aparece
no caso de se ter no vetor de cargas residuais grandezas com
unidades diferentes. Por exemplo, para um elemento de viga,
as forg¢as nodais internas apresentam valores referentes a
forcas e momentos.

A expressdo para o teste de convergéncia é:

IR-F, 1

= toleréncia ( III.13 )

veja figura III.S.
Embora tenha-se implementado estes dois critérios, o de

deslocamentos foi o finalmente adotado.
3) Criterio de Energia Interna Incremental
Este critério faz uso tanto dos deslocamentos quanto

das forgas, fornecendo entdoc uma aproximag¢ao para estas duas

grandezas.
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III.3 - SOLUgﬁO DO PROBLEMA ESTATICO COM NAO-LINEARIDADE

MODERADA

Como foi visto nas se¢bes anteriores, o problema de
vibragdes de estruturas aporticadas espaciais estaiadas pode
ser solucionado procedendo-se inicialmente a uma andlise
nao-linear geométrica, até que o sistema estrutural atinja a
configuragdo de equilibrio estdtico ndo-linear. 0 objetivo
portanto € estabelecer o© procedimento numérico e adota-lo
para se alcangar este ponto de equilibrioc estatico.

0 algoritmo de solugdo apresentado nesta segdo é
baseado no processo incremental-iterativo com Newton-Raphson
e 0 problema-objeto é representado pela equagdo (II.4).

0 algoritmo é utilizado para a obteng¢do da configuracgao
de equilibrio estatico ndo-linear de estruturas que possam
ser discretizadas com elementos de pdrtico espacial
(viga-coluna)} e cabo/trelica.

No caso do problema estudado neste trabalho, existem no
MNR algumas nuangas gque o distingue daquele descrito
anteriormente. Isto se deve as tensdes (ou forgas) iniciais
sempre presentes no sistema de cabos. A forma em que se
considera o© equilibrio deste estado de tensdes iniciais
define dois tipos de algoritmos: aquele onde a tensao
inicial € equilibrada no 12, passo de carga e um outro, cuja
tensao inicial € incrementada juntamente com o vetor de

cargas externas.
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Nas edquagoes de equilibrio na forma incremental,
K. AU = AR, K representa a matriz de rigidez tangente total
da estrutura.

Para a solugdo destas equag¢des aplicadas a estruturas
aporticadas estaiadas, a matriz tangente total é formada
pela contribuicdo de duas matrizes tangentes: a matriz
tangente relativa aos elementos de pértico espacial e a

matriz tangente relativa aos elementos de cabo. Assim,

K =K F 4+ g7 ( II.48 )
~T AT ~T
onde,
WE _ _P.E .E
K= x5+ K ( II.49a )
C.T = C.T + C.T
~T ~E ~G { II.49b )

onde P.E e C.T indicam respectivamente podértico espacial e
cabo/trelica.

Os elementos da matriz tangente do elemento de
cabo/trelica [2,24,26,27] sido obtidos aproximando-se o
elemento de cabo por elemento de eixo reto de treliga
espacial, com trés deslocamentos por né, levando-se em conta
a matriz de rigidez geométrica para a corregdo de geometria
e consideragdo de tensdes iniciais. Isto pode ser feito sem
perda de resultados efetivos visto que, para esse tipo de
estrutura, os cabos estdo sob forte forca de protenséao.

0 vetor de deslocamentos incrementais AU contém

deslocamentos relativos aos elementos de poéortico e de
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cabo/treliga.

AR representa o vetor de desequilibrio nodal, no
sistema global, dado pela diferenga entre a carga externa
aplicada e as forg¢as nodais devidas aos esforgos internos

resistentes.

Portanto, AR é dado por:

( IIT.14 )

onde,
R - contém o efeito das forgas atuando no sistema

~

- sdo as forcgas nodais, no sistema global, obtidas

~int

a partir dos esforgos internos resistentes.

O vetor R deve conter todas as forgas atuando no

sistema. Sendo assim, ver BATHE [11], tem-se:

R =P - ghﬂc ( III.15 )
onde,

P - é o vetor das cargas externas.
- é o vetor das forgas iniciais obtido a partir

~inic

das tensdes inicialis existentes.

Feitas as identificagbes dos termos da equagido gTAg=AB,

passa-se agora &a consideragdao do algoritmo de solugao.



57

ITTI.3.1 =~ ALGORITMO 1 - FORCA INICIAL EQUILIBRADA NO 12,

PASSO DE CARGA

Nesse algoritmo apenas as cargas externas P sao
aplicadas em incrementos. A figura III.9 ilustra o processo
incremental-iterativo, do algoritmo de solugdo 1, para um

grau de liberdade do sistema.

=\

lau‘ Au? 393

Ul U2 U3

FiG. IIT.9 - ESQUEMA INCREMENTAL - ITERATIVO DO ALGORITMO 1.

Foi visto na segdo III.2.4 que a matriz de partida do
processo para realizacdo do 12. passo iterativo era dada por
§2=§E. Para o problema de estruturas aporticadas estaiadas,

submetidas a tensdes iniciais, esta matriz sera:
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° = gF 4 g7 ( III.16 )
“ ~E ~T

onde,
€T = g T+ B Nr ) ( III.17 )
~T ~E ~G ~inic

ja que, como visto na segdo II.3.2 do capitulo II, a matriz
de rigidez geométrica ¢ funcdo dos esforgos internos axiais.
Portanto, a matriz de partida para o elemento de
cabo/treliga j& leva em conta as tensdes (ou forgas)
iniciais existentes no inicio do processo.

No processo incremental-~iterativo, o©¢ equilibrio é
alcan¢ado para cada incremento de carga.

Com o auxilio da figura III.9 apresenta-se a seguir o
procedimentc adotado para implementagac computacional do
algoritmo de solugao 1. O objetivo é atingir, através do
processo incremental-iterativo, o ponto "E" da figura III.9,
correspondente ao estado de equilibrio nao-linear do

sistema.
Algoritmo de Solugao 1

As matrizes para inicio do processo sdo dadas pelas
equagbes (III.16) e (III.17). Assim, para o 12, passo

iterativo tem-se:

K° AU" = AR’ ( ITI.18 )

com

R =P 7 Finic ( III.19 )
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onde, th é o vetor incremental das cargas externas, obtido
dividindo-se o vetor das cargas externas P pelo nimerc de
passos de carga que se usara na analise.

0 vetor das forgas iniciais (F

), oriundo das
~inlg

tensdes iniciais existentes no inicio do processo, é obtido
transformando-se as forgas iniciais nos elementos, no
sistema 1local, para o sistema global e efetuando-se um
somatério para todos os elementos, correspondente aos seus
graus de liberdade.

Resolvendo-se o sistema de equagdes dado pela equagéao
(I1I.18) encontram-se os deslocamentos incrementais Agl
{veja fig. III.9). Com estes deslocamentos incrementais

calculam-se os deslocamentos atualizados da estrutura

1
Il
1
o
+
o
1
',
Q
o]
=]
1
[«
I
o

1 ( III.20 )

e atualizam-se as coordenadas e, consequientemente, a matriz
de transformagdo (ou rotagdo), j4 que os seus elementos sio
dados pelos co-senos diretores, que por sua vez séo
calculades em fungao do comprimento do elemento.

A etapa seguinte corresponde ao calculo do vetor de
residuo das forcgas (cargas desequilibradas). Para isso,
deve-se primeiro atualizar a matriz tangente da estrutura
(fig. III.9). A matriz tangente total é fungdo dos esforcos
internos axiais existentes nos elementos de pértico e de

cabo/trelicga.
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K E=xFs KF (¢ ) ( III.21 )
“~T ~E ~G AX
kKT = kT + k5T (F ) ( III.22 )

0 cdalculec dos esforgos interncs axiais para os

elementos é obtido do seguinte modo:
i) Elemento de Portico

1
F,=E _A (L -L)/L ( III.23 )

ii) Elemento de Cabo/Treliga

F.=E _A (L -L) /L +F ( III.24 )

nic

E, A - representam respectivamente o médulo de

elasticidade e a area para cada elemento.

L - o comprimento inicial do elemento (geometria
indeformada ).
L - o comprimento atual do elemento obtido a

. i
a partir dos deslocamentos U .
- é a forca inicial nos elementos de

Inic

cabo/trelicga.

Atualizadas as matrizes, pode-se calcular o vetor das
forcas internas. O vetor das forgas internas é obtido a
partir das matrizes tangentes dos respectivos elementos.

Assim, no vetor de deslocamentos incrementais da estrutura
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identificam-se os deslocamentos relativeos a cada elemento e
calculam-se esses esforgos. Vale salientar que as forgas
internas devem ser calculadas no sistema global; portanto,
as matrizes de cada elemento devem ser transformadas para
esse sistema.

Feito isso, tem-se, generalizando,

nel

FFo=Y K (U ) au ( III.25 )

~eale ~ele

Onde,

K . - matriz de rigidez tangente de cada elemento,
atualizada, no sistema global.

u.. - deslocamentos nodais incrementais do elemento

na iteragdo i. Este vetor é um subvetor do

vetor de deslocamentos nodais incrementais para

toda a estrutura (Agi).

Para a 12, iteragdo (vide fig. III.9),

nel

F,. =Y K _(u) v ( III.26 )
1

~int ~ele ~ele

0 vetor contendo as forgas desequilibradas pode ser

calculado de duas maneiras:

1) acumulando o vetor das forgas internas e calculando
a diferenca em relagdo ao vetor de cargas externas aplicadas

naquele passo de carga.
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2) calculandoc o residuo atual em relacgdo ao residuo

anterior.

Assim, pelo grafico da figura III1.9, tem-se:

maneira 1

1 1
AB - ( :E’inc - Elinic ) g‘im.
AR = (P -F ) - (F'  + F )
~ ~inc ~jinic ~1int ~int
—p -F -p g ( III.27 )
~inc ~inic ~int ~int

ou,

maneira 2

AR® = AR' - F° ( III.28 )

~ -~ ~int

Implementou-se a maneira 1.

O vetor de desequilibrio nodal surge porque o estado de
deformagdo (ou de forcgas internas) da estrutura na 12.
iteragdo ndo corresponde ao carregamento que é aplicado. ©
processo continuard até que esse residuo de forgas se anule,
isto é, até se atingir a configurag¢do de equilibrio.

O residuo para proceder a. 22. iteracio é

AR'! =P -F -F ( IIT.29 )

~ ~1inc ~inlc ~int

Este residuo é aplicado como carga externa e os novos

deslocamentos incrementais sdo obtidos de
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( III.30 )

com o0s novos deslocamentos em relagdo a geometria

indeformada dados por,

v? = u' + av? ( III.31 )

O processo prosseguira até que o erro, calculado pelo
critério de deslocamentos, esteja dentro de uma tolerédncia
pré-estabelecida. A cada passo iterativo é feito o teste de
convergéncia. No caso de convergéncia para o 12. passo,
aplica-se um novo passo de carga e as informa¢des obtidas
no passo de carga anterior sdo trazidas para este novo

passo.

0 processo Iincremental-iterativo para o algoritmo de

solucao 1 pode ser resumido nos seguintes passos:

1) formagaoc do vetor de forgas nodais;
2) montagem do vetor apontador (perfil) para a estrutura;
3) formagdoc do vetor de forg¢as internas, no sistema global,
devido as tensbes iniciais;
Processo incremental
4) nincr = 1, n2. maximo de incrementos;
Processo iterativo
5) niter =1 nl. maximo de iteracdes;
6) atualizagao das matrizes de rigidez dos elementos
( portico e cabo/trelicga );

7) transformacio das matrizes de rigidez dos elementos do
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sistema local para o global para formar a matriz de rigidez
global da estrutura;
8) triangularizac¢do do sistema de equagbes;
9) resolugdo do sistema de equagdes - gr AU = AR - em AU;
10) atualizagdo do vetor de deslocamentos

i i-1

U =0

~

+ av'
11) atualizacgdo das coordenadas;
12) calculo da norma dos deslocamentos para teste de

convergéncia

u Agz
Erro = | ——— ( I1.32 )
/52

13) calculo do vetor desequilibric nodal - AR

se for o 1°. passo de carga....... AR= (R~-F ) -

F
~inic ~1nt

se o n?. de passos > l..... ce+e...AR=R - F
14) repetir os passos de 5-13 até que a convergéncia seja
verificada ( erro = toleréncia );

15) calculo dos esforgos internos totais pela soma dos
incrementos dos esforgos:;

16) imprimir deslocamentos e esforgos para o passo de carga

atual;

17) retornar ao passo 4 para o préximo incremento de carga.
ITI.3.2 - ALGORITMO 2 - FORCA INICIAL INCREMENTADA
Ndo existem grandes diferengas entre este algoritmo e o

algoritmo 1. A diferenga basica estd na consideragdo, dentro

do processo, da tensao inicial nos elementos de
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cabo/trelica. Para este novo algoritmo, a tensdo inicial (ou
forga inicial) é incrementada juntamente com a carga externa
atuante. Em termos de processamento numérico, os resultados
da analise de um problema empregando um ou outro algoritmo
tendem aproximadamente aos mesmos valores. Deve-se ressaltar
entretanto que as histérias ou caminhos de equilibrio ao
longo do processo sao em geral distintos, dependendo da
ordem de dgrandeza da diferengca entre valores das forgas
iniciais nos cabos e da carga externa. Em termos de
comportamento estrutural, o algoritmo 1 é mais
representativo visto que as tensées iniciais sdo valores
existentes ja no inicio do processo; por outro lado, o
algoritmo 2 pode ser empregado no caso de se desejar
estabelecer um programa de aplicag¢do de protensdo ac longo
da fase de construcao a fim de verificar o comportamento da
estrutura.

Os exemplos de aplicagido (capitulo V) elucidardo os
problemas inerentes a um e outro algoritmo. No caso de
pontes estaiadas, onde as forgas iniciais nos elementos de
cabo/treliga sdo bem superiores as resultantes das cargas
por unidade de comprimento aplicadas ao longo do tabuleiro,
o desempenho do algoritmo 2 é melhor que o do 1, inclusive
em termos de resultados finais.

Uma diferenga entre os dois algoritmos, em termos de
caminho de equilibrio percorrido, pode ser vista no exemplo
da malha de cabos poligonais analisado no capitulo V.

Independentemente do algoritmo utilizado, surgem
problemas de estabilidade numérica quando a carga externa

induz "forgas de compressdo" nos elementos de cabo que
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superam a tracdo inicial existente nos mesmos. Este fato
corresponde ao afrouxamento do cabo, indicando que aquele
cabo nao estd mais em operagdo, isto &, ndo oferece mais
resisténcia estrutural. Este problema aparece no exemplo da
torre estaiada analisada no capitulo V. Algumas tentativas
foram testadas com o objetivo de superar o problema, como
por exemplo, colocar rigidez nula nos cabos frouxos. Este
procedimento, contudo, nao foi eficiente; produzia-se com
isto uma desestabilizag¢do completa do algoritmo e
divergéncia no processo. Essas tentativas sdé foram feitas
com o intuito de ndo parar o processo computacional, ou
seja, tornar o procedimento automatico. Um procedimento que
pode ser adotado, embora nido seja automatico, é a
identificagédo dos cabos frouxos e reinicio do processo sem
estes cabos, guardando para os demais cabos os niveis de
tragdo daquele momento de instabilidade numérica. Estes
problemas serdo ainda discutidos e esclarecidos na
apresentacgdc do elemento de cabo/trelica (capitulo IV) e na
sua aplicacdo a exemplos (capitulo V).

Para o© desenvolvimento do processo incremental -
-iterativo empregando o algoritmo 2, apresenta-se somente as
partes que sao diferentes daquelas mostradas no algoritmo 1.
A figura III.10, para um grau de liberdade da estrutura,
ilustra o procedimento adotado.

Como pode ser visto no grafico da figura III.10, o
vetor de cargas R, contendo o efeito das cargas sobre o
sistema, €& agora incrementado igqualmente. Assim, tanto o

vetor das cargas externas P quanto as tensées iniciais sio
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FIG. IIT. 10 - ESQUEMA INCREMENTAL - ITERATIVO DO ALGORITMO 2.

incrementados com o mesmo numero de passos de carga.

F. . =F . /MINCR

A

diferenga bé&sica, como j& comentado, ocorrendo no calculo do

residuo das forgas, o qual leva em conta a tensdo inicial na

verificagdo do equilibrio, para todos os passos. Portanto, a

tensdo 1inicial total sé serda equilibrada no final

processo.

Calculo do Vetor de Desequilibrio Nodal

Ag =R -F H com B = g - F

~1nic "

0 vetor R serd agora incrementado integralmente

= ( :E) - F } / Miner ( III.33 )

~inc ~1inic

onde Miner é igual ao numerc de passos de carga em gque

divide a carga R.

do

se
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Logo, para cada passo iterativo

AB = ( P - gimC ) / Miner - Euu ( III.34 )
com o vetor me sendo calculado da mesma maneira como no

algoritmo 1.

0 Algoritmo 2 fica reduzido a:

1) formagaoc do vetor de forgas nodais ( P }:

2) montagem do vetor apontador ( perfil ) para a estrutura:;
3) formagao do vetor de forgas internas, no sistema global,
devido as tensdes iniciais;

3.1) calculo do vetor R = P - Emt:

4) repetir passos 4-17 do algoritmo 1, sendo o passo 13 como

explicado nesta segao.

III.4 - SOLUCAO DO PROBLEMA DE AUTOVALOR PARA VIBRACﬁES SOB

TENSOES INICIAIS

Apdés encontrada a configuragdo de equilibrio estatico
ndo-linear através de um dos algoritmos anteriores - e para
estruturas submetidas as condig¢des discutidas no capitulo II
- tem-se como objetivo a investigagdo de "pequenos"
movimentos vibratérios em torno desta configuragio
deformada de equilibrio estético.

Viu-se no capitulo II que a equacao para determinacédo

das freqiéncias e modos de vibracgdo da estrutura é dada por
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[(§E+A§G)—m2g{]=o ( II.51 )

Como a estrutura estaiada é composta por dois elementos
distintos, elemento de pdértico e cabo/trelica, antes de
apresentar o procedimento computacional para determinagéao
das freqiéncias e modos de vibragdo da estrutura como um
todo, discute-se algumas caracteristicas dos elementos
separadamente. No capitulo de aplicagao testam-se exemplos
para todo o processo de resolugdo representado pela equacgao
(IT.51).

Para o elemento de pértico numa estrutura estaiada, o
comportamento néo-linear se caracteriza, geralmente, pela
perda de rigidez. As freqiéncias naturais de vibracéo
obtidas serdo portanto menores que aquelas calculadas para a
estrutura na configuragdo indeformada. © comportamento
nac-linear para este elemento é representado no grafico da
figura III.11l.

0 comportamento ndo-linear para o elemento de cabo é,
por outrec lado, caracterizado pelo ganho de rigidez. Assim,
as frequéncias naturais de vibragdoc para a geometria
deformada serdo maiores que para a configuracgido indeformada.
O grafico para a relagdo carga X deslocamento do cabo é dado
na figura III.12.

0 caminho ndo-linear descrito para a estrutura
funcionando como um todo é ditado pela maior rigidez de seus
elementos componentes. Para a ponte estaiada, a maior
rigidez do sistema de cabos faz com que as freqiéncias para

a configuracdo deformada sejam maiores que na indeformada.
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Retomando a equacdo (II.51), as tensoes iniciais (AJ
para o problema de vibragdes sob tensdes iniciais serdo as
tensoes finais obtidas na analise ndo-linear estatica,

enmpregando-se um dos algoritmos descritos na secgao III.3.

0 algoritmo para resolugdo da equagdo (II.51) pode ser

resumido nos seguintes passos:

1) passos de 1-17 de um dos algoritmos dados na segdo III.3;
2) reavaliagdo da matriz de rigidez tangente global da
estrutura, tomando-se os esforgos finais da andalise
ndo-linear como valores de tensdes (forgas) iniciais e
montagem da matriz de massa; ambas com contribuicdes de
coeficientes dos elementos de pértico e cabo/trelica;

3) introdugdo das condigées de contorno na matriz de rigidez
tangente;

4) triangularizacdo da matriz tangente;

5) obtengdo das freqiéncias e configuragdo dos modos de
vibragao através do método de iteragdo por subespagos.

III.5 - CARGAS CRI%ICAS COM CRITE&IO w 2 = o

( caso particular )

Este critério para determinacdo da carga critica surge
como um caso particular da equagdo (II.51), aplicada a uma
estrutura estaiada, quando o carregamento e tragido nos cabos
atuam no sentido de diminuir a rigidez da estrutura
aporticada.

Aqui o interesse é voltado para a determinagdo do valor
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critico do carregamento atuante a partir do qual, para
qualquer incremento no valor deste carregamento, a estrutura
perde estabilidade.

Os passos a serem seguidos para a determinagao do valor

critico do carregamento, sio:

1) dada uma determinada estrutura estaiada, para a gual se
deseja encontrar o valor critico do carregamento (protensio
nos cabos, carregamento externo ou ambos), € realizada uma
andlise ndo-linear estatica. Os esforgos internos axiais
resultantes de um passo de carga (utilizando-se um dos dois
algoritmos que seja mais adequado ao problema) serdo tomados
como os esforgos iniciais para o problema de vibracgdo
"livre" sob tensdes iniciais.

2) com esses esforgos internos axiais obtidos no final do
processo iterativo para um passo de carga , remonta-se a
matriz de rigidez tangente, chegando-se ao problema de

autovalor

1R

?=aMd ( III.35 )

onde gT € a matriz atualizada resultante da soma da parte
elastica mais a geométrica, o pardmetro o corresponde as
frequéncias circulares ao quadrado e ¢ sdc os modos de
vibracgao associados, correspondentes a configuracgao
deformada cuja estabilidade se quer examinar;

3) através do método de iteragdo por subespagos sdo
computados os valores das freqiéncias e respectivos modos de

vibragao correspondentes ao carregamento aplicado;
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4) os passos de 1-3 sdo repetidos para um outro passo de
carga, encontrando-se para este novco nivel de carregamento o
valor da freqiéncia natural (wz). 0 processo nao-linear é
repetido até que W30 para um certe nivel do carregamento,
denominado critico.

Deve-se observar finalmente que quando uma estrutura
estaiada tem comportamento fracamente nédo-linear ou
"quase-linear", a determinagdo do carregamento critico pode
ser feito, com boa aproximacao, através da equacdo (II.51) e

na forma descrita na secdo II.S.
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CAPITULO IV

O PROGRAMA VIBRES

IV.1 - INTRODUGAO

Para estruturas de grande porte, a parte referente a
obtengdo de resultados corresponde sempre ao desenvolvimento
de um sistema computacional. A implementacgdo do sistema esta
intimamente ligada aos métodos numéricos utilizados para
solucionar as equagdes resultantes da modelagem matematica,
a qual por sua vez, é dependente das hipéteses
simplificadoras adotadas. Pode-se dizer que a parte de
implementa¢ac numérica corresponde a fase de comprovagio e
eficiéncia tanto do modelo matematico quanto dos algoritmos
numéricos utilizados na solucgdo das equacgdes.

Esta fase de implementagdoc computacional além de ser
laboriosa ¢ também muito importante, pois através de testes
e exemplos tipicos de certas classes de problemas é que se
compreende as vantagens e limitagdes da formulacgao
utilizada.

0O 4que se apresenta a sequir sdo os mdédulos mais
importantes do programa desenvolvido, ¢que fornece as
caracteristicas dindmicas do sistema estrutural para
vibragdes em torno de uma posicdo de equilibrio estatico
ndo-linear.

Um fluxograma geral para os diversos médulos que
compéem © programa, onde cada mdédulo executa tarefas

especificas, ¢é apresentado. Para cada médulo se faz uma
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descricdao em termos de técnicas adotadas e suas principais

caracteristicas.

Iv.2 - DESCRI$§O GERAL DA ESTRUTURA DO PROGRAMA

O programa VIBRES - Vibracoes de Estruturas Aporticadas
Espaciais Estaiadas - implementado no computador Burroughs
do NCE da UFRJ teve como ponto de partida o programa DINESP
[28] - An&dlise Dindmica de Estruturas Reticuladas Espaciais
- na versdo originalmente apresentada por MAGLUTA [29].
Nessas udltimas versbdes, o0 programa soluciona apenhas o
problema dindmico 1linearizado , isto é, o problema de
vibracdoc 1livre dade pela equacdo (II.7), aplicado a
estruturas de grande porte. 0 programa faz uso de técnicas
de programagio e de otimizagdo da memdria central do
computador, que o torna bastante eficiente. Acresga-se a
estas caracteristicas a estruturagdo adotada, a qual
facilita a implementag¢dc de outras rotinas ou médulos de
execugdo. Pode-se dizer, entdo, que o programa VIBRES
corresponde ao acoplamento da andlise nao-linear estatica a
andlise de vibragdes livres, com algumas modificagdes do
programa DINESP original.

Com o intuito de proporcionar uma visdo geral das
analises envolvidas no programa VIBRES, mostra-se na figura
IV.la a decomposicdc do mesmo em dois blocos., 0O bloco 1
contém as equagdes de equilibrio na forma incremental e o
bloco 2 a equagléo (II.46), referentes, respectivamente, a
anadlise estatica naoc-linear geométrica e & analise de

vibragdes "livres" em torno da configuragdao deformada de
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equilibrio estatico ndo-linear. Em termos de algoritmo de
solucgdo, o bloco 2 representa, com algumas alteragdes, o

que fol utilizado do sistema DINESP original.

PROGRAMA VIBRES

ANA'LISE DE VIBRAFGES “LIVRE" SOB TENSOES INICIAIS

sLoco 1 V¥ 2 Vv
BLOCO 2
ANALISE NAO-LINEAR ANALISE DE VIBRAGAD "LIVRE"
GEOMETRICA + EM TORNOD DA CONFIGURAGAO
+——| DEFORMADA DE EQUILIBRIO
K AU = AR .
~T T2 ~ ESTATICO
2
(K, -w M)2=0

FIGURA IV.la - Bloco Esquematico do Programa VIBRES

Como citado acima, a estruturagdo do Dbloco 2
corresponde, com Dpequenas alteragodes, a estruturacdo
original do sistema DINESP. Resta, portanto, o bloco 1 como
aquele relativo as implementagdes realizadas neste trabalho,
juntamente com as alteragdes realizadas no bloco 2. As
implementagdes executadas serdo completamente esclarecidas
na secgao IV.3.

Vé-se também na figura 1IV.la gque com enderegamentos
adequados pode-se, sem se alterar a estrutura béasica do
programa, proceder a diferentes analises, tais como:
anadlise linear estatica de estruturas reticuladas espaciais;
andlise nao-linear estatica de estruturas reticuladas /

aporticadas estaiadas; andlise de vibragdes livres de

estruturas reticuladas, etc.
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A estruturag¢aoc modular [11,15,30] geral do programa

VIBRES pode ser vista na figura IV.1lb.
1) MODULO I

Na fase inicial sdo dimensionados o©os vetores de
trabalho que contém as principais varidveis utilizadas no
programa. Tem-se um vetor de trabalho para alocar as
variaveis inteiras e outro para as variaveis reais. Nesse
médulo é definido o numero maximo de posigdes num vetor que
serdo ocupadas por cada um dos blocos que representam as
partigdes da matriz de rigidez, armazenada em perfil segundo
alturas efetivas das suas colunas.

A alocagdo dindmica das variaveis nos vetores de
trabalho permite uma otimizagdo da memdéria central do
computador através do ajuste do dimensionamento das
variaveis dentro desse vetor, cujos enderegos sao
identificados por meio de apontadores. Esses apontadores sdo
definidos em fungdo dos pardmetros do sistema estrutural em
questio, ficando, portanto, o dimensionamento das variaveis
de acordo com o problema particular que se quer analisar.
Esta técnica permite ainda que sejam liberadas 4&areas da
meméria central do computador referentes a determinadas

variaveis que ndo sdao utilizadas numa subrotina.
2) MODULO II

Este médulo consiste da leitura e impressédo dos

seguintes dados:
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~ RESOLUCAQ DO SISTEMA
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- CALCULO DOS ESFOACOS
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E 0 ULTIMO PASSO
DE CARGA

MODULO VII ]
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TAMBENTE

MODULO IX
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RACAQ POR SUBESPACOS

- IMPRESSAQ DOS RESULTADOS

FIG.IV.1.b. FLUXOGRAMA DA ESTRUTURACAO MODULAR

DO PROGRAMA VIBRES
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a) identificag¢ao da estrutura (titulo);

b) caracteristicas topoldgicas (coordenadas nodais,

incidéncia);

c) caracteristicas geométricas (area, momento de

inércia, etc):

d) caracteristicas dos materiais (médulo de

elasticidade, densidade, etc);

e) caracteristicas dos apoios (apoio rigido, apoio

elastico).

Um teste de consisténcia é realizado a fim de se
detectar possiveis erros na massa de dados, evitando que o
programa seja executado. Constatado o erro, é impresso um
relatério com o gqual se pode identificar a linha incorreta
do arquivo de entrada. Todos os dados de entrada séo

fornecidos em formato livre.
3) MODULO III

Neste nivel do programa € montada a tabela descritiva
da topologia do particionamento do perfil em blocos [30] e o
vetor apontador em relagdo ao perfil total da estrutura.
Este vetor aponta a posigdo dos elementos da diagonal
principal da matriz armazenada em perfil por altura efetiva
de coluna, como ilustrado na figura IV.2.

A tabela descritiva fornece sequencialmente na i-ésima
linha as seguintes informagdes para um certo bloco:
i) n?, da 1%. coluna do bloco;
ii) n?. da ultima coluna do bloco;

iii) posigido do primeiroc coeficiente do bloco relativo ao
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armazenamento em forma completa e unidimensional.

O vetor de forgas, independente da matriz ser

particionada ou ndo, encontra-se montado de forma completa

na meméria central.

VETOR TRABALHO

¢« 1—, B L O C O 2.4 2=, S.¢& 3—. >
- . BLOCO . BLOCO . - -
“saaaas " s s . . K o
. : . . . 11 1=
-K ® 4 & & 8 B - LI I I I IR . K
e 1 13 . . . . 22
. K csaass K . . K B
. 22 23 25 . 132
. K K fseaas casane 4 L
. 33 34 3s . - . 23
. K K cesseak . K 0
. 44 45 46 248 . 33
. K K K . K C
« 55 56 57 58 . 34
. K 4 K . K ]
. 66 67 68 . 44
. K K . AR
. 77 Kva . %
- . o
. 88 . 2s | 2=,
- &® & o & K
35
- - K B
45
0 . ~ X L
K-. MAXINO DE POSIGOES POR BLOGCO = 9 Kss o
x46 C
TABELA DE PARTICIONAMENTO x56
66 $
a . [}
Linha 1—.Coluna ultima 1—., Elemento K N
57 o
coeoluna do bloco K 3—.
&7
1 1 4 1 K B
77
2 5 6 8 K L
48
3 7 8 15 K o
58
K c
68
K v}
KTB ¢
VETOR APONTADOR - VAP 88 |__
[ + 2 s 7 11 14 17 22 ]
Figura 1IV.2 - Quadro referente a topologia da matriz

armazenada em perfil, particionada em blocos

A férmula para se acessar a posigdo de um determinado

elemento no vetor trabalho blocado é dado por

L
1

l=v,0(3)+1-73

1l - Mbloco(IB,3) + 1
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onde 1 indica a posicdo dos coeficientes da matriz, em
relagdo ao armazenamento completo do perfil; i o n2. da
linha; j o n®. da coluna; Mbloco a matriz de topologia do

particionamentoc e IB a ordem do bloco.
4) MODULO IV

Iniciado o processo incremental, com a aplicagdao do
incremento de carga, entra-se no processo iterativo com os
médulos de numeros quatro a seis sendo processados até que a
convergéncia seja verificada.

A montagem da matriz tangente global é feita a partir
das matrizes tangentes dos elementos - cabo/trelica e
pértico. Esta matriz & armazenada num vetor de trabalho
unidimensional,cujas caracteristicas de esparsidade e
simetria da matriz sdo aproveitadas. Na técnica de
armazenamento (veja fig. IV.2), os elementos, a partir do
12. elemento ndo nulo do topo da coluna até a diagonal
principal, sdao c¢olocados no vetor de trabalho. o)
particionamento da matriz global é definido em fungdo do
porte do sistema estrutural e da capacidade de memdria
central do computador.

As condigdes de contorno, através da técnica do "numero
grande" [30]), sdo introduzidas conjuntamente com a montagem
de cada bloco, ou seja, uma vez montado o bloco introduz-se
as condigdes de contorno. Assim, ao término da montagem de
todos os blocos se tem automaticamente as condigdes de
contorno introduzidas. Percebe-se que se retém em memdria

central apenas um bloco de cada vez. 0O procedimento adotado
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para montagem dos blocos pode ser descrito como se segque.
Dentro de um lago mais externo, onde se faz a variagao
de 1 até o numero maximo de blocos, tem-se um lago interno
que varre todos os elementos, ou seja, através da
identificagcdo da ordem do grau de liberdade do elemento, em
relagao a numeracdo dos deslocamentos com referéncia ao
sistema global, verifica-se se este elemento contribui no
bloco. Em caso positivo, os coeficientes da matriz de
rigidez deste elemento sdo calculados e distribuidos neste
bloco;: em caso contrdrio, busca-se um novo elemento e faz-se
uma nova verificacdo. O procedimento é ilustrado através do

seguinte algoritmo:

1 - faga IB = 1, n2. de blocos

2 - chama subrotina que monta a matriz de rigide:z

2.1 - faca j = 1, n?. de elementos

2.2 - pesquisa da ordem do grau de 1liberdade do
elemento em relagdo ao sistema global

2.3 - elemento de ordem j contribui no bloco IB ?

se verdadeiro —— monta matriz do elemento
se falso — volta ao passo 2.1
3 - introduza condig¢des de contorno

4 - continue
5) MODULO V

A parte de resolugdo do sistema de equagdes demanda o
maior percentual de tempo envolvido na analise . O método de

Cholesky operando segundo as colunas, da matriz armazenada
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em perfil, constitui-se num procedimento eficiente. Este
método €& aplicado para matrizes positivas definidas e
consiste em se decompor a matriz da estrutura numa
triangular inferior e outra superior. Os passos a seguir

resumem a aplicagdo do método de Cholesky.

Dado o sistema de equagdes
KU=R ( Iv.1)
com a matriz K armazenada como descrito anteriormente,

decompbe-se a mesma da seguinte maneira:

K=1L"1L ( Iv.2 )

-~

sendo L uma matriz triangular superior.

Levando (IV.2) em (IV.1l), tem-se:

L'LU=R (1v.3 )
fazendo Y =1LU, o sistema (IV.3) fica:
L* Y =R ( IV.4 )

Com isto, pode-se apresentar as etapas basicas do

método de Cholesky:

12.) obtencdo da matriz triangular L, correspondendo & fase
de decomposigdo ou triangularizacido da matriz do sistema. A
matriz L € também conhecida como fator de Cholesky;

22.) resolugdo do sistema (IV.4),cuja matriz Ef é triangular
inferior, através de um processo de substituicdo, ja que se

tem:
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r h r b r A
111 Yl Ri
l . . . = | . ( IV.5 )
1. ... ... .1 Y R
L nl nn | L n | | no |

32.) resolugdo do sistema (IV.3) em U, através do processo
¢ S

de retrosubstituicao.

i e« 4 e e« o « 11 ] [ U ] [ v ]
11 1 1
T " . . = . ( IV.6 )
1 U Y
| nn_ _n_ _n_

O procedimento, em termos de algoritmo, tal como esta

implementado neste trabalho é apresentado em [30].

6) MODULO VI

Com os deslocamentos obtidos no mdédulo anterior,
calculam-se os esforgos a partir das matrizes "tangentes" de

cada elemento, tal como explicado na se¢ao III.3.

7) MODULO VII

Uma vez atingida a convergéncia para o ultimo passo de
carga, procede-se & montagem das matrizes de rigidez
"tangente" para os elementos de pdrtico e cabo/trelica. A

matriz de massa para os elementos pode ser do tipo
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consistente ou diagonal. Neste nivel, a matriz tangente é
reavaliada com os esforgos axiais obtidos no final do
processo incremental-iterativo.

Este mdédulo corresponde a implementacdao da equagdao
(IT.19), onde as condigdes de contorno sdo introduzidas
somente na matriz tangente. A matriz de massa global
encontra-se armazenada num outro vetor de trabalho, do mesmo

modo que a matriz de rigidez.
8) MODULO VIII

Nesta fase do programa a matriz de rigidez tangente é
apenas triangularizada, sendo preparada para se iniciar, no
médulo seguinte, a obtengdo das caracteristicas dindmicas da
estrutura em torno de uma configuragido de equilibrio

estitico nd3o-linear.
9) MODULO IX

A técnica adotada para se calcular as frequéncias e os
modos de vibragdo & a de iterag¢ao por subespag¢os e é baseado
no método desenvolvido por BATHE [11].

0 metodo de iteragao por subespagos consiste num
processo iterativo, onde se busca um subespago vetorial de
dimensac m, que contenha boas aproxima¢dées dos autovalores e
autovetores de interesse, do espago vetorial de dimensdo n,
solugao do problema. A dimensdo deste subespago m & fixada
tomando-se o menor valor entre 2p e p+8, sendo p o0 numero de

freqiéncias e modos de vibragdo requeridos. Este método
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determina, portanto, oS P primeiros autovalores e
autovetores, de modo a satisfazer aproximadamente a equagdo

(II.46).

Iv.3 - IMPLEMENTAQ@ES E ALTERACﬁES REALIZADAS NO DINESP

Conforme visto na segdo IV.2, a resolugdo do problema
estdtico ndo-linear geométrico para estruturas aporticadas
estaiadas corresponde basicamente a implementacao
computacional realizada nesse trabalho. Antes porém de se
implementar as rotinas necessdrias para resolver este
problema, passou-se por etapas intermediarias j& que o
programa original DINESP foi desenvolvido apenas para
calculo das freqliéncias e modos naturais de vibragdo de

porticos espaciais. Essas etapas intermedidrias séao

apresentadas a seguir:

1) a primeira teve como objetivo a implementacio de rotinas

para resolver o problema estdtico linear para estruturas

reticuladas espaciais. Paralelamente, implementou-se a

matriz de rigidez geométrica para pértico espacial,

possibilitando a aplicag¢do do critério de freqiiéncia nula
2

(ww = 0) para cdlculo de cargas criticas de porticos

espaciais, como mostrado no capitulo II:;

2) na segunda dessas etapas, implementaram-se as matrizes
de rigidez elastica, geométrica e de massa (consistente e
diagonal) para o elemento de cabo/trelig¢a submetido a tensio

inicial de tracgéao:
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3) na terceira dessas etapas foi implementado um algoritmo
incremental-iterativo com esquema Newton-Raphson para a
solugae do problema estatico ndo-linear geométrico de
estruturas aporticadas espaciais estaiadas como descrito no

capitulo III.

Cumpridas todas essas etapas pode-se, finalmente,
resolver o problema de vibragdes sob tensdes iniciais,
aproveitando-se o médulo DINESP para solucdo do problema de

autovalor resultante.

IV.4 - ELEMENTOS UTILIZADOS

IV.4.1 - ELEMENTO DE PORTICO ESPACIAL

O tipo de ndo-linearidade no elemento de pértico surge
devido a interagdo axial-flexdoco sempre presente nas
estruturas estaiadas analisadas neste trabalho. Nestas
estruturas o grau de nao-~linearidade é de fraco a moderado,
podendo-se representar a matriz tangente por uma aproximacio
nido-linear de primeira ordem, dada pela matriz de rigidez
geométrica.

O elemento de podrtico espacial com dois nos e seis
graus de liberdade por né produz uma matriz de rigidez no
sistema local de dimensdo 12x12, envolvendo esforgo axial,
esforgos cortantes, momentos fletores e torgdao. A figura
IV.3 apresenta um elemento tipico onde s&c mostrados o

sistema de referéncia local e os 6 graus de liberdade (3
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deslocamentos + 3 rotacgdes) por né, aos quais correspondem
respectivamente a forga axial, duas forgas cortantes e 3

momentos fletores.

y
8y -
/i'
e | — —inb»
pu g 12
5* //
-~
///’
zf g
e
//
> — - —
1 3 6 Zz

FIG. IV.3 - ELEMENTO DE PORTICO ESPACIAL .

A matriz de rigidez tangente do elemento de podrtico

( g:‘ﬁ } no sistema local é dada por:

KE®=x"%4+ gF ( IV.7 )

onde g;'E é¢ a matriz elastica linear e {(GP'E é a matriz de
rigidez geométrica.

A matriz do elemento no sistema local é transformada
para o© sistema global, para ter seus coeficientes
distribuidos na matriz global do sistema, através da matriz

de rotagdo (ou transformagdo) I‘T de dimensdo 12x12.
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Por uma questdo de completeza sdo apresentadas essas
matrizes no apéndice A.
A matriz de rigidez do elementoc no sistema de eixo

global é calculada por:

CgPE = ot g -F Tt ( IV.8 )

onde o superindice ¢ se refere ao sistema de eixo global e o
t a transposta de uma matriz.

A convencdo de sinais adotada para deslocamentos e
forcas no elemento é estabelecida em fungdo dos sentidos
positivos dos graus de liberdade (deslocamentos e rotagdes),
cujas diregdes sdo definidas na figura IV.3; isto &, sdao
positivas gquando os sentidos das grandezas vetoriais
calculadas (deslocamentos, forgas, rotagdes ou momentos) no
sistema local coincidem com os sentidos positivos dos graus
de liberdade e, em caso contrario, negativas.

Todas as transformagées aplicadas & matriz de rigidez
sdo usadas para a formacdo da matriz de massa no sistema

global de referéncia.

IV.4.2 - ELEMENTO DE CABO/TRELICA

Antes da apresentag¢io das matrizes adotadas neste
trabalho para a modelagem discreta de um cabo com rigidez a
flexdao desprezivel, faz-se aqui alguns comentdrios sobre as
aproximagées adotadas em alguns trabalhos publicados na
literatura.

Sabe-se que um cabo submetido aoc seu peso préprio
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assume a forma de catenaria. Contudo, por razdes de
simplicidade, quando o cabo é um estai pretensionado,
exibindo pequenas flechas, ¢ comum se adotar para a
configuragdo deformada dos cabos sob a agdo de peso préprio
a forma parabdlica. Esta, entretanto, é a forma assumida por
um cabo sob a agdaoc de um carregamento uniformemente
distribuido.

Os resultados obtidos sob esta aproximacdoc parabdlica
nao diferem significativamente daqueles associados a forma
catenaria, desde que o cabo seja um estai bastante
protendido.

A ndo-linearidade de comportamento do cabo & devida a
mudanga de geometria sob agdo crescente do carregamento e ao
efeito de segunda ordem produzido pela tensio atuante ao
longo do cabo. Verifica-se, portanto, um aumento de
comprimento do cabo devido ao estiramento elastico (como no
casc de uma barra reta) e a mudanga de geometria decorrente
da alteracgdo na flecha. Assim, a deformagdo efetiva do cabo
¢ maior do que a deformagdoc elastica calculada para uma
mesma protensdao no cabo na sua configuragdo retilinea
original, isto é, sem considerar mudanga de configuracgao
geométrica.

Existem na literatura dois tipos de procedimentos que
sdo mais usuais para modelagem discreta levando em
consideragdo a nédo-linearidade geométrica do cabo estai

[1,2,31-34]:

(1) um em que o cabo € modelado com um unico elemento

retilineo de treliga entre as suas extremidades, adotando um
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médulo de elasticidade equivalente ao do cabo curvo, fungédo
da tensdo aplicada e de outros paradmetros [1,31-33,35]. Para
a obtengdo deste médulo de elasticidade €& admitida a forma
parabdélica para o cabo [1,31,32]. As aproximagdes que tém
sido adotadas para a obtengdo desse médulo equivalente
resultam em geral na expressdo deduzida originalmente por

ERNST [32].

(ii) um outro modo de se levar em conta a nao-linearidade do
cabo é através da atualizagdo das matrizes de rigidez
tangentes, durante um processo nado-linear geométrico, dos
varios elementos de trelica com tensdo inicial utilizados
para discretizar o cabo. Este procedimento & adotado no
presente trabalho, sendo, entdo, as tensdes nos estais
calculadas passo a passo, com corregdes de geometria e
atualizagédo da matriz de rigidez geométrica. Assim, para um
cabo discretizado por elementos de treligca sujeito a uma
carga de tragdo e agdo do peso préprio, a geometria é
corrigida passo a passo (num processo incremental -

-iterativoe) e o calculo da deformagdo axial de cada

elemento levara em conta tanto o alongamento devido a
extensdo elastica do elemento retilineo, quanto o
alongamento aparente devido & mudanga de geometria da
poligonal que aproxima a forma de catenaria. Isto é

ilustrado na figura IV.4.

Encontram-se também, na literatura sobre o assunto,
trabalhos que fazem uso simultdneo do médulo equivalente e

da matriz tangente [2,36]. Entretanto, esta técnica parece
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ndo ser muito coerente ja que é conflitante com a idéia
basica para a obtencdoc deste médulec tal como descrito
anteriormente no item (i) e nas referéncias [33,37]). Segundo
FLEMING [33], uma maneira conveniente de se considerar a
ndo-linearidade num cabo estai inclinado é adotar um modulo
de elasticidade egquivalente: "este médulec combina ambos os
efeitos de deformagdes do material e geométrica, Jja que a
rigidez axial equivalente do membro retilineo, para alguma
combinagdo particular da flecha e da tensdao no cabo, é a

mesma que a rigidez axial do caboc na sua forma catenaria.

f T2 / T,

T

FIG. IV.4 - APROXIMACAO DO ELEMENTO CABO CATENARIA
PELO ELEMENTO CABO/TRELICA.

A aproximagdo usada neste trabalho ¢é dada por uma
matriz tangente de treliga espacial, constituida da parte
elastica mais a geométrica, com consideragiao de tensao
inicial.

Esta matriz no sistema de referéncia local é
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representada por:

KT = k7T 4+ K

X K- K. ( IV.9 )

. 2 . N . . C.T .
onde KE'T é a matriz elastica linear e gc a matriz de
rigidez geométrica.

No sistema de reféncia global é dada por:

OgE-T = gt 5T o ( IV.10 )

onde se aplicam as mesmas transformagdes utilizadas
anteriormente para o elemento de pdrtico espacial.

Para convengdo de sinais de deslocamentos e forgas no
elemento é usado o mesmo critério adotado para o elemento de
portico espacial. O elemento de treliga espacial é mostrado
na figura IV.5.

Por uma questao de completeza, a matriz de rigidez
elastica ggdfde dimensdo 6x6), a matriz de rigidez
geométrica gﬁ'T(sxe) e a de rotacgdao Tr (6x6) sao

apresentadas no apéndice B.
Montagem das Matrizes

Como se viu, a matriz para o elemento de pértico
espacial € de ordem 12 enquanto a de trelica espacial é de
ordem 6. Assim, quando se val gerar a matriz glocbal da
estrutura, os coeficientes do elemento de trelica espacial
sdo espalhados numa matriz 12x12. Com isso, tem-se nas
diregdes 4, 5, 6 e 10, 11, 12 contribuig¢des nulas relativas

aos coeficientes do elemento de trelica; ja as diregdes 7,



FIG. IZ.5 - ELEMENTO DE TRELIGA ESPACIAL.
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FIG. I¥.6 - GRAUS DE LIBERDADE DO ELEMENTO DE TRELICA
ESPACIAL EM RELACAO AO ELEMENTO DE PORTICO
ESPACIAL.
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8 e 9 passam a corresponder as direcdes 4,5 e 6 do elemento
de trelica (fig. IV.5). A figura IV.6 mostra a distribuicgéao
das diregdes pertinentes ao elemento de trelica espacial em

relagao as diregdes do elemento de pértico espacial.

Formagao de Mecanismos Hipoestdticos

Elementos de treli¢a espacial ndo transmitem momentos
nos nés, devendo-se portanto ter cuidado, para uma dada
modelagem, com os mecanismos hipoestaticos internos que
podem surgir. Estes mecanismos surgem quando se usa o
elemento de treliga sem tensdo inicial, jd que nestes casos
coeficientes nulos sdo gerados na diagonal da matriz global
da estrutura, tornando~a singular. No caso de cabos
protendidos, a tensao inicial aplicada, levada em
consideragdo na matriz de rigidez geométrica, produz
transmisséo de esforgos axiais entre elementos e
conseqientemente, numa configuracgio nao-colinear dos
elementos, a formagdo de um mecanismo é eliminada.

0O cabo reto protendide (vide capitulo V) mostra
claramente que a tensdc 1inicial de partida elimina tal
mecanismo.

0 exemplo que & mostrade a seguir (fig. IV.7) ilustra
um tipo desses problemas. Como neste caso ndoc existe tensao
axial nos elementos colineares, na configuragdo indeformada
a forga P ndo €& equilibrada. Se, contrariamente, os
elementos colineares tivessem sujeitos a uma tensdo inicial,

numa configuragdo deformada vizinha haveria equilibrio entre
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n CONFIGURAGAQ
i DEFORMADA

Vp

FIG. IZ.7 - ELEMENTOS COLINEARES DE TRELICA
SEM PRETENSAO.

T+aT 277 T+aT \ )
i CONFIGURAGAQ
{/"VP DEFORMADA

FIG. IV.8 - ELEMENTOS COLINEARES DE TRELICA
COM PRETENSAOQ.
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P e forgcas T+AT ( fig. IV.8). Pode-se assim concluir que a

protensido elimina o mecanismo hipoestatico interno.

Outro problema que pode surgir discretizando-se o cabo
por elementos cabo/trelica € quando o carregamento aplicado
promove uma forte mudanga na configuragdo geométrica em
relacdc a inicial. O problema de cabo poligonal mostrado na
figura IV.9 ¢é um exemplo dessa situagdo. No caso, o
carregamentc assimétrico promove uma mudanga de configuracao
tdo acentuada (mostrada na figura em linha tracejada) que a
aproximagdo agui adotada para ndo-linearidade (expressa por
K) é insuficiente para restaurar o equilibrio estdtico na

configurag¢do deformada.

501t
{15,24¢m)
/ -
~ E—
l? Kips l 13Kips
{1Kipz4.45kN)

| 10ft | woft | 1wofr |
! T (30,48m)" -

FIG.IZ.9 - CABO POLIGONAL COM CARREGAMENTO ASSIMETRICO [24].

Sabe-se que um cabo ideal ndo oferece resisténcia a
flexdo nem a compressdo. Devido a esta caracteristica dos
cabos, em estruturas estaiadas onde os cabos geralmente sdo
dispostos em pares opostos como ilustrade na figura IV.10 ,

a carga externa P provoca um aumento de tensidoc no cabo 1 e

diminuigdo no cabo 2. Quando a carga P é tal que elimina
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toda a tensdo inicial no cabo 2 tornando-o sem fungdo
estrutural (inoperante),os seus elementos cabo/treliga sao
dai em diante submetidos a "carga compressiva" gerando
instabilidade numérica no sistema de equagdes, isto é, ha
formagdc de um mecanismo hipoestatico. Este problema sera

discutido no caso da torre estaiada, capitulo V.

FIG. I¥. 10 - TORRE ESTAIADA: CABO 2 COM PERDA DE PRETENSAOQ.
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CAPITULO V

APLICACOES

V.1 - INTRODUCAO

Este capitulo encontra-se dividido basicamente em duas
partes: uma, na qual se apresentam os exemplos-teste; outra,
onde aplicagdées a pontes estaiadas no plano e no espago séo
mostradas.

Os exemplos-teste, enbora simples, propiciam a
descoberta e discussdo clara de determinados problemas de
modelagem que podem surgir na andlise de estruturas de maior
porte. Ainda mais, possibilitam testar e sentir o
comportamento dos elementos separadamente e averigiar de que
forma os mesmos contribuirde no sistema estrutural
funcionando como um todo. Assim, muitas das conclusdes
apresentadas ao longeo do texto sdo frutos das andlises dos
resultados numéricos desses exemplos. Pode-se notar, além
disso, que a ordem de apresentacgdo das aplicag¢bes cbedece a
uma sequéncia ldégica de crescente complexidade. Com essa
sequéncia de aplicagdes pode-se aferir a validade da
formulagao apresentada no capitulo II, de maneira gradual,
culminando em aplicagdes praticas da engenharia, onde a
potencialidade da formulacdoc como um todo é verificada.
Observacao:

As unidades usadas ao longo deste capitulo sido as
mesmas adotadas nos trabalhos originais; apresentando-se,

contudo, logo em segquida, entre parénteses, os valores em
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relacio ao SI (Sistema Internacional de Unidades).

V.2 - EXEMPLOS~-TESTE

V.2.1 - PORTICO PLANO

Com este exemplo foi possivel testar através da solugdo
da equa¢do (II.4), o elemento de pdértico para andlise de
estruturas com nido-linearidade geométrica moderada,
obtendo-se, além da resposta carga x deslocamento, uma
estimativa da carga de colapso. Alternativamente foi usado o
algoritmo descrite na segac I1I11.5 do capitule III para
calculeo da carga critica, através do critério de freqiéncia
nula (uﬁ = 0).

A figura V.1 mostra a discretizac¢ido da estrutura
juntamente com suas caracteristicas geométricas e
propriedades do material. A estrutura de pértico plano
metalico biengastado fol discretizada em 9 elementos de
portico espacial com 6 graus de liberdade por né, sendo 3
inativos. A estrutura de pdrtico poderia representar um
pértico tipe do 12, pavimento de um edificio alto. ©
carregamento externo atua tal como mostrado na figura V.1,
com uma peguena carga horizontal tomada como 1/1000 da carga

vertical.

Respostas Estaticas Nao-Lineares

As respostas ndo-lineares, carga vertical versus

deslocamento horizontal, apresentadas nos trabalhos de
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F1G. Y.1 - RESPOSTA _ESTA'TICA' NAQ-LINEAR E MODOS
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CONNOR [38] e de MANTILLA [39], mais a obtida no presente

trakbalho sdoc mostradas, para efeito de comparacgao, na figura
IV.1l. Observa-se uma boa concorddncia entre as respostas de
ate

CONNOR e da presente andlise a carga de 1950 ¢tf

(1,91x107 N). Deve-se destacar, porém, a diferenga entre

estes resultados e os de MANTILLA, para os quais se verifica

uma significativa diferenga entre deslocamentos, préximos a

carga de colapso.
apresentada na referéncia [39],
deslocamentos

geométricas.

Esta

torna-se

Esta diferenga

mais

comprovagaoc

resultados do presente trabalho,

adotada para a mnatriz tangente (§T =

solugdo de problemas moderadamente ndo-lineares,

sensivel

enm nada

se deve

a

as

prejudica

formulacgio
que por considerar grandes

mudancas

os

j& que a aproximagdao aqui

K.+ gﬁ) é dirigida a

geralmente nas estruturas de pérticos estaiados.

aplicagdo do critério de freqiiéncia nula, w©

cargas

Carga Critica Estatica

COmMO oCcorre

A determinagdoc da carga critica ¢ feita através da

2

0.

A tabela V.1 mostra os resultados obtidos para as

"oriticas"

do

pértico

plano da

figura

V.1.

Tabela V.1 - Cargas criticas e de colapso do pdrtico plano

segunde varios trabalhos.

o~
~%
e
~

Ref .[38] Ref. [39] Ref.[4a01] Presente Presente
Carga de Carga de Carga Analise Andlise
"colapso" "Colapso®" crftica Carga Carga de
Critica Colapso
2000t¢f 2075¢tf 2165t f 2148t f 2130t¢

1,96x%x10 N

2,03x10 N

2,12x10 N

2,1x10 N

2,08x10 N
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Observa-se, em comparagdc com os Tresultados das
referéncias [38,39], que o valor aqui obtido para a carga
critica juntamente com o da referéncia [40] se constitui,
como esperado, num limite superior das cargas de colapso. A
figura V.2 ilustra o procedimento adotado para determinacio
da carga critica. Deve-se esclarecer gque as cargas de
colapso sdo associadas & carga maxima atingida ao longo da
resposta ndo-linear, isto é, associadas & ocorréncia de nao
convergéncia do processo numérico. Por outro lado, as cargas
criticas resultam da solugdc do problema linearizado de

autovalor.

Vibracdes Sob Tensoes Iniciais

A figura V.1l mostra também os modos de vibragdo e suas
freqiéncias, respectivamente para a estrutura submetida a unm
carregamento préxime do critico (P = 2100tf; AP = 2,1tf) e
para a estrutura em vibragdc livre (P=AP=0). Pode~se notar
ai a influéncia das tensdes (ou forgas) iniciais, devidas ao
carregamento imposto, sobre as frequiéncias de vibracgdo.
Verifica-se que a 12. freqiiéncia, cujo valor é de 36,48 Hz,
para o podrtico em vibragdo livre, é reduzida para 6,45 Hz,
correspondente a aproximadamente 18% de 36,48 Hz, quando se
considera a estrutura vibrandoc em torno da configuragido
deformada sob agdo do carregamento estatico. Nota-se,
portanto, uma tendéncia para o anulamento da 12. freqiiéncia,
como era de se esperar, para um carregamento préximo do
critico. Deve-se observar aqui o comportamento

caracteristico de um pértico flexivel como ilustrado na
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figura V.1l: com © acréscimo de carga ha uma redugdo de
rigidez da estrutura e, consequentemente, das freqiéncias de
vibracédo.

Este exemplo deixa clarc a influéncia de tensdes
iniciais, sempre presentes nas estruturas de portico
estaiado por <cabos protendidos, sobre as freqléncias
"naturais". Além disso,essas estruturas estaiadas, por serem
"flexiveis", assumem, sob agdo do carregamento estatico, uma
configuracgédo deformada de equilibrio diferente da
configuragdo geométrica original e, portanto, sdo passiveis

de alteragdes substanciais em suas frequéncias de vibracéao.

Sensibilidade do Processo Numerico

Por Ultimo, resta um comentarioc sobre o método numérico
de resclugado adotado. © tamanho do passo de carga e
consequentemente o numero total de incrementos influencia de
maneira expressiva o resultado final de <calculo. Esta
influéncia é fun¢do do grau de ndo-linearidade geométrica

exibida pela estrutura de pértico "flexivel™.

V.2.2 - CABO RETC PROTENDIDO

Neste segundo exemplc sic analisados os comportamentos
estatico ndo-linear e vibragSes lineares sob tensdes
iniciais de um cabo protendido, que se constitui num
componente importante das estruturas estaiadas.

Nesta aplicagdo, um cabo inicialmente reteo, cujas

dimensdes e propriedades do material sdc dadas na figura
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V.3, é submetido a uma protensido inicial de 20x1031b/in2
(3,4x107 N/nF). Os resultados das andalises estatica e de
vibragdes permitem a verificagdo da potencialidade e da
eficiénecia da formulacdao adotada  para  aproximar a
configuragdo de catendria de um cabo, através de sua
discretizagido por elementos de treliga sujeitos & tragdo

inicial.

Resposta Estatica

A tabela V.2 apresenta uma comparagido entre resultados
obtidos para o deslocamento maxime do cabo, segundo a
presente andlise nédo-linear estatica e segundo duas
formulagdes distintas: uma de DESAI [27) gque usou um uUnico
elemento parabdlico de trés néds; e outra de OZDEMIR [41] que
usou 12 elementos parabdlicos de trés nés para a
discretizagdo da metade do cabo, tomando partido da simetria

na analise estatica ndo-linear.

Tabela V.2 - Deslocamanto maximo do cabo da fig. v.3.

DESLOCAMNENTO HAXIMO DO CABO

Presente Desai ([(27] Ozdemir [431]
Ana’lise

131.5 in 131.54 in 131.60 in
(3,34 m) (3,34 m) (3,34 m)

Dessa tabela V.2 pode-se notar a boa concordincia entre
os resultados.
Na presente andlise estatica ndo-linear, o cabo foi

discretizado em 8 elementos de cabo/trelica e os resultados
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obtidos sdo idénticos aqueles quando se discretiza a metade
do cabo com 4 elementos.

A figura V.3 mostra a resposta ndo-linear estatica do
cabo protendido sob agdo crescente da carga distribuida
versus o deslocamento no meio do cabo. Verifica-se aqui que,
contrariamente ao comportamento observado do pértico do 12.
exemplo, a ndo-linearidade se processa com ganho de rigidez.
A outra curva referida na figura V.3 comc analise "linear"
ndo foi obtida através da solugdo eldstica linear classica,
que faz uso somente da matriz de rigidez elastica. Para esta
andlise "linear" adotou-se uma matriz resultante da soma da
matriz elastica com a geométrica (montada com as forgas

iniciais da protensédo), sendo a carga transversal aplicada

de uma s6 vez. Deve-se lembrar ainda que ndoc seria possivel
se proceder a uma andlise linear classica somente com K.,
devido & formagdo do mecanismo hipoestatico tal como
discutido no capitulo IV. Conclui-se, portanto, mais uma
vez, que os elementos cabo/trelig¢a, quando colineares na
configura¢io inicial, se submetidos a uma carga transversal,
necessitam de uma protensiao para se tornarem "auto -

-equilibrados" naquela configuracdo retilinea.

Vibracoes Sob Tensoes Iniciais

As formas dos modos de vibragdo em torno das
configquracdes geométrica inicial e deformada final,
juntamente com os respectivos valores das freqiéncias
naturais, sdo mostradas na figura V.4. Para a obtengdo

daqueles valores foram realizadas duas andlises: (i) na
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f3= 0,7091 Hz
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DEFORMADA FINAL
f4= 0,8586 Hz
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FIG.Y.4 - MODOS DE VIBRACAO DO CABO PROTENDIDO.
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primeira, calculou-se os modos e freqiéncias na configuracgéo
geométrica inicial para o© cabo sob protensac. Para isto,
foram montadas as matrizes §E e 5& (fungdoc da tensao
inicial) e em sequida foli resolvido o problema de autovalor
(equagdo II.46) para determinacgdo das freqiéncias e modos de
vibracao associados; (ii) na sequnda, realizou-se
inicialmente uma andlise ndo-linear estatica, com a qual
obteve-se a configurag¢éo deformada final representada pela
linha tracejada na figura V.4. Os valores dos esforgos
finais nos elementos, resultantes da andlise estatica
nao-linear, sédo tomados como valores iniciais do problema
dindmico de autovalor (equagdo II.46). As linhas cheias
representam as formas dos modos de vibragdo em torno da
configuracdo deformada final de equilibrio estatico.

Os valores aqui obtidos para as 1=, freqiéncias
relativas respectivamente as configuragdes inicial (f1 =
0,2490 Hz) e final (f1 = 0,3807 Hz), apresentam uma
diferenca percentual de apenas 1% em relagdo aos resultados
obtidos por OZDEMIR: 0,2506 e 0,3852 Hz respectivamente.

Em fun¢do da simplicidade da presente aproximagdo por
elementos de treliga, essa comparagdo de resultados
demonstra o otimo desempenho da formulagdo usada para as
andlises estdtica e dindmica de cabos.

A tabela V.3 mostra as diferencas percentuais relativas
entre os valores aqui obtidos para as freqiéncias associadas

as configuragdes inicial e final.
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Tabela V.3 - Diferenga percentual relativa entre as

freqiéncias (configuragdo inicial e final).

FREQUENCIA ( Hz )
Diferenga
Configuragaoc Configuragdo Percententual
Final Incilal Relativa
a
1—. 0,3807 0,2490 34,6
a
2—. 00,5889 0,4885 17,1
a
3—. 00,8586 0,7091 17,4

Nota-se nesta tabela que a maior diferencga corresponde
a 12. freqiéncia natural, reduzindo-se a metade para a 22, e

32, frequéncias.

Com os resultados obtidos para este exemplo ficam
evidenciadas duas coisas: 12.) a necessidade de, en
estruturas de cabos, se proceder a uma andalise estatica
ndo-linear, ja que o equilibrio é verificado para uma
configuragdo bastante diferente da inicial; 22.) da
necessidade de uma andlise de vibragbes sob tensdes
iniciais, em torno desta configuragdoc deformada final, ja
que existem diferengas significativas entre as freqiéncias

relativas a uma e outra configuragdc estatica.

Procedimento Numérico

0 algoritmo wusado para a analise estatica foi o
algoritmo 1, descritec na segdo III.3.1 do capitulo III, no

qual a tensdo inicial é equilibrada no 12. passo de carga.
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IV.2,3 - CABOS PFOLIGONAIS PROTENDIDOS

A figura V.5 mostra uma vista tridimensional da malha
de cabos com uma flecha inicial Ez = 360 in (9,14 m) e uma
carga vertical P = 8000 1lb (3,6x104 N), para cada um dos
vértices definido pelo cruzamento dos cabos. As
caracteristicas geométricas, ©propriedades do material,
dimensées e discretizagdoc adotada encontram-se também
naquela figura. Os trechos horizontais dos cabos,
representados em planta pela 1letra h, e o0s trechos
inclinados dos cabos, representados pela letra i, estéo
submetidos respectivamente a forgas iniciais de 5459 1b
(2,4x104 N} e de 5225 1lb (2,3x107 N). A massa especifica do
material & tomada como 7.96x10 '1b.s®/in' (8,86x10°N.s%/m")
e o peso proprio do cabo é desprezado na andlise estatica.

Neste exemplo, um pouco mais complexo do que o
anterior, um sistema de cabos formando uma malha €& usado
como suporte para cargas verticais, as quais podem ser
imaginadas como oriundas de uma subestrutura ou equipamento

sustentada por este sistema de cabos.

Resposta Estatica

DESAI e colaboradores [27] fizeram apenas a analise
estdtica desta estrutura. Os resultados obtidos por eles,
juntamente com os valores obtidos neste trabalho siao
apresentados na tabela V.4, que mostra os valores do

deslocamento de wum dos vértices da malha de cabos.
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Observa-se que, pela simetria do sistema de cabos e cargas,

todos os vértices apresentam o mesmo deslocamento.

Tabela V.4 - Deslocamentos para os cabos poligonais

protendidoes.

DESLOCAMENTOS

COMPONENTES

Presente

Referéncia

Estudo [27]
-0,1326 ft -0,1318 ft
X (0,04 m) (0,04m)

-0,1326 ft

-0,1318 ft

Y {0, 04m) (0,04m)
-1,4567 £t “1,4636 ft
z {0, 44m) (0, 45m)

Pode-se notar da tabela V.4 que a diferenga percentual
relativa entre os resultados fica abaixo de 1%, demonstrando
mais uma vez que quando o carregamento externo atua sempre
no sentido de tensionar os cabos (tal como no 22. exemplo),

o elemento de cabo/treliga funciona sem qualquer problema.

Outros resultados, obtidos segundo foermulacgoes

diferentes e também apresentados na referéncia [27], séo

todos préoximos dagueles da tabela V.4.

Procedimento Numérico

A figura V.6 mostra a resposta ndo-linear estatica,
carga P versus deslocamento vertical av, obtida usando-se o
algoritmo 1 descritoc no capitulo III. As setas com o numero
1 indicam, sobre ¢ caminho de equilibrio, o sentido inicial

do deslocamento vertical: esse sentido inicial é o sentido
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positivo do eixo "z". Isto acontece porque no inicio do
processo a protensdoc total aplicada supera o valor da carga
vertical, que é incrementada passo a passo. 0O deslocamento
continuara no sentido positivo sobre o caminho de equilibrio
até que o valor acumulado da carga vertical supere o da
protensdo inicial. A partir desse ponto, o deslocamento muda
de sentido, agora indicado pela seta com o numero 2, até se
atingir a configuragdo final de equilibrio.

Enmpregando-se o algoritmo 2, descrito no capitulo III,
a resposta ndc-linear é aquela mostrada na figura V.7. Como
para este algoritmo a tensdo inicial ¢ também incrementada,
a composigdo do incremento da forga externa e da forga
interna (forg¢a inicial) resulta em deslocamentos verticais
no sentido negativo do eixo "z".

Percebe-se através dos graficos ilustrados nas figuras
V.6 e V.7 que o comportamento ndo-linear desta estrutura &
caracterizado por ganho de rigidez, embora o grau de

niao-linearidade geométrica seja muito pequenoc.

Vibragoes Sob Tensoes Iniciais

O sistema de cabos da figura V.5 fol analisado para
vibragées em torno da configuragdo inicial (P=0 e sob
protenséo) e em torno da confiquracgdo final (sob protensioc e
carregamento). A tabela V.5 mostra os resultados obtidos, em

termos de frequéncia, para estas analises.
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Tabela V.5 - Freqiéncias de vibragédo dos cabos poligonais

protendidos.

-
1—. FREQUENCIA DE vnmu;ia (Hz)

Configurac¢éo Configuragao
Inicial Final
1,2247 1,8789

Aqui também se verifica uma diferen¢a percentual
relativa de aproximadamente 35% entre os valores das 1%,
frequéncias das configuragdées final e inicial. Este
resultado enfatiza, mais uma vez, a necessidade de uma
andlise de vibragdo na configuragdo final de equilibrio para
esse tipo de sistema estrutural.

Finalmente, a figura V.8 mostra a forma do 12. modo de
vibrag¢do em torno da configuragao deformada final, e o valor

da 12. freqiiéncia natural associada.

Procedimento Numérico

Os dois algoritmos de solugdo, tanto o que equilibra a
protensao no 12, passo de carga - algoritmo 1 - quanto o
que equilibra a protensdo ao longo de todo o processo
nido-linear - algoritmo 2 - foram usados para se analisar
esta estrutura.

Os resultados obtidos, tanto na andlise estatica quanto
na dinamica, para um e outro algoritmo de solugédo,
apresentam praticamente o mesmo valor. A diferenga fica em
torne de 1%, como pode ser constatado através do valor do

deslocamento vertical para o vértice da malha de cabos,
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mostrado respectivamente nas figuras V.7 e V.8. Existe,
contudo, uma diferenga em termos de caminhc nao-linear
percorrido, como pode ser verificado nas figuras V.6 e V.7,

cujas consideragbes ja foram feitas no capitulo III.

IV.2.4 - TORRES ESTAIADAS

O intuito de apresentar a torre estaiada segundo duas
analises fol para deixar claro os problemas que podem surgir
para sistemas estruturais deste tipo. Assim, para a mesma
torre estaiada a analise é realizada para os casos de 1 ou

2 cabos estais.

V.2.4.1 - TORRE ESTAIADA COM 2 CABOS

As propriedades do material, caracteristicas
geométricas e dimensdes sdo dados na fiqura V.9,
respectivamente para o cabo e mastro de ag¢o. Os cabos 1 e 2
sdo discretizados em 4 elementos de cabo/treli¢a e o mastro,
em 4 elementos de pértico espacial, sendo trés graus de
liberdade inativos. A forga inicial nos cabos é de 44,48 kN.
0 carregamento externo é constituido pela carga transversal
P aplicada no topo do mastro e pelo peso préprio do cabo
igual a 0,98 XN, ambas aplicadas como cargas pontuais nos

pontos nodais.

Comportamento Estrutural

Inicialmente, procedeu-se & andlise do mastro estaiado
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CARACTERISTICAS

CABOS

AREA =1,23310 m?

€ = 1,518 x 10® kN /m?
F. INICIAL = 44,48 kN

45,75 m

MASTRO
AREA = 3,66 x 10°m?
E:20x10%kN/m?

M=z7,85kNxsi/m

J—qx

ANALISE LINEAR

ANALISE NAQ - LINEAR

18,0 |-
150 |

120}

60

30r

] 1 ] | ] | ] | 1
045 030 1,35 1,80 2,25 2,70 3,15 360 405 450 g (cm)

FIG. V.9 - RESPOSTA NAO-LINEAR DO MASTRO ESTAIADO.
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com 2 cabos sob a¢do de uma carga P = 222,30 kN. Esta carga
foi incrementada em 10 passos de carga e fol verificado que
a partir do 22, incremento o cabo 2 tornava-se frouxo devido
a perda de pretensdo provocado pela agao da carga P,
induzindo uma forga "compressiva" neste cabo. Quando se usa
o elemento de cabo/treliga, pode ocorrer nestas situacdes um
mecanismo hipoestatico provocando uma instabilidade no
algoritmo de solugdo.

Este mesmo problema foi resolvido por SCHEREFLER [42],
EKHANDE [2] e DESAI ([27]. Destes, apenas SCHEREFLER se
refere & perda de protensdc no cabo 2, no 22. incremento,
quando a carga P = 222,30 kN é aplicada em 10 passos. CHU E
MA [43] resolveram este mesmo problema analiticamente; mas
todos esses autores se reportam apenas a andlise estéatica.

O nivel de carga P, a partir do qual o cabo 2 perde
fungdo estrutural, isto é, se torna inoperante, esta entre
22,23 kKN e 44,46 kN. Fol baseado neste fato que surgiu a
idéia de se detectar aproximadamente a carga que provocava o
mecanismo. Esta carga estd em torno de 30 kN. Assim, a
primeira analise foi realizada aplicando-se esta carga P =
30 kN no mastro estaiado com dois cabos, ja que esta carga
ndo provoca a perda de rigidez completa do cabo 2.

A partir deste nivel de carga (P = 30 kN) para o qual o
cabo 2 torna-se frouxo, poder-se-ia adotar um procedimento
de reinicio, onde se identificariam o patamar dos esforg¢os
internos existentes nos elementos e a geometria deformada,
desprezando-se a partir dai o cabo 2 Jja inoperante, e
reiniciando a andlise para novos incrementos de carga, além

de P ~ 30 kN.
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Resposta Estdtica Nao-linear

A resposta ndo-linear, carga versus deslocamento SH do
topo da torre, €& mostrada na figura V.9, onde pode-se
observar que o deslocamento final para P = 30 kN é SH = 4,2
cm.

Para andlise "linear" (veja fig. V.9) adotou-se o mesmo
procedimento que nos casos anteriores. Utilizou-se para a

analise ndo-linear o algoritmo 1.

Vibracoes Sob Tensoces Iniciais

Nas figuras V.1l0a e V.1l0b sdao apresentadas,
respectivamente, as formas dos 12. e 2%, modos de vibragéo

para a estrutura, em torno da configuracdo deformada final.

Observa-se nestas figuras que o cabo 1, fortemente
tensionado, apresenta "amplitudes" (ortonormalizadas em
relagdo a matriz de massa) de vibragdo muito menores do que
aquelas exibidas pelo cabo 2, Jja afrouxado pela perda de
protensdo inicial causada pelo deslocamento transversal do

topo da torre sob agdo da carga P.

Os 1°. e 22. modos para o mastro correspondem aos
primeiros dois modos de vibragdo de uma viga em balango.
Para o caboc 2, observa-se que os 12. e 22. modos

correspondem exatamente A&aqueles obtidos para o cabo reto

protendido (vide fig. V.4) analisado na seg¢ao V.2.2.
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V.2.4.2 ~ TORRE ESTAIADA COM 1 CABO

Para a torre com um unico cabo, procede-se a analise
com a geometria inicial sem o cabo 2, com o© cabo 1
protendido, e com a carga transversal P crescendo desde 0
até 222,30 kN. E evidente dque este ndc é um procedimento
automatico mas, em termos praticos, para analise do
comportamento estrutural ndaoc faria muita diferenga a adogédo
deste ou dagquele procedimento de '"reinicio", comentado
anteriormente na segdo V.2.4.1, se o interesse esta voltado
para o resultado final.

A resposta, carga versus deslocamento no topo da torre,
para a carga P = 222,30 kN & mostrada na figura V.11. O
deslocamento & final encontrado é igual a 52,21 cm, o qual,
em relagac ao valor SH = 52,6 cm obtido por SCHEREFLER para
a torre com 2 cabos, representa uma diferenga de menos de
1%. Oberva-se, assim, gque o cabo 2 perde realmente sua
fungao estrutural, ndo contribuindo para a resisténcia da
torre a carga transversal aplicada.

Ainda em relagdo a figura V.11, percebe-se que a

resposta carga versus deslocamento é praticamente 1linear
para a torre com 1 cabo, demonstrandec assim que a n&o-
-linearidade, observada na figura V.9 para a torre com 2
cabos, deve-se mesmo ao cabo 2 que tende a afrouxar.

Para a torre estaiada por um unico cabo, o pequeno
deslocamento , SH, no sentido contrarioc ao eixo dos nxX"
(fig. V.1ll1l) é resultante do efeito da protensdo inicial no
cabo 1. Além disso, a andlise foli iniciada para a estrutura

numa configuragdo inicial desequilibrada.
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0BS.: PARA CARACTERISTICA
VIOE FI16.V.

198
176
154
132
110

88

66

44

"

|
5

Fi6. V.11 - RESPOSTA NA-O'L’NEAR DE MASTRO ESTAIADO
COM CABO UNICO.
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Vibracoes Sob Tensoes Iniciais

A tabela V.6 apresenta os valores das frequéncias
naturais para o mastro estaiado com 2 ou 1 cabo, vibrando em

torno da configuragido deformada final.

Tabela V.6 ~ Frequiéncias naturais do mastro estaiado.

FREQUENCIAS NATURAIS (Hz)
MASTRO
ESTAIADO f f
1 2
Com
0,76 0,90
2 cabos
Com
0,85 1,89
1 cabo

Nota-se que ha um aumento nos valores das freqiiéncias
quando se passa do mastro com 2 cabos para o de 1 cabo. E
evidente que este aumento é devido ao sistema com 1 cabo ser
mais rigido. Resta, portanto, atribuir ao cabo 2, no sistema
com 2 cabos, a responsabilidade pela queda nos valores das
frequiéncias.

A figura V.12 mostra os 12. e 22. modos de vibracdo com

os respectivos valores das freqiéncias naturais, para a

estrutura numa configuragdo final de equilibrio.

Comentdrios Finais Sobre o Comportamento Estrutural

E importante observar que embora o deslocamento final
seja pequeno, no caso do mastro estaiado com 2 dois cabos e

P = 30 kN, o grau de ndo-~linearidade é mais acentuado do que



DEFORMADA
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DEFORMADA FINAL
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12 MODO DE VIBRAGAQ 22 MODO DE VIBRACAQ

FIG. V.12 - MODOS DE VIBRAGAQ DO MASTRO ESTAIADO COM CABO UNICO DA FIG. V.11.
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para o mastroc estaiado com um'cabo, cujo deslocamento final
é cerca de 12 vezes maior que aquele obtido para o primeiro
(mastro estaiado com 2 cabos) e carga externa P = 222.30 kN
(veja figs. V.9 e V.11).

Este fato caracteriza bem a influéncia da
nao-linearidade no cabc quando o mesmo tende a ficar frouxo.
Conclui-se, assim, que o comportamentc global do sistema é
influenciado diretamente pela ndo-linearidade do cabo que

afrouxa.
V.3 =~ PONTE ESTAIADA: ANALISE BI-DIMENSIONAL

A ponte estaiada metdlica mnmostrada na figura V.13
constitui um exemplo de aplicacdo pratica deste trabalho.
Trata-se de uma ponte com vdo principal de 400 ft (122 m) e
vaos secundarios de 100 ft (30,5 m). A altura da torre é de
80 ft (24,4 m). As forgas iniciais nos cabos sao igquais,
respectivamente, a: F1= 9680 Kips (4,31x107 N) e F2=11500
kips(5,12x107 N). O peso prdprio atuante sobre o tabuleiro é
igual a 16 Kips/ft(2,34x105N/m). 0 tabuleiro e a torre foram
discretizadas com elemento de poértico espacial (fazendo-se
trés graus de liberdade inativos). Para discretizagido dos
cabos, usou-se um uUnico elemento de cabo/treliga. Para as
bielas 1 e 2, discretizadas com um elemento de trelicga,
adotou-se E = 0.40 x 10 Kips/ft® (1,92x10'! N/m®) e A = 10

2 (0,09 mz).As propriedades do material, caracteristicas

ft
geométricas e carregamento, juntamente com os pontos hodais
de discretizagdo, s&o mostrados na figura V.13. A ligacgido

torre/tabuleiro é considerada rigida.



p = 16,0 Kips/ft (2,34x10°N/m)

N A

F
F,=9680 Kips . -~ F,=11500 Kips
y _ (4,31x107 N) ‘l/° (8,12x 107N} - E
CONVENCARO S =
® PONTOS NODAIS 3
O ROTULAS X

N

200 ft + 200 ft L. 100ft + 100 ft J
> 30,50m

6lm CARACTERISTICAS
A (m?) I(m*) € (N/m?) ML (Nx s2/mé)
CABOS 0,102 J— 1,91 x 1011 7863 x 10°
VIGA 0,743 0,388 " "
TORRE ( TRECHO A ) 0,929 1,726
TORRE ( TRECHO B) 0,279 0,173

FIG. V.13 - PONTE ESTAIADA METALICA: GEOMETRIA, CARREGAMENTO E DISCRETIZACAO_.
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Respostas Estaticas Nao-lineares

A resposta ndo-linear estatica, carga distribuida
versus deslocamento vertical 8, no meio do vao principal, é
mostrada na figura V.14. Percebe-se que essa resposta é

praticamente linear, indicandc uma pequena perda de rigidez.

0 valor maximo encontrado para o© deslocamento vertical
no meio do vao principal, usando-se o algoritmo 2, foi s, =
0,46 ft (0,14 m). A deformada final do tabuleiro e da torre

é indicada em pontilhado nesta mesma figura.

A resposta nao-linear, carga distribuida versus
deslocamento horizontal do topo da torre, é ilustrada na
figura V.15. Observa-se, mais uma Vvez, gque a resposta é

praticamente linear indicando uma pequena perda de rigidez.

As configuragdes estaticas deformadas, resultantes da
analise "linear" e néo-linear sdo indicadas na figura V.16.
A andlise "linear" foi efetuada da mesma maneira descrita
anteriormente em relacido ao exemplo da secdo V.2.2. Através
dessas figuras, verifica-se que ndoc ocorrem diferencgas
significativas entre os resultados obtidos pelas duas
andlises. E claro porém que se somente a matriz K. tivesse
sido usada para a andlise linear classica, essa diferenca
seria um pouco mais ampliada. Pelos graficos obtidos da
andlise ndo-linear (figs. V.14 e V.15) era de se esperar que

ndo ocorressem grandes diferengas entre as duas analises.
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Gy 20,1217
(0,04)

E:
-4
OO
ol

DESLOCAMENTOS (ft)

ANALISE "LINEAR"

NOTA: VALORES ENTRE PARENTESES EM METROS

GH = 0,1278
{0,04)

DESLOCAMENTOS (ft)

1,1300
(0,34)

|

ANALISE NAO-LINEAR

FIG. ¥.16 - CONFIGURAGOES ESTATICAS DEFORMADAS
DA PONTE ESTAIADA.




136

Vibragoes Sob Tensoes Iniciais

A figura V.17 mostra as formas e freqiéncias dos 12. e
22, modos de vibracdo em torno da configuracdo final de

equilibrio estatico.

Na figura V.18 encontra-se o diagrama dos esforgos
normais e a forga final nos cabos. Nota-se um pequeno
aumento no valor da forga nos cabos quando comparado com a
forga inicial. A parte do tabuleiro compreendida entre as
extremidades dos cabos estd toda comprimida. Esta compressao
é devida a componente horizontal da forg¢a no cabo atuando
sobre o© tabuleiro. Em pontes, cuja viga do tabuleiro é
protendida, esta for¢a de compressio pode ser usada como
forga de protensdo. Os esforgos normais para os vaos
extremos da viga sd3o nulos devido & liberacdo do
deslocamento horizontal permitido pelos apoios.

A tabela V.6 apresenta uma comparagdo entre os valores
dos esforgos normais, aqui obtidos e outros apresentados nas
referéncias indicadas, para os trechos definidos pelas
letras de E a F na figura V.18.

Observa-se que todos os resultados se comparam bastante
ben.

Os diagramas de esforgos cortantes e momentos fletores

encontram-se, respectivamente, nas figuras V.19 e V.20.

A tabela V.7 apresenta os valores dos deslocamentos e

momentos para os pontos de 1 a 8 indicados na figura V.20,
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f,=1,1702 Hz

\\conncumgio ESTATICA

FINAL

12 MODO DE VIBRACAO

CONFIGURACAD ESTATICA
FINAL

- Y — ———

1,7 1,7190Hz

22 MODO DE VIBRAGAO

FI1G. Y.I7 - MODOS DE VIBRACAO DA PONTE ESTAIADA
COM CARREGAMENTO TOTAL.
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Tabela V.6 - Esforgos normais para a ponte estaiada (trechos

de E-F na figura Vv.18)

ESFORGOS NORHAIS em kips (MN)
TRABALHOS
Trecho Trecho Trecho Trecho Trecho Trecho
A B C D E F
-12948 -10874 -8975 -9055
Presente & 0. = 0.
(-58,0))(-48,0) {(-40,0})}||(~40,0)
-13350 -10800 -8916 -8992
Ref.[44] % 0. & 0.
(-59,0)](-48,0) (-40,0)}{-40,0)
-13350 -10800 ~-9000 -9000
Ref.[45] 0. 0.
(-59,0)|](-48,0) («40,0)||(-40,0)

Para cada né indicado na tabela V.7, os valores da 12.

linha se referem a presente andlise; os da sequnda e da

terceira 1linhas dizem respeito, respectivamente, aos
trabalhos de PFEIL [44] e TANG [45].

Os deslocamentos de 1 a 6, pertencentes a viga, sao na
diregdo vertical e os de 7 a 8, pertencentes & torre, na

diregdo horizontal (veja tabela V.7)

Observa-se uma boa comparag¢do entre os resultados aqui
obtidos e os da referéncia [44 ] tanto para momentos quantc
para deslocamentos.

Deve-se ressaltar que TANG na assumiu

sua analise
valores para a tensao nos cabos e esforgos axiais na viga e

na torre, acarretando os hiperestaticos finais no tabuleiro.
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Tabela V.7 - Deslocamentos e momentos fletores para a ponte
estaiada (pontos de 1-~8 na figura V.20).
( * } valores ndo fornecidos para estes pontos

na referéncia ([45].

N6 DESLOCAMENTO MOMENTO FLETOR
em ft (m ) em Kips.ft (N.m)
-1,13 ( 0,32 ) 52415 ( 7,1E4+7 )
1 -1,08 ( 0,33 ) 50200 ( 6,8E+7 )
-1,17 ( 0,36 ) 32800 ( 4,4E+7 )
-0,78 ( 0,24 ) 2301 ( 3,1E+6 )
2 -0,73 ( 0,22 ) 2069 ( 2,BE+6 )
-1,35 ( 0,41 ) 14400 ( 1,9E+7 )
-0,46 ( 0,14 ) -61037 ( 8,3E+7 )
3 -0,43 ( 0,13 ) -60290 ( 8,2E+7 )
«t * ) «C * )
-0,57 { 0,17 ) 29404 ( 4,0E+7 }
4 -0,57 { 0,17 ) 29460 ( 4,0E+7 )
( * ) «C * )
0,054 ( 0,016 ) -6922 ( 9,4E+6 )}
5 0,054 ( 0,016 ) -6794 ( 9,2E+6 )
0,074 ( 0,022 ) -11700 { 1,5E+7 )
0,078 ( 0,023 ) 15150 ( 2,1E+7 }
6 0,075 ( 0,023 ) 15120 ( 2,1E+7 )
« * ) t * )
-0,1270 ( ©,04 ) 4742 { 6,4E+6 )
7 -0,1250 ( 0,04 ) 4742 ( 6,4E+6 )
-0,1800 ( 0,05 ) 2940 ( 4,0E+6 )
-0,1278 ( 0,04 ) 0.
8 -0,1238 ( 0,08 ) 0.
-0,2650 ( 0,08 ) « *)
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V.4 - PONTE ESTAIADA: ANALISE TRIDIMENSIONAL

Como exemplo de aplicacdo final, apresenta-se um modelo
de ponte estaiada tridimensional de grande comprimento.

A ponte é constituida de 3 vaos, medindo os vaos
extremos 960 ft (293m) e o vao principal, 2200 ft (671m). As
caracteristicas geométricas e propriedades do material, para
0os elementos pertencentes & torre e ao tabuleiro,
encontram-se nas tabelas V.1l e V.la. A tabela V.2 apresenta
as caracteristicas geométricas e propriedades para os
elementos de cabo, cuja numeragdo se refere agquela que é
ilustrada na figura V.21, em planta. As condigdes de
contorno sao agquelas mostradas na figura V.21, em elevacgdao.
0 material da viga e ligacdes € o ago; o da torre é concreto
armado.

As 1ligagbes torre/tabuleiro sado feitas através de
elementos de ligagdo. Na figura V.22 ilustra-se esse tipo de
ligagdo. Encontra-se também na figura V.22 todas as
dimensées necessarias para defini¢éo da geometria da torre.

0 tabuleiro foi discretizado através de elementos de
pértico espacial, utilizando-se duas 1longarinas e 27
transversinas. As torres também foram discretizadas com
elementos de pdrtico espacial. Cada cabo fol discretizado por
4 elementos de cabo/trelica. A discretizag¢do adotada
resultou em 242 nds e 325 elementos, gerando um sistema de
1452 equagdes, que representa um sistema bem maior do que os
anteriores.

Os resultados das forgas nos cabos, mostrados na tabela

V.3, foram obtidos para o carregamento devido ao peso
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Tabela V.1 - Caracteristicas e propriedades dos
elementos do tabuleiro e da torre.
2 4
A = ft I-ft I-ft I-ft
2 x 4 4 z 4
(m ) (m ) (m ) {m )
7,50 12,0 12500 75,0
Yiga Principal
(0,70) (0,10} | (107,9) | (0C,865)
{vd3c central) g,0 375,0
(0,84) (3,24)
1,50 1,50 600, 0 65,00
¥YViga Transversal
(0,14) (0,01)f(5,18) (0,05)
{para a torre) 3,0 10,0
(0,28) (0,09)
acima do
nfvel do 140,0 4000 10000 5000
tabuleliro (13,0) (34,5)||(86, 3) (43,2)
Torre
abaixo do
nfvel do 200,0 15000 25000 25000
tabuleiro (18,52) (129) {216) (216)
Yigas 70,0 150 900 150
Reforgo superlores (6,503 (1,29} | (7,77 (1,29
da
Torre viga abaixo
80,0 200 1000 200
tabuletro
(7,43} (1,73) (8,63)) (1,73)
ligagio 3,0
. o,001| 0,001 0,001
Ligagao horizontal (0,28)
Torre/
Tabuleiro ligagio
3,0 6,00 6,00
vertical 0,001
(Q0,28) (0,05) {0,05)
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Tabela V.la - Caracteristicas e propriedades dos

elementos para tabuleiro e torre.

Peso
Prdprio

E-Ksf G-Ksf
2 2 Kips/ft
(MN/m ) {(MN/m ) P
(MN/m)
Yiga Principal 4176000 1670400 7,25
(2E+5) (BE+4) (0,11)
Yiga Transversal 4176000 1670400 1,50
(2E+5) (BE+4) (0,02)
acima do
nfvel do 580400 232160 21,00
tabuleireo (2,8E+4) || (1E+4) (o, 31)
Torre
abaixe do
nfvel do 580400 232160 30,00
tabuleireo (2,BE+4}) || (1E+4) (0, 44)
Vigas 580400 232160 10,50
Reforg¢o superiores||(2,8E+4) || (1E+4} (0,15)
da
Torre viga abaixo 580400 232160 12,00
tabuleiro (2,8E+42) [ (1E+4) (0,18)
- 4176000 1670400 1,50
ligagao
- (2E+5) (BE+4) (¢,02)
Ligagao horizontal
Torre/
Tabulelro| ligagdo 4176000 (1670400 1,50
vertical (2E+5) (BE+4) (0,02)
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Tabel a V.2 - Caracteristicas e propriedades dos cabos.

. Forga Peso
Area - ft .
Cabo > Inlcial Proprie E - Ksf
v (m ) - Kips - - Kips/ft
Numero 2
(N) (N/m) ( N/m )
1,24,25 0,430 4300 0,3010 4,176E+6
48,11,14
(0,04) {1,91E+7) (4,39E+3) (2,0E+11)
35,38
26,47,2
0,270 2700 0,1890 n
23,10,15
34,39 {0,025) {1,20E+7) (2,76E+13) "
27,46,3
0,245 2450 0,1715 "
22,9,16
40, 33 {(0,023) (1,1E+7) (2,5E+3) "
2B, 45,4
e 0,210 2100 0,1470 "
21,8,17
32,41 (0,02} (9,35E+6) (2,15E+3) "
29,44,5
0,174 1740 0,1218 "
20,7,18
31,42 (0,016} (7, 7T4E+6) (1,78E+3) "
30,43,6 0,133 1330 00,0931 "
19 (0,012) (5,92E+6) (1,36E+3) "
12,13,36 0,455 4550 00,3185 "
37 (0,042) {(2,0E+7) (4,65E+3} "
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Tabela V.3 - Forga nos cabos em Kips e entre

parénteses em MegaNewton (MN).

Forga Forga Media Médla
Cabos ne elem. |(no elem. da da Forga
Numero super. infer. forga forga
inicial
cabo/ cabo/ elem. elem.
torre tabul. interm extrem.
12 13 4988 4902 4406 4945 4550
! (22,2) (21, 8) (19, 6) (22,0) (20,2)
11.12 40867 4019 3687 4043 4300
' (18,1) (17,9) (16, 1) {18,0) {19,1)
10.15 2536 2494 2371 2515 2700
! (11,3 (11,1) (10, 6) (11, 2) (12,0
o 16 2295 2252 2129 2274 2450
! (10,2) (10,0) (9,47) (10,1) (10,9
8.17 1847 1812 1801 1830 2100
! (a,22) (8,06) (g,01) (8,14) (9, 35)
7 18 1437 1410 1418 1423 1740
! (6, 39) (6,27) (6,31) {(6,33) (7,74)
6. 19 1313 1293 1299 1303 1330
' (5, 84) (5,75) (5,78) (5,80) (5, 92)
5. 20 1770 1742 1733 1756 1740
? (7,88) (7,75} (7,71) (7,81) (7,74)
421 2205 2169 2130 2187 2100
' {9,81) {9,65) (9,48) (9,73) (5, 35)
a3 2728 2676 2579 2702 2450
! (12,1) {11,9) (11, 5) {12,0) {10,9)
2 23 3238 3164 2991 3201 2700
' {14,4) (14,1) (13, 3) (14,2) (12,0
L 22 5607 5445 5039 5526 4300
' {25,0) {24,2) {22, 4) (24,6) (19,1)
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préprio da estrutura, aplicando-o como carga pontual nos
pontos de discretizagdao da estrutura. Aqueles valores séo
resultantes da andlise estdatica. Pela tabela V.3 percebe-se
que os valores das for¢as, para os cabos que partem da torre
em diregcdo aos vaos externos, diminuem em relagdo aos
valores das protensdes, com excegdo dos cabos mais externos
(cabos 12,13,36,37 - fig. V.21). Por outro lado, os cabos
que partem da torre em diregdo ao vdc central apresentam um
acréscimo de tensdes em relagao a protensdo aplicada nos
mesmos, com excegdo dos cabos mais internos (6,19,30,43),
para os quais ocorre o contrario.

Na tabela V.4 apreentam-se os deslocamentos da torre,
para aqueles pontos definidos pela conexdo cabo/torre, a fim
de se ter uma idéia da deformada. Percebe-se dque os
deslocamentos, embora muito pequenos e proximos, aumentam de
cima para baixo, ocorrendo no sentido dos vidos extremos. O
deslocamento maximo do tabuleiro ocorre no meio do vao
central, como era de se esperar, sendo igual a 1.48 ft(45
cm). Este valor mostra que para a ponte sob carregamento de
peso préprio o resultado de uma andlise ndo-linear ndo
diferird muito do valor obtido.

Os dados da estrutura apresentados neste exemplo foram

retirados da referéncia [36].
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Tabela V.4 - Deslocamentos da torreem £t e

entre parénteses em cm,

0, 066 (2,01)
0,070 (2,13)
0,073 {2,23)
Pontos de ancoragem
dos cabos na torre
0,076 (2,32)
0,077 (2,35)
0.077 (2,35)

Na figura V.23 apresenta-se a deformada obtida para o
modelo tridimensional da ponta estaiada quando a mesma esta
submetida ao seu peso préprio.Embora os deslocamentos sejam
pequenos para este carregamento, nota-se a forma defletida
assumida para agqueles cabos mais longos.

A andlise dindmica ndoc foli efetuada por falta de dados
suficientes na referéncia supracitada que pudesse servir de
valores para comparag¢io; ressaltando-se, ainda, que naquela
referéncia sdo apresentados resultados apenas para a analise

estatica.



152

MODELO

0
TRIDIMENSIONAL DE PONTE ESTAIADA

PARA

OBTIDA

DEFORMADA

v.23

FIG.




153

CAPITULO VI

COMENTARIOS FINAIS, CONCLUSOES E SUGESTOES
VI.1 - COMENTARIOS FINAIS

Ao longo deste trabalho pretendeu-se deixar claro a
formulagdo apresentada e a sua validade em termos de
aplicacgio pratica. Varios exemplos foram testados
objetivando a transparéncia tanto das falhas quanto do
potencial dessa formulagdac. Muitos assuntos que aparecem no
texto, principalmente os que antecedem a apresentacdo da
formulagdo matricial, sdo conhecidos; mas, s&o de propdsito
enfatizados para esclarecer passo a passo, ac longo do seu
desenvolvimento, os pardmetros e variaveis envolvidas nas
equagdes que irdo nortear todo o trabalho dali por diante.

Os exemplos de aplicagdo, escolhidos com aumento
gradual de complexidade, permitem que se faga os seguintes

comentdrios gerais; muitos dos quais ja ali apresentados:

a) estruturas estaiadas s&o estruturas que requisitam a
consideragdo da mudanga de geometria que ocorre para o
carregamento aplicado. A configuracdo geométrica deformada
pode ser bastante diferente daquela indeformada;
salientando-se, contudo, que essa diferenga ¢ uma fung¢do do
nimero de cabos presentes na estrutura. Portanto, tem-se que
os cabos influenciam de maneira significativa a resposta
estrutural.

b) verifica-se, através da andlise de resultados, que a
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nao-linearidade desses sistemas estruturais é ditado, na
maioria dos casos, pela nédo-linearidade dos cabos. Nos casos
em que o carregamento estatico promove tracdo adicional em
todos os cabos-estais e onde a configuragdo deformada final
nio difere significativamente da inicial, o comportamento
global da estrutura apresenta nao-linearidade de fraca a
moderada. Em casos contrarios, onde alguns cabos sdo
afrouxados, a nao-linearidade geométrica € mais acentuada.
¢) a aproximagdc adotada na modelagem dos estais, por
elementos retilineos de cabo/treliga, tem suas vantagens e
desvantagens.

As principais vantagens sdo sua simplicidade e
efetividade de modelagem, quando o carregamento externo atua
no sentido de manter os cabos-estais sempre tracionados.
Verifica-se, com os resultados obtidos, um 6timo desempenho
dessa modelagem, nac tendo sido detectado nenhum problema.
Se contudo, o carregamento externo tende a afrouxar alguns
dos cabos-estais, essa modelagem aproximada apresenta
problemas e mostra ai sua principal desvantagem.

Em termos do comportamento do cabo representado por
elemento de trelica, um afrouxamento pode chegar a
corresponder a ocorréncia de esforg¢o axial de compressdao num
desses elementos de treliga, gerando mecanismo hipoestatico
nesse "cabo", Computacionalmente, isto implica em
instabilidade numérica no algoritmo de solug¢do nao-linear. A
torre estaiada com 2 cabos serve para demonstrar esse tipo
de problema. Por outro lado, é importante se frisar que para
estruturas de pontes estaiadas, ou para outras com varios

estais, encontradas na préatica, os carregamentos externos
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dificilmente induzirao esforcgos de compressao nesse
modelo de cabo/trelicga.

d) os resultados obtidos, em termos de caracteristicas
dinamicas para o sistema, mostram que existe realmente uma
influéncia da tensdo inicial nos valores dinamicos, sendo
essa influéncia tanto mais acentuada quanto maior for a
flexibilidade do sistema. Deve-se destacar também, a
diferenga em termos de comportamento estrutural para os
elementos componentes desse sistema. No caso dos elementos
de pértico, verifica-se que existe um decréscimo nos valores
das freqiéncias naturais, enquanto dcque nos elementos de
cabo, verifica-se o contrario. Esta caracteristica de ganho
de rigidez do componente estrutural, cabo, é um fator
positivo e importante no comportamento global da estrutura.
Da presenga dos cabos nesses sistemas espera-se, em geral,
uma estrutura aerodinamicamente mais estavel, devido ao
aumento de rigidez proporcionado pelos mesmos. Isto é
exemplificado pela comparagdc entre os comportamentos de

pontes estaiadas e pontes suspensas.

VI.2 - CONCLUSOES E SUGESTOES

0 exemplo da ponte estaiada tridimensional, envolvendo
um numero bem maior de equagdes do que os anteriores,
demonstra também gque a modelagem desenvolvida se adequa
completamente a esses sistemas e que para propésitos
praticos ndo existe a necessidade da consideragdo de
elementos mais refinados para discretizar os cabos.

Em suma, pode-se dizer que os resultados demonstram a
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validade da formulagao apresentada e o bom desempenho, em
todos os casos analisados, da modelagem adotada.

Para continuidade deste trabalho pode-se sugerir:

a) otimizar o sistema computacional para torna-lo mais
eficiente em termos de tempo de maguina. Em virtude do
aumento de tempo, em andlises nao-lineares para estruturas
de grande ©porte, poder-se-ia inclusive utilizar um
acelerador de convergéncia;

b) estudo paramétrico de pontes estaiadas para observar a
influéncia de varios pardmetros sobre o comportamento
estdtico ndo-linear e sobre as caracteristicas dinédmicas,
conduzindo a resultados que possam direcionar o projetista
na pratica:;

c) utilizagdo de pré e pos processadores graficos gque
permitem facilidades na analise dos dados e resultados:

d) desenvolvimento do trabalho voltado para o projeto de
pontes estaiadas, contando com o intercdmbio técnico com
algumas instituigdes tradicionais nessa area:;

e) desenvolvimento de modelos experimentais em laboratério

para aferigdo da ferrameta numérica através da correlacio de

resultados.
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APENDICE A

MATRIZ ELASTICA, GEOMETRICA E DE ROTAGAO
PARA O ELEMENTO DE PORTICO ESPACIAL

MATRIZ ELASTICA

- . -
11 17
[ C [+ c
22 26 28 212
C [ c [ o}
33 35 39 311
[+ [«
4a 410
[ o] [+ [+
55 59 511
“s6 e “e12
K = ¢
~E 77
[+ C
88 812
<
99
. c1010
sim. c
~ 1111
C
1212
Sendo:
=¢_=EA_/ L
1~ %77 X
3
22" % = T % - 12EI, / L
3
5 o5 = 7 S = 12BI, / L
a0 %1010 = " Cao = GIy / L
s~ C1111 - 4EIY / L
66~ °1212 = 3EI, / L
2
26 ‘212~ %8s ~ T “miz 6EIz /L
2
so~ So11 T as T T Sapp - OEI, /L
¢y~ 2EL, / L
cq= 2EI, / L
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Onde:
E = médulo de elasticidade longitudinal.
A = Area da segdaoc transversal.
L = comprimento do elemento.
I, = momento de inércia a torcgao.
IY e Iz = momentos de inércia em relagdo aos eixos y e
z, respectivamente.
G = moédulo de elasticidade transversal.

MATRIZ GEOMETRICA

1 2 3 4 &5 6 7 8 9 10 11 12

2 a cC...e.... c

3 a d .. e. a

4 e

5 b RN o f
= & b...d. £
~G 5 . .
7 e
8 a e ad
9 e a .C ...
10 sim. e
11 L .b...:
12 . b

Sendo:
a=6/5 PL
b=2/15 PL
¢= P/ 10
d=-P/ 10
e=-6,/5 PL

f = - PL / 30
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Onde:

P é a forga axial atuante no elemento e

L & o comprimento do elemento.

MATRIZ DE TRANSFORMACAO ( ou ROTACAO )

T, 9 0o o

.o 1, o o

o °© o T, 0
L 9 © ° l]:R ] 12x12

Onde cada submatriz TR e 0 é de ordem 3. A submatriz FR
fornece os co-senos diretores do eixo local do elemento em

relagido ao eixo global.
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APENDICE B

MATRIZ ELASTICA, GEOMETRICA E DE ROTAGAQ
PARA O ELEMENTO DE TRELICA ESPACIAL

MATRIZ ELASTICA

1 2 3 4 5 6 7 g8 9 10 11 12
1| EaA/L N, S o ¥
2 e
3
P S
s| e,
~E=6 ..........................
7 of g T
s|
el
10 sim. el
11 [
12
SENDO:

E = mdédulo de elasticidade.

B
I

drea da seg¢do transversal.

=
Il

comprimento do elemento.
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MATRIZ GEOMETRICA

1 2 3 4 56 6 7 8 9 10 11 12

S U T O A AN

2 A o

3 ; W N R,

4 P A

sl L
gca_g_ 6
L 2 [
g “l et . S

9 S L : A

10| ....... R T

11| .

12

Onde P é a forga axial no elemento e L é o comprimento.

MATRIZ DE TRANSFORMACAO ( ou ROTACAO )

T, 9 o o
e o 9o o
~T
°© o T, 0
o) 0O 0] 0
i ~ ~ ~ 12x12

Onde cada submatriz ER e O é de ordem 3. A submatriz FR
fornece 0s co-senos diretores do eixc local do elemento em

relagiao ao eixo global.

Observagao: notar que os coeficientes das matrizes do
elemento de treliga espacial encontram-se distribuidos em

relagdo a matriz de pdértico espacial.



