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Uma formulac¢dao Hipersingular do Método dos Elementos

de Contorno para Problemas Bidimensionais

Ademir Aparecido do Prado

Janeiro de 1991

Orientador: José Claudio de Faria Telles.

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho tem por objetivo desenvolver uma
formulagdo alternativa do Método dos Elementos de
Contorno, baseada numa equag¢doc integral hipersingular para

as incognitas naturais.

Sdo estudados problemas bidimensionais de
potencial governados pela equagdao de Laplace e problemas

de elastostatica.

Séo apresentados exemplos cujos
resultados foram comparados com as suas solugdes
analiticas e as solugdes obtidas com o Método dos

Elementos de Contorno Classico.
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A HIPERSINGULAR FORMULATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

FOR BIDIMENTIONAL PROBLEMS

Ademir Aparecido do Prado

January, 1991

Thesis Supervisor: José Claudio de Faria Telles,

Department: Civil Engeneering.

The objetive of this thesis is to develop an
alternative formulation for the Boundary Element Method
using a Hipersingualar integral equation for natural

variables.

Bidimentional problems governad by the Laplace

Equation and Elastostatic are solved.

Examples are presented and results are compared
with the Classic Boundary Element Method and the exact

solution.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

I.1 GENERALIDADES

Os problemas de engenharia que tém seu
comportamento fisico regido por uma ou um conjunto de
equagdes diferenciais, possuem solucdo exata somente para

certos casos de geometria e condig¢des de contorno simples.

Recorre-se, entdo, a solugdes aproximadas
através de métodos numéricos de andlise, onde a integragéo
das equag¢gdes diferenciais se transforma na resclucaoc de um
sistema de equagbdes algébricas lineares, resultante da
discretizagdo dos campos a determinar. O advento dos
computadores tornou mais simples a wutilizagdaoc destes
métodos, assim como viabilizou o seu uso para a resolugao

de grandes problemas.

Quanto ao tipo de campos a discretizar, estes
métodos podem ser classificados em dois grupos: métodos de
dominio e métodos de contorno. Entre os de dominio podem
ser destacados o Método das Diferencas Finitas e o Método
dos Elementos Finitos, e entre os de contorno o Método dos
Elementos de Contornc, ou Métode das Equag¢des Integrais de

Contorno.



0 Método das diferencas Finitas consiste em
substituir as derivadas gue aparecem nas equagdes
diferenciais por fdérmulas de diferenga, e calcular as
equagdes diferenciais aproximadas em uma série de pontos.
0 dominio do problema ¢é, entdo, substituido por um

conjunto discreto de pontos.

No Método dos Elementos Finitos o dominio é
subdividido em uma série de subdominios unidos entre si,
dencominados "elementos finitos". Sobre cada elemento, séao
definidas fungdes de forma, geralmente polinémios, para
representar o comportamento da solugdo. Estas fungdes sao
unicamente definidas em termos dos valores da solugdo em
pontos internos ou no contorno de cada elemento. Este
desenvolvimento pode ser obtido através de técnicas de
residuos ponderados, principios variacionais ou um enfoque

fisico.

No Método dos Elementos de Contorno, as
equagdes diferenciais sdo transformadas em equagdes
integrais, cujos campos incdégnitos aparecem apenas no
contorno; reduzindo, assim, em uma unidade a
dimensionalidade do problema. Ele pode ser classificado em

duas formulacgdes diferentes: indireta e direta.

Na formulagdo indireta as equagdes integrais
sdo obtidas da consideragido de uma distribuig¢dc, ao longo

do contorno, de fontes com densidades incdgnitas. Pela



imposigdo das condigdées de contorno estas densidades séo
encontradas, e entdo as incoégnitas do problema, no dominio
ou no contorno podem ser calculadas. O nome formulagao
indireta vem do fato de que estas densidades superficiais,
incégnitas basicas do método, ndo tém nenhum significado

fisico em relagao ao problema que elas ajudam a resolver.

Na formulag¢do direta as incégnitas das equagdes
integrais de contorno sdo, também, incégnitas do problema,
o que justifica a classificagdo de formulagdo direta. Apés
o cdlculo destas, os valores em qualquer ponto interno

podem ser encontrados.

I.2 LITERATURA - EQUACAO INTEGRAL PARA A INCOGNITA

NATURAL

O estabelecimento do M.E.C. é mais recente gue
o0 M.D.F. e o M.E.F.. Primeiramente foi desenvolvida a
formulagdo indireta, apresentada em 1963 por JASWON [1] e
SYMM [2], para resolver as equagdes integrais de Fredholm
(1903) da teoria do potencial, e KUPDRAZE (3] para
resolver problemas de elastostatica. A formulagdo direta
sé foi apresentada em 1967 por RIZZO {4] para problemas

bidimensionais de elastostatica.

Nos primeiros trabalhos da formulag¢do direta,

caso fosse negessario, as incégnitas naturais (fluxo,
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forgca de superficie) sé podiam ser encontradas entre os
nés dos elementos, com o uso das fungdées de interpolagao.
Ao contrario das incdgnitas essenciais (potencial,
deslocamento) que podiam ser calculadas diretamente em
qualquer ponto do contorno pela equagao do M.E.C., apds

resclvido o sistema de equagdes.

Um dos primeiros trabalhos que trata do cdlculo
direto das incégnitas naturais foi apresentado em 1977 por
CRUSE [5], que obteve uma equacgdao integral para as tensdes
em qualquer ponto do contorno de problemas bi e
tridimensionais de elastostatica. Existia, porém, a
restrigao do contorno ser suave e nao haver

descontinuidade das forgas de superficies.

Analogo ao procedimento empregado por CRUSE
{S], em 1988 CERROLAZA [6] obteve uma equagdo para o fluxo
normal em pontos do contorno, em problemas tridimensionais
de potencial governados pela equagdo de Laplace. Esta
equagdc também tem restrig¢ées: o potencial deve ser
continuo nos pontos considerados, além do aparecimento de

derivadas do potencial come incégnitas.

INGBER e MITRA [7)] apresentaram em 1989 uma
equagdo para o fluxo normal em pontos do contorno, para
problemas bidimensionais de potencial governados pela
equagdo de Laplace. O contorno é€ considerado suave e o©

fluxo continuo.



5

Em 1988 OKADA et alii [8] apresentaram, para
problemas de elastostatica, uma equacdo integral para as
derivadas do deslocamento no contorno. Esta ¢é obtida
usando comco fungdo de ponderagdo, ao invés da solugdo da
equagdo diferencial de Cauchy-Navier para um dominio
infinito, a sua derivada. Os tensores desta equagdoc tém a
mesma ordem de singularidade, que é menor do gque as
singularidades obtidas da derivagdo da equagdo classica.
Também as incognitas sdo outras: derivadas do deslocamento

e forcas de superficies.

INGBER e RUDOLPHI [9] apresentaram em 1990 a
solugao de problemas bidimensionais de potencial
governados pela equacac de Laplace, usando uma formulagéo
baseada em combinagées da edquagdo classica e outra
derivada desta. A equagdo derivada sé existe em pontos
cnde a forga de superficie é continua e o contorno é
suave. Nestes pontos foram usados elementos
semi-descontinuos. Nesta formulagdo foram também usados
elementos isoparamétricos com interpolagdac tipo spline

Overhauser.

I.3 MOTIVAGAO E OBJETIVOS

De um estudo sobre refinamento autoadaptativo
de malhas com a formulagado classica, onde notou-se que em

regides préximas a singularidades, a analise do erro nao
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era tao eficaz como em outras regides, é que chegou-se ao
objetivo fundamental deste trabalho: encontrar uma
formulagdo que obtenha melhores resultados nestas regides.
Partiu~se, entdo, para o desenvolvimento de uma formulagéo
baseada numa equagdoc para as 1incégnitas naturais:;
diferente da fomulag¢do cldssica que é baseada numa equagdo

para as incégnitas essenciais.

Ao contrario de outras formulagdes, como em
(9], dque derivam a equag¢do classica para pontos no
contorno, a aqui apresentada deriva a equagdo para pontos
internos e a seguir leva este ponto ao contorno. Isto
evita a derivacdo em pontos onde ocorram descontinuidades
geométricas ou fisicas, evitando que o contorno tenha que
ser suave e ndo haja descontinuidade das variaveis

naturais.

I.4 DESCRIGAO DOS CAPITULOS SEGUINTES

O capitulo II apresenta a formulagao direta do
Método dos Elementos de Contorno Classico (M.E.C.C.), que

é o ponto de partida para este trabalho.

No capitulo III & desenvolvida a formulacdo
hipersigular do M.E.C. (M.E.C.H.) para problemas
bidimensionais de potencial governados pela equagidoc de

Laplace.



No capitule IV estd o M.E.C.H. para problemas

bidimensionais de elastostatica.

O capitulo V comtém uma série de exemplos
ilustrativos, onde os resultados deste trabalho séao
comparados com os do M.E.C.C. e em um dos exemplos com a

formulagao apresentada por INGBER e RUDOLPHI [9].

0 capitulo VI apresenta as principais
conclusdes dos estudos efetuados para a realizagdo desta
tese, e algumas sugestdes para futuras 1linhas de

investigacgéao.

Os apéndices I e II mostram a possibilidade do
uso de integragdo por partes finitas para simplificar o
cdlculo do valor principal de integrais dos capitulos III

e IV, respectivamente.



8

CAPITULO Il
FORMULACAO CLASSICA DO M.E.C.

II.1 - INTRODUGAO

A formulacdo hipersingular do M.E.C. para
problemas bidimensionais de Potencial e Elastostatica, que
sera desenvolvida neste trabalho, ¢é derivada da sua
formulagdo classica; por isso, apesar de ja bem conhecida,

ela sera apresentada neste capitulo.

Esta apresentagcdo sera feita em termos de
operadores, tensores e vetores — o0 que pernite

desenvolver uma formulagdo geral para estes problemas.

Na segdo I1I1.2 é desenvolvida a equagdo integral
para ponto interno, e em II.3 a equagdo integral para

ponto no contorno.

Nas secdes II.4 e IT1.5 estéao as
particularizagdes para problemas bidimensionais de
Potencial e Elastostatica, respectivamente.

II.2 EQUAGCAO INTEGRAL GERAL PARA PONTO INTERNO

Seja um problema bidimensional de Potencial ou

Elastostatica num dominie R com contorno I=Iv+I'P. Estes
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problemas sdo governados por equag¢des do tipo

Z[u(x)] - b(x) =0 { IT.1 )

submetida as condigdes de contorno:

essenciais

u(x) = u(x) se x e v

( II.2 )

naturais

P(x) = Plu(x)] = p(x) se x e€Ibp

b
I,
Y

Figura II.1

Dominiec Q com contorne T
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onde

X ponto de coordenadas (xi,xa) no contorno
£ operador diferencial linear de 22 ordem

P operador diferencial linear de 1% ordem

A formulacgdo direta do M.E.C. Classico para a
resolugdo deste problema sera apresentada a partir do
Método dos Residuos Ponderados com a seguinte equagio

geral de ponderacao

J (L[u(x)]-b(x)) w 4Q = [ (P(x)-p(x)) w dI —
Q r,
[ (u(x)-u(x)) P(w] dr ( II.3)

r
u

Para eliminar incégnitas no dominio e reduzir o
problema apenas a valores no contorno, utilizam-se dois

itens que sdo basicos no M.E.C.:

(i) Uma relacdo de reciprocidade, que permite fazer com
que o© operador £ passe a atuar na funciao de
ponderagdo e ndo mais em u. Aqui, esta teria a

seguinte forma

[ flu(x)] w dQ = J E(w) u(x) 4dQ + [ p{x) w dI -
Q Q r



11

J u(x) Plw] 4ar ( IT.4 )
r

com u e W pertencentes ao espago de fungdes c® en Q

e 01 em I.

Substituindo ( II.4 ) em ( II.3 ) obtem-se

I L[w] u(x) dQ = [ b(x) w dQ — J p(x) w dl" -~
Q Q v

J p{x) w dI + J u(x) P[rw] 4ar + I u(x) P(w] 4ar
r

e P Tu ( II.5 )

ou de uma forma mais geral

J E[w] u(x) 4Q = J Plw]l u{x) dr - [ w p(x) dI' +
Q2 r r

J w b(x) dQ ( IT.6 )
Q

(ii) Uma solugédo fundamental, chamada u*, cemo fungdo de
de ponderag¢ioc. Esta normalmente é escolhida como a
solugdo da equagdo ( II.1 ) em um dominio Q* e
contorno F* no infinito, para uma singularidade

discreta num ponto £

Elu' (E,%)] + 8(£,x) = 0 ( I1.7 )
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A outra fungdo de ponderagdoc sera, portanto

Pru’(£,%)] = p (£,x) ( II.8 )

Substituindo estas fun¢gdes de ponderagaoc em
( ITI.6 ) e fazendo uso da propriedade seletiva da fungdo
generalizada delta de Dirac &§(£,x), chega-se a uma equacgido
que fornece o valor de u em qualquer ponto £ do dominio Q,

em fungdo dos valores de u e p no contornc e b no dominio

u(g) + [ p*(£,%) u(x) dr = [ u'(£,%) p(x) dr -
T T

Ju*(&:,x) b(x) dQ ( II.9 )
Q

II.3 EQUAGAO INTEGRAL GERAL PARA PONTO NO CONTORNO

Na equagdao ( II.9 ), b(x) é sempre conhecido no
dominio, © mesmo ndo acontecendo com u(x) e p(x) em todo o
contorne. Para que se encontre estas incégnitas, levamos o
ponto £ ac contorno, de modo que se possa estabelecer um
sistema de equagdes integrais referindo-se exclusivamente

a estes valores no contorno.

* *
As fungdes u (£,x) e p (&,%) apresentam
singularidades quando x = £, e a integral que contém

* . e s . -
p (£,x) nado existira no sentido normal de integracgdo. Para
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contornar isso, considera-se o ponto £ como o limite de um

setor circular de raio €, conforme figura II.2.

Figura II.2

Ponto no contorno como limite de ponto do dominio

A equagdo ( II.9 ) ficara

u(€) + lim f p*(£,x) u(x) dr'(x) =

€0 _
I'— l"c+l"8
lim J u'(£,%) p(x) dr(x) — lim I u' (£,%x) b(x) dQ(x)
e 0 _ E->0
= Tl a+a, ( II.10 )
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Para problemas bi-dimensionais de potencial e

elastostatica tem-se que

u"(£,x) = 0 (1n r)
( IT.11 )
* 1
p (§,x) =0 [_?_]
Decompondo a integral a esquerda de ( II.10 ),
e tendo em vista que a fungao u*(E,x), apesar de

descontinua quando x

£ , é integravel em todos os pontos

do contorno, a equagao (II.10) se transforma em

u(€)+Lin [p*(e,x)u(x)dr(x>+[p*(e,x)u(x) dr(x) } =
[ 4
F—Fe Fe

* *
[u (E,x)p(x)dF(x)—[u (£,x)b(x) dQ(x)
r a ( II.12)
Se u(x) satisfaz a condigdo de continuidade de Hoélder, a

integral sobre l"+F8 existe no sentido do valor principal

f
de Cauchy f ]

\

:
lim | p(£,x) u(x) dr(x) = { P (£,%) u(x) dr(x)
r

€ 0
r-r,

( I1.13)

A integral sobre o arco de circulo pode ser
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escrita da seguinte forma

Lin [ p*(£,x) [u(x)-u(€)] dr(x) +
£

FC

u(£) 1lim [ p (£,x) dI'(x) ( II.14 )
£ 0

Fe

Da condigdo de continuidade de u(x), a primeira integral

acima desaparece, restando

u(£) lim J p (£,x) dr(x) ( II.15 )
€ 0

e

Entao, a expressdo final para pontos no
contorno seri

~

C{glu(g,x) + 1+ p*(E.X) u{x) dr'(x) = [ u*(E,x) p(x) dl'(x) -
‘r r

o

u” (£,%)b(x) 4AQ(x) ( II.16 )

“Q

sendo o termo livre

C(g) =1 + lim { p*(£,x%) dr(x) ( II.17 )
e 0

£
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IT.4 PROBLEMAS DE POTENCIAL

Para problemas de potencial as variaveis,

cperadores, relagdo de reciprocidade,

solucao fundamental

e o termo livre da equagdo de contorno, sdo os sequintes

VARIAVEIS

u potencial

fluxo

b densidade de fontes no dominio

OPERADORES
g = v Laplaciano
P = _gﬁ_ derivada em diregdo a normal exterior

RELAGAO DE RECIPROCIDADE

Jvzu(x) u®(x) daQ(x) = [ v (x) u(x) da(x) +
Q Q

Ju*(x) p(x) dr(x) — [ u(x) p(x) dr(x)
r r

gue é o segundc teorema de Green.
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SOLUGAO FUNDAMENTAL

(€0 = 5 1n (3]
* _au(g,%) 1 ar
P (&%) = on 2ir 34 n

TERMO LIVRE

Ae
T

c(g)=2" ; ( A8 conforme fig. II.3 )

II1I.5 PROBLEMAS DE ELASTOSTATICA
Em problemas de Elasticidade tem-se o seguinte:
VARIAVEIS
u={ ux uy ]T vetor deslocamento

P= [ pPx Py ]T vetor forga de superficie

b= bx by ]T vetor forga de massa

OPERADORES
£ =GV + —I%EF— grad div — Cauchy-Navier
P = 2G 8 + G(narot) + _T%EF_ n div — f. de superficie

an
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RELACAO DE RECIPROCIDADE

* *
Jru'j(x) u (x) di(x) = Jt!j;J(x) u (x) da(x) +
Q Q

[pi(x) ul(x) dr(x) - [pf(x) u, (x) dr(x)
Q r

que é o segundo teorema de Betti

SOLUCAO FUNDAMENTAL

* - 1
UU(E;X) = - m [(3—41/)11‘1(]:‘)8” -_ r,i r'j]
* G ar
plj(g'x) == m(lv)r [[(1—21})6U+2r.lr.j ~n =
(1-2v) (z.,n 7, n,) |
TERMO LIVRE
Kl +(n’n’-nn) n2 - nr2
X ¥y X y x x
- 1
(&)= an (1=v)
n 2 _ n’2 Kl -(n’n’-nn )
x x Xy xy

onde

K1 = 2(1-v) [2n—A8]
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nJ componentes da normal & tangente antes do
ponto £

n; componentes da normal a tangente depois do

ponto £

As angulo externo formado por estas tangentes

.

Figura II.3

Variaveis para o calculo do termo livre C(£)
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CAPITULO Il

FORMULAGAO HIPERSINGULAR DO M.E.C. PARA POTENCIAL

III. - INTRODUGAO

Este capitulo descreve uma formulacgao
alternativa do Método dos Elementos de Contorno aplicado a
problemas bidimensionais de Potencial, denominada

"FORMULACAO HIPERSINGULAR".

Na secgdo 1III.2 serd desenvolvida a Equagao
Integral Hipersingular que fornece o Fluxo em ponto

interno, e na III.3 em ponto do contorno.

Nas secgoes III.4 e III.5 sdo apresentadas as
equagdes para nés antes e depois de pontos em contorno com
geometria ndo suave, e na seg¢ido III.6 a expressao final

para o M.E.C.H..

IIY.2 EQUACAO INTEGRAL PARA O FLUXO EM PONTO INTERNO

Seja um problema de Potencial definido numa
regido bidimensional Q encerrada pelo contorno I'=[uv+I'r com
as seguintes condig¢des de contorno:

essenciais

u(x)=u(x) se x € T'u ( III.1A )
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naturais

p(x)=p(x) se x € I'p ( II1.1B )

-1

Figura III.1

Regido bidimensional com dominio §I e conterno T

onde
X ponto de coordenadas (xl,xz) no contorno — ponto
campo
£ ponto interno — ponto fonte

n vetor unitario da normal exterior, num ponto x do

do contorno
r vetor unitario no sentido de €x

A equagdo integral no dominic para a derivada do
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potencial (fluxo) sera obtida tomando-se a Equagao
Integral de Contorno Cléssica para um ponto interno

€ (desprezando fontes no dominio)

u(E)+J p*(E,x) u(x) dri(x) = J u*(E.x) qa(x) dri(x) ( III.2 )

r r
onde
ut(e,x) = - >— 1n(r) ( ITI.2 )
*
* _ du (&,x _ 1 ar
P (£.X) = —5) = - Zur (R ( III.4 )

e derivando-a em relagdo a uma diregdo dada por um vetor

unitario m

E%TET[ “(E)+J p*(£,%) u(x) dr(x) ] =

az(g) [ [ u*(€,%) q(x) ar(x) ] ( II1.5 )
r

* *
Como u (£,x) e p (£,x) pertencem a classe de
fungdes C° (exceto possivelmente em pentos singulares),

podemos usar a regra de Leibniz

(£) * *
(&) * ‘{ am(g)  u(x) dr(x) = J e px) areo)

r r ( IIT.6 )

Escrevendo-a em uma forma mais simples
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p (£) + [ P*(€,%) u(x) dr(x) = I u™(£,%) p(x) dr(x)
r

r ( II1.7 )
onde
(g% = - == agig) ( TII.8 )
* 1 ar ar
P (€,x) = - 2 an(x) m (%) + m.n ( III.9 )

tem-se a forma final da equagdo.

III. EQUAGAO INTEGRAL PARA O FLUX0O NORMAL EM PONTO NO
CONTORNO

A equagdo ( IIT.7 ) toma uma forma diferente quando o
ponto £ pertenge ao contorno. Sendo negessario analisar
com cuidado o comportamento dos integrandos, pois a
condigdao x = £ (r=0) provoca singularidades na equagdo.
Dai considera-se o ponto £ como o limite de um ponto
interior envolvido por um setor circular de raio ¢,

conforme figura III.z2.

Tomando a diregdo m como sendo a da normal

exterior no ponto £,

du(€) _ du(g) _
m(Z) _ an(g) _ P& ( III.10 )

é o fluxo na diregdo normal em £. Tem-se entdo
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Figura III.2

Ponto no contorno como o limite de ponto do dominio

p(£) + lim [ P*(¢£,x) u(x) dr(x) =
e 0
F—T€+F€
( III.11 )

lim J U’ (£,%) p(x) dr'(x)
eo]) _
F—F€+F€

Subtraindo-se um potencial constante em todos os
pontos, e igual a u(f), o valor do fluxo ndo se altera, e

a equagao se transforma em

e 0

p(§) + linm JP*(E.X) [u{(x)—u(g)] dI'(x) =
F—Fe+fe
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lim [ u*(g,%) p(x) dr(x) ( III.12 )
e 0

r—rc+rc

Pode-se decompor a integral a esquerda, na
equagdo anterior, da seguinte forma: Il = Il1A + I1B

I1A = lim J P (€,x) [u(x)—u(£)] dr(x) ( III.13 )
£-0

r-r €

I1B

N

lim J P*(E,x) [u{x)—u(E)] Arr'{x) ( III.14 )
€0
Fe

Para a integral ao longo do arco circular fe ( I1B ), ©

* . .
tensor P (£,x) torna-se mais simples

p*(£,x) = - —2% m.n ( III.15 )
2ne
isto porque
nj = Ly
E%%ET =1 ( III.16 )
a:?llfg) = - Ly mo= - mny
sendo E%fTET = — ngTiT == I,

como mostra a figura a seqguir.
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Figura III.3

Arco de circulo

Expressando esta integral em coordenadas locais,
mediante a expansic em série de Taylor em torno de £ do

potencial u(x), tem-se

I1B=1im [—
e0)
r

2n82(mxnx+myny) (u,xnx+u,yny)c dr (x) ( ITT.17 )

sendo ﬁ,l =u, (§)-.
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Em coordenadas polares

o2
— 1 3 2 q Qa

I1B = — WJ [mxu,xcos o + (mxu,y+myu,x) sens cose +

o1
myﬁ,ysenze ] de ( I1I.18 )
ez (mu, —mu, ) o2
11B = — —= | B{&) | ¢ % X ¥ sen2e +
21 2 o1 4 e1

(mu, + mu, ) . 792
* ¥y ¥y = [sene] ( I11.19 )

Decompondo, como acima, a integral a direita da

equagao ( III.12 ), chega-se a I2 = I2A + I2B

I2A = lim [ U™ (£,%) p(x) dr(x) ( III.20 )
e 0

r-r e

I2B = 1lim | U (£,x) p(x) dr(x) ( III.21 )
€ 0

I

Expressando o integrando de I2B em coordenadas polares

1

*
U (&%) = ——

— (mxcose + mysene) { III.22 )

p(x) = u, n_ + u, n_ = u, cose + u,ysene ( ITI.23 )
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resulta en

ez

13 1
I2B = lim Ji’ﬁ? (mxcose + mysene) (u,xcose + u,ysene) € de

e 0
et ( III.24 )
Quando £ — 0 = url - ﬁ'l ’ entao
a2
- _ 1 — 2 — _
I2B = T [ [ mxu,xcos e + (mxu,y+ myu,x)sene cose +
a1
myﬁ,ysenze ] de ( III.25 )

que é igual a ( III.18 ) com o sinal trocado, portanto

e2 (mu, — mu, ) o2
I2B = -+ P(E) | o + =X ¥ Y lsenze +
2n 2 4
o1 o1

(mu, + mu, ) e2
X yz y x [senze] ( IIT.26 )
o1
A integral I2A - IlA existira no sentido do

valor principal de Cauchy. Com isto a equagdo ( III.1l )

resultara em

e2
- - 2
(mxu, + n u,x) [sen e]
¥y y e1
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][ [U*(s.x) p(x) — P*(£,%) [u(x)-u(€)] ] dr (x)
r ( III.27 )

Como é mostrado no apéndice I, usando integragao
por partes finitas a equagdo acima pode ser expressa da

seguinte forma

%{ [2n — [ e ]ea] p(&) — (mxﬁ,x; m’G”) [senZe]ez -

o1 o1

oz
(mu, + mu, ) [senae} } +
xyoy X o1

][ PY(£,%) u(x) dr(x) = {' v (£,%) p(x) dr(x)
r r

( III.28 )

que tem integrais com a ordem de singularidade aumentada
em uma unidade quando comparada com a respectiva equacgédo

do Método dos Elementos de Contorno Classico.

Esta equagdoc envolve como incégnitas, além de u
e p, a derivada de u em relagdo as coordenadas

cartesianas, a ndo ser para contornos suaves, onde

o2 — o1 =7

o2
senze]

I
o

( III.29 )

o1

o2

[
=]

2
s5en 9]

a1
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e a equagdo ¢ simplificada para

&I =

p(g) + ][ P(£,x) u(x) dr(x) = ][ u*(£,%) p(x) dr(x)
r r ( III.30 )

Para outros tipos de contorno, as derivadas devem ser
eliminadas para gque a egquagdo possa ser diretamente

implementada. Isto sera feito a segquir.

III.4 EQUACAO INTEGRAL PARA PONTO ANTES DO CANTO

Supondc um ponto fonte £ imediatamente antes de

um canto e um ponto £’ depois

f Y
m
m\
t
8,
&, X

y ! ~

f

Figura III.4

Ponto fonte antes de canto
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Na figura anterior pode-se ver que:

senet = — M
x
cose1 = m
y

{( IIT.31 )
senez2 = — m;
cosez = m;

Substituindo estes wvalores na equagdo ( IIT.28 )

pode-se chegar a

% {(Zn—Ae)p(E)-i-(mxm;—mym;) (E,xm;+ﬁ,ym;)} +

JP*(s.x) u(x) ar(x) = J U (£,%) p(x) dr(x) ( III.32 )
r r

Notando que E}xm;+ﬁ,ym; é o fluxo normal no ponto £/,

pode-se eliminar as derivadas de u e chegar a

_ (mm'—mm;)
!21‘[ Ae) p (E) + X'y ¥ p (E') +

2n 2m

][P*(E,X) u(x) dr(x) =]Lu*(5,x) p(x) dr'(x) ( III.33 )
r r

III.5 EQUACAO INTEGRAL PARA PONTO DEPOIS DO CANTO

Considerandc agora o ponto fonte £ apds o canto,
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e o ponto £’ antes, coforme figura III.5, tem-se

senéi = — m’
X
cosg1r = m;
( III.34 )
sengz = — m
X
cosgz2 = m
¥y
Y
F
m\
m
‘t“
6 - *x
5
t

Figura III.5

Ponto fonte depois do canto

Substituindo estes valores na equagdo ( III.28 ) pode-se
chegar a

1 r ’ n F ey
T {(2H—Ae) p(&) — (mxmy n&mx) (u,;mx+u,;m;)} +



33

%P*(s.x) u(x) drx) = % u*(£,%) p(x) dr(x) ( III.35 )
T r

Eliminando as derivadas como anteriormente

_ (mxm'—m m;)
{2280) p () - 24X 2 p (g4) +

fp*(e.x) u(x) drx) = f U*(£,%) p(x) dr(x) ( III.36 )
r r

III.6 EXPRESSAO FINAL

As derivadas do potencial foram eliminadas,
restando como incdgnitas apenas u e p. 0 termo livre é
escrito em fungdo do fluxo normal em pontos imediatamente
antes e depois do canto , dos cossenos diretores das

normais e do angulo externo encerrado pelas tangentes

nestes pontos.

As equagdes ( III.33 ) e ( III.36 ) podem ser
resumidas numa unica, que serd denominada EQUACAO INTEGRAL

HIPERSINGULAR DE CONTORNO PARA POTENCIAL

C p(£) + C’ p(&') + fP*(e,x> u(x) drx) =
r
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*
]£U (€,x) p(x) dI'(x) ( III.37 )
T
onde
Ao
C=1-—= ( III.38 )
’ o A D _ D A
C T { n ny n ny ) ( ITII.39 )

com os superindices significando Antes e Depois do canto.
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CAPITULO IV

FORMULAGAO HIPERSINGULAR DO M.E.C. PARA ELASTOSTATICA

IV.1 - INTRODUGAO

Este capitulo descreve uma FORMULAGAO
HIPERSINGULAR do Método dos Elementos de Contorno aplicada

a problemas bidimensionais de Elastostatica.

Na segdo 1IV.2 sera desenvolvida wuma Equagédo
Integral Hipersingular que fornece as componentes de
tensdes num plano qualquer passando por um ponto interno,
e na segdo IV.3 a Equag¢do Integral Hipersingular para

forgas de superficies.

IV.2 = EQUAGAO INTEGRAL PARA TENSOES NUMA DIRECAO

QUALQUER EM PONTO INTERNO

Considere-se um corpo elastico bidimensional em
equilibrio num dominio Q e contorno TI'=[u+I'* com as

sequintes condigdes de contorno

- essenclais

u(x) = u(x) se x € T'v ( IV.1A )
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- naturais
p(x) = p(x) se x e I'r ( IV.1B )
n
G ’
X
3
b
Iy
X
Figura IV.1
Corpo em equilibrio
onde
X ponto de coordenadas (xl,xzj no contorno — ponto
campo
£ ponto interno — ponto fonte

n vetor unitario da normal exterior ao contorno T”

r vetor unitdrio no sentido de Ex

0 estado tensional em um ponto interno £ pode

ser obtido, conforme Telles [11], substituindo as
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derivadas, em relagdo as coordenadas de £, da identidade
de Somigliana nas relagdes deformagbes—deslocamentos para

produzir o tensor deformagao

e 5(8) =J L (E/X) B (x) dr(x) — J P, (€:X) u (x) dr(x)
r r

( IV.1 )
onde
ijk(.t;,x) = m{“'z”) (8,,Fr +8 T, =8, T, ) +
2r,lr,Jr,k} { IV.2 )

G

-k
P, (§,X) = ——
1k 4n(1-v)r2

ar
{Zgﬁ[sljr,k+v(61kr,J+81kr,1) -

4(r, l1',Jr,k]+(1—21.’) (lenj+8”ni+2r,ir,jnk) +

2v(r,1nj+r,5n1)r,k — SIJ(I—ZV)nk } { IV.3 )

Substituindo~o na lei de Hooke resulta na expresséio

L (87 ¥) 1 (%) dU(x)

T,5(£) ———[ L (£/%) P (x) dr(x) —[

r r ( IV.4 )
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onde

* 1
ulﬂ(E'x) = an(1-v)r {(1-2v)(aﬂr,{+6mr,j—anr,k) +

2r,1r,Jr,k } ( IV.S )

G

or
—_—— 42—[(1-2V}S r, +v(é r, +& r, ) —
2n(1—v)r2 { an 117 'k 1k '3 Tk

ptjk(E,X) =

4 r,lr,Jr,k]+2v(nlr,Jr,k+njr,lr,k) + (1-2v)-

(2nkr,ir,j+njsik+nlsjk) - (1_4")“1;6:, } ( IV.6 )

Se se conhecem as componentes, segundo os eixos
cartezianos, de tensdes tlj no ponto £; as componentes de
tensdo que atuam num plano qualquer, de normal m, passando
por £, conforme figura 1IV.2, podem ser ocbtidas pela
formula de Cauchy

p (&) =7 (&) m ( IV.7 )

J

Substituindo ( IV.4 ) na férmula acima, chega-se a Equacgio
Integral para as componentes de tensdo num plano qualquer

de normal m, para ponto interno
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p,(€) = [ Ul (€,%) B (%) dr(x) - J P} (£,%) u (x) dT(x)

r r ( IV.8 )
onde
v¥ (€,x) = —2__ l(1-2v)(mr, —mr, )—
I dm(1-v)r [ U |

ar
7m [2r,1r,J+(1—2v)6U]} { IV.9 )

* G [_8r[.,or

P (§,x) = [2——(v6 —4r, r, )+2vnr, +

1) 2rr(l—v)rzl dm|“8n 1] i) 177

2(1—2v)r5ryi]+ﬂ&nk[2vr,ir,J+(1-2v)51j] +

ar
2ﬁ[(1—2v)mlr,j+vmjr,l] + (1—21;}mjnl—(1--4v)mlnj }

( IV.10 )

Figura IV.2

Componentes de tensdées num plano de normal m
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IV.3 — EQUACAO INTEGRAL PARA FORCAS DE SUPERFICIES

Para ter-se as tensdes no contorno, age~-se como
na formulagdo de Potencial. Considera-se o ponto £ como o
limite de um ponto interior envolvido por um setor

circular de raio £, conforme figura III.2.

Tomando a diregdo de m como sendo a da normal
exterior no ponto £ ( m = n(§) ), as componentes de tensio

pi(g) serio as forgas de superficies em £

p,(£) = lim JU’:,(e,x) P, (x) dr(x) —
€ 0
r-T 4T
[ Pfj(g,x) u (%) dr(x) ( IV.11 )
r‘—r€+FC

Aplicando uma translagdo e uma rotagio de corpo
rigido, conforme figura IV.3, nio se alteram os valores

das tensdes, e a equagdo se transforma em

p,(€) = lim JUfj(e,x) P, (x) dr(x) —
€0 !
F—F€+F8
JP’,"Jm,x) [u, () —u, (£)~u[(£,x)] dF(x) { ( IV.12 )

FLFS+F8
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Figura IV.3

Translagdo e rotacdo de corpo rigido

sendo
u(g) translagao do ponto £
uR(E,x) deslocamento do ponto x causado por uma

rotagao a« no ponto £
. R .
Considerando o deslocamento u{€,x) muito
pequeno comparado a distancia r, podemos considera-lo como

sendo normal a r, conforme figura IV.4, e igual a

Ww(E,x) =ar ( IV.13 )
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Suas componentes seréo

u:(g,x) = — o r sen 6

( IV.14 )

u:(E,x) = r cos @

com o valor de a sendo igual a

u (x) = u (€) u (x) - u (&)

ad = — sen e +

- = cos e ( IV.15 )

Figura IV.4

Deslocamento causado por rotacgdo em £
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A segunda integral de ( 1IV.12 ) pode ser

decomposta da seguinte forma

I2 = I2A + I2B

I2A = lim [Pf (£,%) [u,(x)—u (£)=u(£,%)] d(x)
e 0 3 J J J
r-r

€ ( IV.16 )

] *
I2B = lin JPiJ(e.x) [u, (x)—u (§)-u[(&,x)] dr(x)
c 0
Te ( IV.17)
Ao 1longo do arco de circulo Tc’ conforme

figura III.3, tem-se o© seguinte:

* . PR
- como r = n, o tensor PIJ(E,x) é simplificado

G

P (£,%)=
2n(l—v)¢e

5 [mknk(au—sninj)+mjni+injl ( IV.18 )

- como o deslocamento é continuo, ele pode ser expresso

mediante uma expansdo em série de Taylor em torno de £

u(x) —u(§) =¢€ 4 . n ( IV.19 )
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- 0 valor de o serid dado por

=1 mm —u m u m u mm ( IV.20 )
X,y X Y»X ¥ YoY 2 ¥

Substituindo ( IV.18 ),( IV.19 ),( IV.20 ) na

integral I2B, tem-se em coordenadas polares que

o2
I2B = lim —9—3 [mknk(c‘s1 --Gnin j+nm n, +mn 1.
c 0 2n{l-v)e ] . ] ]
]
1
- R
[e uj’k n - uJ(E,x)] e de ( IV.21 )
o2
12B = —2— | [(mn (5 ~6nn)+mn.mn] .
e
1
— R
[uhk n— uj(&,x)] de { IV.22 )

Decompondo, como acima, a primeira integral de

( IV.12 ), tem-se: I1 = I1lA + I1B

I1A = lim JU’: (£,%) p.(x) dr'(x) ( IV.23 )
e 0 J ]

F—Fc



45

I1B = lim JU?J(E,X) P, (%) dr (x) ( IV.24 )
r

€

Ao longo de fe o tensor é simplificado

* 1
UIJ(E'X) = m {(1"2?) (mjr,‘—'mir,j) +
[Zninj+(l—2v)éu]mknk} ( IV.25 )

e a integral I1B, escrita em coordenadas polares, fica

o2
I1B = —— (1-2v) (mr, —mr, ) +
4 (1—-V) 7 Ty
o1
[2nlnj+(l—2V)alJ]mknk} pj(x) de ( IV.26 )
A integral I1A - I2A existirda no sentido do

Valor Principal de Cauchy. Com isto, mais I1B e I2B, a

equagao ( IV.12 ) resultarda em

ez
G

P (£) +
2n(1—v)

J [mknk(aij—Gninj)+mjni+minj} .

(=}
1
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o2
[ﬁj’k n — u?(&,x)] de — ZET%:FT J {(1—2v)(n5r,{—mlr,5) +
o1

[2nlnf+(1—2v)6lj]mink} pj(x) de =

][ [ v} 60 B0 - B} (6.0 (v, ©)-E,01] ar)
r

( IV.27 )

Como ¢ nmnostrado no apéndice II, usando
integragdo por partes finitas a equagdao acima pode ser

expressa da seguinte forma

@2
G
P (&) + [mn (8§ —6nn )+mn+mn ] .
1 21 (1-1) I k ko) 1] 1oy
=]
1
o2
— R 1
[uj’k n - uJ(E,x)] de — m(iw) J {(1—2v) (mjr,l—mir,J) +
e1

*
[2nﬁn+(1—2v)atﬂnknk} pj(x) de — %=Uij(§,x) pj(x) dIf () =
r

- ]£ Py (£,%) [u (x)-u}(£,%)] dr(x) (1v.28 )
r
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Esta equagdoc envolve comc incognita, além de u e
P, a derivada de u em relagdo aos eixos cartezianos. A ndo

ser para contornos suaves, onde

% P (£) —]LU’:J(E,x) P,(x) dI'(x) =

r

- } P}, (£,%) [u,(x)—u}(£,%)] dT(x) ( Iv.29 )
r

Para outros tipos de contorno, as derivadas
devem ser eliminadas para gque a equagao possa ser
diretamente implementada.

Isto é feito com o auxilio de alguns casos, como
estados uni e biaxial de tensdo e cisalhamento puro, com
os quals pode-se chegar a uma equag¢do onde o termo livre
pode ser escrito em fungdo das forgas de superficies em
pontos imediatamente antes e depois do canto, dos cossenos
diretores das normais e do adngulo externo encerrado pelas
tangentes nestes pontos. Esta equagdo, denominada EQUAGAO
INTEGRAL HIPERSINGULAR DE CONTORNO PARA ELASTOSTATICA,

sera

CP@)+WP@W—{UL@J)%W)WW)=
r
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- ][ Py (€,%) [u (x)-u](£,%)] dr(x) ( Iv.30 )
r
onde
[2 (1-v) (2n—-Ae) — an;m;sg [—(2—3v)+an&m;]sg
1
¢ 4m(1-V)
[2-3v+amym;]sg 2(1—v)(2n—Ae)—amxm;sg
[ cx[4—3v—2m;2] —B[—3(1—V)+2m;2]-—'3’-
,_ 1
c 4m{1—v) * sg
B[—3(1—v)+2m;2]—1 a[4—3v—2m;2]
sendo

o =mm’ — mm’
X ¥y Yy X

B =mnm’ + mm’
X X

y ¥
¥ =nmnm’ —mmn’
x % y ¥
1 se £ estd antes do canto
sg =

-1 se £ estd depois do canto
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CAPITULO V

APLICACOES

V.I - INTRODUGAO

Neste capitulo sdc apresentados 4 exemplos de
potencial e um de elastostatica, resolvidos com a
formulagdo hipersingular apresentada neste trabalho e com
a formulagdo classica. Os resultados sdo comparados com as
solugdes exatas, que sdo conhecidas para todos os
problemas analisados.

Para cada uma das formula¢gdes foi implementado
um programa com elementos continuos e interpolagdo linear
das varidveis fisicas. Para uma maior precisdo, as

integrais singulares foram resolvidas analiticamente,

V.2 - EXEMPLO I

Este exemplo consiste de um problema de
potencial com o dominioc sendo um quadrado unitéario. A

solucdo exata é dada pelas equagdes:

u(x,y) = cosh(x) sen(y)
1 { V.1 )

p(x,y) = senh(x) sen(y) n JF cosh(x) cos(y) n
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As condigdes de contorno sdao mostradas na

figura abaixo

2y
»——’E/
C B
p P
—-—*X
D m A
Figura V.1

Condic¢oes de contorno do exemplo 1

Para a resolugcdo deste problema, inicialmente
discretizou-se cada lado em trés elementos iguais.
Posteriormente, refinou-se a malha com a subdivisdo de cada
elemento em dois com comprimentos iguais, conforme mostra a

figura a seguir
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.
L.

-
.
-

Figura V.2

Malhas

Os resultados para o potencial e o fluxo sao

mostrados nos graficos a sequir.
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MALHA 1

1.7
1.6 1
1.5 =
1.4 —
1.3
1.2 -

6.9
0.9
0.7 4
0.6
0.5 o
0.4 —
0.3
0.2
0.1 -

o T T T T T T T T T
1] 0.2 0.4 0.6 0.3 i

LADO 8C
t EXATO + HPERSINGULAR o CLASSICOD

MALHA 2

1.2

0.8 S
0.7
0.6
0.5
0.4
.3
0.2
G.1 -

O 0.2 0.4 0.5 o8 1

LADO BC
o EXATO + HIPERSINGULAR < CLASSICC
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NALHA 1

-0.1
-0.2
-0.3
—-0.4
0.3
—-0.6
0.7
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V.3 - EXEMPLO II

0 dominio deste problema é um quadrado de lado
igual a 6. A solugdo exata estd representada na figura

abaixo e é dada por

senh [EEX]
u(x,y) = Senh (1) sen [535] + 1
p i
|
C | B C B
|
|
|
-
D J A D _ A
|
U P
Figura V.3

Solugaoc exata



57

A discretizagdo é semelhante a adotada no exemplo
anterior. Este exemplo fol resolvido para duas combinagdes
diferentes de condigées de contorno: na primeira,
prescreveu-se potencial nos lados BC e DA e fluxo nos lados
AB e CD, na segunda, fez-se o contrario. Os resultados para

estas combinagdes sdo dados pelos graficos a seguir.
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PRIMEIRA C. C.
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PRIMEIRA C. C.

MALHA 1

0.2 —

~D.1 —
-0.2
-0.3 ¥ ] ] I T T 1 1 I 4 ¥ 1 1 T
o] 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 29
LADO DA
o EXATO + HIPERSINGULAR © CLASSICD
PRIMEIRA C. C.
MALHA 2
0.3
0.2 A
0.1 -
4-\
0 Wp—— + "
. N
———
-0.1 -
-0.2
-0.3 T T T T I | T ¥ 1 1 T I i T
0 0.4 0.8 1.2 1.8 2 2.4 2.9
LADO DA

o EXATO + HIPERSINGULAR b CLASSICO




FOTENCIAL

FOTENCIAL

60

PRIMEIRA C. C.
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SEGUNDA C. C.
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SEGUNDA C. C.
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V.4 - EXEMPLO III

A geometria deste exemplo é dada por uma regido
em forma de |, como mostrado na figura V.4. As condigoes
de contorno, também indicadas na figura, sdo consistentes
com a scolugao analitica dada pela equagdo

#3sen(2e/3) (V.2 )

u(r,e) =r

onde r e @ sdao as coordenadas polares.

Este problema possui simetria em relacgdo ao eixo

que passa por AD.

/
o

//
c|

Figura V.4

Geometria e condigdes de contorno
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Inicialmente discretizou-se cada um dos lados em
6 elementos. Nos lados onde o fluxo é precrito (BC e CD),
os elementos tem o mesmo comprimento; e onde o potencial
que é precrito (AB), os ndés foram colocados mais préximos
da origem, por causa da singularidade que existe neste

ponto.

A comparagido dos valores do potencial nos lados

BC e CD pode ser vista nos graficos a seguir.

Os wvalcres do fluxo no lade AB sao dados na
tabela I. Também sdo apresentados valores para uma segunda
malha, obtida do refinamento da primeira com a colocagio

de mais 3 ndés na regido proxima a singularidade

MALHA 1 MATLHA 2
X EXATO M.E.C.H.| M.E.C.C.| M.E.C.H.] M.E.C.C.
.0051 |-3.8730 —3.6343 —2.7905
.0154 |-2.6796 —2.6318 —2.6915
.0325 |—-2.0890 —-1.9985 —1.4453 —2.0628 —2.0233
.0515 |-1.7919 =1.7695 —~1.7672
.0727 |-1.5980 —1.5885 -1.5974 -1.5770 —-1.5632
.1452 |—-1.2684 -1.2748 —-1.2225 —1.2483 —-1.2355
.2904 {(—-1.0067 -1.0152 —.9802 —.9868 —.9808
.5808 —-.7990 —.8113 —.7806 —.7792 —.7814
1.0 —. 6666 —.6694 —.6422 —.6530 —.6426

Tabela I
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V.5 - EXEMFPLO IV

Trata-se de um semicircule com os valores exatos

dados na figura V.6.

Foi prescrito o potencial aoc longo do eixo x e o
fluxo no contorno circular. Na ocrigem h& uma
descontinuidade de potencial, e <como no M.E.C.C. ndo se
pode prescrever o potencial em nés com as mesmas
coordenadas, usou-se nesta regido uma discretizagio do

seguinte tipo (o gue ndo é negessdrio para o M.E.C.H.)

Figura V.5

Discretizagido adotada para o M.E.C.C. préximo a origem

Foram feitas duas analises, e em ambas o
contorno circular foi discretizado em 8 elementos igquais.
As coordenadas dos nés no elemento reto, juntamente com os

valores do fluxo, sao mostrados nas tabelas II e III.
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U=100

Figura V.6

valores exatos
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MATHA 1
X EXATO M.E.C.H.| M.E.C.C.
1. —31.80 —31.83 —47.53
3. -10.60 —-10.61 —6.13
6. =5.30 -=5.30 —5.54
10. -3.18 —~3.18 ~2.94
20. —-1.59 -1.59 —-1.54
30. —-1.06 —.82 -.89
Tabela II
MATHA 2
X EXATO M.E.C.H.| M.E.C.C.
.09 —353.68 |{—353.68 —602.06
.17 —-187.24 |—187.24 —-153.76
.45 =70.70 =70.74 —66.54
.8 —~39.08 ~39.79 -36.97
1.8 -17.70 -17.68 -15.88
4.0 —-7.96 -7.96 -7.13
10.0 —3.18 —3.18 -2.84
20.0 -1.59 -1.58 —-1.55
30.0 —-1.06 -.82 —.88

Tabela III
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V.6 - EXEMPLO V

Trata-se de um problema de elastostatica, com a
geometria, condigdes de contorno e a malha indicadas na

figura abaixo

Figura V.7

Geometria, C.C. e malha

Neste exemplo, u e p variam linearmente, o que
permite constatar a viabilide do M.E.C.H. para problemas de
elastostdtica. Os resultados estdo na saida do programa a

seguir.
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#HEf AR R R R R R R R R R R R R
SOLUCAO DE PROBLEMAS DE ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL
PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
FORMULACAC HIPER-SINGULAR

EXEMPLO V
HERRHHEH AR R R R R R R R A e R R R

$ ESTADO PLANO DE TENSAO

-MODULO DE ELASTICIDADE E = 5.
=COEFICIENTE DE POISSON PO= «30000

$ PROBLEMA COM CONTORNO FINITO

PROBLEMA SEM SIMETRIA

~NUMERO DE ELEMENTOS ......= 7
=NUMERO DE NOS .:¢ssvecsese = 12
=-NUMERO DE PONTOS INTERNOS = 0

COORDENADAS DOS NOS DO CONTORNO

NO X Y P.ELE COL DUPLO
1 3.0000 1.0000 1 1l 2
2 3.0000 1.0000 2 2 1
3 2.0000 .5000 3 0 -
4 1.0000 . 0000 3 1 5
5 1.00060 . 0000 4 2 4
6 .0000 2.0000 4 1 7
7 .0000 2.0000 5 2 6
8 .0000 .0000 6 o -
9 .0000 ~2.0000 6 1 10

10 .0000 -2.0000 7 2 9

11 3.0000 -2.0000 7 1 12

12 3.0000 =2.0000 1 2 11

CONETIVIDADE DOS ELEMENTOS

ELEM NO INIC NO FINAL COMPRIMENTOQ

3.0000
1.1180
1.1180
2.2361
2.0000
2.0000
3.0000

SO~ N
O W00 W

=

SO e N =
=
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* NUMERO DE DESLOCAMENTOS PRESCRITOS ........ = 10
* NUMERCO DE FORCAS DE SUPERFICIES PRESCRITAS = 11

DESLOCAMENTOS PRESCRITOS

. 0000 . 0000

FORCAS DE SUPERFICIE PRESCRITAS

NO U v
1 2.0000 . 0000
2 .8944 .0000
3 .8944 .0000
4 .8944 .0000
5 2.6833 .0000
6 2.6833 .0000
7 -2.0000 .0000
8 =2.0000 =2.0000
9 =2.0000 =2.0000
11 -2.0000 . 0000
12 2.0000 .0000

FEREE AR AR R R R R H R R R R R R R R R R R
RESULTADOS

#ERd A AR AR AR AR R AR A R R R R R

DESLOCAMENTOS NO CONTORNO E FORCAS DE SUPERFICIE

NO U v PX PY
1 4.2120 .0000 2.0000 2.0000
2 4,2120 . 0000 .8944 -.3578
3 3.3280 . 0000 .8944 -.3578
4 2.4440 . 0000 .8944 -.3578
5 2.4440 . 0000 2.6833 2.0572
6 4.1600 . 0000 2.6833 2.0572
7 4.1600 .0000 =2.0000 -2.0000
8 2.0800 .0000 =2.0000 -2.0000
9 . 0000 .0000 =2.0000 =2.0000
10 .0000 . 0000 =-2.0000 -.6000
11 1.0920 .0000 -2.0000 -.6000

=
o8]

1.0920 .0000 2.0000 2.0000
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TENSQES NOS NOS E PONTOS INTERNOS

NO/PT SX SXY SY 52
1 2.0000 2.0000 .6000 .0000
2 2.0000 2.0000 .6000 .0000
3 2.0000 2.0000 .6000 .0000
4 2.0000 2.0000 .6000 .0000
5 2.0000 2.0000 . 6000 .0000
6 2.0000 2.0000 . 6000 .0000
7 2.0000 2.6000 .6000 0000
8 2.0000 2.0000 .6000 .0000
9 2.0000 2.0000 .6000 .0000
10 2.0000 2.0000 .6000 .0000
11 2.0000 2.0000 .6000 .0000

[
&

2.0000 2.0000 .6000 .0000
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CAPITULO VI

CONCLUSQES

Foi constatado que a formulagdc apresentada
nesta tese se mostrou viavel como técnica numérica para a
resolugdo de problemas bidimensionais de potencial e

elastostatica.

Verificou-se que em regidées onde nao ha
variagdes acentuadas nas variaveis fisicas (potencial e
fluxo), como pode ser visto nos exemplos I e II, o

M.E.C.C. apresentou resultados mais precisos.

Ja nos exemplos III e IV, o M.E.C.H. se mostrou
melhor. Entdo o objetivo fundamental desta tese foi
alcangado: uma formulagdo gue dé melhores resultados que a

formulagao classica, em regides prdximas a singularidades.

0O M.E.C.H. aceita que se prescreva iguais
condi¢des de contorno em nés duplos. Por isso ele é capaz
de modelar adequadamente problemas com varidaveis

essenciails descontinuas, o que ndo é possivel no M.E.C.C..

No M.E.C.H. aqui apresentado, o0s noés podem
estar em qualquer tipo de contorno, suave ou ndo, assinm
como em pontos onde as varidveis  naturais séo
descontinuas; o que nao é possivel com formulagdes até

entio conhecidas.
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0 exemplo V mostrou a viabilidade do M.E.C.H.
para prolemas de elastostdtica, ficando a sua analise para
problemas mais complexos como sugestdo para futuras
investigacgdes.

Outra sugestdo é o desenvolvimento de uma

formulagdo mista ( M.E.C.H. e M.E.C.C. ).
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APENDICE |

Neste apéndice é mostrado que com a utilizacgédo
de integragdo por partes finitas, pode-se desprezar o
potencial constante u(f) no cdlculoc do valor principal da

integral em ( III.27 ).

Integrais por partes finitas sdo uma
consistente extengdo do conceito de integrais regulares,
isto é, uma integral regular (ou no sentido de valor
principal) é tambem uma integral por partes finitas [12],

portantoe

I2a — I1A = +[ UM (£,x)p(x) — P*(&,%) [u(x)-u(£)]] dr(x)

et

= [U*(E,X)P(X) - P*(Efx) [u(x)—u(€) 1] ar(x)
( Al.1 )

I1

que pode ser desmembrada da seguinte forma

%U*(s,x)p(x)dr(x) - {P*(s,x)u(x>dr(x) + u(&)fp*(z.x)dr(x)
r r r ( Al.2 )

Por equilibrio tem-se que

J P (£,%x) dl'(x) = — J 8 (£,x) AQ(x) ( Aa1.3 )
r Q
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%f@m)ww)=—{u&Mdmm ( Al.4 )

r Q
Derivando ambos os lados da equagdec acima em

relagdo a diregdo da normal exterior em £, tem-se

X
%%&Ldr(x)=_1£3_5(a§uﬁdg(x) ( A1.5 )

r Q2

A derivada da fungdo delta de Dirac tem a

seguinte propriedade

I £(x) &8/ (€,x) dQ(x) = — £'(§) ( A1.6 )
Q

Entdo ( Al.S5 ) resulta em

]Lp*(g,x) dr(x) = % =0 ( A1.7 )
T

Portanto a integral IlA se resumira a

%U*(s.x)p(x)dr(x) - {P*(s,x)utx)dr(x) ( A1.8 )
r r
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APENDICE 1l

Neste apéndice é mostrado que com a utilizagao
de integragdoc por partes finitas, pode-se desprezar o
deslocamento devido a translag¢dao de corpo rigido uj(&), no
cdlculo do valor principal da integral em ( IV.27 ).

Aplicando a propriedade de integragdoc por

partes finitas apresentada no apéndice anterior, tem-se

IA = I1A — I2A

Ia = +[U] (£,%)P,(x) — P} (£,%) [u,(x)—u ()-(€,x) ]]ar (x)

( A2.1 )

= —t

IA = ][[Ufj (€, )P (x) — P, (£,%) [w,(x)-u (§)-u}(&,x) 1]dr (x)
r ( A2.2 )

A integral acima pode ser desmembrada da

seguinte forma

IA = IAa ~ IAb

IAa = ][u’fJ (£,%)p, (x)dT (x) — ][P’fj(e.x) [, (3)—u’ (£, %) 1dT ()
r r

( A2.3 )

IADb

uJ(E)]L P}, (£,%) dr'(x) ( A2.4 )
r

A 1integral 1IAb ¢é semelhante a integral
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( A1.7 ).

Por equilibrio tem-se que

J Py ,(€,%) dr(x) = - [ 5(£,%) 8, aa(x) (A2.5 )
r Q
]Lpfj(e,x) dr(x) = —]LS(s.x) 5,, 4a(x) ( A2.6 )
r Q

Derivando ambos os lados da equacgdo acima en

relagdo a diregdo da normal exterior em £, tenm-se

*
ap,  (£,%)
][+ ar(x) = _]L “am"‘ 5, dA(x) ( A2.7 )

r Q

. 85,

P, (&%) dF(x) = —z— =0 ( A2.8 )
r

Portanto a integral IA se resunmira a

IA = 1[0’:‘, (€,%)p (x)dr (x) — ][P‘fj(s,x) [u, (%)} (£, %) 1T (x)
r r ( A2.9 )



