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1
INTRODUGAO

A formulagdo matematica de problemas de engenharia é, de maneira
geral, feita através de sistemas de equagdes diferenciais ou integrais.

As técnicas de contorno utiizam, para solugdo de problemas,
formulagdes integrais ou representagdes integrais de algumas das
variaveis envolvidas. As representagdes devem satisfazer os sistemas de
equagdes diferenciais que descrevem o0s problemas e contém
distribuicbes incognitas, que sao determinadas para que as varidveis
presentes nas representagbes satisfagam as condigdes de contorno.
Estas distribuigbes podem ser quantidades relacionadas aos problemas
ou quantidades auxiliares.

Quando as representagdes integrais contém distribuicbes auxiliares, a
formulagdo é denominada indireta. Se as distribuicbes sao relacionadas
com variaveis do problema, a formulagdo é denominada direta
( Silva,1988 ).

Aplicagbes de formulagbes indiretas a problerﬁas de elasticidade foram
feitas por Jaswon e Symm ( Jaswon, Symm, 1977 ), Banerjee e Butterfield
( Banerjee, Butterfield, 1981 ), Crouch e Starfield ( Crouch, Starfield,
1974 ), Burgess e Mahajerin ( Burgess, Mahajerin, 1984 ), Hartmann
( Hartmann, 1981 ) e outros. Formulagbes diretas foram aplicadas &
mesma classe de problemas por Brebbia ( Brebbia, 1978 ), Telles ( Telles,
1983 ), Brebbia, Telles e Wrobel ( Brebbia, Telles, Wrobel, 1984 ), Crouch e
Starfield ( Crouch, Starfield, 1974 ), Banerjee e Butterfield ( Banerjee,
Butterfield, 1984 ) e outros.
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No presente trabalho, problemas bidimensionais de elasticidade foram
avaliados através de uma formulagéo direta, a formulagéo direta do
Método dos Elementos de Contorno, e trés formulagbes indiretas. Das
formulagbes indiretas, duas sao formulagbes integrais, a formulagéo
indireta do Método dos Elementos de Contorno e o Método das
Descontinuidades de Deslocamentos e, a terceira, um procedimento de
colocagao, o Método da Superposi¢ao . Nesta andlise, feita através de
testes computacionais, avaliou-se 0 comportamento de pontos do
contorno e do dominio dos problemas em relagdo & algumas das
varidveis dos mesmos e os resultados foram comparados as suas
solugdes analfticas.

As formulagdes dos métodos utilizados e as aplicagdes numéricas com as
quais foram testados sao apresentadas a seguir.
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FORMULAGAO DIRETA DO
METODO DOS ELEMENTOS

DE CONTORNO

INTRODUGCAO

Em formulagbes diretas as incédgnitas das equagdes integrais sao as
variaveis fisicas do problema, podendo ser citados como exemplos os
deslocamentos e as forgas de superficie nos problemas de elasticidade
( Telles,1983 ).

Apresenta-se, a seguir, a forma pela qual um problema de elasticidade
bidimensional governado pela equagdo de Navier, com condi¢des de
contorno prescritas, é transformado em uma equagao integral e
solucionado numericamente através da formulagao direta do Método dos
Elementos de Contorno.

Inicialmente, obtém-se uma relagao de reciprocidade que da origem a
identidade de Somigliana para os deslocamentos.

ApGs, através de um procedimento de limite, determina-se a equagéo
integral de contorno, cuja aplicagédo é apresentada para regides finitas e
infinitas.
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Continuando, apresenta-se a forma de obtengao das tensdes no dominio
do problema e, a seguir, a forma geral de procedimento para solugao
numérica das equagodes integrais.

Os conceitos de regido regular utilizados séo os definidos por Kellog e a
solugéo singular utilizada para a equagao de Navier é a solugéo de Kelvin
( Apéndice 2).

Figura 2.1: Regi&o genérica Q* + I'* contendo o corpo Q +
I com as mesmas propriedades elésticas.

IDENTIDADE DE SOMIGLIANA

Considere-se um corpo com dominio @ e contorno I em estado de
equillbrio, sob a agdo de forgas e deslocamentos prescritos. Este estado
sera representado por tensdes oy , deformagdes ¢; , deslocamentos v; ,
forgas de superficie p; e forgas de volume b, ( Telles, 1983 ).

Considere-se, também, um dominio Q" e um contorno I* contendo o
corpo anteriormente citado ( figura 2.1 ). Esta nova regido, considerada
igualmente em equilibrio, seré representada por ajj , &, ui' , pi € bi.
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Se as propriedades elasticas sdo vélidas para os dois casos, pode-se
escrever a seguinte equagéo integral, observada a simetria dos tensores
envolvidos:

£aﬁeud€2=faueﬁd€2 (21)
Q

Integrando-se por partes a equagéo [ 2.1 ] e utilizando-se as equagbes
[At1]e[Al1.2], tem-se

bl udQ + [pfuidl = [biuf dQ + [ piuf oT (2.2)
Q r Q r

que corresponde ao segundo teorema de Betti.
Admitindo-se que as componentes das forgas de volume b correspon-
dem a forgas unitérias concentradas P; aplicadas num ponto & no dominio
Q" em duas direcdes ortogonais correspondentes ao sistema cartesiano
considerado, tem-se

bl =8 (Ex)P v (23)

onde ¢ (¢x) € a fungéo delta de Dirac.

Observadas as propriedades da fungao delta de Dirac, a primeira integral
da equagao [ 2.2 ] torna-se, paraéeQ,

‘{bru.dn=u,(g)P. (2.4)

Entretanto, se cada carga concentrada atuar de forma independente, os
deslocamentos e as forgas de superficie podem ser escritos sob a forma

uj = ujj (Ex) Pi (25)

pi = pij (§x) Py (2.6)
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onde ujj e pj representam, respectivamente, os deslocamentos e forgas
de superficie na direg&o j do ponto x , denominado ponto campo, devido
& uma forga unitaria aplicada na diregéo / do ponto ¢ , denominado ponto
fonte.

Substituindo-se as equagbes [ 2.5] e [ 2.6 ] na equagéo [ 2.2 ], pode-se

representar as duas componentes isoladas de deslocamentos em & sob a
forma

us(&)={us‘;<5x)p;<x)dr<x)—{pﬁ(g,x)u;(x)dr(x)
+£uﬁ(§x)bj(x)d9(x) (2.7)

A equagado [ 2.7 ] é conhecida como Identidade de Somigliana para os
deslocamentos e foi obtida através de uma relagdo de reciprocidade e
uma solugao singular da equagao de Navier satisfazendo

G ujkk + Ukk + S (EX)P=0 (2.8)

G
1-2v

As solugbes da equagao [ 2.8 ] sdo denominadas solugdes fundamentais.

EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

A obtengdo da identidade de Somigliana apresentada anteriormente
independe da solugao fundamental a ser utilizada. Entretanto, sua
aplicagao para a solugao proposta por Kelvin ( Apéndice 2 ) torna-se
possivel, apenas, quando os valores de deslocamentos e forgas de
superficie sao conhecidos no contorno ( Brebbia, Telles, Wrobel, 1984 ).

Assumindo-se que, 0 corpo em consideragdo pode ser representado
como na figura [ 2.2 ], onde ¢ é um ponto interno, envolvido por parte de
uma superficie circular de raio ¢ , a equagao [ 2.7 ] pode ser escrita como



Figura 2.2: Ponto singular £ no contorno, envolvido por
parte de uma superficie esferica.

u (€)= fujj(Ex)py(x)aT (x) - [ pij (£x)uj(x)dT (x)
I-I+T, r-r.+r,
+ [ uli (£x) by (x) 0Q (x) (29)
/.

Aplicando-se um procedimento de limite as integrais da equagéo [ 2.9 ]
quando ¢ tende a zero obtém-se a equagéo

Cii (£) uj (&) +{pa‘;<sx)u;<x)dr<x> -
{uﬁ(&x)m(x)dux)+£us‘;(§x)bj(x)dn (2.10)

Nesta equagéo, a integral a8 esquerda deve ser efetuada no sentido do
valor principal de Cauchy e o termo Cy é representado por

Cij(£) =8y +lim [ pj ()T (x) (2.11)

Caso o contorno em £ seja suave



c.,<s)=i,}. | | (2.12)

onde &; é o delta de Kronecker ( Apéndice 1 ). Outros casos s&o
apresentados por Hartmann ( Hartmann, 1981 ). Estes valores podem ser
determinados, ainda, através da aplicagdo de movimentos de corpo rigido
aequagdo [2.10].

A equagdo [ 2.10 ] relaciona deslocamentos e forgas de superficie no
contorno e, portanto, quando as condigbes de contorno sao utilizadas
pode-se obter, através dela, as incégnitas no mesmo. |

REGIOES INFINITAS

Para aplicagdo da equagado [ 2.10 ] na solugdo de problemas em
dominios infinitos, devem ser observadas algumas hip6teses relacionadas
ao comportamento das fungbes envolvidas. Estas hipbteses referem-se
as condi¢bes de regularidade das fungdes para uma superficie infinita-
mente distante ( Brebbia, Telles, Wrobel, 1984 ).

r
T~
a b
Figura 2.3 : O sentido da normal - a: em problemas externos
b: em problemas internos
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Considerando-se as condigbes de regularidade satisfeitas e, para
simplificagao, que as forgas de volume b (x) sejam nulas, problemas de
cavidades em meio infinito podem ser solucionados por

cﬂ(e)u;(e)+{pﬁ(ex>u;(x)W<x)={uﬁ(e,x)m(x>dr(x) (2.13)

A identidade de Somigliana 6, iguaimente, vélida para regies infinitas,
devendo ser observada a diferenga da posi¢ao da normal ao contorno
que, em regides infinitas, aponta para dentro da cavidade. Em regides
finitas, aponta para fora do corpo (figura[2.3]).

TENSOES EM PONTOS INTERNOS

A equagdo [ 2.7 ] € uma representagao continua dos deslocamentos em
um ponto ¢ € Q. O estado de tensdo neste ponto pode ser obtido
atraves da derivagio da equagéo [ 2.7 ] em relagéo as coordenadas de ¢
( Brebbia, Telles, Wrobel, 1984 ). Esta derivada, combinada com a lei de
Hooke, fornece a expressao

"'1(5)={“i‘ik(Ed‘)Pk(X)dl"(X)—{pfjk(sx)uk(x)dr(x) .
+ J uli (820 b (x) 88 () (2.14)

Para problemas bidimensionais uijx € pijx tém a forma

Uil (§x) = —4—”—(-1-1:;,—)—,— [(1-ZV)(r.16ik + ridjk "r.kalj)+2f,|f,jf,k] (2.15)

. e—G Foo _ . . _
pik (§x) = 2n(1—v)12 [2 prs [(1 2v)0iirk +r(Oiklj+ oK) 4r,ir,jr,k]..
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+4v(n|r,,r,k+n,r,|r.k)+(1—2v)(_4nkr.1r,]+n16;k+n;6;k)-(1-4v)nk6|1](2.16)

A equagéo [ 2.14 ] é vélida para o estado plano de deformagéo, podendo

ser utilizada para o estado plano de tensao desde que v seja substituido

v
f+v’

por v =

SOLUGCAO NUMERICA 1

Para solugdo aproximada da equagao [ 2.10 ] aplica-se um procedimento
numérico onde o contorno I é discretizado em uma série de elementos.
Supondo-se esta discretizagdo ser de N elementos e, omitindo-se por
simplicidade as forgas de volume, a equagao [ 2.10 ] torna-se, para cada
ponto nodal & do contorno I

N
Cy (&) uj(&i)+ rfm‘;(sux)uj(x)drk(x) =
k=1 Kk

N

rfuﬁ(&x)p;(x)drk(x). (217)
k=1 Ik -

Sobre cada um dos N elementos, os deslocamentos e forgas de superficie
terao aproximagao constante ou de ordem superior, tais como
aproximagoes lineares, quadraticas, etc.

Apés a discretizagao , a equagado [ 2.17 ] é aplicada aos nds funcionais &
de I' e as integrais sao efetuadas sobre cada elemento, em geral,
numericamente. Deve-se observar que, quando os pontos fonte e campo
coincidem, estas integrais ser&o singulares. Desta forma, é obtido um
sistema de M equagdes algébricas lineares, envolvendo um conjunto de M
valores nodais de deslocamentos e M valores nodais de forcas de
superficie. Os valores de deslocamentos e tensdes em pontos do dominio
poderao, a partir da 'solugéo das incégnitas no contorno, ser deter-



11

minados através das equagdes apropriadas (equagbes [2.7] e [2.14]),
também sob forma discretizada ( Brebbia, Telles, Wrobel, 1984 ).

Na equagdo [ 2.17 ], as formas matriciais dos termos para o caso
bidimensional séo

Uy _ 1P
ol Bl
S = ui1 uiz o' = pi1piz (2.19)
- U2y U2 p21 p22

Considerando-se uma distribuicdo de deslocamentos e forgas de
superficie constantes, a equagao [ 2.17 ] torna-se

N
.Cu(sa)u;(a)+Zu;(x)rfpﬁ<sl.x>drk(x) =

k=1

N
zmml[ua(s.x)drk(x) (220)
k=1 k

Sob forma matricial, tem-se

N

N .
Q(Ei)g(a>+2{e‘drg=2fg‘dre (2.21)
i X

i=1

Para aproximagdes de deslocamentos e forcas de superficie de ordem
superior, 0 numero de ndés funcionais sobre o elemento estara ligado a
fungao de forma utilizada para descrever a aproximagao. De forma geral,
os deslocamentos e forgas de superficie poderao ser escritos, em fungao
de seus valores nodais e das fungdes de forma adotadas como

u=Nu" | (222a)

p=Np"(222b)
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onde a matriz N contém as fungbes de forma e os vetores u" e p" os
valores de deslocamentos e forgas de superficie nos pontos escolhidos
(nés funcionais).

Utilizando-se as equagdes [ 2.22 ] pode-se escrever a equagéo [ 2.17 ]
sob forma matricial

N
C<a>u<a>+2f Z{uu " (2.23)

=1 T =1

Apés a discretizagado da equagado [ 2.17 ] com a respectiva escolha da
aproximagao de deslocamentos e forgas de superficie, é feita a sua
aplicagdo em todos os nés funcionais. O resultado serda um sistema de
equagdes com dimensao igual a duas vezes o nimero de nés funcionais
e com a forma

[c+A]u=Gp (2.24)

Na equagao [ 2.24 ] os vetores u e p contém os valores dos deslocamen-
tos e forgas de superficie nos pontos nodais. Os elementos das matrizes
A e G seréo obtidos através de integracao sobre os elementos e sdo
denominados coeficientes de influéncia. A matriz C ( Hartmann, 1981 )
sera incorporada a matriz A e a equagao [ 2.24 ] torna-se

Hu=Gp (2.25)

Com a introdugéo das condigbes de contorno, obtém-se a forma final do
sistema de equagbes que, apbs solucionado, fornece os valores de
incégnitas no contorno. Obtidos estes valores pode-se determinar
deslocamentos e tensdes em qualquer ponto do dominio.
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3
FORMULAGAO INDIRETA DO
METODO DOS ELEMENTOS

DE CONTORNO

INTRODUGCAO

As formulagcbes indiretas introduzem, nas equagbes integrais que
descrevem o problema, distribuicbes auxiliares que nao possuem
significado fisico para 0 mesmo.

Apresenta-se, a seguir, a formulacéo indireta do Método dos Elementos
de Contorno para problemas bidimensionais de elasticidade. Esta
formulagao tem origem na teoria de potencial ( Jaswon, Symm, 1977 ) e
suas equagdes integrais sdo obtidas utilizando-se o conceito de potencial
vetorial de camada simples ( Hartmann, 1981 ).

As equagbes apresentadas permitem determinag¢des de deslocamentos e
forgas de superficie no contorno e deslocamentos e tensdes no dominio
do problema. Mostra-se, também, um procedimento genérico para
solugao numérica das mesmas.

Ainda, o tipo de regido considerada é no sentido definido por Liapunov
( Jaswon, Symm, 1977 ) e a solugao fundamental da equagao de Navier
utilizada é a proposta por Kelvin ( Apéndice 2 ).
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Figura 3.1: Um corpo inserido em um plano infinito

FORMULAGAO BASICA

Considere-se um corpo bidimensional, homogéneo, isotrépico, elastico
linear, limitado por um contorno I , em um meio elastico infinito ( figura

[3.1]).

Os deslocamentos u; em um ponto x no dominio Q do corpo devido a uma
fonte (carga) de intensidade ¢; aplicada em um ponto & no contorno I do
corpo podem ser obtidos através da solugao de Kelvin (Apéndice 2). Se
uma distribuigdo de intensidades de fonte y; for imaginada atuando sobre
todo o contorno I do corpo, os deslocamentos em um ponto x; no interior
do corpo podem ser determinados por superposicao, integrando-se a
solugdo singular em relagdo as intensidades de fonte ;. Considerando-
se nulas as forgas de volume, tem-se

U1(x)={u?i(§x)«m(s>dr<s) (3.1)

onde dr (¢ ) indica a variavel de integragdo, x 0 ponto campo e ¢ 0 ponto
fonte.
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Deve-se observar que os campos de deslocamentos e tensdes deter-
minados no dominio Q satisfazem as condigbes de equillbrio e com-
patibilidade neste dominio pois, a solugao singular utilizada para obté-los,
satisfaz estas condigbes ( Hartmann, 1981 ).

Se o ponto campo x for tomado como um ponto do contorno I' , 0s
valores de deslocamentos e forgas de superficie obtidos por
superposigao poderao ser interpretados como condigdes de contorno.
Estes deslocamentos e forgas de superficie poderao ser escritos como

Uj(xo)=,£uﬁ(£xo)w(§)dl‘(5) (3.2)

Py (0) = [P (80) 91 (§) 0T () = 5 8191 (%0) (33)

onde a equagao [ 3.3 ] pode ser obtida através de derivagao e limites
similares & formulagao direta do Método dos Elementos de Contorno.

Para utilizagdo das equagbes [ 3.2 ] e [ 3.3 ], 0 ponto xo deve pertencer a
um contorno suave e a integral da equagao [ 3.3 ] deve ser entendida no
sentido do valor principal de Cauchy ( Banerjee, Butterfield, 1981 ).

O termo = —;— dijpi (x0) Na equacao [ 3.3 ] terd seu sinal definido de

acordo com o tipo de problema a ser resolvido. Ser4 positivo para
regides finitas e negativo para regides infinitas.

As equagdes [ 3.2 ] e [ 3.3 ] formam o conjunto de equagdes integrais
que solucionam problemas bidimensionais de elasticidade através da
formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno. Assim, caso
sejam especificados os deslocamentos no contorno I', a equagéo [ 3.2 ]
fornecera os valores das intensidades de fonte ¢; (&) correspondentes e
que permitirao a determinacao das demais incégnitas no contorno I e
valores de deslocamentos e tensdes em pontos do dominio Q. Da mesma
forma, valores de ¢; (£) poderao ser determinados com a equacao [ 3.3 ],
caso sejam fornecidas as forgcas de superficie no contorno I'. Problemas
com condi¢des de contorno mistas poderdo ser resolvidos utilizando-se



16

as equagdes [ 3.2] e [ 3.3 ] em conjunto, aplicadas as partes do contorno
correspondentes.

TENSOES EM PONTOS INTERNOS

As tensbes em pontos do dominio @ poderdo ser obtidas, a partir da
relagdo tensdo-deformagéo , com a expressdo ( Banerjee, Butterfield,
1981 )

o1k<x>={uﬁk(ex>w<£)dr<s) (3.4)

onde

Uik (§x) = —4;711_—;;)—;' [(1—2V)(r,j6|k+f,|6jk—-r,kéu)+2r,;r,jr,k] (3.5)

A equacgao [ 3.4 ] é vélida para o estado plano de deformagéo. Sua
utilizagdo para o estado plano de tensdo é possivel desde que, o

coeficiente de Poisson » seja substituido por v = T‘i—y—

SOLUCAO NUMERICA

Para solugdo das equacdes [ 3.2 ] e [ 3.3 ] aplica-se um procedimento
numérico onde o contorno T é discretizado em uma série de elementos
sobre os quais é admitida uma aproximagéo das intensidades de fonte
#i (¢) ( Banerjee, Butterfield, 1981 ).

Supondo-se o contorno I discretizado em N elementos, as equagdes
[3.2] e [ 3.3 ] tornam-se, para cada um dos xp pontos de I

N
u;(xo)=k2 rfUTj(E.Xo)v’i(E)dF(E) (36)
=1 lg
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N
pi(x0)= 3 [pl(8X0)pi (§)aT(§) = Foib0) (37)
k=1 Ik

Nas equagbes [ 3.6 ] e [ 3.7 ] as formas matriciais dos termos sé&o, para o
caso bidimensional

oo e e[ 20

» * T * * T
u = [Un U12} p* = [Pn P1z] (3.9)

Ut Uk | P31 p3
e as expressoes de uij e pij 80 a solugao de Kelvin ( Apéndice 2).

Sobre cada um dos N elementos da discretizagdo do contorno T ser4,
entdo, admitida uma aproximagdo das intensidades de fonte ¢i(¢)
(interpolagao), que poderad ser constante ou de ordem superior, como
aproximacodes lineares, quadréticas, etc.

Apés a discretizagao, as equagdes [ 3.6 ] e [ 3.7 ] s@0 aplicadas aos nés
funcionais xo do contorno I e, as integrais, efetuadas sobre os elementos.
Em geral, estas integrais sao efetuadas numericamente, sendo
necessarias consideragbes especiais apenas para os casos onde 0s
pontos fonte e campo coincidem.

O resultado da aplicagdo das equagbes discretizadas sobre os nés
funcionais do contorno é um sistema de M equagbes algébricas lineares
que podem envolver M deslocamentos prescritos, M forcas de superficie
prescritas ou, no caso de problemas mistos, M; deslocamentos
prescritos, M. forgas prescritas, com M; + M2 = M.

Aplicadas as condigbes de contorno relacionadas aos xo nés funcionais
de T, o sistema de equagdes é resolvido e as incédgnitas nodais ¢ (&) S&0
determinadas. A partir deste resultado, pode-se determinar as incégnitas
( u; e p; ) No contorno e quaisquer valores de deslocamentos e tensdes no
dominio do corpo.
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Caso sejam utilizadas aproximagbes constantes de ¢;(f) sobre os
elementos do contorno I', as equagbes [ 3.6 ] e [ 3.7 ] tornam-se

Y (x)= Ewu(E)IUIJ(Exo)dF(E) (3.10)

k=1

S . 1 |
Pi(x0) = 391 (§) [ P (820) 0T (£) = 5 91 (x0) (3.11)

k=1 K

De acordo com a notagao matricial descrita nas equagdes [3.8] e [ 3.9],
as equagbes [ 3.10] e [ 3.11 ] s&o escritas

N

u@o) = 3, Ju* dr () (3.12)
k=1 Tk

o0 =3, [otar o) * & 260) (3.13)

k=1 Tk

Para aproximagbes de ¢; (&) de ordem superior, 0 nimero de nés
funcionais onde as equagdes [ 3.6 ] e [ 3.7 ] serdo aplicadas estarao
ligados a funcao de forma utilizada para descrever estas aproximacoes.
De maneira'geral, as intensidades de fonte ¢;(£) serdo escritas como
funcéo de seus valores nodais e das fungdes de forma adotadas e teréo a
forma

= Ng" (3.14)

onde a matriz N contém as fungdes de forma e o vetor " os valores
nodais das intensidades de fonte.

Escrevendo-se as equagdes [ 3.6 ] e [ 3.7 ] sob forma matricial utilizando-
se as equacbes [3.8],[3.9]e[3.14] tem-se

N . .
u(xo) =2 gg ~ (3.15)
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N A
ooy =3, [0'NaT ¢ = 5 20) (3.16)
=1 1k .

Apés a discretizagdo das equagdes [ 3.6 ] e [ 3.7 ] e a escolha da
aproximagao de intensidades de fonte, as equagbes resultantes sao
aplicadas aos nds funcionais correspondentes. O sistema de equagdes
resultante ter4, no caso bidimensional, dimensao igual & duas vezes o
numero de nés funcionais e a forma matricial a seguir, que corresponde a
problemas mistos

i-10-

Na equagao [ 3.17 ], os vetores u e p contém as condigbes de contorno
nas x diregcbes dos nds funcionais. As matrizes G e H contém os
cosficientes de influéncia obtidos através das integragdes realizadas-
sobre os elementos. O vetor ¢ contém as intensidades de fonte incognitas
nas x; diregdes dos pontos fonte &.
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METODO DA SUPERPOSICAO

INTRODUGAO

O método da superposigdo é caracterizado pela utilizagdo de um
contorno auxiliar, congruente ao contorno real, onde uma distribuigdo de
cargas concentradas é aplicada. Esta distribuicdo constitui a incégnita do
problema, nao possuindo significado fisico para 0 mesmo.

Neste método, escolhe-se no contorno um determinado numero de
pontos. Os elementos das matrizes de coeficientss de influéncia sao
obtidos através da determinacao de valores da solugao singular sobre
estes pontos. Como os contornos real e congruente tém sempre entre si
uma distancia finita, nao haverao singularidades na determinacao destes
coeficientes.

Os valores de deslocamentos e for¢as de superficie no contorno real e no
dominio do problema serao determinados por superposicéo de efeitos da
distribuigéo de cargas concentradas.

Um ponto critico do método é a determinagéo da dist&ncia D entre o
contorno real e o contorno congruente. Foi constatado por Burgess e
Mahajerin ( Burgess, Mahajerin, 1984 ) que a distdncia D dever4 ter, no
minimo, o tamanho da maior diagonal obtida no corpo em questao.

A seguir, apresenta-se a formulagdo do Método da Superposicdo para
problemas bidimensionais de elasticidade ( Burgess, Mahajerin, 1984 ),
com as expressdes principais do mesmo, a forma de determinagao de
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tensdes em pontos do dominio e sua solugdo numérica, aplicavel a
dominios finitos e infinitos.

A solugo singular a ser utilizada é a solugdo de Kelvin ( Apéndice 2 ).

FORMULAGAO DO METODO

Seja um corpo' bidimensional, homogéneo, isotrépico, elastico linear, com
contorno I em um meio infinito ( Burgess, Mahajerin, 1984 ). Considere-

Figura 4.1 : Corpo inserido em um plano infinito

se, também, um contorno imaginério ", fora do corpo, congruente com o
contorno I (figura 4.1).

A disténcia entre o contorno I' e o contorno congruente r* é definida por
um parémetro D , que caracteriza o contorno

Um numero N de pares de cargas concentradas € aplicado ao longo do
~contorno I e a distribuicdo resultante é utilizada para determinar
deslocamentos, forcas de superficie e tensdes no contorno real I e no
dominio @ do corpo considerado através de superposigao.
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As condigbes de contorno deverao ser satisfeitas de maneira semelhante
a formulagao indireta cléssica do Método dos Elementos de Contorno. As
intensidades de carga nos pontos de atuagado das cargas concentradas
no contorno congruente sao obtidas de forma a satisfazer estas
condicbes de contorno, prescritas nos N pontos do contorno I. Em
verdade, quando o Método da Superposigao é utilizado, os N pontos do
contorno I sdo escolhidos em primeiro lugar. Os N pares de cargas
concentradas P, serao aplicados em pontos do contorno r* onde a normal
ao ponto do contorno real I intercepta o contorno congruente I'". Apés, é
aplicado um procedimento de colocagao, utilizando-se uma solugéo de
carga concentrada ( solugdo fundamental ) transladada ( Burgess,
Mahajerin, 1984 ).

Assim, para um ponto x no dominio @ , os deslocamentos serao
determinados através de

N
y(x) =3 ui(&x) Pl (&) (4.1)
k=1

onde i,j = 1,2 e P; sdo os valbres dos N pares de cargas concentradas.

Para deslocamentos prescritos nas j dire¢des de um ponto xo sobre o
contorno T, a distribuigéo de cargas concentradas P; sobre os N pontos ¢
do contorno I'* deverao satisfazer a

N .
uj(Xo) =Y uij (&xo0) Pl (£) (4.2)
k=1

onde o termo uj é a solugao de Kelvin ( Apéndice 2 ) e representa o
deslocamento na diregao j do ponto xo do contorno I' devido & uma carga
concentrada unitéria aplicada na diregéo i do ponto ¢ do contorno r*.

Para forgas de superficie prescritas nas j diregbes do ponto x, do
contorno I, a distribuicdo de cargas concentradas P, sobre os N pontos
do contorno I'* deverao satisfazer a
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N
py(x0) =Y pij (£x0) Pl (£) (4.3)
k=1

onde o termo pj; ( Apéndice 2 ) representa a forga de superficie na diregéo
] do ponto xo sobre I' devido & uma carga concentrada unitéria aplicada na
direg&o i do ponto £ sobre r°.

As equagdes acima sao validas para dominios finitos e infinitos.

TENSOES NOS PONTOS INTERNOS

As tensdes nos pontos internos serdo, igualmente, determinadas por
superposicao de efeitos da distribuigdo de cargas através da expresséo

N
o (x) =Y ufik (§x) P" (§) (4.4)
m=1
onde
Uik (§x) = Et(—‘:——v—)r [(1—2v)(r,,-6ik+r,;6jk—r,kaij)+2r,;r,;r,k] (4.5)

A equagao [4.4 ] é vélida para o estado plano de deformag&o. Para sua
utilizagao no estado plano de tensao o coeficiente de Poisson v deve ser

substituido por 5 = —— .
14y



24

SOLUGAO NUMERICA

Para obter-se as intensidades da distribuigio de forgas P , incognitas no
problema, as equagdes [4.2] e [4.3 ] sdo utilizadas, de acordo com as
condigdes de contorno prescritas em I' , dando origem & um sistema de
equagbes algébricas lineares, de ordem igual & duas vezes o nimero de
pontos N , em casos bidimensionais. ’

Se as condigdes de contorno prescritas forem deslocamentos, a equagao
[4.2 ], sob forma matricial, torna-se

u=GP ~ (46)

onde o vetor u contém os 2N deslocamentos prescritos em ', o vetor P a
distribuicdo de 2N cargas concentradas incoégnitas em I'*. A matriz G é a
matriz dos coeficientes de influéncia. Seus elementos sdo matrizes 2x2 ,
que representam a influéncia na diregao j do ponto xo de I' devido a uma
carga concentrada unitéria na direcéo i do ponto ¢ de I*. Os valores
destes elementos sao obtidos através da expressao de uj; da solugéo de
Kelvin ( Apéndice 2). ;

Caso sejam prescritas as forgas de superficie, sera utilizada a equagao
[4.3 ] que, sob forma matricial, torna-se

onde o vetor p contém as 2N forgas de superficie prescritas em I'. O vetor
P é o descrito anteriorments. A matriz H contém os coeficientes de
influéncia correspondentes as condigbes de contorno prescritas e seus
elementos tém a mesma forma dos elementos da matriz G , sendo obtidos
através da expresséo de pjj (Apéndice 2).
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Para condigbes de contorno mistas as equagdes [4.6 ] e [4.7 ] serdo
utilizadas em conjunto, sendo aplicadas nas partes do contorno cor-
respondentes as condigbes de contorno que representam.

Em todos os casos acima, apds a resolugdo do sistema de equagdes
resultante da aplicagido das condigbes de contorno, a distribuicdo de
cargas P é determinada, possibilitando a obtengao dos valores restantes
dos deslocamentos e forgas de superficie no contorno I e de valores de
deslocamentos e tensdes no dominio Q do corpo.
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5
METODO DAS
DESCONTINUIDADES DE

DESLOCAMENTOS

INTRODUCAO

O Método das Descontinuidades de Deslocamentos é um método de
elementos de contorno baseado na solugao analitica de um problema de
descontinuidade de deslocamentos sobre um segmento finito no plano de
um sélido elastico infinito.

Fisicamente, imagina-se a descontinuidade de deslocamento como o
deslocamento relativo entre as duas superficies de uma fissura. Na
exposicao do método feita a seguir, este deslocamento relativo sera
considerado constante. Entretanto, esta distribuicdo poderé ser arbitréria.

O método baseia-se na idéia de que pode ser feita a aproximagao
discreta de uma distribuigéo continua de deslocamentos ao longo de uma
fissura. Isto significa a divisao da mesma em N elementos (elementos de
contorno) onde a descontinuidade de deslocamentos sera, no presente
caso, considerada constante sobre cada um dos elementos.

Conhecendo-se a solugdo analitica para uma descontinuidade de
deslocamentos elementar constante, aplica-se uma solugdo numérica ao
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problema que consiste na soma dos efeitos dos N elementos
(superposi¢ao).

A apresentacio do método feita a seguir inicia-se com a solugéo analftica
de uma descontinuidade elementar de deslocamentos. Apés, segue-se a
solugéo numérica para o mesmo ( Crouch, Starfield, 1983 ).

A solugao analitica de uma descontinuidade elementar de deslocamentos
é obtida a partir da solugao de Kelvin integrada ( Apéndice 3).

DESCONTINUIDADE DE DESLOCAMENTOS
EM UM SOLIDO INFINITO

(solugéo analitica para uma descontinuidade
elementar de deslocamentos)

O problema de descontinuidade de deslocamentos constante sobre um
segmento finito no plano de um sélido elastico infinito é especificado pela
condig¢éo de que, o deslocamento, é continuo em todo o sélido, exceto no
segmento em questao.

X2

X1

2a

Figura 5.1: Componentes de descontinuidade de
deslocamento constante Dx1 e Dx2
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O segmento onde a descontinuidade de deslocamentos 6 definida sera
escolhido de forma a ocupar uma porgéao do eixo x, ( figura [ 5.1 ] ) igual
a |x|sa e x2=0. Neste segmento, considerado como uma fissura,
pode-se distinguir duas superficies sendo, uma delas, sobre o lado
positivo do eixo xo =0 , denominado x; = 0* , e, a outra, sobre o lado
negativo, denominado x> = 0~ (figura [ 5.1]).

Passando-se de uma das superficies do segmento para a outra, o
deslocamento sofre uma troca de valores D; = (Dxy,Dxz), especificada
como constante. Esta troca de valores define a descontinuidade de
deslocamentos como a diferenga entre os deslocamentos das duas
superficies do segmento, podendo ser escrita como

Di=u(x1,07) = u(xq,0%) ’ (5.1)
com i=1,2 ou, ainda, como

Dy, = ux, (x1,07 ) — ux, (x1,0") (5.2)
Dx, = Ux, (X2,07 ) = ux, (X2, 0+)

Os sentidos positivos de u; s80 0s mesmos dos eixos coordenados e os
sentidos positivos de D; sao os indicados na figura [ 5.1 ].

Os valores positivos de Dy, sugerem que os dois lados da fissura sofrem
sobreposigao. Como, fisicamente, isto é impossivel, evita-se esta dificul-
dade conceitual considerando-se que a fissura possui espessura finita,
pequena em relagdo ao seu comprimento e que, a magnitude da
componente de descontinuidade de deslocamento Dy, € sempre menor

do que esta espessura ( Crouch, Starfield, 1983 ).

A solugédo para o problema é fornecida por Crouch ( Crouch, Starfield,
1983 ), com os deslocamentos e tensdes escritos como:

U)(1 =Dx1 [2(1—V)f,xz—xzf,x1x1] +Dx2 [‘-(1—21/)f,)(1 —Xzf,x1)(2] (53)

qu = Dx1 [( 1‘21’ ) f,)(1 - X2 le1X2] + sz- [2( 1"'1’)',)(2 - X2 f,xzxz]
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aX1X1 =2 G DX1 [2 f!X\Xg + X2 f|X1X2X2] +2 G sz [f|X2X2 + X2 lengXg]
Oxoxp = 2 G Dy, [ - X2 f|x|x2x2] + 2G Dy, [f»x2x2 —-X2 f-X2X2X3] (54)
0)(|Xz =2 G DX1 [va2X2 + X2 finXng] + 2 G DXg [ - X2 f|X1X3X2]

A fungéo f(xix2) 6 obtida com a integragdo da solugdo de Kelvin
( Apéndice 3 ).

Pela andlise dos deslocamentos da equagéo [ 5.3 ] verifica-se que, os
" mesmos, sdo continuos sobre o sélido infinito exceto sobre o segmento
| x1| sa,x = 0. As tensdes serao singulares e descontinuas em x; = +a,
mas sao finitas e continuas nos demais pontos ao longo de x2=0. A
andlise detalhada das expressdes das equagdes [ 5.3 ] e [ 5.4 ] encontra-
se em Crouch, Starfield ( Crouch, Starfield, 1983 ).

Verificando-se as diregbes das componentes do vetor das forgas de
superficie nas duas superficies da fissura ( figura [ 5.2 ] ), considerando-
se Dx, >0 e Dy, >0 e as equagbes de tens&o ( Crouch, Starfield, 1983 ),
conclui-se que p; (xi, 0% )= —pi(x1,07)) e, portanto, as tensdes resultantes
pi(x1,0)=pi(x1,0") +pi(x1,07) aplicadas sobre a fissura sdo iguais a
zero.

SOLUCAO NUMERICA

Obtidas as expressbes das descontinuidades elementares de des-
locamentos, é aplicada uma solugdo numérica para resolugdo do
problema.

Para ilustrar este procedimento, considere-se uma fissura que sera
representada através de N segmentos. As posicdes e orientagdes dos
segmentos serao especificadas em relagdo ao sistema global de
coordenadas x1 , xz.
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X2 ,
t1(x1,07)>0
/ X1
/
t1(x1,07)<0
Figura 5.2 : Tensdes aplicadas na superficie da fissura

Se as superficies da fissura estao sujeitas a tensao, deslocam-se uma em
relagdo a outra. O Método das Descontinuidades de Deslocamentos é
uma forma de determinar-se uma aproximagao discreta da distribui¢ao
de deslocamentos relativos (descontinuidade de deslocamentos) que
existem na realidade. Esta aproximacac é determinada através das N
subdivisbes da fissura ( figura [ 5.3 ] ). Cada uma destas subdivisdes é
um elemento de contorno e representa uma descontinuidade de
deslocamentos elementar.

As descontinuidades de deslocamentos elementares sao definidas em
relagéo as coordenadas locais do elemento s e n. A figura [ 5.3.a ] mostra
uma descontinuidade de deslocamentos elementar para o j-ésimo
segmento da fissura. As componentes da descontinuidade nas diregoes s

e n s&o denominadas, neste segmento, D} e D), , sendo definidas como

DL =ul - (56)
Dh = by - ul

Nas equacdes [ 56 ] vl e u, sao,respectivamente, os deslocamentos
tangencial e normal do j-ésimo segmento da fissura. Os sinais nos
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X1

(2] b

Figura 5.3: Representagéo de uma fissura através de N
descontinuidades de deslocamentos slementares

deslocamentos indicam as superficies positiva e negativa da fissura em

relagdo A coordenada n. Os deslocamentos uh e uh serdo as duas
componentes de um vetor, assumindo valores positivos de acordo com
as diregdes positivas do sistema local de coordenadas s e n ,
independente da superficie da fissura que est4 sendo considerada.

O efeito de uma descontinuidade elementar de deslocamentos sobre os
deslocamentos e tensdes em um ponto arbitrério de um sdlido infinito
pode ser obtido através das equagdes [ 5.3 ] e [ 5.4 ] desde que, as
mesmas sejam transformadas, considerando a posigao e orientagao do
segmento em questao.

Para o ponto médio do i-ésimo elemento ( figura [ 5.3 ] ), as tensdes
normais e tangenciais poderdo ser expressas, em fungdo da descon-
tinuidade de deslocamentos do j-ésimo elemento, como

o = AlsDk + All, Dl ‘ (5.7)
oh = Alls Dk + AfnDh

comi=1,N.
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Nas equacdes [ 5.7 ] Als , Aln , etc, s80 os coeficientes de influéncia para
as tensdes. O coeficiente Al , por exemplo, fornece a tens&o normal no

ponto médio do i-ésimo elemento ( on ) devido & uma descontinuidade de
deslocamentos tangencial, unitaria e constante, sobre o j-ésimo elemento

(Dh=1).

Considerando-se, agora, descontinuidades elementares de deslocamen-
tos sobre os N segmentos ao longo da fissura ( figura [ 6.3.a ] ),
aplicando-se a equagéo [ 5.7 ], tem-se

JBDL+2AJn | (5.8)

iMz

e DL +EAJ.n

M:

—..
-

Especificando-se os valores das tensdes o, e o, para cada um dos N
elementos da fissura, de acordo com as equagdes [ 5.8 ], o resultado é
um sistema de 2N equagdes algébricas lineares com 2n incégnitas D} e Dh
, parai=1,N, que sao as componentes de descontinuidade elementar de
deslocamentos. Com a resolugéo do sistema de equagbes obtém-se os
valores de D, e D, , 0 que permite a determinacado de deslocamentos e
tensdes em pontos do corpo através do principio da superposicao.

Pode-se escrever, ainda, as expressdes dos deslocamentos ao longo da
fissura ( figura [ 5.3.a]) sob a forma:

_i JsD]a'FiBgnD,n (5.9)

=1

an zBrlle +ZB|4n

j=1

comi=1N.
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Nas equagbes [ 5.9 ] 8,8, , etc, sdo os coeficientes de influéncia para
os deslocamentos.

Detalhes sobre a obtengéo dos coeficientes de influéncia para 0 método
encontram-se em Crouch, Starfield ( Crouch, Starfield, 1983 ).

Figura 5.4: Representagao de um contorno fechado

Em problemas de fissuras, as componentes da descontinuidade de
desiocamentos possuem significado fisico, uma vez que o contorno da
regido em estudo é, efetivamente, um segmento. Entretanto, se for
considerada a situagao onde todas as descontinuidades elementares de
deslocamentos s&o conectadas de modo a formar um contorno fechado
dentro do corpo infinito, 0 contorno consistird de duas linhas ( figura
[5.3]). Uma delas ( n=0" ), define o contorno de uma cavidade em meio
infinito e, a outra ( n=0" ), define o contorno de um corpo finito. As
componentes de descontinuidade de deslocamentos D) e D!, , parai=1,N
, definem o deslocamento relativo entre estes dois contornos nas diregoes
sen.

Entdo, exceto quando a regido interior e a exterior existem para um
mesmo problema, estas quantidades (D, e D}, ) s&o ficticias.
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Nas equagbes [ 5.8 ], as tensdes ob © oh representam as condigdes de
contorno sobre o lésimo elemento. Da mesma forma, nas equagdes
[ 5.9 ], os deslocamentos ul e uh representam as condigbes de contorno.
Em ambos os casos, estas condigbes, isoladamente, geram o sistema de
equagdes que soluciona o problema. Para problemas mistos, onde
poderao ser prescritos us @ o OU uh € o , 0 sistema de equacbes & obtido
selecionando-se adequadamente as equagbes dos grupos [ 58 ] e
[59]
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6
APLICACOES

INTRODUGAO

As aplicagbes numéricas apresentadas neste capftulo objetivam mostrar o
comportamento dos métodos apresentados nos capftulos anteriores em
relagao a alguns problemas de elasticidade bidimensional.

Os resultados da andlise de cada método foram comparados a soiugao
analitica dos problemas correspondentes e mostrados através de tabelas
e gréficos de desvio percentual. Para esta anélise foram utilizados
nuameros fixos de nés funcionais, escolhidos através de testes de
convergéncia para cada aplicagao.

A descrigcao da aproximagao utilizada para os contornos e as varidveis é
apresentada nas aplicagdes.

Ainda cabe observar que, os dominios multiconectados apresentados,
foram analisados com discretizagdo da quarta parte do contorno total
levando-se em consideragao a simetria dos problemas e 0s eixos de
simetria foram incluidos como parte deste contorno, o que os tornou
simplesmente conectados.
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APLICACOES NUMERICAS

PLACA QUADRADA SUJEITA A FORGA BIAXIAL

A placa quadrada da figura [ 6.1 ] estd submetida & uma forga de
superficie constante de tragdo na diregdo X1 e tem deslocamentos
prescritos na direg&o X2 em suas faces paralelas a X1.

FIGURA 6.1: Placa quadrada sujeita a forga biaxial

Esta estrutura teve seu contorno discretizado integralmente para ser
analisada através dos métodos expostos nos capitulos anteriores. A
discretizagao do contorno, exceto para o Método da Superposigao, foi
feita através de elementos retos e os tipos de aproximagao das variaveis
sobre estes elementos foram:

Formulagao direta do Método dos Elementos de Contorno ( DMEC ):
. aproximagao linear ( elemento linear )

Formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno ( IMEC ):
. aproximagao constante (elemento constante)
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. aproximagéo linear, com deslocamento do no funcional em
elementos com uma das extremidades pertencentes a partes do
contorno com normal descontinua ( elemento descontinuo )

Método das Descontinuidades de Dsslocamentos ( MDD ):
. aproximagao constante (elemento constante)

No Método da Superposigao ( SUP ) o contorno é descrito através de
pontos.

Em todos os métodos foram utilizados oito nés funcionais nas faces da
placa paralelas ao eixo X2 e nove nés funcionais nas faces paralelas ao
eixo X1. No caso da formulagdo direta do Método dos Elementos de
Contorno e da utilizagdo dos elementos descontinuos na formulagao
indireta do Método dos Elementos de Contorno, o nimero total de nés
funcionais foi alterado devido & considerag&o de né duplo para simular a
descontinuidade das condigbes de contorno.

Os resultados de cada método foram comparados a solugao analitica do
problema ( Timoshenko, Goodier, 1980 ). Para isto foram utilizados valores
de deslocamentos e forgas no contorno e em seis pontos do dominio do
mesmo. -

Adotou-se, para caracteristicas do material, um mddulo de elasticidade
E = 5.0, coeficiente de Poisson v = 0.3, para a for¢a na diregao X1, px, = 2.

e, para o comprimento L indicado na figura { 6.1 ], 2 unidades de
comprimento.

Avaliando-se os métodos através da figura [ 6.2 ] que apresenta os
desvios percentuais dos resultados da tabela [ 6.1] em relagdo a solugéo
analitica observa-se que os maiores desvios ocorreram para o Método
das Descontinuidades de Deslocamentos, sendo em torno de 10% para
pontos préximos aos vértices da placa. A formulagao direta do Método
dos Elementos de Contorno e 0 Método da Superposigao apresentaram
resultados muito precisos. A formulagao indireta do Método dos elemen-
tos de contorno apresentou regularidade de comportamento em pontos
afastados dos vértices da placa, desviando-se da solugédo analitica nos
pontos préximos aos vértices. Nota-se que os pontos mais préximos do
vértices apresentaram, para o elemento constante, desvio em torno de



X2 analitica DMEC IMEC IMEC lin SUP MDD
-1.75 0.7280 0.7280 0.6799 0.7988 0.7283 0.8024
-1.25 0.7280 0.7280 0.7136 0.7596 0.7279 0.7354

-0.75 0.7280 0.7280 0.7241 0.7416 0.7281 0.7077

-0.25 0.7280 0.7280 0.7280 0.7354 0.7283 0.6965

0.25 0.7280 0.7280 0.7280 0.7354 0.7281 0.6965

0.75 0.7280 0.7280 0.7241 0.7416 0.7280 0.7077

1.25 0.7280 0.7280 0.7136 0.7596 0.7281 0.7354

1.75 0.7280 0.7280 0.6799 0.7988 0.7283 0.8024

TABELA 6.1: Placa quadrada - deslocamentos na diregao X1
face paralela a X2

7%, com aproximagao inferior da solu¢do analitica e, para o elemento
linear descontinuo, em torno de 10%, com aproximagao superior da
solugao analftica.
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FIGURA 6.2: Desvio percentual da solugdo analitica para a tabela 6.1
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Na figura [ 6.3 ] apresenta-se os desvios percentuais dos resultados da
tabela [ 6.2 ], onde pode-se observar o mesmo tipo de comportamento
anterior, com os maiores desvios, partindo-se do ponto central da face
analisada em direcdo ao vértice da placa, foram apresentados pelo
Método das Descontinuidades de Deslocamentos. No ponto mais
préximo ao vértice o desvio aproximou-se de 20%. A formulagao indireta
do Método dos Elementos de Contorno mostrou, no mesmo ponto,
desvio em torno de 12% com aproximagao inferior para o elemento
constante e 10% com aproximagao superior para o elemento linear

X1 analitica | DMEC IMEC IMEC | SUP MDD

0.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.38 0.1365 0.1365 0.1288 0.1473 | 0.1366 0.1498

0.75 0.2730 0.2730 0.2564 0.2958 0.2731 0.3000

1.256 0.4550 0.4550 0.4212 0.4987 0.4551 0.5043

1.75 0.6370 0.6370 0.5644 0.7127 0.6372 0.7514

TABELA 6.2: Placa quadrada - deslocamentos na dire¢ao X1
face paralela a X1

¢

Desvio — %

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X1/L

FIGURA 6.3: Desvio percentual da solugao analitica para a tabela 6.2
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descontinuo. Os melhores resultados foram obtidos com a formulagao
direta do Método dos Elementos de Contorno e com o Meétodo da
Superposigéo.

A figura { 6.4 ] apresenta os desvios percentuais das forgas de superficie
da tabela [ 6.3 ] . Pode-se observar um comportamento bastante regular
de todos os métodos partindo-se do ponto central em diregao ao vértice
da placa com excegdo do Método da Descontinuidades de Deslocamen-
tos, que tornou-se muito preciso a partir do terceiro ponto considerado.
Quanto & formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno, a

X1 analtica {| DMEC IMEC | IMECIin SUP MDD

0.00 0.6000 0.6000 | 0.6195 0.5991 0.5998 0.7000

0.38 0.6000 0.6000 | 0.6112 0.5968 | 0.6000 0.4000

0.75 0.6000 0.6000 0.6260 0.5887 0.5999 0.6000

1.25 0.6000 0.6000 0.6494 0.5696 0.6005 0.6000

1.75 0.6000 0.6000 0.5431 0.5639 0.6000 0.6000

TABELA 6.3 Forgas de suFerﬁ’cie na diregao Xz
face paralela a X1
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FIGURA 6.4: Desvio percentual da solugao analftica para a tabela 6.3
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aproximagao do vértice da placa, conforme resultados anteriores, desviou
os resultados em torno de 10% para o elemento constante. Os demais
desvios ficaram em torno de 5%.

(x1;x2) | analtica | DMEC IMEC IMEC lin SUP MDD
0,0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 0.0000
1;0 0.3640 0.3640 0.3647 0.3690 0.3642 0.3472
0;1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0001. | 0.0000

0.5,0.5 0.1820 | 0.1820 0.1811 0.1864 0.1821 0.1768

1.1 0.3640 0.3640 0.3570 0.3786 0.3642 0.3658

1.5;1.5 0.5460 0.5460 0.5213 0.5841 0.5462 0.5799

TABELA 6.4: Deslocamentos na dire¢ao X1

(x1;x2) | analitica | DMEC IMEC IMEC lin SUP MDD

0;0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0000

1,0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0:1 0.0000 0.0000 0.0049 0.0049 0.0000 0.0154

0.5;0.5 0.0000 0.0000 0.0034 0.0034 0.0000 0.0095
1;1 _0.0000 0.0000 0.0062 0.0062 0.0001 0.0168

1.5;1.5 0.0000 0.0000 0.0067 0.0067 0.0000 0.0217

TABELA 6.5: Deslocamentos na diregéo X2
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(x1;x2) | analtica | DMEC IMEC IMEC lin suP MDD
0,0 20000 | 20000 | 1.8900 | 20500 | 2.0000 | 2.0622

05,05 | 20000 | 20000 | 1.9850 | 2.0550 | 2.0000 | 2.1000
01 | 20000 | 20000 | 1.9530 | 2.0880 | 2.0000 | 2.2000
1,0 20000 | 20000 | 20010 | 20310 | 20000 | 2.0000
11 20000 | 20000 | 1.9730 | 20720 | 20000 | 2.1000

1.5;1.5 | 20000 | 2.0000 | 1.9490 | 21300 | 2.0000 | 22000

TABELA 6.6: Tensao oxi

(x1;x2) | analitica | DMEC IMEC | IMEC iin SuP MDD
0;0 0.6000 | 0.6000 | 0.5651 | 0.6502 | 0.6000 | 0.7234

05,05 | 0.6000 | 06000 | 05698 | 0.6458 | 0.6001 | 0.7000
0;1 0.6000 | 0.6000 | 0.5821 | 0.6299 | 0.6000 | 0.7000
1,0 0.6000 | 0.6000 | 0.5787 | 0.6475 | 0.6001 | 0.7000
1;1 0.6000 | 0.6000 | 0.5726 | 0.6362 | 0.6001 | 0.7000

1.51.5 | 06000 | 0.6000 | 05330 | 0.6207 | 0.6004 | 0.8000

TABELA 6.7: Tensao ox2

(x1;x2) | analitica | DMEC IMEC | IMEClin | SUP MDD
0;0 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.5,0.5 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0074 | 0.0100 | 0.0001 | 0.0000
0;1 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | -0.0001 | 0.0000
1;0 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
11 0.0000 | 0.0000 | 0.0266 | 0.0400 | 0.0000 | 0.1000

1.51.5 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0676 | 0.0833 | 0.0001 | 0.2000

TABELA 6.8: Tensao Txix2
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As tabelas [ 6.4 ] a [ 6.8 ] apresentam deslocamentos e tensbes em seis
pontos do dominio da placa, todas confirmando os comportamentos
anteriores dos métodos.

PLACA TRACIONADA COM ORIFICIO CIRCULAR CENTRAL

X1

L]

L

FIGURA 6.5: Placa quadrada com orificio central

A placa apresentada na figura [ 6.5 ] estd submetida a tragao uniforme na
direcao X1 e possui um orificio circular central.

Esta estrutura teve sua quarta parte discretizada, utilizando-se suas
condigbes de simetria. Nesta discretizagdo, os eixos de simetria foram
considerados como parte do contorno.

Para andlise dos deslocamentos e tensdes no dominio considerou-se
uma regiao limitada por um anel de raio interno L5 e raio externo L
(Timoshenko, Goodier, 1980 ), onde L é o comprimento indicado na figura
[65].

As formas de discretizagao do contorno e aproximagao das variaveis sao
as mesmas utilizadas para a placa quadrada sob forga biaxial.



44

Em todos os testes foram utilizados oito nés funcionais nas faces da placa
paralelas a X1 e X2, sete sobre os eixos de simetria e nove sobre a porgéo
do contorno correspondente ao orificio. As formulagdes direta e indireta
do Método dos Elementos de Contorno sofreram alteragéo no numero de
nés funcionais devido a utilizagdo do né duplo, conforme citado na
aplicagao anterior.

Os resultados obtidos foram comparados a solugao analitica do problema
( Timoshenko, Goodier, 1980 ). Os pontos do dominio correspondem a
um angulo de 45°, dentro dos limites do anel acima citado. Para avaliagao
dos deslocamentos no contorno considerou-se, como solugao analftica,
resultados da placa sem orificio, analisando-sé pontos afastados do
ponto de tangéncia do anel ao contorno da placa.

Adotou-se, como caracteristica do material, um médulo de elasticidade
E = 5.0, cosficiente de Poisson » = 0.3, para a forga na diregao X4, p = 1.0
e, para 0 comprimento L indicado na figura [ 6.2 ], 4 unidades de
comprimento.

A tabela [ 6.9 ] apresenta as for¢as de superficie na diregdo X1 do
contorno da placa, para a face paralela a X2 sobre o eixo de simetria. Os
desvios percentuais em relagao a solugao analitica estao na figura [ 6.6 ].
O comportamento mais regular foi apresentado pela formulagéo direta do

X2 analftica | DMEC IMEC IMEC lin’ SUP MDD
0.75 -1.5185 | -1.4491 | -1.8280 | -1.3880 | -2.4300 | -1.6000

1.25 -1.1184 | -1.1217 | -1.0980 | -1.2620 | -0.8246 | -1.2000

1.75 -1.0508 | -1.0678 | -1.0500 | -1.1480 | -1.1400 | -1.1000

225 -1.0283 | -1.0365 | -1.0130 | -1.1161 -1.1640 | -1.1000

275 -1.0182 | -1.0146 | -0.9858 | -1.1000 | -1.0320 | -1.1000

3.25 -1.0127 | -0.9928 | -0.9382 | -1.0740 | -0.8676 | -1.0000

TABELA 6.9: Forgas de superficie na diregao X1 da
face paralela a X2 sobre o0 eixo de simetria
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FIGURA 6.6: Desvio percentual da solugao analftica para a tabela 6.9

Método dos Elementos de Contorno e, o mais irregular, pelo Método da
Superposigao.

Os resultados da tabela [ 6.10 ] sdo apresentados, em relagdo aos
desvios percentuais da solugéo analitica, na figura [ 6.7 ], onde podem
ser observados desvios em torno de 5% e 10% para todos os métodos.
Neste gréafico, assim como no anterior, pode-se verificar uma melhora de

X1 analitica | DEMEC IMEC IMEC lin SUP MDD

1.25 0.2500 0.2380 0.2356 0.2289 0.2530 0.2391

1.75 0.3500 0.3372 0.3288 0.3335 0.3235 0.3407

2.25 0.4500 0.4365 0.4233 0.4384 0.4415 0.4448

275 0.5500 0.5363 0.5170 0.5436 0.5176 0.5530

3.25 0.6500 0.6361 0.6072 0.6495 0.6213 0.6686

3.75 0.7500 0.7359 0.6867 0.7580 0.7657 0.8062

TABELA 6.10: Deslocamentos na diregao X4
face paralela a X1
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FIGURA 6.7: Desvio percentual da solugdo analitica para a tabela 6.10

resultados, com relagao as formulagoes indiretas, para pontos préximos
aos vértices da placa quando foi utilizado o elemento linear descontinuo
na formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno. Nova-
mente, 0 comportamento mais irregular foi apresentado pelo Método da
- Superposigao.

Os resultados mostrados na tabela [ 6.11 ] estdo, em relagéo aos desvios
percentuais da solugao analitica, indicados na figura [ 6.8 ] e representam
os deslocamentos na diregcao radial u, . Pode-se observar 0 compor-
tamento muito irregular do Método da Superposigao, que chegou a

R analitica DMEC IMEC IMEC lin SUP MDD
0.60 0.0962 0.0967 0.1018 0.0920 0.1425 0.0800

1.00 0.1025 0.1034 0.1053 0.1006 0.1208 0.0932

2.00 0.1563 0.1579 0.1556 0.1549 0.2063 0.1549

3.00 0.2200 0.2232 0.2191 0.2206 0.2211 0.2213

4.00 0.2881 0.2913 0.2845 0.2879 0.2737 0.2936

TABELA 6.11: Deslocamento radial ur para @ = 45°
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FIGURA 6.8: Desvio percentual da solugéo analftica para a
tabela 6.11

apresentar desvio préximo a 50% em um dos pontos analisados. A
formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno apresentou
desvios em torno de 5% nos primeiros pontos analisados, tanto para o
elemento constante quanto para o linear descontinuo e regularizou-se em
seguida. O Método das Descontinuidades de Deslocamentos apresentou
apenas dois pontos com desvios superiores a 10%, com o0s demais
pontos situando-se, também, em 5%. Os melhores resultados foram os da
formulagéo direta do Método dos Elementos de Contorno.

R analtica | DMEC IMEC IMEC lin SUP MDD
0.60 0.1528 0.1594 0.1254 0.1845 0.0530 0.2500

1.00 0.3750 0.3818 0.3357 0.3778 0.2243 0.5000

2.00 0.4688 0.4745 0.4605 0.4646 0.4571 0.5500

3.00 0.4861 0.4911 0.4789 0.4873 0.4561 0.5500

4.00 | 0.4922 0.4973 0.4785 0.4910 0.5072 0.5500

TABELA 6.12: Tensdoorpara 0 =45°
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As tabelas [ 6.12 ], [ 6.13 ] e [ 6.14 ] apresentam as tensdes calculadas
em pontos do dominio para um angulo de 45° e sao, respectivamente, os
resultados da componente normal da tensao na dire¢do radial o, , da
componente normal na diregao circunferencial o9 e da componente
cisalhante 8 . Os desvios percentuais correspondentes estdao nas
figuras [6.9),[6.10]e[6.11].

R analtica | DMEC IMEC IMEC lin SUP MDD
0.60 0.8472 0.8608 0.7630 0.8923 0.6262 1.0500

1.00 0.6250 0.6336 0.6231 0.5834 0.6557 0.7000

2.00 0.5313 0.5385 0.5259 0.5078 0.5463 0.5500

3.00 0.5139 | 0.5199 0.5100 0.5025 0.5147 0.5500

4.00 0.5078 0.5095 0.5066 0.5121 0.4714 0.5500

TABELA 6.13: Tensaooggparaf =45°

R analitica | DMEC IMEC IMEC lin SuUP MDD

0.60 -0.4711 -0.5091 -0.4116 | -0.5446 | -0.5575 | -0.5500

1.00 -0.6563 | -0.6916 | -0.6716 | -0.6974 | -0.6870 | -0.8000

2.00 -0.5098 | -0.5780 | -0.5878 | -0.5888 | -0.5723 | -0.6500

3.00 -0.5266 | -0.5315 | -0.5437 | -0.5341 | -0.5346 | -0.5500

4.00 -0.5183 | -0.5072 | -0.5154 | -0.5075 | -0.4979 | -0.5500

TABELA 6.14: Tensaorwparad =45°

Observando-se a figura [ 69 ] ( o ), verifica-se os grandes desvios
apresentados pelos métodos da Superposicdo e Descontinuidade de
Deslocamentos. As maiores regularidades foram apresentadas pela
formulagdo direta do Método dos Elementos de Contorno e pela
formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno com elemento
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FIGURA 6.9: Desvio percentual da solugao analitica para a
tabela 6.12

‘linear descontinuo onde, excluindo-se o primeiro ponto da formulagao
indireta, os desvios nao foram superiores a 5%.

Afigura [6.10] ( o ), confirma o comportamento irregular do Método
das Descontinuidades de Deslocamentos e do Método da Superposigéo ,
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FIGURA 6.10: Desvio percentual da solugdo analftica para a
tabela 6.13
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ficando os demais com desvios nos pontos iniciais em torno de 10%,
diminuindo para os demais pontos.

Os valores de 19 estdao na figura [ 6.11 ], onde pode-se observar
desvios em torno de 15% para os pontos iniciais de todos os métodos. O
Método das Descontinuidades de Deslocamentos apresentou desvios
ainda maiores.
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FIGURA' 6.11: Desvio percentual da solugao analitica para a
tabela 6.14

Os resultados desta aplicagdo mostraram uma alteragao de compor-
tamento do Método da Superposigao em relagao a aplicagao anterior. No
presente caso, este método apresentou comportamento muito irregular,
com grandes desvios da solugao analitica. Da mesma forma, os demais
métodos apresentaram desvios maiores em relagao & placa sujeita a forga
biaxial mas, devido & sua grande regularidade anterior, o Método da
Superposigao destacou-se. '

CILINDRO DE PAREDE ESPESSA

O cilindro de parede espessa apresentado na figura [ 6.12 ] esta
submetido a uma pressao interna uniforme e foi analisado em estado
plano de deformagao.
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Re

FIGURA 6.12: Cilindro de parede espessa sujeito a pressao interna
uniforme

Para esta andlise, 0 contorno foi discretizado em sua quarta parte, onde
os eixos de simetria foram considerados como parte do mesmo.

Esta discretizagdo foi feita, exceto para o Método da Superposigao,
através de elementos retos e os tipos de aproximagdo das varidveis
utilizadas sobre estes elementos foram:

Formulagao direta do Método dos Elementos de Contorno ( DMEC )
. aproximagao linear ( elemento linear )

Formulagao indireta do Método dos Elementos de Co'ntorno (IMEC)
. aproximag&o constante ( elemento constante )

Método das descontinuidades de Deslocamentos ( MDD )
. aproximagao constante (elemento constante)

Para todos os métodos foram utilizados vinte e oito nés funcionais sendo
cinco sobre as partes dos eixos de simetria pertencentes ao contorno
considerado e nove sobre as partes circulares. Estes nés, no caso da
formulagdo direta do Método dos Elementos de Contorno, foram
acrescidos de oito devido a consideragao de descontinuidade de
condigbes de contorno.
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A pressao interna constante foi considerada p = 2N /mm? , oS raios interno
e externo, respectivamente, 10mm e 20mm. Para caracteristicas do
material utilizou-se um médulo de elasticidade E = 20000N /mm® e coefi-
ciente de Poisson » = 0.2.

Os resultados obtidos foram comparados a solugéo analitica do problema
( Lin, 1968 ), utilizando-se um angulo de 45° e pontos do dominio onde
foram avaliados o deslocamento na diregao radial v, e as tensdes
normais na diregao radial (o ) e circunferencial ( o5 ).

A seguir, apresenta-se as tabelas e gréficos de desvios percentuais
correspondentes aos resultados.

Os desvios percentuais dos resultados da tabela [ 6.15 ] constam da
figura [ 6.13 ]. Os métodos que mais aproximaram-se da solugao analitica
foram a formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno e o
Método da Superposigdo. O Método das descontinuidades de Des-
locamentos apresentou 0s maiores desvios.

Os valores da tensdo o, estédo contidos na tabela [ 6.16 ] e a figura
[ 6.14 ] mostra os desvios percentuais dos mesmos em relagao a solugao

R analitica DMEC IMEC SUP MDD
10.00 1.84 1.84 1.85 1.86 -
12.00 1.63 1.56 1.64 1.65 1.77

- 14.00 1.48 1.41 1.49 1.51 1.62
16.00 1.38 1.41 1.39 1.42 1.52
18.00 1.32 1.27 1.33 1.37 1.92
19.00 1.30 - 1.3i 1.35 1.35
20.00 1.28 1.27 1.28 1.33 -

TABELA 6.15: Deslocamento ur para g = 45° ' 3
(os valores da tabela devem ser multiplicados por 10™)
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FIGURA 6.13: Desvio percentual da solugao analftica para a
tabela 6.15 ‘

analtica. O Método da Superposigdo manteve a regularidade apresen-
tada no gréfico anterior e, para esta tensdo, a formulagao direta do
Método dos Elementos de Contorno apresentou-se muito regular, com
desvios em torno de 3%. As maiores irregularidades ocorreram com a
formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno e o Método
das descontinuidades de Deslocamentos.

R analitica DMEC IMEC SUP MDD
10.00 -2.0000 -1.9823 - -1.9995 | -
12.00 -1.1852 -1.1725 -1.2274 -1.1862 -1.2000
14.00 -0.6939 -0.6852 -0.7330 -0.6942 -0.7000
16.00 -0.3750 -0.3693 -0.4033 | -0.3752 -0.3000
18.00 -0.1564 -0.1512 -0.1747 -0.1556 -
19.00 -0.0720 0.0032 -0.0887 -0.0712 -
20.00 0.0000 - 0.0000 -6.0001 -
TABELA 6.16: Tensao orpara@ = 45°
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Os resultados para atens&o oy S&0 apresentados natabela [ 6.17 ] e na
figura [ 6.15 ]. Os comportamentos do Método da Superposigéo e da

—=—
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|
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»
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_1 5 i
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FIGURA 6.14: Desvio percentual da solugao analitica para a
tabela 6.16

formulagao direta do Método dos Elementos de Contorno foi mantido em
relagdo ao gréfico anterior. A formulagdo indireta do Método dos
Elementos de Contorno apresentou variagdes de até 4% e o Método das
Descontinuidades de Deslocamentos foi © mais irregular.

R analitica DMEC IMEC SuP MDD
10.00 3.3333 3.3133 - 3.3245 -
12.00 25185 2.5071 2.4226 25139 2.8000
14.00 2.0272 2.0176 1.9670 2.0239 2.3000
16.00 1.7083 1.6998 1.6727 1.7069 1.9000
18.00 1.4897 1.4799 1.4763 1.4895 -
19.00 1.4054 - 1.4019 1.4068 -
2000 | 1.3333 - . 1.3384 -

TABELA 6.17: Tensdoosparad = 45°
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FIGURA 6.15: Desvio percentual da solugéo analitica para a
tabela 6.17

CAVIDADE CIRCULAR EM MEIO INFINITO

Neste exemplo, foi analisada a cavidade circular em meio infinito sujeita a
pressao interna constante (figura [ 6.16 ]).

As formas de discretizacdo do contorno e as aproximagdes utilizadas
para as varidveis sao idénticas as do cilindro de parede espessa da
aplicagao anterior. O numero de nés funcionais foi de trinta e seis em
todos os casos e o contorno foi discretizado integralmente. ‘

Adotou-se, para caracteristicas do material, um médulo de elasticidade
E=21., um coeficiente de Poisson » = 0.1. Para a pressao interna uniforme
foi utilizado p = 15 e 0 raio do circulo igual & 10 unidades de comprimento.
Os resultados obtidos foram comparados a solugéo analitica do problema
( Sokolnikoff, 1956 ), utilizando-se um angulo de 45° e pontos do dominio
e s&o apresentados a seguir.

Os resultados obtidos para os deslocamentos radiais u, em seis pontos
do dominio da cavidade circular estdo contidos na tabela [ 6.18 ]. Os
desvios percentuais em relagdo a solugdo analitica estdo na figura
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FIGURA 6.16: Cavidade circular em meio infinito

[ 6.17 ], onde pode-se observar a regularidade de todos os métodos,
com o maior desvio em torno de 3%. Os resultados mais préximos a
solugao analitica foram apresentados pelo Método da Superposigao.

A figura [ 6.18 ] apresenta os desvios percentuais das tensdes normais
radial e circunferencial o € 0s que, para este caso, obedecem a relagao
or = —og . Pode-se observar a confirmagéo de comportamento de todos

R analitica DMEC IMEC SUP MDD
10.00 7.8571 - 8.1176 78574 | -
12.00 6.5476 6.4856 6.7670 6.5478 6.7212
15.00 5.2381 5.1885 5.4136 5.2382 5.4181
17.00 4.6219 4.5781 4.7772 4.6216 4.7787
20.00 3.9286 3.8914 4.0660 3.9287 4.0591
22,00 3.5714 3.5377 3.6911 3.5700 3.6886

TABELA 6.18: Deslocamento ur para @ = 45°
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FIGURA 6.17: Desvio percentual da solugao analitica para a
tabela 6.18

os métodos em relagdo aos resultados anteriores com excegdo do
Método das Descontinuidades de Deslocamentos, que mostrou desvios

em tormo de 4% para alguns pontos.

R analitica DMEC IMEC SUP MDD
10.00 -15.0000 - - -15.0000 -
12.00 -10.4167 -10.3160 -10.7700 -10.4200 -10.6000
15.00 -6.6667 -6.6036 -6.8900 | -6.6670 -6.9000
17.00 -5.1903 -5.1411 -5.3640 -5.1900 -5.4000
20.00 -3.7500 3.7 45 -3.8760 -3.7500 -3.9000
22.00 -3.0992 -3.0698 -3.2030 -3.0990 -3.2000

TABELA 6.19: Tensbes or = -0v paraf = 45°
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7
CONCLUSAO

De acordo com os resultados apresentados nos itens anteriores, algumas
observagbes sobre o comportamento dos métodos testados podem ser
feitas:

Formulagao direta do Método dos Elementos
de Contorno

A formulagdo direta do Método dos Elementos de Contorno apresentou
resultados coincidentes com a solugao analitica do problema no caso da
placa quadrada sujeita & carga biaxial e pequenos desvios percentuais |
nos demais casos. Os maiores desvios ocorreram para a placa quadrada
com orificio central e ficaram em torno de 5%. De acordo com os testes
realizados esta formulagéo apresentou o melhor comportamento.

Formulacao indireta do Método dos
Elementos de Contorno

Quanto a formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno, as
maiores irregularidades ocorreram com as aplicagdes cujos contornos
ndo eram suaves. Foram os casos da placa quadrada sujeita & forga
biaxial e da placa quadrada com orificio central. Conforme pode-se
observar nos resultados obtidos, os valores determinados no contorno
em nés funcionais préximos a partes do mesmo com descontinuidades
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em suas normais afastaram-se da solugéo analftica. Segundo Jaswon e
Symm ( Jaswon, Symm, 1977 ), isto ocorre devido & forma da fungéo
harménica que possui seus valores prescritos nestas partes do contorno.
Estas fungbes possuem derivadas infinitas em magnitude nestes locais e,
quando isto ocorre, torna-se dificil a determinag&o precisa de seus
valores nestas regides. Com o intuito de minorar este efeito e verificar o
comportamento do método proximo a estas regibes, as duas placas
foram analisadas, também, utilizando-se o elemento descontinuo, com o
deslocamento do né funcional que estivesse localizado em pontos de
normal descontinua. A melhora de resultados mais significativa ocorreu
para a placa com orificio central, em relagéo aos deslocamentos na face
paralela ao eixo X2.

As aplicagbes de contornos suaves, casos do cilindro e da cavidade
circular em meio infinito, apresentaram comportamento bastante regular,
embora as variaveis destes casos s6 hajam sido aproximadas de forma
constante. Os desvios maximos apresentados foram de 4%. A utilizagao
do elemento linear descontinuo nao apresentou vantagens para estes
casos, uma vez que dobrava o numero de nés funcionais pois, cada um
deles, passava a fazer parte de uma regido de normal descontinua, sendo
transformado em né duplo.

Método da Superposicao

Conforme pode ser observado nas aplicagbes, o Método da
Superposi¢ao apresentou resultados iguais. & solugdo analitica para os
dominios simplesmente conectados ou seja, para a placa quadrada
sujeita a forga biaxial e para a cavidade em meio infinito.

Quanto aos demais exemplos, este método apresentou resultados muito
préximos da solugao analitica para o caso do cilindro de parede espessa.
Para a placa com orificio central observou-se um comportamento muito
irregular do método, com resultados muito afastados da solugéo analftica.
De acordo com os testes executados, 0 problema parece residir na
cﬁagéo do contorno congruente ac contorno real, uma vez que 0 método
nao apresenta problemas de singularidade. O fornecimento de um Unico
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valor para o par@metro D, que cria © contorno congruente, distorce-o de
tal forma a resultarem valores com desvios de até 100% em relagéo a
solugao analitica. Utilizou-se, entao, obedecendo-se aos critérios citados
por Burgess e Mahajerin ( Burgess, Mahajerin, 1984 ) para escolha deste
par@metro, valores diferentes para 0 mesmo, de acordo com a parte do
contorno envolvida. Os resultados apresentados para o cilindro e para a
placa com orificio central foram obtidos com este critério ou seja, foram
fornecidos dois paré@metros para a criagao do contorno congruente, Dy ©
D: , de acordo com a parte do contorno considerada. Obteve-se uma boa
resposta no caso do cilindro, em cujo contorno predominavam as formas
circulares. No caso de placa com orificio central, de contorno mais
irregular, houveram desvios de até 35%, conforme pode ser verificado nos
graficos apresentados.

Método das Descontinuidades de
Deslocamentos

O Método das Descontinuidades de Deslocamentos apresentou o
comportamento mais irregular em relagdo a solugdo analitica dos
problemas analisados.

De acordo com Crouch e Starfield ( Crouch, Starfield, 1983 ), melhores
resultados estdo vinculados a uma discretizagdo com um numero maior
de pontos nodais. Como, no presente trabalho optou-se por um nimero
fixo de nés funcionais para todos os métodos em cada aplicacéo feita, os
resultados foram analisados através destes nés. Sob este aspecto, o
Método das Descontinuidades de Deslocamentos apresentou, em relagao
aos demais métodos testados, as maiores irregularidades.

‘Sugestoes

Apds estas observagbes, algumas sugestdes de estudos sobre as
formulagdes indiretas e os tipos de problemas aqui apresentadas podem
ser feitas. ‘
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Quanto & formulagéo indireta do Método dos Elementos de Contorno,
sugere-se 0 estudo dos dominios multiconectados com discretizagdo
integral do contorno e com a insergao de condi¢bes de simetria, sem
a inclusdo dos eixos em relagdo aos quais a simetria ocorre como
parte do contorno.

Da mesma forma, as sugestbes em relagdo ao Método da
Superposigao estao relacionadas aos dominios multiconectados e
referem-se a criacao do contorno congruente ao contorno real, a
discretizagao totai do contorno real e a utilizagéo de condigbes de
simetria sob a forma acima citada.

Em relagéo ao Método das Descontinuidades de Deslocamentos,
- sugere-se a utilizagdo de aproximagbes de ordem superior para
descrever as variaveis.

Testes com a formulagdo direta hipersingular do Método dos
Elementos de Contorno.



Apéndice 1
EQUACOES GOVERNANTES DA

TEORIA DA ELASTICIDADE

ELASTICIDADE PLANA

Considere-se um corpo elastico isotrépico, em relagao & um sistema de
coordenadas cartesianas x;, com i=1,2. A equagao diferencial de
equillbrio para um elemento infinitesimal no interior do corpo sera ( Telles,
1983 ):

o +b=0 ' (A1.1)

onde oy s80 as componentes do tensor de tensdes e by as componentes

das forgas de volume. As derivadas sao indicadas por uma virgula. Assim,
tem-se

As condigbes de equillbrio de momentos conduzem a
oij = oji
Considerando-se conhecidas as componentes do tensor de tensdes em

um ponto, as forgas de superficie que agem num plano que contenha o
ponto podem ser escritas como



pi = aijnj - (A1.2)
onde n; representa os cossenos diretores da normal ao plano.

Sob a agéo de forgas, o corpo é deslocado de sua posig¢ao original. Se a
posicdo de um ponto P na configuragdo inicial do corpo é x e, na
configuragao final, xi+u; , u; representa as componentes de deslocamento,
sendo uma fungao continua de x;. Para deslocamentos cuja primeira
derivada seja tao pequena de forma a tornar os termos quadréticos e os
produtos de suas derivadas despreziveis, as deformag¢des poderao ser
representadas pelo tensor infinitesimal de Cauchy:

oy = 5 () + Uy )(A13)
Para um material eléstico isotrépico, a relagao tensao-deformagao poderé
ser expressa através da lei de Hooke como

v
1—v

a|1=?.Ge|j+2Gv ekk O (A1.4)

onde G € o mbédulo de elasticidade transversal, v é o coeficiente de
Poisson e é;; 0 simbolo do delta de Kronecker, assumindo os valores ;=1
para i=j e ¢&;=0 para i=#j. Utiizando-se 0 médulo de elasticidade
longitudinal £, pode-se escrever

- E
T2(1+v)

G

Substituindo-se a equac;éo [A1.3] naequagdo [ A 1.4] e o resuitado na
equacao [ A 1.1 ], obtém-se a equagao de Navier sob a forma

Ukkj+by=0 (A1.5)

G
Gt T3

A equagédo [ A 1.5 ] é a equagao diferencial governante para problemas
bidimensionais de elasticidade.
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As equagbes de [ A 1.1 ] a [ A 1.5] sdo vélidas para o estado plano de
deformagdo. Pode-se utiliza-las, também, para o estado plano de tenséo,

substituindo-se o coeficiente de Poisson » por 7 = - : .
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Apéndice 2

SOLUCAO FUNDAMENTAL

Considerando-se " um meio eléstico infinito e " & uma distancia infinita
(figura [ 1.1]), a solugao singular para a equagao de Navier corresponde
a solugdo de Kelvin. As expressdes de deslocamentos e forgas de
superficie fundamentais serao, para problemas bidimensionais de elas-
ticidade em estado plano de deformagao ( Telles, 1983 ):

uﬁ(&x):——s-;?{—_;—)—a—[(3—4v)lnr 6|j—r,;r,]] (A21)

pii (§x) = -m [((1-2v) &jj +2f,if,j)—g% - (1=)(rinj-rym) J(A22)

onde ujj e pjj representam, respectivamente, os deslocamentos e forgas de
superficie na diregdo j do ponto x, denominado ponto campo, devido a
uma carga concentrada unitéria aplicada na diregdo i do ponto ¢,
denominado ponto fonte. A disténcia entre os pontos fonte e campo é
representada por r = r (¢£x). As derivadas de r em relagao as coordenadas
do ponto campo x sao:

r=vrrn
n=xi(x)=xi(&) (A23)
ar ri

hi= axi ( X) N
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Para a utilizagao das equagdes [ A 2.1 ] e [ A 22 ] em casos de estado

v
1+v

plano de deformagéo, substitui-se » por v =

X1

Figura A2.1: Regido genérica Q* + I'* contendo o corpo ©
+ I com as mesmas propriedades elasticas.




Apéndice 3

FORCAS DE SUPERFICIE
CONSTANTES SOBRE UM
SEGMENTO FINITO EM UM

SOLIDO ELASTICO INFINITO

O problema de forgas de superficie constantes px, =Px, € px, = Px,
aplicadas sobre um segmento finito | x; | =a, x2 = 0 em um sélido elastico
infinito podera ser resolvido através da integragao da solugdo de Kelvin
para o estado plano de deformag&o. Esta solugéo é expressa pela fungao
( Crouch, Starfield, 1983 )

g(x1,x2)= —Tn—(::—)—ln (x?+x§)‘/2 (A3.1)

. O segmento em questao (| x| sa, x2=0) é dividido em elementos de
comprimento dt e a forga resultante sobre um elemento centrado em
x1=£E@x2=08era

Fi(§)=Pid (A3.2)

onde i representa x; ou xx ( figura [ A3.1 ] ). Substituindo-se x; porx; - £ e
integrando-se o resultado em relacdo a £ entre -a e a
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X2
Fi§) = Pid§
Px2
pi = P
Px1 __
X =
a a
Figura A3.1 : Integragao da solugao de Kelvin

a
f(xuxe)=[g(x -&x2)dE (A3.3)
. -8
tem-se
f(xixz) = _47:_(1_—1/_5_ [xa(arctan x1xfa ~ arctan x1x-12-a ) ...

—(x-a)ln [(x1 —a)2+'x§]vz +0q+a)in [(x1 +a)2+x§]V2] (A3.4)

Para construgéo das solugdes do problema (desiocamentos e tensdes)
ser@o necessarias as derivadas da fungao f(xix2). Estas derivadas sao
apresentadas a seguir:

fxs = ﬁ [n[on-a@+8]%-m[(x+a?+8]"]  (A35)
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1 X2 X2 : '
f,X2= —m [arctan X1 — @ — arctan X1 + 8 ] (A3.6)
1 X2 X2 .
Xy = - A3.7
Foxix 4n (1-v) [ (x1-aP+x8  (xy+a)+x8 ] ( )

1 [ Xy —8a X1 +8 ] (A3.8)

Fxixy = = fixaxp = (1) L (n-a)@+23 ) (x1+8)%+8

g [ (m-af-8 (n+af-2B ]
[

fixgxax = = hxgxyxy =
X{X2X2 X1X¢X 4n (1-v) (x1—8)2+x§]2 [(x1+a)2+x§]2

(A39)
] ~ 2x> [ Xy —a X +a ]
MoXoXe = T |X1X1X2= A (11— 2 - 2
(1-v) [(x1—a)2+x§] [(x1+a)2+x§]

(A3.10)

As equagbes de [ A3.1 ] a [ A3.10 ] sao, também, utilizadas para construir
a solugéo de problemas de descontinuidade de deslocamentos constante
sobre um segmento finito no plano x; x2 de um sélido elastico infinito.
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