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CAP[TULO |

INTRODUCAO

I.1- MOTIVACAO:

Recentemente, o método da Relaxagdo Dindmica, tem
despertado acentuado interesse em diversas &reas da
engenharia, principalmente com o advento de computadores

com arquitetura vetorial/paralela.

0 RD, como é& comumente chamado, €& especialmente
atrativo para problemas com nao linearidade fisica e
geométrica acentuada, que incluem pontos limites ou regides

com caracteristicas pouco rigidas.

Em muitos casos, © numero de iteracgdes para se
obter a convergéncia pode ser elevado, porém o fato de ndo
necessitar armazenar, nem decompor uma matriz de rigidez
faz com que este método seja de facil programagio e requer
pouca memdria. Além disso, o coédigo gerado é facilmente

vetorizado e paralelizado.

Esta combinagdo pode resultar num método de
solugdo eficiente, tanto para problemas lineares como néo

lineares.



I.2.- ORIGEM DO METODO

O método RD originou-se do método de 22 ordem de
Richardson , desenvolvido por Frankel [22] em 1950.
Frankel estudou a equivaléncia formal do algoritmo de
Richardson ([23] de equagdes de 12 ordem dependentes do
tempo e sugeriu a extensdo a uma solugao do algoritmo
equivalente a uma equagdo de 22 ordem dependente do tempo.
Para isto, Frankel fez a primeira conecgdoc com a dinédmica.
Entretanto, a primeira utilizacdo deo método computacicnal
estrutural dindmico, com vistas a melhorar o RD apareceu
como tendo sido feita por Cassell [25] ou Welsh [24], que
introduziram a idéia de densidade ficticia (massa).
Rushton [26] fez a primeira aplicagdo a problemas nio

lineares.

O nome "Relaxacdo Diné&mica" surgiu no inicio dos
anos 60 e fol dado por A.S.Day [21], gue através de uma
aproximagdo nao usual conseguiu desenvolver um novo método
para resolver problemas elasticos a partir de problemas de
propagacadode onda. Foi por este caminho que o método
chegou ao calculo feito entre 1958 e 1960 da correnteza do

rio Tadmisa no mar do norte.

No problema da determinagdao dos efeitos das
cheias nas cabeceiras dos rios, solugdes analiticas séo
impossiveis devido a configuragdo n&do analitica do rio e
aocs termos ndo lineares das equagdes hidraulicas, embora

métodos graficos possam ser usados, como o método das



caracteristicas. Em 1956 Hansen [27] desenvolveu o método
de diferengas finitas para o cdalculo do rio Ems, usando
diferenga central no tempo e espago. O método parece
aplicavel a varios problemas que envolvam as equacgdes de
Laplace amortecida ou ndo amortecida , onde as equagdes tém

forma certamente ndo linear.

Estas publicagdes representam o comego do
interesse dos engenheiros no DR, e da idéia para a obtencgio
de uma solugdo estatica a partir de uma soclugdo de andlise

transiente.

1.3.- REVISAO BIBLIOGRAFICA:

Conforme visto, o RD foi comparado a outros
métodos iterativos; com isto, a literatura da relaxagao
dinamica se expandiu bastante e os pesquisadores comecaram

a se preocupar em aperfeigoar o método.

Otter [10} em seus estudos, introduziu um método
alternativo para computadores digitais que utilizava as
equagdes de diferengas finitas do continuo elastico, para
calculos com precisdo aceitavel das tensdes e deslocamentos
gerados pelas tensdes primarias (pressaoc de gas e
gradientes de temperatura) em reatores de concreto
protendido utilizados como vasos de presséo. Ha alguns
anos, as tensdes eram obtidas usando a teoria de cascas,

porém, foi wvisto que, a configura¢doc ndo analitica das



condi¢des de contorno e o carregamento, muitas vezes faziam
com que esse calculo, naao resultasse em aproximacgdes

satisfatdérias.

Papadrakakis [12] desenvolveu um procedimento
automatico para avaliar oS parametros de iteracdo
usados na relaxagao dindmica, aplicados a problemas com
ndo linearidade fisica e geométrica e fez comparacdes
com o método dos gradientes conjugados e com o método

direto.

Recentemente, Petr Rericha [141] estudou a
historia do carregamento o6timc no tempo para analise ndéo
linear por relaxagao dindmica, no qual as forgas de inércia
desempenham um papel significativo na fase inicial do
movimento antes do decréscimo devido ao amortecimento. Em
problemas envolvendo nao linearidades, ou seja, que
dependem da trajetdéria do material, o estado final
consolidado sera alcangado se for aplicado um carregamento
estatico proporcional. Ao mesmo tempo, aconselha-se o uso
de incrementos de carregamento para se chegar a uma

condicdo estacionaria.

Na referéncia [15] é apresentada a implementacdo
de elementos finitos isoparamétricos com integrag¢doc no
tempo por diferenga central para problemas com nhéo
linearidades em que o carregamento ¢ de natureza dindmica.
Este esquema de integragdo é explicito, e condicionalmente

estavel, mas pode ser muito atraente para analise de



transientes de curta duracgao.

OQutro aspecto importante é que na aproximacao
usual dos elementos finitos, a matriz M deralmente néo
aparece na forma diagonal, por este motivo foli introduzida
uma aproximacdc diagonal, obtida da matriz de massa

consistente, para tornar o esguema viavel.

Desta maneira, a relaxagdo dindmica foi evoluindo
e outros autores como [1, 6, 17, 19] trabalharam no sentido
de tornar o RD mais eficiente e para isto aceleraram as
solugdes, de modo que o métodeo pudesse ser comparavel as

solugdes diretas.

I.4,- ORGANIZACAO DA TESE:

Neste trabalho sera feita uma abordagem
computacional dos algoritmos de relaxag¢do dindmica

adaptativos através do método dos elementos finitos.

No capitulo II, & apresentada a relaxagao
dinadmica, as suas diferentes formas e a sua evolugdo, assim

como os algoritmos desenvolvidos no presente trabalho.

No capitulo III, sao discutidos com detalhes a
implementagdo computacional do programa, bem como a

apresentacdo do elemento finito implementado, a formulacgédo



nido-linear e as equagdes constitutivas consideradas.

No capitulc IV, mostram-se varios exemplos nos
quais sera discutida mais detalhadamente a eficiéncia dos

métodos utilizados.

Finalmente no capitulo V, apresentam-se as

conclusces deste trabalho.



CAPITULO I

ALGORITMOS ADAPTATIVOS DE RELAXACAO DINAMICA

II.1- PRELIMINARES

Considerando-se a equagdo do equilibrio dindmico,
proveniente da discretizacdo pelo método dos elementos
finitos

MU+ CO + KU =F (II.1)

onde M, C e K sao respectivamente as matrizes de massa,
amortecimento e rigidez; F o vetor de forgas externas
(carregamento), e U, ﬁ e ﬁ' sdo os vetores de deslocamentos
nodais, velocidades e aceleragdes.

A solucgao numérica desta equacdc dinamica (II.1l), &
obtida a cada incremento de tempo, fazendo-se que para um
determinado tempo relativamente pequeno, a resposta

transiente desaparega, obtendo-se a solugdo permanente, que

€ a proépria solugao estatica.

A relaxagdo dinamica, portanto, estd associada a

solugdo do sistema

KU = F (II.2)



como resultado final do problema do transiente dindmico
(II.1), se M e C sdo diferentes de 2zero, da-se origem a
relaxacgdo hiperbdélica, onde a solugdo €& obtida diretamente
de (II.1), como mostrada na figura(II.l.a). No caso de M
igual a zero e C diferente de =zero, o problema é

completamente viscoso

CU + KU = F (II.3)

e apresenta convergéncia assintética como se pode ver na

figqura (II.l.Dh).

l.a- Relaxag¢do Dinamica



u/u,

i
0 02 04 06 08 10

(b)

———

1.b- Relaxagao Viscosa

figura(II.1l) Convergéncia dos Métodos

Em ambos os casos as derivadas dos deslocamentos
em relagdo ao tempo sdo aproximadas por diferencgas finitas
e as equagdes (II.1l) e (II.3) sdo integradas ao longo do
tempo até que a solugdo estaciondria seja alcancada com

U= 0eU-=0.

As matrizes M e C sdo escolhidas artificialmente
na forma diagonal para que sua inversdo seja imediata e
conduza a solugdo com o© menor nimero de iteragdes

possiveis.
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A solugdo exata da equagao homogénea do problema
dindmico

..

MU+ KU =0 (II.4)
tem a seguinte forma

U = acosit + bsenat (II.5)
enquanto que a solugdc homogénea do problema viscoso

CU + KU =0 . (II.6)
tem uma forma exponencial

U = ae . (II.7)

Quando se deseja uma andlise estatica em regime

elastoplastico, as matrizes M e C, do problema dinamico,
devem ser escolhidas o© mais préximo possivel do
amortecimento critico da estrutura para que nao ocorranm
oscilagdes que reduzam os efeitos elastoplasticos
artificiais. J& esta inconveniéncia ndo acontece quando se

tem o casc viscoso visto que neste a convergéncia é

assintoética.
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II,2- ALGORITMOS ESTUDADOS

~ A
II.2,1- RELAXACAO DINAMICA HIPERBOLICA

Na relaxacdo dindmica as equagdes do movimento
(II.1) sao resolvidas usando as férmulas de diferencga

central:

U P = ( ['Jn+1/z _ {In-l/Z ) / At

n 1 ( [']n-uz + ['Inu/z )

As egquagdes que serdo resolvidas para analise
estatica sdo as equagdes estaticas do equilibrio dadas por:
int ext

F>° = F (II.8)

ext

onde F™ e F
{1 b1

., sdo respectivamente as forgas nodais
internas e externas do né I, na i-ésima direcgéo. Sendo
que, a solugdo de (II.8) & obtida como sendo uma solugdo

amortecida das equag¢des do movimento (II.1l).

0 algoritmo explicito de diferenga central requer
uma escolha apropriada do intervalo de tempo, sob a
penalidade de se obter uma solugdo instavel. Assim, para
achar-se uma maneira adequada para estabelecer o valor de
At utilizam-se estimativas do tempo de propagacdo de ondas

no meio em que & feita a analise.
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O tempo de percurso de uma onda na menor dimensio
discretizada do meio fornece, aproximadamente, uma

estimativa do menor periodo de vibracdo natural.

Considerando-se meios elasticos isotropicos
podem-se desenvolver formulas semi-empiricas para estimar o
valor de At. Uma vez que as ondas dilatacionais se

propagam mais rapidamente do que as cisalhantes, segundo

referéncia [17)}, pode-se chegar a seguinte expressao
pratica:
. V// p (1 +v) (1 - 2v)
= ’
At = 7/ L ET =) (II.9)

Onde p é a massa especifica, E o médulc de elasticidade
longitudinal, v o coeficiente de Poisson, L" a menor
distadncia entre ndés adjacentes e ¥’ um coeficiente de
ajuste menor do que um. Um valor adequado para ¥‘!, quando
elementos parabdlicos sdo usados, é de 0,45. Contudo se os
elementos forem lineares, 7y’ pode ter o seu valor adotado

entre 0,9 e 1 de acordo com [17].

Neste trabalho o valor do At foli escolhido igual
a unidade. Com o auxilio da egquagdo (II.9), obtem-se o
valor de p (densidade de massa do elemento), de modo que
esta relagdao garante a estabilidade do operador de

integracao.

Outro fator importante é a matriz de massa, que

funcicna como um pré-condicionador e deve ser escolhida de
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maneira a minimizar o nuimerc de passos para a convergéncia.
Esta matriz pode ser escolhida de diferentes formas, porém
neste trabalho optou-se pela massa proporcional aos termos
da diagonal da matriz de massa consistente. Uma descricgao
mais detalhada sobre a matriz de massa sera apresentada no

capitulo III.

Varias maneiras foram discutidas [11, 15 e
outros] para escolha do amortecimento C, porém no

presente trabalho foi escolhido como seque:
C = 2W (II.10)

onde W] ¢ a menor frequéncia participante do sistema.
Frequéncia esta que & determinada a cada passo usando a

aproximagao do quociente de Rayleigh dado a seguir:

U U K
il 4171l

2 —
W = g (I1.11)
i i1 il

Onde K € a diagonal aproximada da matriz de rigidez cujos

termos s&o estimados a cada passo por:

K.:I _ [ F:r;t,n _ F:rI\t,n—l ] / [At g 1z ] (II.12)

Observa-se, que para o caso da matriz KiI for menor do que

zero faz-se esta igual a zero.



14

Finalmente, o algoritmo de relaxagdoc dinamica

proposto neste trabalho € apresentado no diagrama 1.
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INICIALIZAGAO
At = 1.0
AF = F/NINCR
= M. . AF
il ix
0 _ At "
i1 - 2 Vi
° = 0.0

para N = 1 , NINTER
n N NE T
¥ =F -3 J‘Beaedv

e=1

o = o =1
1 2
se nao
n_ int,n _ int,n~-1
Ke = L F, o 17 1 at
2 i 8D il
W1 =
il 1l T il
cC =2 W1
o = 2 - C At o =
1 2 + C At ! 2
n+t/2 _ o Un-1/2 + o AtUPD
il 1 11 2
Ul;HI-‘l = Un + At Un+1/2
CONTINUE

Diagrama 1

Tn-1/2

UlI ]
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II.2.2- RELAXACAO VISCOSA

Este tipo de relaxagdo que na literatura &
conhecida como iteracgdoc de Jacobi, tem na equacéo (II.3) a

velocidade aproximada por diferengas finitas por:
. t+At t
U= (U -U ) /At

e chega-se a seguinte expressao:

utBt — gt - At L L (F - rUY (II.13)

ou equivalente

t+At ¢

U = U + AU (IT.14)
sendo

AUt = - At ¢t oyt (II.15)
onde y' é avaliado por:

vt = F - ;E 5B .o, av,_ (I1.16)

e=1

Da mesma maneira que na relaxacdo dindmica, a
escolha dos parametros é fundamental para o bom desempenho

do método.
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Depois de observar que a cada iteragac ocorrem
variagdées AU similares, e gque as variagdes do residuc eram
pequenas, diversos autores chegaram [6,17] a conclusao de
que era possivel acelerar o processo periddicamente fazendo

um ajustamento da magnitude na direcdo do vetor AU; assim:

U =U " + aAU (II1.17)

Onde « pode ser associado a um vetor W de forma que

minimize a equacgao (II.7)
W, oy(Uut) = o (II.18)
Assim sendo, W é escolhido como:

W = AU (II.19)

que resulta na sequinte equacdio:

AUT p (Ut 4 wau) = -AUT (kUMY ¢ kAU - F) = 0 (II.20)
ou:
T t-At
o =80 - ¥ (U ) (II.21)
AU K AU

Derivando-se a equagdo (II.6) em relagdo ao tempo obtém-se:

C A(AU) + K AU* = 0o (II.22)
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e sabendo-se que:

c AUt = yuh (II.23)

ten-se a equacdao:

- (auh)" . aut

(AUY) . A(AU )

(II.24)
Este valor de a« é& comparado a cada iteracio, de
maneira a introduzir uma corregado, gquando dois valores

subseqientes ndo diferem mais do que 20 a 30%, ou seja:

< 0.2 ou 0.3

‘ Aot

0 intervalo de tempo (At) feoi inicialmente tomado
igual a unidade, e <caso ocorra alguma divergéncia no
processo, que é constatado pelo crescimento das normas de ¥
e de AU, propde-se corrigir o seu valor. Assim, o©

intervalo de tempo At é& atualizado fazendo uma ponderacio

entre a norma wt e wt-At, como segue:
t-At
At = | ¥ I . At (II.25)
t
| v |

Com isto, tem-se certeza de que At serd menor do
gue At, entretanto tal fato ndo garante a convergéncia.
Assim, a cada vez dque ocorrer wt > wbﬂt, nova corregao
devera ser feita, até que a solugdo seja obtida. Em [5 e

outros] constatou-se que a adogdo de um coeficiente

dividinde a equagdo (II.25) diminui o numero de corregdes
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necessarias para se obter a convergéncia da solugdo.
Notou~se que um coeficiente igual a 2 conduzia a valores

adequados para At, assim a equacgdo (II,25) ficara:

t-At
At = —l"”—t—l— . At (II.26)
2 | v |

0 amortecimento C, é escolhido como sendo a

diagonal da matriz de rigidez.

Desta forma, o algoritmo de relaxagdo viscosa

apresentado neste trabalho serd mostrado no diagrama 2.
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INICIALIZACAO
At = 1.0
AF = F / NINCR
para N = 1, NINCR
2 = 0.0
AU, =U /(N - 1) eUt=Ut+AU0 p/ N > 1
F' = AF . N
th-At[=IFNI

para J = 1, NINTER
NE

t N T

¥y = F §=1I Be o, dv

AUt = At oyt

aceleracgido da solugao

ot = -aU" AU s (aUT A(AD) )
Ao = at _ at—At
se |-A¢ l <= TOLS
o
o t t-At t
entac U =10 + oAU
sendo U' = Ut'm + AUt

Verificagdo da convergéncia

t t
se l_iL_L__ <= TOLF ou I_ég_i_ <=

TOLD entdo pare

| 7| [ U° |
Atualizacgdo do intervalo de tempo
Selwt|>|wt—ﬂt|
entao
t-At
ae =LY L g
2 | ¥ |
CONTINUE

Diagrama 2
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CAP{TULO 1II

I11.1.- SISTEMA IMPLEMENTADO

A implementagcdc de um sistema computacional esta
inteiramente relacionada com o método numérico utilizado.
Neste trabalho o método da relaxagdo dindmica é aplicado a
anadlise de estruturas discretizadas por elementos finitos

isoparamétricos 3-D com variado numerc de pontos nodais.

0 sistema foi implementado em um computador IBM
4381 no Nucleo de Computagdo Eletrénica da UFRJ,
utilizando-se da 1linguagem Fortran 77 disponivel neste

equipamento.
A seguilr serdo descritos os varios médulos em que

se divide o programa sem , no entanto, descer ao nivel de

rotinas.

MODULO I

Neste médulo é feito o© dimensicnamento do vetor de

trabalho, que & utilizado para o armazenamento das
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variaveis. O programa implementado faz uso de uma alocacgdo
dindmica das variaveis de modo a se obter a otimizacgdo do
espago na memoria. Neste procedimento hd uma realocagdoc de
determinada Area na memdéria ocupada por variaveis do vetor
de trabalho que Jj& nao sao de interesse para a fase
seguinte de processamento. Para que possam ser armazenadas
diferentes variaveis no vetor de trabalho faz-se o uso de

apontadores que indicam as posigdes destas variaveis.

MODULO II

Nesta etapa sd80 realizadas a leitura e a
impressdo dos dados, tais como:
a) Tipo de andlise ( Estatica ou Dinédmica ):
b) Caracteristicas topoldgicas ( coordenadas e
incidéncias);
¢c) Condigdes de contorno;
d) Tipo de relaxagao ( viscosa ou hiperbdlica );
e) Tipo de formulagao (linear, fisica,
lagrangeana total, lagrangeana atualizada);
f) Modelo do material ( isotrépico 1linear ou
elasto-plastico );
g) Caracteristicas dos materiais ( mdédulo de
elasticidade, coeficiente de poisson ,etc ):
h) Forgas aplicadas.

Durante todo este preocesso da leitura dos dados é
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feita uma critica de modo a evitar o processamento com
dados inconsistentes. Erros, tais como a duplicidade de
nés ou de elementos, sdoc identificados e 1impressas
mensagens num argquivo apropriado, indicando o tipo de erro

e o local do mesmo.

Ainda neste médulo ¢ calculado ¢ numero de

equagoes.

MODULO III

Nesta etapa calculam-se os vetores de rigidez, de
massa, as forgas internas e externas a nivel de elemento e,
sd&o introduzidas as condigdes de contorno, de maneira que,
ao final, estes vetores possam ser espalhados nos seus
respectivos vetores globais de rigidez, de massa, de cargas

externas e de forgas internas.

MODULO IV

Finalmente a integrac¢do das equag¢des ndo lineares
do movimento € feita utilizando-se os algoritmos de

relaxagao dindmica, dos guais obtem-se os deslocamentos.

Assim, neste 1udltimo médulo do programa séo
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impressos os valores dos deslocamentos e das tensdes
encontradas na solucdao do problema, bem como os valores de
outros parametros importantes que variam de acordo com ©

tipo de analise.

III.2.- ELEMENTO DE SOLIDO

0 procedimento basico na formulagdo dos elementos
finitos isoparamétricos [2], expressa as coordenadas do
elemento e o0s deslocamentos com as mesmas fungdes de

interpolagio, usando o sistema de coordenadas naturais do

elemento.
Considerando um elemento tridimensional,
tem-se:
q
X = ZIH‘Xi
i=1
q
y = Zhi.yi (III.1)
i=1
q
zZ = h .z

Onde X, y e 2z sado as coordenadas de qualguer

ponto do elemento, e %, v e zZ

; ; AR B PRRRRPT s40 as
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coordenadas dos g nés do elemento. As fungdes de
interpolagao h1 sdo definidas no sistema de coordenadas
naturais do elemento, que tem varidveis r, s e t que variam

de -1 a +1.

Seja o elemento tridimensional com o© numero de
nés variando entre 8 a 20, como mostra a figura (III.1l); as

fungdes de interpolagdao sao:

h =9 -(9,+9,+9,) /2

h, =9, - (g, +9,+9,) /2

+g9_) /2

=3
Il

(s}
|

e}

+
10 g

11 19

h4 = g4 - ( gll t g12 + g20 ) / 2
hS = g5 - ( ng + gl& + gl? ) / 2
h6 - gl‘:'n - ( g13 + g14 + ng ) / 2

14+gl‘5+g19)/2

h, =9, - (9, . +t9 +9,,) /2

hi =9, para j = 9, , 20

g, = 0 ,para os nés que nao foram incluidos
g =G (r,r )6 (s,s )G (t,t )
¢ (B ,B )=—(1+pp ) parapg =11
G (B ,B )=1(1-§8) para B = 0



figura (III.1)

Considerando a geometria do elemento
tridimensicnal de acordo com as fung¢des de interpolacéce
(ITI.1) gue, os elementos podem ter contornos curvos sendo
esta uma vantagem importante sobre as coordenadas
generalizadas da formulagdo <classica do método dos
elementos finitos. Outras vantagens importantes s&o a
possibilidade do elemento ter qualguer numero de ndés entre

8 e 20, e de transformar-se elementos prismaticos ou

&
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tetraédricos, como mostrado na figura (III.2).

1,2,3,4,910,11,12

figura (III.2)
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Os deslocamentos sdo interpolados da mesma

maneira que a geometria, isto é:

Onde u, v e W sdao os deslccamentos do elemento em
qualquer ponto do elemento e u, v. ew, t= 1,....,4q, sao

os deslocamentos correspondentes do elemento nos seus nés.
Para avaliar a matriz de rigidez e as forgas
internas de um elemento, € necessario calcular a matriz de

transformagao deformagdo-deslocamento, isto é:

£ =Bu (III.3)

=
]

J B' D B dv (III.4)
v

Onde D € a matriz tensdo-deformacdo para o material

isotrdépico dada por:

1 v v 0 0 0 ]
Ta “a
vl v 0 0 0
a a
D = gz v v 1 0 0 o |(z11.5)
a a
0 0 0 c 0 0
2a
0 0 0 0 c 0
2a
0 0 0 0 c
] Za” |
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onde a = (1L - v), b= (1 +v) ec= (1 - 2v)

Sabendo que a equac¢do que governa (II.1l) é obtida

usando o© principio dos trabalhos virtuais os ternocs

apropriados agora sao:

M=JNTp N dv (III.6)

¥

[BT " av (III.7)
¥

F* = JNT b dv + [ N' t ds (ITI.8)
v S

Onde p é a densidade de massa, b forga por unidade de

volume e £t forga por unidade de superficie.

O vetor de forgas de 1inércia €& obtido pelas
fungdes de forma da matriz M dada na equagdo (III.6). Esta
matriz ndo & diagonal e o esquema explicito exige que a

mesma seja diagonalizada.

Assim, a matriz de massa diagonal é dada por:

i i z o (III.9)

Onde Mfi € a matriz de massa consistente dada pela

equagao (III.4), e M é a matriz dada pela equacao que
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segue:

M= [-p dv (III.10)
v

Finalmente quando todos o©os termos da diagonal
tenham sido determinados, a matriz de massa total

diagonalizada serd obtida pelo somatdrio, i.e.,
M = M:" (III.11)

As expressoes (III.4), (III.e6), (III.7), (III.8)
e (III.10) podem ser calculadaspor integracgao numérica,
utilizando-se o método da quadratura de Gauss. Sendo que,
neste trabalho existe a possibilidade da utilizacgdo de até

quatro(4) pontos de integracéo.
III.3- ANALISE NAO-LINEAR

Quando se deseja analisar um problema ndo-linear,
com grandes deslocamentos, necessita-se de uma formulacgao
incremental efetiva. No presente trabalho foram

implementadas duas formulagdes incrementais:
A Lagrangeana Total e a Lagrangeana Atualizada.

Estas formulagdes encontram-se descritas enm
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detalhes em [2]. No presente texto faz-se apenas uma
mengao as etapas necessdrias a sua implementagdo e as

caracteristicas do modelo ndo-linear fisico empregado.

III.3.1- FORMULACAO LAGRANGEANA TOTAL

Nesta formulag¢do as variavels cinemdticas sdéo
referenciadas a configuracdao inicial, no tempo 0. Assim a

equagao do movimento fica:

J t.+At.S” 8t+At c %qv = t+AtR (III.12)
0 0 ij 0 ij
v
onde:
0
t+At __P ) t+At ]
0 ij t+Atp t+At 1, m mn t+At" I,n

e (III.13)

t+4t = 5 1 (t+Atu + t+At + t+Atu n t+dt )

071j 2 0 i,} 0 .1 0 k,i 0 k,j

Decompondo-se incrementalmente as tensées e as deformagdes,

respectivamente tem-se:

t+At _t
071y Osij + Osij (I1I.14)

t+At t
e =

oo OEIJ + Oelj (III.15)
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sendo que:

onde:

+ u + u u + u Lt}
0 1i,} 0 J,i 0 k,1 0 k,] 0 k,i 0k,j

u u
0 k,i 0 k,j]

Assim, usando a relacdoc de deformagdo:

t .
e = BL 0 (ITI.16)
0 (o]
onde
T
e=[ e e e 2e_ 2e 2e ]
0 0 11 0 22 0 33 o 12 Q 23 0 13
e
LT 1 t 1 2 .2 2 N N _N
G = [ u u u u’ ou, o u, ....u, u u ]
i 2 3 1 2 3 i 2 3

obtem-se a matriz de transformagdo deformagio-deslocamento

para o elemento tridimensional dada por:
t _t Lt
0BL = 0BLo + 0B1_1 (ITII.17)

onde:
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t
BL1 =
)

onde:

33

h 0 0 h 0
o 1,1 0 2,1
0 h 0 0 0
0 1,2
0 0 h 0 h
01,3 0 N,3
h h 0 h 0
01,2 0 1,1 0 2,2
0 h h h
01,3 0 1,2 0 N2
0 h h
| 01,3 01,1 0 2,3 0 'N,3 |
dh
h = k e uk _ t+At k
0 k,J aox j B
]
1 h 1 h 1 h 1 h ..
11 01,1 21 ¢ 1,1 "31 01,1 "11 0 2,1
h h 1 h 1 h e
12 0 1,2 "22 0 1,2 "32 0 1,2 12 0 2,2
h h h h -
i3 0 1,3 23 01,3 "33 0 1,3 13 0 2,3
A B C D
F G H I
| P L M N
{IIT.17b)
A= ( h h )

11 01,2 12 01,1
B=(1l h _+1 )

21 0 1,2 22 0 1,1
cC = h + 1 )

31 01,2 31 01,1
D = ( h 1 h )

11 0 2,2 12 0 2,1
E= (1 h 1 h )

31 0 N,2 32 0O N,1
F = {( h + 1 h )

12 0 1,3 13 0 1,2
G= (1 h + 1 h )

22 01,3 23 0 1,2
H= (1 h + 1 h )

32 01,3 33 0 1,2
= 112 ohz,a + 13 ohz,a )
J=(1 h + 1 h )

32 0 N,3 33 0 N,2
P = 11 oh1,3 + 13 uh1,1 )
L=(1 h + 1 h )

21 0 1,3 23 01,1
M= 131 oh1,3 + 33 0h1,1 )

(III.17a)
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h + 1 h
i1 0 2,3 13 0 2,1

+ 1 h
31 0 N,3 33 0 N1

Da mesma forma, no caso do problema ser nac-linear a matriz

transformagédo deformacdo-deslocamento fica:

o: ) o)
0
t = ta ~
JBa = o B o (III.18)
o) o) “BNL
-3 0 =
onde:
_ 0 0 .
01,1 o 2,1 0 N1
;Bm_=: uhLz ¢ 0 ohaz "'ohmz (III.18a)
0 1,3 0 0 0 2,3 OhN,3

[ ]
il

(III.18b)

A matriz de tensdes do 22 Tensor de Piola-Kirchhoff sera

dada por
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‘5 o o)
0
t = tx -
S = 6 5 o} (IIT.19)
a 0
o) & ‘5
- 0 =
onde:
o 11 012 013
;g = oSz 0522 o2 (III.19a)
s
o3 0" 32 0" 33
e
6 = o o o (III.19b)

e o vetor de tensdes do 22 Tensor de Piola-Kirchhoff sera:

tAT t t t t t t
S = ] (III.20)
0 0711 0722 0733 012 0 23 0713

Assim, a equacao do movimento apos as

decomposi¢gées incrementais fica:

C e se°av + *s  s.q “av
OVO ijrs O rs 0 ij oVO ij 0 'ij

_ t+Ae t 0
= R JOV 0Sij aer dav (ITT.21)
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t+dt _ _
Note-se que & er = aoe“, e gue 0S1j = Ocl_]rs ore"

A linearizagdo da equagdo do movimento é feita

usando as seguintes aproximacgédes:

s = C¢C e e de =24e
0 ij 0O ijrs O rs 0 1] o 1]
Desta maneira, obtem-se uma aproximagdo da equagdo do

movimento:

J c e ae°dv+J ‘s &7 %av
0V01jrsOrs 0 ij OVOij 0 'ij

= tbtp _ [ ‘s se Yav (III.22)
OV 0 ij O 1ij

Caso o} comportamento do material seja
elasto-pléastico, e desde que as deformagdes sejam pequenas

tais que:

tp _ _2 p! P
&=y /3 d,€, dget, <23 (III.23)

a equagdo do meovimento entdo sera dada por:

¢’ e se "av + ‘s sq ‘av
OVO ijrs 0 rs 0 ij OVO ij 0'1j
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= thtp [ ‘s se %av (III.24)
O, 0 i) 0 i}
v
onde ¢ & a matriz tensdo-deformacdoc elasto-plastica para
o material isotrépico com endurecimento, obtida usando o

critério de escoamento de Von Mises a qual tem a seguinte

forma:

[a 1 v t ot t ot t ot . t ot t ot ]

b BS 1105 B 1132215 - S115332 ’35115122_ Bsnszai_ BSIISIB

a t v t _t . t .t t .t t .t

b TP S, 5T BS S B8, S Bszzszsi_ RS, Sia

e | e T T LT T TR T
CcC =P a t.2 t .t t .t t .t
BB Sy RS S RS S, BS S,

1 t.2 t .t t. t

= - B's? st stips s

SIMETRICA 2 12, 1z Tzl

1 t.2 t .t

2~ B S23 Bsza 13

1 t.2
| E - B Sl3J

(III.25)
onde:
P = E a=1-v b=1- 2v
1+ v ' d
g -3 _1 1
2 taz 1+ 2 E Er 1 + v
¥ 3 E - ET E

Considerando o endurecimento, 1isotrdpico, a condigdo de

escoamento pode ser escrita no tempo 0 como:

tF(;S”, 'k) = o (III.26)

Onde a fung¢do acima, € usada para calcular os incrementos
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de deformagdes pléasticas

t
ae =" LA A (III.27)
] a's. .
0o ij
O incremento de tensdes sera dado por:
thtg _ts 4 4as (III.28)
0 1) 071 071
onde:
ds = ¢ (de -43da& ) (III.29)
O i) 0 ijrs 0O rs 0 rs

III.3.2- FORMULA¢KO LAGRANGEANA ATUALIZADA

Nesta formulagdo, derivada da formulagéao
Lagrangeana total, as variaveis cinemdticas sdo
referenciadas a configuracdo imediatamente anterior, no

tempo t. Portanto, a equagao do movimento fica:

J t+AtS 6t+At c tqv = t+AtR (III.30)
t t o] toij
v
onde:
t
t+At _p t teAt t
g =
tTLj t+Atp t+At 71, m mn t+At" j,n

e (TII.31)
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t+Atr t+At t+At
e u

t 1,] t §,i

Decompondo-se  incrementalmente tensdes

respectivamente tem-se:

t.+AtS _t

t =
sabendo que tSij =

t+At _t

€
t 1] t 1)

sendo que:

onde:

t+At t+At
u . )
t k,i t ok,
e deformacgdes,
(III.32)
(IIT.33)

Assim, para o elemento s6lido tridimensional, as

deformagdes ficam:

. 1
€11 T M t = (Cu, )+ (tu2,

€ u
22 t 2,2
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2

= + — +
E33 tu3,3 2 ((tui,a) (tu2,3) (tu3,3) )
t
€ - (u +u_ )} + 2 {u u +u u +u _u)
12 2 ‘t 1,2 t 2,1 2 't 1,1t 1,2 t 2,1t 2,2 t 3,1t 32
t
€ - (u +u ) + 1 (u _u +u _u +u _u.)
23 2 ‘t 2,3 t 3,2 2 't 1,2t 1,3 t 2,2t 2,3 t 3,2t 33

t 1

1
== + —=
E13 5 (tu1’3+tu3,1) > (u u +u u +u u_)

t 1,1t 1,3 t 2,1t 2,3 t 3,1t 33

Assim, usando a relagdoc de deformacdo:

t ~
e = 'BL 4 (III.34)
t t
onde
T
e= | e e e 2e_ 2e_2e ]
t t 11 t 22 t 33 "t 12 "t 23 Tt 13
e
LT 2 .2 N
= [ u u, u u u, u u u. u_ ]
3 2 3 1 3
tem-se entdo, a matriz de transformacgéo

deformagdoc-deslocamentoc para o elemento tridimensional dada

por:
[ h 0 0 h 0 T
t 1,1 t 2,1
0] thi’2 0 0] 0
0 0 h ] h
N 01,3 o N,3
B=| B, h 0 n 0 (III.35)
h h h
£ 1,3 t 1,2 t N, 2
0 h h
| t 1,3 t1,1 t 2,3 t N3 |
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onde

A matriz transformagdo deformagdc-deslocamento n&o-linear
tem estrutura semelhante a dada pelas matrizes
(IIT.18),(IIT.18a) e (IIT1.18b), contudo a mesma sera

referenciada no tempo t.

A matriz de tensdes de Cauchy sera dada por:

“t ol o}
t = t~ ~
T = 0 T 0 (III.36)
o o g
onde:
[ T T .. T T
11 12 13
2 = | T Tz 0 T (III.36a)
T T R
31 32 33
e
_ 0
6 = (III.36b)
e o vetor de tensdes de Cauchy:
t. T _ t t t t t t
STy T Ta T Ty Tyl (I1I.37)
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Assim, a equagéo do movimento apos as

decomposigdes incrementais fica:

t

C e Se'av + ‘t. &9 ‘av
tV t ijrs t rs t ij tv ij t 1]

= trbtp _ J ‘T s.e ‘av (III.38)
ty 1t 1)

Note-se que tS1j = tCUrstgrs
A linearizagdo da equacido do movimento é feita

usando a seguinte aproximacgo:

S C e s
t i t ijrs t rs t ij t ij

Desta maneira, obtem-se uma aproximagdo da equagdo do

movimento:
C e & e_th + tt & m tdv
tv t ijrs t rs t ij tv i) t ij

t+At

t t
= R - T s e
[tv 1) Ot ij

av (III.39)

Caso o comportamento do material seja
elasto-plastico, e esteja sujeito a grandes deformagdes,

emprega-se a formulagao Lagrangeana Atualizada com a taxa

de tensdes de Jaumann.
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J CEP e Seth+J tr antdv =
tvtljrstr‘s t ij tv ij t i

vlbtp J 'z se ‘av (III.40)
ty Mt i

onde ¢ é a matriz tensdao-deformagao elasto-plastica, que

tem a forma mostrada na matriz (III.24).

Considerando o endurecimento, isotrépico, a

condig¢do de escoamento pode ser escrita no tempo t como:

tF(trU, k) = 0 (III.41)

onde a fungdo acima, é usada para calcular os incrementos

de deformagdes plasticas

t
gef =% 2E (III.42)
t ij Bt’L'
1]

0 incremento de tensées sera dado por:

v
Bl =t + 't at + 't o dat + 't 'o at (III.43)
ij 1] 1] ip pi jrp pi

onde:

— - P
Gy = G (de de’ ) (ITI.44)
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No presente trabalho, conforme comentado
anteriormente, adotou-se um modelo elasto-plastico
utilizando o critério de Von Mises, apresentado por [11].
Considerou-se os efeitos do endurecimento (modelo bilinear)
tanto na formulagido Lagrangeana Total gquanto na Lagrangeana

Atualizada.
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CAPITULO IV

ANALISE DE RESULTADOS

Neste capitulo, sdo considerados varios exemplos,
os quais tém por objetivo o© estudo da precisdao das
relaxagdes, visando desta forma, a sua correta aplicacgao em

situagdes praticas.

Os resultados utilizados para comparagdo serviram
de base para uma avaliacao do desempenho e da

confiabilidade das diversas estratégias.

IV.1- VIGA TRACIONADA

Este estudo tem como finalidade comparar o
desempenho dos dois tipos de relaxagdes utilizadas, numa

andlise elasto-plastica.

A estrutura analisada ¢é uma viga simples
submetida a tragdoc, com duas polegadas de altura, seis
polegadas de comprimento e uma polegada de espessura; COmRoO
mostra a figura (IV.1l). Fol discretizada por uma malha de
3 elementos, com apenas 8 nés por elemento, tendo-se assim,
um total de 14 nods.

As propriedades fisicas do material sio:

Médulo de elasticidade E = 30.000 lb/pol2
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Coeficiente de Poisson v = 0,0 (tracdo pura)
Tensdao de escoamento Gy = 400 lb/pol2
Endurecimento Hi1 = 3.000 lb/pol2

Hz = 20.000 1b/pol®
Densidade de massa g = 30.000 1b sz/pol4

Os valores adotados para a densidade de massa p, neste e
nes outros exemplos que sequirdo, foram escolhidos de forma

a satisfazer a condigdo (II.9).

1 I 1

I 2 . 9 1 13 2501b
T | -

| i I

' | |

' | l

| ! I

| I |

G IR ¢ S Y UF-ER U N {1:

/,’ /,’ /,/ 250 1b
«“~ y 2 »
5 P ¥ i5 250 1b

Figura (IV.1l) - Malha Viga Engastada

Como foli mostrado na descrigdoc dos algoritmos, o
intervalo de tempo At para ambos os casos comega com ©
valor igual a 1.0, e na relaxagdo viscosa ele vai sendo

atualizado de modo a permitir um melhor condicionamento do
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algoritmo.

As  tolerédncias adotadas foram: 10'3, para
residuos; 10‘4, para deslocamentos; e 0,30 para aceleracgdo,
segunde sugestido de [6]. A carga foli dividida em
incrementos, de maneira que pelo menos um destes
incrementos esteja no regime elastico e um no

elasto-plastico.

0 problema foi analisado utilizando-se os dois
algoritmos aqui apresentados, porém na relaxacgdo viscosa
foi criado um artificio de maneira a que a andlise também
pudesse ser feita sem a atualizacdo do intervalo de tempo

At.

Desta forma surgem trés tipos diferentes de

analises:

a) Relaxagdo diné&mica hiperbdlica (RD):

b) Relaxag¢do viscosa sem atualizagio do At. Adotando um
valor inferior a um (1,0}, no caso o valor escolhido foi
0,4 (RV);

c) Relaxacgdo viscosa com atualizagdo do At (RVA).

Primeiramente, foi analisada esta viga com 5
incrementos e utilizando o© valor de Hz ©para o
endurecimento. A tabela (IV.1l) mostra o numero necessario

de iteragdes para a convergéncia em cada incremento.
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NINC RD RV RVA
1 32 56 45
2 27 1 1
3 25 1 1
4 24 1 1
5 29 113 171 * fase
Plastica
Total 137 172 219
Tempo 13 18 21
CPU(s)

Tabela (IV.1)

Como pode ser verificado na tabela (IV.1l) com a
relaxacdo dindmica RD, foram obtidos melhores resultados
apesar de gque nos primeiros incrementos esta tenha se
mostrado menos eficiente que os outros dois casos. Porén,
quando a estrutura comega a plastificar a RD mantem o seu
numero de iterag¢des praticamente constante o que néo

acontece com as outras duas relaxagdes.

A segquir foi mudado o endurecimento Hi, e
alterado o numero de incrementos, pois verificou-se que
para se chegar a convergéncia na relaxagdo viscosa seria
necessario um numero maior de incrementos de carga, o que
ndo acontece com a relaxagao dindmica que apresenta uma
excelente performance, convergindo com apenas um incremento.

A tabela (IV.2) mostra os resultados desta analise:
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NINCR RD RV RVA
1 32 56 46
2 27 1 1
3 25 1 1
4 24 1 1
5 23 1 1
6 22 1 1
7 21 1 1
8 21 1 1
9 26 71 123 * inicio
da fase
10 25 70 146 plastica
Total 246 204 322
av| 2 TR

Tabela (IV.2)

Como pode ser visto acima, as duas relaxagdes
tiveram um bom desempenho e verificou-se que ao contrario
do que aconteceu na analise anterior a RV precisou de um
nimero menor de iteragdes do que que a RD. Acredita-se que
o fato de se ter aumentade o numero de incrementos na fase

plastica tenha trazido beneficios a andlise.

Posteriormente analisou-se esta viga, porém com
elementos quadrédticos, semelhante & que sera apresentada no
seguinte exemplo, e fez-se uma analise nao-linear
geométrica testando os dois tipos de endurecimentos

implementados para investigar se haveria modificacdes no
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desempenho das diversas relaxagdes. Pode-se verificar que
o endurecimento isotrépico implicou em convergéncia mais
rapida para os trés tipos de analise. A tabela (IV.3)

apresenta estes resultados:

RD RV RVA
ENDUREC. T.L L.A T.L L.A T.L L.A
cinemat. |1.130]| 166+ * * 1.232+ *
istrop. [1.066] 505+ * * 2.499 *

Tabela (IV.6)

* ndo fol conseguida a convergéncia.

+ convergiu, para um valor ndo satisfatdrio.

IV.2- VIGA SUBMETIDA A FLEXA0O

Este exemplo consiste numa viga semelhante ao do
exemplo anterior, sé que submetida a uma carga de flexdo e
discretizada para o elemento sélido quadratico, i.e., com

20 nés por elemento, como mostra a figura (IV.2).
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Figura (IV.2) Malha Viga Engastada

As propriedades fisicas do material sido:

Médulo de elasticidade E 30.000 lb/pol2

i

Coeficiente de Poisson v 0,3

Densidade de massa p = 646.620 1b sz/pol4.

Este problema foi analisado pelos trés tipos de

relaxagcado anteriormente descritos, para as quais foi feita

uma andlise linear e a outra ndo-linear. Na analise
naoc-linear foram empregadas as duas formulacgdes
Lagrangeanas.

A tabela (IV.3) mostra o numero de iteracgdes

necessdrias para a convegéncia nesta viga, na qual

carregamento foi aplicado em apenas um incremento.
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ANALISE RD RV
LINEAR 554 2117
L.T 563 2888
L.A 560 2874

Tabela (IV.3)

Deve-se ressaltar que na solugdo utilizando o
algoritme de relaxagao viscosa, com atualizagdo do
intervalo de tempo At, nao se chegou a convergéncia, visto
que, pelo tipo da estrutura este problema se tornou mal
condicionado, fazendo com que o© At tendesse a zero e
consequentemente o residuc crescer muito. Por outro lado
pode-se ver que com a relaxagdo viscosa (para a qual foi
arbitrado um valor para o At) obteve-se convergéncia,
porém, com um numero muito elevado de itera¢bes para os

trés tipos de andlise efetuados.

Espera-se que talvez com uma melhor escolha do At

os resultados possam a ser mais satisfatorios.

A relaxagdc dinamica se comportou como era
esperado apresentando um numero de iteragdes relativamente
pequeno, se comparado com a outra relaxagao. Outro detalhe
importante & que o numero de iteracgdes foi praticamente da

mesma ordem para as trés analises.

Na figura (IV.3) mostra-se o comportamentc do

amortecimento C durante a andlise linear. Este parametro
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funciona como condicionador na solugdoc como visto no

diagrama 1.

0.30

(C)

o
A
O

o
-t
o

AMORTECIMENTO

IlIlIlIII|!II1I!II1[I]IIIIIII|

0.00 T T T
0.00 106.00 200.60 300.00 4—00[00 ~ 500[00 5001.00

NUMERO DE ITERACOES

Figura (IV.3) Comportamento do amortecimento C.

IV.3- CHAPA PERFURADA

Avaliou-se a sequir o problema classico de chapa
perfurada, submetida a tragdo uniforme nos bordos, a qual
foi discretizada numa malha de 35 elementos com 8 nds por

elemento totalizando na estrutura 96 nés , conforme



54

mostrado nas figuras (IV.4) e (IV.5).

8 mm

R 7771 S5mm

{Omm

Figura (IV.4) - Chapa Perfurada

As propriedades fisicas do material sio:

Médulo de elasticidade E 7.000 Kgf/mm2
Coeficiente de Poisson v = 0,3
Tensao de escoamento ay = 24,3 Kgf/mm2
Endurecimento H =0

Hz = 225 Kgf/mm>

Densidade de massa p = 30.000 Kgf sg/mm4.
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Figura (IV.5) - Malha Chapa Perfurada

Este problema fol analisado pelos trés tipos de
relaxagdo, em regime elasto-pldstico, e a <carga foi
dividida em 10 incrementos. 0Os resultados considerando-se
o material plastico perfeito e com endurecimento séo

apresentades nas tabelas (IV.4) e (IV.5) respectivamente.
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NINCR RD RV RVA
1 161 263 560
2 137 1 1
3 124 1 1
4 116 1 1
5 110 1 1
6 105 1 1
7 100 7 37 * inicio
da fase
8 103 124 140 plastica
S 103 152 321
10 125 527 608
Total 1.184 1.078 1.671

Tabela (IV.4)

Nestas tabelas foi observado que as diversas
relaxagdes apresentaram um numero de iteracdes mais ou
mencs da mesma ordem, sendo que foli percebida uma melhora
consideravel na andlise feita através da relaxagdo viscosa.
Acredita-se que esta melhora deve-se ao fato do At estar
bem préximo do intervalo de tempo o6timo da estrutura, que

sequndo [6], € de aproximadamente 0.52.
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NINCR RD RV RVA
1 161 263 560
2 137 1 1
3 124 1 1
4 116 1 1
5 110 1 1
6 105 1 1
7 100 7 37 * inicio
da fase
8 102 133 123 plastica
9 103 109 260
10 119 402 648
Total 1.177 919 1.633

Tabela (IV.5)

Para introduzir parédmetros de comparagao, estas
analises foram efetuadas por procedimentos incrementais
iterativos, wutilizando-se o© método de Newton~-Raphson
Modificado e com o método Quasi-Newton conhecido como BFGS.
A figura (IV.6) mostra esta comparagdo, na qual pode-se
observar que, em termos de deslocamentos, o método
Newton-Raphson Modificado e as relaxagbdes foram quase
iguais, embora, em termos de nimero de iterag¢des e de tempo
de CPU gasto no processamento, ndo seja possivel gqualquer
comparagdo, visto que, por este método foram necessarias
apenas 18 iterag¢des e 40 segundos para convergéncia, tempo
este, bem inferior ao tempo gasto pela melhor relaxagdo que

foi da ordem de 1.730 segundos.
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Figura(IV.6) Compotamento da relaxagao e outros métodos

Como este problema fol analisado anteriormente
usando nao linearidade fisica, fez-se uma nova rodada
usande nac linearidade geométrica, e foi descoberto que
usando a formulagao Lagrangeana atualizada a convergéncia
nao foi atingida com nenhuma das relaxagdes, embora com a
relaxagao dindmica, apdés ter feito os 10 incrementos
verificou-se que a mesma tinha convergido, porém para
resultados completamente diferentes dos que tinham sido
apresentados durante as andlises feitas com as outras
formulagdes. A tabela (IV.7) mostra o numero de iteragdes
necessarias para a convergéncia nas diversas relaxagdes com

as duas formulag¢des apresentadas nesta analise.
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NINCR T.LRD L.A T.LRv L.A T.EVA L.A
1 161 161 208 [(4.891( 341 *
2 138 7 2 3.972 4 *
3 125 9 2 * 4 *
4 118 7 2 * 15 *
5 113 4 11 * 25 *
6 106 6 22 * 41 *
7 104 4 58 * 65 *
8 103 82 61 * 193 *
9 106 12 126 * 279 *
10 115 171 316 * 603 *

Total|1l.18%] 463+| 908 * 1.570 *

Tabela (IV.7)

* Nao foi conseguida a convergéncia.

+ Convergiu para valores ndo satisfatdrios.

IV.4- CILINDRO ESPESSO

Este exemplo trata de um tubo de parede espessa

com raio externo de 200 mm e raio

sujeito a uma pressio interna, o qual foi discretizado numa

malha de 64 elementos

lineares,

resultando 162 nés na

estrutura como mostra a figura (IV.7).

interno de 100 mm,
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As propriedades fisicas do material sao:

Médulo de elasticidade E = 21.000 dN/mm2

Coeficiente de Poisson v = 0,3

Tensdo de escoamento UY = 24 dN/mm2
Endurecimento H =0

Densidade de massa p = 30.000 dN sz/mm4.

Figura (IV.7) ~-Malha Cilindro Espesso

A tabela (IV.8) apresenta, tanto a relaxacao
dindmica como a viscosa com um numero de iteracdes mais ou
menos da mesma ordem, O que nao aconteceu com relaxacgao
viscosa com atualizagdo do At. Entretanto, quando
comparados os resultados com processos iterativos que
utilizam o método de Newton-Raphson Modificado, a relaxacgéo
viscosa mostrou resultados mais exatos do que a relaxagio

dindmica, como descrito na figura (IV.8).
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NINCR RD RV RVA
1 1.039 1.476 2.694
2 940 15 1
3 847 1 1
4 792 1 1
5 750 1 1
6 716 1 1
7 688 1 1
8 664 1 1
9 642 1 1
10 623 1 1
11 604 1 1
12 615 393 353 * inicio
da fase
13 654 1.030 1.032 plastica
14 672 582 902
15 720 1.134 1.736
16 828 1.654 3.718
17 960 1.701 6.418
18 1.218 3.813 45,156
Total| 13.972 11.817 63.019
Tabela (IV.8)
Vale a pena lembrar, gue, como no exemplo
anterior, gquando foi feita esta compara¢dc, verificou-se

que em termos de numero de iteragdes e de tempo de CPU, ha
uma diferenga muito grande entre os métodos. Assim, temos

que, com o metodo NRM, foram necessdrias 27 iteragdes e 91
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segundos para a convergéncia, e para a relaxagdo due
apresentou melhor performance, um tempo de CPU de 5.700

segundos.

1.000 *
0.944 + *

0.889 *

0.833 s

0.778 - .

0.722 - »

G.667 -
0.611
0.556
0.500
D.444
0.389

0.333 «»xw» Relaxacac Dinamica

0.278 Newton—Raphson Modificado
0.222
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0.111 o
0.056
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0.000 0.050 0.100 0.150 0.200 0.250 0.300
Deslocamento ( mm )

xP ( dN )

Figura (IV.8) Comportamento dos métodos RD e NRM

Nas analises feitas c¢om relaxacdo viscosa
verificou-se que estas apresentam um nimero muito elevado
de iteragdes para convergéncia, principalmente para atingir
o primeiro incremento, onde hi a necessidade de um numero
muito grande de iterag¢des, e apdés este incremento até se
chegar & plastificagaoc da estrutura, se fez necessaria
apenas uma iteragdo por incremento. Isto se deve ao
esguema apresentado por [6] e descrito no diagrama 2, onde

sdo manipulados os deslocamentos depois do primeiro
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incremento de carga. Pode ser observado também, que a RV
apresentou um nuimero menor de iteragdes do que a RVA, isto
se deve a escolha deo At para este caso, pois apesar de
termos aplicado um At préximo do At dito como é6timo em [6],
foli verificado que, adctando valores inferiores a este, a
convergéncia se tornava mais rédpida. Apds a plastificacgio,
¢ numero de iteragdes por incrementc tornou-se muito
elevado, e no casc da RVA atingiu 1limites altissimos,
fazendo com gque esta analise fosse demasiadamente

ineficiente.
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IV.5- JUNTA TUBULAR

Apresenta-se uma junta tubular T,conforme figura
(IV.7), onde foi feita uma discretizagio com elementos de
sélido quadraticos, © que resultou numa malha de 204
elementos, com um total de 1281 noés, como mostra a figqura
(IV.8). Convém salientar que esta malha representa apenas

um quarto da junta, devido a dupla simetria.
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Figura (IV.7) - Junta tubular T
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As propriedades dos materiais sdo:
Médulo de elasticidade E = 21,0 tf/mm2

Coeficiente de Poisson v = 0,30

Densidade de massa ol 12.56 tf sz/mm4.

Primeiramente fez-se uma a analise linear, com os
trés tipos de relaxacdo, e mais uma vez foi viste que a
relaxagao viscosa com atualizagdo do intervalo de tempo naoc
apresentou resultados como ja tinha sido observado no
exemplo da viga a flexdo. Por este motivo a tabela (IV.8)

mostra apenas a analise feita sd com duas relaxagdes.

Esta tabela revela a necessidade que existe na
andlise de um problema mais complexo, de um numero bastante
elevado de iterag¢des, assim como, gasto excessivo de tempo

CPU.

METODO RD RV

Numere del ,5.026 85.283

iteracoes

Tempo

CPU (s) 133.951 267.456

Tabela (IV.8)

Para este caso, verificou-se também, o melhor
desempenho da relaxagdo dinadmica, embora, com altc consumo
computacional, mas com consideravel economia de memdria
central visto que neste sentido as relaxagdes tem grandes

vantagens.

Para introduzir um parédmetro de comparag¢io esta
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anidlise foli efetuada com o método dos gradientes conjugados
com precondicionador bloco-diagonal nodal e os resultados

sdo apresentados na referéncia [4].

A seguir fez-se uma analise nao-linar
geométrica desta  Jjunta, utilizando-se a formulagao

Langrangeana Total como apresentado na tabela (IV.9).

METODO RD RV

Numere del 34 g2g 95.433

iteracoes

Tempo

CPU(s) 199.475 351.893

Tabela (IV.9)

Estes resultados comparados com os da andlise
linear indicam que houve uma redugédo no numero de iteracgdes
para chegar a convergéncia, porém, houve um aumento do
tempo de CPU. Fol visto também que a relaxagdo dindmica
apresentou resultados melhores do que a viscosa conforme

verificado anteriormente.

IV.6- GRUPO DE ESTACAS

Este exemplo trata de um grupec de estacas
tubulares metalicas cravadas em uma argila puramente
coesiva com 45m de comprimento cada uma e tendo um espago
de 6ém entre elas, nas gquais ¢é aplicado um carregamento
lateral . Foi feita uma discretizacdo com elemento de
sélido linear, o que resultou numa malha de 1376 elementos

e 1938 nés conforme figura (IV.9).
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As propriedades dos materiais sdo:
Para o ago:
Médule de elasticidade E = 210,00 GPa
Coeficiente de Poisson v = 0,30
Densidade de massa p = 14.000.000.000
Para a argila
Moédulo de elasticidade E = ,05 MPa
Coeficiente de Poisscon v = 0,40

Densidade de massa p = 529.100,0 .

Neste exemplo, como no anterior, foi feita uma
andlise linear pelos trés métodos de relaxagdao, porém, como
ja acontecera, a relaxagdc viscosa com atualizagdo do
intervalo de tempo ndo convergiu, mostrando que para casos
em que é exigido um numero muito elevado de iteragdes este

esquema ndo pode ser aplicado.

METODO RD RV
Numereo del 44,236 37.270
iteracoes

Tempo

CPU(s) 120.864 305.635

Tabela(IV.1l0)

A tabela (IV.10) apresenta o numerc de iteragdes
necessarias para a convergéncia, que na relaxacg¢io dinadmica
ndo foi tdo elevado se comparado com o desempenho obtido
por [4], usando o método dos gradientes conjugados com
precondicionador bloco-diagonal. Cabe destacar que a maior

diferenga neste caso foi o tempo excessivo de CPU gasto
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pela relaxagdo para chegar ao resultado final. Ja a

relaxagdo viscosa teve um numero muito elevado de iteragdes

e de tempc de CPU.

Devido a dificuldades computacionais este estudo

nao foi extendido a andlise nao linear.
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CAPITULO V

CONCLUSOES

Este trabalho tem por objetivo examinar o
desempenho das relaxag¢bes aqui estudadas em aplicacgdes

estruturais pelo método dos elementos finitos.

Pode-se concluir gque as técnicas de relaxacao
dinadmica apresentam-se como alternativas simples para
andlise de estruturas, tante no regime linear como
elasto-plastico. Além disto , tem a vantagem de requisitar
reduzida memdria central, e sua programagido pode ser

totalmente vetorial.

Foram aqui estudadas +trés alternativas de
relaxagdo: a relaxagdo dinamica (hiperbdélica), a relaxacgdo

viscosa com e sem atualizagio do intervalo de tempo At.

A primeira, mostrou um comportamento robusto para
a solugdo de todos os tipos de andlises efetuadas neste
trabalho, apresentando resultados exatos gquando comparados
com outras solucgdes. Lamenta-se apenas, que o método tenha
convergéncia um pouco lenta, porém, esse obstaculo deve ser
superado gquando este algoritmo for implementadoc num
computador com arquitetura vetorial/paralela. Deve-se
resaltar que a wutilizacdo deste algoritmo na analise

ndo-linear pode-se tornar extremamente atraente.
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Na segunda relaxacdo, verificou-se que se esta
nido tivesse o esquema de acelerag¢doc proposto por [6,17], a
sua performance nao poderia se comparar com a relaxacdo
dindmica. Fol constatado também, que o uso da atualizagéo
automdtica do intervalo de tempo At ndao trouxe beneficios
para a solucdo nos diversos exemplos, porém gquando o At
adotado tinha um valor dgualgquer menor do gque um, O
algoritmo se comportava de uma maneira satisfatdria,
embora, o valor do At escolhido para as andlises ndo fosse,
talvez, o valor mais apropriado. outro fator importante
neste algoritmo de relaxagao viscosa € 0 esquema
apresentado por [6], que faz com gue a solugao tenha uma
convergéncia mais acelerada. Vale a pena lembrar que este
dispositivo é& de grande ajuda enquanto a estrutura se
encontrar na fase elastica, porém na fase plastica néo
apresenta a mesma valia, pois a convergéncia se mostra
bastante lenta, acarretando num grande numero de iteragdes.
Nao se produziu um algoritmo de relaxagdo viscosa robusto
como no caso anterior, mas pode-se obter solugdes de casos

especificos mais eficientes (membranas).

Devido a arquitetura do computador utilizado ndo
se obteve solugbées com melhor desempenho gque no
procedimento incremental convencional de analise ndao-linear
do métecdo dos elementos finitos (método Newton e

Quasi-Newton).

0 algoritmo de relaxagao viscosa ainda requer o

estabelecimento de um esquema de aceleracio satisfatorio.
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Resultados promissores neste sentido tem sido objeto de
diversas pesquisas, utilizando-se esquemas multigrid como

apresenados em [20].
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