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RES UMO

A finalidade desse trabalho & estudar superficies sin

gulares e ondas em misturas.

Estuda-se movimento de superficies e apresenta-se uma

definicao bem motivada de derivada-deslocamento.

Iniclalmente definem-se superficies singulares num ¢or
po tnico escrevendo-se és condigCes de compatibilidade cbtidas
de forma simples e intrinseca. Depois estende-se o estudo
para misturas e fazem-se duas aplicagoes para o caso de ondas de
aceleragao em misturas binarias de constituintes inertes em tem
peratura comum: cdleculo das veleocidades local de propagagao pa
ra tma mistura de um solide rigido e um £fluldo nao viscoso e

uma mistura de um solido elistico e um fluido nao viscoso.
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ABSTRACT

The aim of this work is to study singular surfaces

and waves in nixtures.

Surface moticn is studied and a well motivated

definition of displacement derivative is presented,

First, singular surfaces for a single body are
defined and the compatibility condlitions are obtained in a
way'that is direct and intﬁinsic. After, the stucdy is
ex£ended for mixtures and two applications are worked for
aceleration waves in binary mixtures of inext constituents
with common temperature: computation of the local velocities
of propagation for a mixture of a rigid sclid and a non
viscous fluid and a mnmixture of an elastic solid and a non

viscous fluid.
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Na fiIsica do continuo a palavra onda englcba uma gran-
‘de classe de fendmenos. @ualquer perturbagao que se propaga
com velocidade finita através de um meio pode ser considerada

como wna ondéa. :

As leis de propagagao de ondas estdo relacionadas com
a natureza da resposta de cada meio continuq. Elas mostram co-
mo o material reage, localmente e instantancamente, a uma peque
na mudanga ou impulso numa regizo delgada. Como a resposta de
um continuo geralmente & deserita por um conjunto de equagoes
diferenciais parciais nao lineares, a composigho dos pequenos e
feitos para um movimento do corpo como um todo & um problena §£
duo e dificil. Por isso, virios caminhos diferentes sdo estuda
dos para aproximar wn movimento de onda. No comum desses, € u-
sada a teoria das pequenas perturbacoes, deformagoes ou oscila-
goes: desprezamos os texnos nae lineares das equagoes diferen-
clais do movimento para produéir um sistema linear que pode sexr
visunalizado como um conjunto de osciladores harménicos cujos mo
vimentos ja eétﬁo em caracterizados. Outro caminho wsado & a-
quele baéeado nas idEéias de HUCONIOT (1885) que desenvelveu um
conceito diferente de propagagio: a perturbagiio é confinada,ri

gorosamenie, numa regido de volume nule (superficie), mas a
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mesma pode ser de qualquer intepsidade.. A teoria matemdtica re
sultante do m2todo de Hugoniot,'teoria de superficies singula -
res, € exata. fora o rigor, aidiférenga em conceito & grande.
" No método das pequenas deformagdes as superflicies de perturba -
qao, frentes de onda, sao suposéas terem formas especiais, pla-
nas, cilindricas, ou esféricas e a onda se propaga numa fegiao
Qe repouso ou velocidade constanée. Enguanto gue o método de
-superficies singulares admite gue a descontinuidade encerra- se
" numa superficie de forma qualguer e a condigac do material pode

tambénm ser gualquer.

0 método de Hugoniot foi desenvolvido por por HADRA~
MARD (1l803) no seu gfande tratado sobre movimento de ondas em
materials eldsticos. Apds Hadamard, durante um periodo de 50
anos, nao houve progresso significante no estudo de ondas em e-
lasticidade ndo linear. Com um trabalho sobre ondas em mate
rials eldsticos isotrépicos e incompressiveis, ERICKSEN (1953)
reviveu novamente 6 interesse. Depois veio THOMAS (1957) com
um trabalho sobre superficies singulares e em particular deriva
da deslocamento. E assim, com 0 uso da derivada deslocamento e
da fisica do continuo a teoria sofreu um grande desenvolvimento
até o ponto de COLEMAN, GURTIN e seus colaboradores publicarem

um trabalho sobre onda:s em materiais com memdoria.

Com a teoria de superficies singulares ja bastante de-
senvolvida para corpo Unico, alguns pesquisaderes comegaram a
estudar propagagaoc de ondas em misturas, como @ o caso do BOWEN
que usa uma teoria linear. Em misturas o problema & mais com =

plicado: o fenomeno na mistura como um todo pode ser analisado
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através do cstudo entre os constilituintes de acordoc com a teo-

de misturas.

Nesse trabalho, @ desenvolvida uma teoria basica de
superficies singulares e ondas em misturas e o nosso maior ob-

jetivo €& o estudo-de ondas de aceleragdo em misturas.

g Os elementos de mecidnica do continuo para corpo tnico
necessarios ac desenvolvimento desse trabalho, sao apresenta

dos no Capitulo II.

No Capftulo IIT, € feito um estudo de movimento de su
perﬁicies, derivada deslocamento, superficies singulares, con-

dicoes de compatibilidade e ondas.

A teoria basica de misturas & desenvolvida no Capitu-

lo IV.

A aplicacgao da teoria do Capitule III em misturas = €
feita no Capitulo V e em particular ondas de aceleragao sao es

tudadas.

Duas aplicagoss sdo feitas no Capitulo VI em relagao
av célculo de velocidades local de propagagao: mistura de um
sblido rigido e um fluido nao viscoso e mistura de um sdlido e

listico e um fluido ndo viscosc.

Finalmente, os elementos de matematica necessarios pPe

dem ser encontrados no Apendice (Bp.).
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NOCORS DB MECANICA DO _CONTINUO PARA

corpo__INTICO

1. CORPO, MOVIMENTO E_DEFORMACAO

Seja £ o espago Euclidiano pontual tri-dimensional.
Um corpo B [1,2,3,4,5] é vma variedade tri-dimensional. Cada
regizo occupada por B em £ & chamada uma configuragEo de . De
signando por P uma particula de B, cada configuragao «(8) de

B & caracterizada pelc homeomoxrfismo
s Bk
definido por

X = k(p), (I1.0)

onde ¥ & a posigac ocupada por P na regizo x(f) de E. A in-

versa de k, denotada por Ef;,é‘definida pela relagao

Bo= g (XY (XI.1)
Representando por I; um intervalo da reta real, um
movimento do corpo B & uma famillia uni-paramétrica de configu-

ragoes Af{*, t),



B o2 B X Xy €,

satisfazendo a relagao
x = A(B; t), (11.2)

onds t & um para@metro real interpretado como tempo e ¥ € a posi
cio ocupada pela particula P em £ no instante t. Como cada con
£igurag§o & um homeomerfismo de fi sobre uma regifio.de &, en-
“tao a fungdo A(+, t) é inversivel para cada instante t. Repxe-
" sentando a inversa de A(+, t), para cada instante t, pox

-1
A “(+, t), escrevemos:

P= A (x ) (I1.3)

por (IX.2) e (II.3), para cada tempo fixado temos uma configura
¢éo do corpo B. Be todas configuragOes sao comparadas com uma
configuragao pré-estabelecida, entao a mesma é chamada configu-
racao de referénecia. Qualquer configuragio do corpo B pode sex
de referencia. 'Seja k a configuragao de referéncia do corpo B,
escolhida como aguela no instante t = t;. Entac, de CET D)
{(rr.1), (IT.2) e (I1.3), vem gue

K(*) = A{+, to)

(Xr.4)

£V = A7 ey )

e X & a posigao ocupada por P na configuragao de referéncia k.

Pe (IX.1l) e (X1I.2), cbhbtemos:

i

Aok~ (%, t) (II.5)

_!
> SR A(£ (X); %)



6
A deformagao X, relativa a configuragido de referxéncia
kK, & a fungao

)(2-'-11015_"l : %{B) x Ty =+ &

Assim, por (IL1.5), o movimento do corpo B pode serxr descrito

por : d
x= y(X,£) (IX.6)

que depende da configuragae de referéncia k. De imediato, u-

sando (II1.4) e (X1.5), seque gue

X (X, to) = Kok & (X,ts) = X (11.7)

B facil ver que ¥(+, t) @ inverslvel para cada instante €
- 5
Escrevendo ) (=, t) para a inversa de X(-, t) em cada tempe

t, temos:
X =y (%, t) (1I.8)

Seja 5 gualquer fungao definida num sub-conjunto do
espago produte £ x (- @, @) com valores escalares, vetorials,
ou tenszoriais e suponliamos gue ¢ contenha em seu dominio, para
cada tempo t, o espago produto k() x I . Chamamos (X, ) u
ma descrigao referencial e &(x, t) uma descrigac espacial. Co
mo cada particula P de B & identificada pela sua posigao ¥ mna
confignfaqﬁo de referéncla i, usaremos sem despertar confusao
a expressao "particula A" e @fx,t) tanbénm sera chamada umaz

desexicac material.
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- -1 =
As fungoes ¥, X e ¢ serao supostas suficientemen—

te suaves.

2. BELEMENTOS BASICOS

I derivada espacial em relagﬁo ao tempo de campo ¢

m
A

\ra representada por

na -

ad _
d

oar
sz

(IT.9)

s

¥=constante

Para as derivadas material em relacao ao tempo, usare-

mos as notagOes:

e _ o0
¢='5-E
Z=constante
(Xr.10)
. ad
¥ BE

X=constante,

e assim por diante. 0s operadores divergente e gradiente toma-
dos na configuragac de referéncia serac convencionados por Div
e Grad (em relagao a X), respectivamente, e na configuragao es-
pacial (descrigao) por div e grad (em relagio a ¥). As dexiva-

das do movimento

Vv = %
s - ‘ (rr.11)
Pis x

sao, respectivamente, a velocidade e a aceleragdo da particula



X no instante t. O tensor gradiente de deformagio I’ & dado por

F = Grad ¥ (I1. 12)

Como ¥ (*,t) fol suposta um difeomorfismo para cada instante t,
entao IF(+, t), para cada tempo t, admite un inverso denotado

por I ' (¢, t), e

-l - ; '
F z grad ¥ ’, ’ {TT.13)

com a condigao

FF' = F F =1,

onde 1 & o tensor identidade de linv (Ap. 4). Em relagao ao

campo vetorial V, definimos o tensor gradiente de velocidade L,

L = grad V, ' (II.14)

gue pode ser decomposto, de modo unico, como segue (Ap. 7):

L=D+W, : : (IX.15)
onde
€
D::.];’__LL_.
e (I1.16)
T

sao,respectivamente, as partes simétricas ¢ anti-simétricas de
L. Usando (II.]O)l, (TIL.6), (II.ll)l, (I%.12), (X1.14) e a re-

gra da cadeia, Lemos gue:



Grad V = LI

ie
)t

i : “ (II.17)

R |
Fr

B
i

Quando ¢ =y & um campo escalar, podemos escrever (Ap.
23) ’ ! .
=,
N Grad vy = F~ grad ¥y .
) S (rr.1s)
Py Crad ¥ = grad Yy
Se o campo escalar y tem valores y(x,t), entac o uso de (IT.11)4

e a regra da cadeia em (II.9) e (IT.10) produzem, (Ap. 21) e

(Ap.’23)l:

y=2 4 graay - v (II.19)

Através de (11.18), e (I1.19), escrevemos, (Ap. 5) e (Ap. 6):

%= %% + Grad v . {F 'v) (II.20)

Agora, consideremos © casc em que ¢ = €& um campo vetorial, ou
tensorial. Seja T um vetor, ou tensor, arhitrario e constante.

Fazendo

em (II.19) = (XI.20), e usando o fato que Il & arbritrario, (Ap.

20) , (Ap. 25) e (Ap. 26), vem gues:
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-

b= ¢+ (grad 9)V, & (IT.22)

se ¥ estd na descrigao espacial

o

sv + (Grad W) (F7 V) - ' (II.23)

8 i =

0 tensor F, definido por (TI.12), apresenta uma proprl
edade bem interessante, gue sera usada mails adiante, baseada cm
(TX.7) s

L
F(x, to) == %l (11-24)

ou séja, se o instante atual (configuragac pregsente) & escolhi-
do como o de referéncia, entao

Grad = grad (II.25§

3. EQUACOES DOS BALANCOS

Sejam p a densidade (massa especifica) do corpo g e
p, a densidade na configuragao de referéncia (lembrar gue 5( =

= 0)., Para o balango de massa [1,2,3,4,5] escrevemos

Pe =P det F (IL.26)

Como, (ap. 12), (Ap. 21), (Ap. 22) e (ap. 24),

S o, 15
det F = (det Flxn(FF )
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e div V = tr(n) = tr{dr ),

entao (IX.26) produz a equagao da continuidade

p+ pdiv V=0 ‘ (T 27

gue, através de (II.19), (Ap. 27), ainda pode ser escrita

!

I

TC + div(pV) = 0
Do balango de momentum linear, obtemos a eguagao do

movimento

pV = div T + pf, - (I1.28)

onde T & o tensor tensdo,f & a forga de campo por unidade de
massa exercide sobre o corpo B pelo mundo exterior. 0O balango

de momentum angular fornece a condigao de simetria

o= pt (II.29)

A eguagao da energia, obtida pelo balango de energia, pode ser

escrita na foxma

pe = div h + trTL) + pr, (1L.30)

onde e & a energia interna por unidade de massa, h @ o vetor
fluxo de calor e r € o calor por unidade de massa absorvido
por B+ Observe gue (Ap. 9):

L t

tX(TL) = T.L- = L.T 7.5

i)

i
g
>

0 crescimentc de entrepia sera dadeo pela desigualdade de Clau-
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sius—-Duhem

P % - atv() + p & (x1.31)

\ &)
onde n & a entropia por unidade de massa (entropia especifica)
e 0 & a temperatura abscluta (0 > 0). A energia livre de lel

moltz A por unidade de massa & definida por:

A=g¢g - 0n ' (Ir.32)

Eliminando r entre (IT.20) e (II.31), e usando (II.32), obte -

mos, (Ap. 26) e (Ap. 27):

pA + pnd® - T.L + DL%EQ—O < 0, (11,33)

gue & uma forma mais apropriada de (II.31) para explorar equa-

¢oes constitutivas.
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SURERFICTIES SINCULATNIS — ONDAS

Como ji frisamos, na £isica do continuo a palavra on-

\, da é usada com virios significados. Para 'alguns, uma onda &
uma perturbagﬁo senoidal. Para outios, uma onda & gualgueyr
membiro de uma cexrta classe de solugoes de uma egquagzo diferen-—
cial hiperbélica. Nesse trabalho, definiremos uma onda  como

" sendo uma superficie sinéular propagante (frente de onda como
uma superficie singular), seguindo’ as idéias de CHRISTOFELL,NU
CONIOT, HADAMARD e DUHEM. Tal definigdo requer o estudo de mo
vimento de superficies, derivada deslocamento e superficies

singulares, como veremos nesse capitulo.

4, MOVIMENTO DE SUPERFICIES

4.1, Velocidade de_deslocamento o movimento normal

N Y W o " . - - W T ——— - o -y - "t - ———~- o —

Seja H.uma fungdo suave definida num sub-conjunto do
espago produto £ x(-=, ) com valores recais, e consideremos o
par@metro real ty fixoc. O lugar geométrico das posigoes *

de £ satisfazendo

H(=, to) = 0
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£ uma superficie 8. Supondo que grad II # 0, © vetor unitario
n normal a superficiec S, em cada ponto de S, & dado por, (&p.

’

O)es

g agrad H
n 'H(}-i—a—m (X11.0)

A condigio grad H # 0 permite representar 5 na forma paramé -

“trica [5,6,7]

x = R, w?, to).

onde os parametros w! e w? sio coordenadas curvilineas da su-
perficie § (coordenadas superficiais). A intersegdo das cur
vas'independentes mi = constante (i=l;2) sobre § determina um
ponta de S. Dai, o par (@', w?) representa um ponto de S,cha

mado ponto superficie.

-

" Qs vetores Bxi (i=1,2) sao tangentes a S e linearmen

LI
te independentes. BEntao, eles geram gualquer vetor tangente

a 8, e o conjunto

gﬁ—()ﬁ, ﬁi_(x)' nx) (ITT:1)
st dw?

forma uma base em £ para todo ¥ scbhre S.
0 movimento da superficie 8 pode ser definido como

wna familia uni-paramétrica de superflicies S(t) determinada

pela relagao

H{x, t) =0 (IIT.2)



ou pela forma parmmatrica

%= (o, w2, t) ) (£11.3)

A representagao (III.3) descreve bem ¢ movimento de §: ela da
a posigidc » ocupada pelo ponto superflcie (w', w?) em & no ins
tante t. A velocidade u de um ponto superficie (velocidade da

superficie 8) @ definida por

N

~

u = %4 (ITI.4)

|0

Usando a base (XIX.l), o vetor u pode ser escrito na forma

u = di Efz + din, (soma em i)
W ¢

-

onde d;, d ®= d: s&o escalares e sempre trabalharemos com i =

= 1, 2. De imediato temos que di = u.n, @ esSCrevemos para u

u = di Qﬁz + (wu.n)n (LXI.5)
. dw i

A eguagao (III.5) mostra que em cada ponto de $, para cada para
metrizaqﬁo, o vetor velocidade u pode ser decomposto, de modo

tnico, num componente normal (u.n)n (componente de w na diregao

de n) e noutro tangencial dy ﬁfi (componente de u numa diregio
‘ au '

perpendicular a n). Assim, podemos analisar o movimento de S

através de (I1I.5) e uma superficie de referéncia S(ty) Ffixada

no instante t = tp, como segue: se u.n =0 e di iﬁi # 0, um pon
2w

to de S(te) se move de uma posigdo sobre S(tg) para uma outra

posigao sobre S(ty), mas a superficie § nao se desloca em rela

cao a S(te). Nesse sentido, o movimento que realmente provoca
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o deslocancnto da supexficie 8 & aguele na dircgac do vetor uni
tario n normal a S. Por esse -~motivo, a guantidade U, dada

por

u. = W, h ‘ | (ITI.6G)

é chamada de velocidade de deslocamento da sﬁperficie 8§ (gque @
a medida da velocidade com gue a superficie S atravessa o espa;
‘go) e condicgBes sac estudadas para gue © Qovimento de § seja
normal (movimento na diregado de n) [5]. Se o movimento Ge S &

normal, temos que uw = (U.n)n = u . n, e nesse caso u & chamada ve

-~

locidade narmal de §. Como o5 vetores 33? sao linearmente in-
)

depehdentes, entao, por (IIX.5), o movimento e S & normal so

e somente se; di = 0. Mais adiante daremos significado aos di

e interpretagac para d; = 0.

Diferenciando (III.2) em relagéo ao tempo e usando a

regra da cadeia em relagao a (III.3), obtemos, (Ap. 21) e (2Ap.

2F) 4
grad H. %% + %% =0,

que, através de (IIT.0), (I1I.4) e (IIT.6), produz

on
o ot
n [ grad H]|

u (X1x.7)

0 resultade (I1I.7) mostra que a veloecidade de deslocamento u,

nzo depende da parametrizagio (III.3) (j& cue a parametrizagao

nao & unica). Por outra lado, come ja foi explicado antes,



N

17 .
realmente, de (II1I.7), a superficie S & estacionfria se, e so-
mente se, u_ = 0.

n

4.2. Perivada Deslocamento

o — - — 7 ——, . 2 -

Consideremos que o campc € contenha em seu deminio,
para gualguer tempo t, a superficie S. Um problema de grande
importancia no estudo de superficies singulares e ondas é o
ciileuldo da taxa de variaqao ¢ sobre S em rclagﬁo ao tempo. Se

u. = 0 a taxa simplesmente pode ser escrita na forma 32 Quan

n et”
do u, # 0 a mesma & dada por %% e mais uma parte devida ao des
locarmento de S. Por isso, surge a necessidade do- conceito

de derivada deslocamento [5,6,7]. De inicio, estudaremos o
caso em que ® & um campo espacial (9 tem valores ¢(x, t)). Ob
servando que.(undt)n representa um deslocamento infinitesimal

da posigao x'sobre S na dire¢do de n, definimos a derivada des

locamento %E do campo espacial ¢ em relagao a superficie S por:

80 @(x+runn, t41)= d(x,t)
EE(X't) = 1im = (I1T.8)
T+0
para toda posigao X sobre S em cada instante t. Da defini-

cao (ITIT.8), (Ap. 21) e (Ap. 23), obtemos:

%% = %% + grad y. un (IT1.9)
|
%% = g% + (grad ¢)un
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A derivada deslocamento do campo ¢ @& iﬂéerpretada cons & tasa
de variagio de ¢ sobre S em relagao ao tempo vista por um ob-
servador movendo~se 2o longo de uma curva cuja tangente é n

com velocidade u,n (tal curva € a trajetdria normal).

Agora, consideremnos o caso de um campo  superficial

$ definido através de (usande (IXI.3))
Q'(x.t) - Q’(i(wlrwz: ) ;8 & é;(wl,w",t) (rrr.10)

A recora da cadeia em (IIT.10) e o uso de (IIX.5), (ITI.G) e

(XXX.92) fornecem, (Ap. 21),

66 _ a8  ad , .
T BT - 3wi di (soma em i) (II¥.11)

que & a derivada deslocamento do campoe superficial & seguindo

a superficie 8. Fazendo &= ut em (IT1.11), temos gue
3. i [ | (ITT.12)
i gt 7 )

e o par (d;, dz2) @& interprectado como a taxa de variagido em
relagao zo tempo de ponto superficie (m‘,mzs (velogidade  de
um ponto superficial movendo-se sohre S). Finalmente, con-
cluimos que o*movimento de S € normal (di = () se, e somente
se, os parametros w' e w? ndo dependem do tempo (velocidade

tangencial da parametrizagao é nula).



5. SUPERFICIES SINGULARES

Consideremos o instante t = t, fixo. A superficie
S(t¢) da famlilia S pode ser pensada com a fronteira comum entre
duas regioces B+(ta) e B (ty) de &, como mostra a figura abaixo

[5, 9, 1d].

S (1e)

/;/,,/*"

Suporemos que a fungao ¢(+, tpy) € continua nos interiores de
B  (te) @ B (te) e também que, para toda posicio ¥ sobre S(to).
03 1imités ¢+(x, te) € ¢-(x, to) de @(y, to) gquando y tende pa-
ra a6 longo de caminhos contidos em B (£g) e B (£}, respecti
vamente, sao definidos, Em cada posigdo sobre S(to) a fungado
o(*,ty) nao precisa ser definida. O salto [{](x, to) © de

$#(+,to) em x atraves S(ty) & definido por

-~

[€] = oF - &~ (1II.13)

n

Quando [RJ nao se anula para todas posigbes x em S(tg), a supey

ficie S(Ly) € dita singular com'respeito ad(s,to). Observe

—

o+ = 7o P
que ¢, ¢ e [¢] sdo fungdes de posigAo sobre §(te), e em parti
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cular, se 0" e ¢ sdo diferencidveis sobre 8(ty), o salto
[¢] também & diferencidvel sobre S(ty). A superficlie em movi-
mento § @ singular em relagae ao campo ¢, se cada = superficie

5(t) & singular com respeito a ¢®(*, t) para cada instante t.

Se a superficie 85 € singular em relagio a alguma guan
tidade e [¢] = 0 atvavés da mesma, entdo a fungdo ¢ é dita con

N =
tinua através de S.

Toda a teoria de sdperficies siﬁgulares'repousa no le
ma de Hadamard, (Ap. 28) e (Bp. 33). Em relagao a parametriza
¢§o (ITX.3), para cada instante t, seque do lema de Hadamward

e (III.1l3) que:

3 [yl

i

= [grad Y] . AEI (X11.14)
Jw ow

No caso do campo vetorial, ou tensorial ¥, (II.21) e (III.14)

fornecem o resultado, (Ap. 20), (Bp. 25), (Ap. 26) e (Ap. 28),:

3[\()] . o R
= lgrag Y| —
awi [ J dw™

S — o ———— 2 ot B —————— i ——— -t . ot T o

Seja M uma matriz 2 x 2 com elementos ajj dados por:

. BN e - ai
aij ~ -a—w—j- | (III.IS)
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- ~ . S ; ‘*
Para mostrar que M ¢ inversivel, seja ¢ o angulo entre e e
a5 - ow
3%, « De (ITI.15), podemos ezcrevexr
du?®
1 a2
det M = - : = Mty @, (l-cos?¢) (III.L16)
G Ao -
-
% i 2
Cono == e = sao linearmente independentes; temos gue
dw Jw .

cos ¢ # 1 e segue de (III.L6) que det M # 0. Logo, M é inversl

vel.

Do conjuﬁto base (ITI.l), escrevemos para o salto do

gradiente do campo escalar vy

& g
[grad v] = X I Ay o5 i Az n,

2w’ 3w?
onde Ay, A2 @ A3 sao escalares. Definindo a guantidade b porx
b = By, n) = [graa Y] * n, | (111.17)
encontramos que Ay = b e

[grad ¥] = X3 £X. 4 Az 8. 5 bn (ITI.17)
e awl Bmz

0 uso da condigao (IXI.14) em (IIX.17) e tendo em vista (TLX.

15), vem que



Ay @yy @yp gV 3w}
= sk (I11.18)
Az @y Gaz 2[y]
B

1

=1
Denoctando por aij 0s elementos de M (inversa de M), obtemnos
de (IIXr.18) que
15 807l

Aj = q T F (soma em i)

oW

e assim (III.1l7) pode ser escrita na forma

a[v] 5z
[grad Y] = bn + a.ij T -a—’iv, (soma em i e j)
ow 37

(XEL D)

" Para o caso do campo vetorial, ou tensorial 1, a substituicgao
de (IX.21l) em (III. 19) fornece, (Ap. 20), (Ap. 25) e (Ap.26),
2Ty B

f 2wd

[grad §] =b @ n + ot
. cw

onde

b= Dby, n) = [grad ¢]n (IIT1.21)

O conjunto: (ITI.12) e (IIT.20) & chamado de condigdo
de compatibilidade geométrica e expressa o fato que a descontil
nuidade (salto) & estendida (difundida, propalada, aberta) sua
vemente sobre uma superficie e n3o isolada em um ponto cu uma
linha. Se substltulrmos § por grad ¢ em (IIT.20) e depois u-

sarmos novamente (III.20), obtemos uma condigao geométrica de



23

,

compatibilidade iterada gque ndo escrevemos o resultado aqul,mas

o mesme pode ser encontrado em [5, Q].

.

B i e e e e e o e e e i e e et W e b T e T — T — T—

Como j& foi wvisto, a superficie em movimento § & sin-

gula; se cada superficie &(t) € singular. Lembrando-que a deri

“vada deslocamento é definida socbre a superficie S, podemos apli
car © lema de HADAMARD para o espago produto § x (==, =) e es-

crever, (ap. 29) e (Ap. 34), para os campos Yy e Y respectivamen

te no lado + da supexficie singular

+ +
oy . [2Y < +
3% [at] + (grad y)" . upn

(LX1.22)
+ +
sy’ [aw *
5t ™ |5¢ + (grad ) u n
Escrevendo resultado semelhante para o lado-da superficie (Y

subtraindo de (IIT.22) com © uso de (IIX.13), obtemos:

(o2}

o

6 []
B

(TTT.23)
§[v] .
ol S 14
) [ét + [gxad y] un
0 conjunto (IIX.23) & chamado de condigio de compatibilidade ci
nematica e expressa a persisténcia da descontinuidade (salto)
num intervalo de tempo. Quando colocamos %% no lugar de ¢ e
grad no de § em (IXY,23) e os resultados sao agrupados com

(IIT.19) ou (ITT.20) e (ITI.23) obtemos condigoes de compatibi-
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lidade cinemitica iteradas que nao sac dadas nesse  trabalho,

mas podem ser encontradas em [S,G,Q].

Teorema de Maxwell: Se [Y A coqstante atraves
da superficie singular $(t) para cada instante

t, entao [5,8]

[graa y] = bn, . (III.24)

onde b & a amplitude da singularidade.

‘Para provar o teorema,bosta substituir [Y] = constante em (III.1l4),
usar, o fato gque {Eig} gera gualquer vetor tangente a superfi -
cie singular e obggrvar (III;17)*7 Poxr meio de (II.21), a
condigio [y] = constante implica que [§] = 0, pois Il & arbitrd
rio. Assin sendo, o teorema de Maxwell para o campo Y € enun-

ciado da scguinte meneira: se [¢]| = 0 através da  superficie

singular S(t) para cada instante t, entao

[graa ¢] = b ® n, (III.25)

onde b é& a amplitude da singularidade. Obsérve que o teorama

de Maxwell expressda o fato de gue o salto do gradiente de i
campe continuo & normal a superficie singular. A prova de
(I1I.25) & feita substituindo (IX.21) em (IIX.24) com a merte
em (III.21), (Ap. 20), (Ap. 25) e (Ap. 26). Trazends [y] =cons
tante e [y] = 0 _em (ITT.23) para a superficie singular em mo-

vimente & e usande (III.24) e (IIX.25), o teorema de Maxwell

produz, (Ap.20), as cnndigaex de Hugonict



= ~ [8%]
u [grad y] ok
(IIX.26)
o i
un[grad 1]1] = - i @ n,
onde
- [2x]
Yo B = [t ]
(ITX.27)
= - [20]
Yy B ot |
Dois casos particulares de (IIT.26), S80:
u [div Q] = gl n, se P é um vetor
nl= ot | b =
(rr1.28)
- au] 3
un[aiv Q] = - E%J"‘ se U e um tensox
A prova de (III.28)1 é imediata, basta usar o - trago em

(III.26)2, (Ap. 3) e (2p. 24). Para provar (III.28)2, conside

Y1 & um vetor guande

remos a4 grandeza Il arbitriria tal gue
Y & um tensor. Substituindo y por mtn em (III.28)1,(Ap. 20) e

e (Ap. 24), segue o resultado (III.ZB)Z.

Agora, podemos obter facilmente uma condigdo de compa
tibilidade cihematica iterada com as restrigoes do teorema de
Maswell, ou seja: substituindo y por —g—% e ) por grad Yy cm

(I11.23), temos
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ay y :
5[521 .. [R5 i T s GY "
. sl grad 5e| "Un (111.29)
ét

6 [grad Y]
[%rad

e Egradgrad‘fjunp

BEliminando [?rad %% entre as eguUagoes do conjunto (ILI.29) e

com © uso de (ITI.24), (II1.27) e n . 5% = 0, vem que:
‘ Sl du
i N S e noo. .
[at" use ~ 2w, gE < B g (ITT.30)

‘onde

¢ =& (y, n) = [gradgrad Y]n.n

Lembrando que a condlgao de Lmtlbllldadﬁ. cinematica (II1.30) & chtida
quando [}] = gonstante, um resultado semelhante pode ser mostra

do para o campo Y no caso de [M] = 0 usande o mesmo racioecinio.

Erlt aO '
Su
2] | Lte - b _ oo
[;tz usc 2un 5L b 3¢ (Xrr.3l1)
onde

c = &(U{, ) = ([gradgrad #ﬂn)n

e (ITI.21) foi usada.

As equacoes (ITI.26) sao de grande importincia no estu
do de ondas, como também (III.28). PEm determinados problemnas

de erescimento e¢ decaimento de ondas, as condigdes (ZTE.30) @
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(I11.3)) sao bastante usadas.

Um caso bem interessante de condig¢do de compatibilida-
de cinematica & aquele guando a superficie singular S é estacio
néria (w, = 0). wTal condi¢io, através de (ITI.9) e  (IIT.23),

simplesmente & escrita na forma
aw| _ alw] :

ou seja: gqguando u. = 0, por meio de (IXI.32), continuidade em
n

¢ implica também na continuidade de %%, e assim por diante.

6. SUPERFICIES STHGULARES ASSOCTADAS COM UM MOVIMENTO

S s s et - — o — -V St ————— o — . W 2 g T S s ot ot . St

Até agora o estudo desse capitule tem sido independen—
te do movimento de qualguer meio material. Quando o meio estd
em movimento através do espago de posic¢des x de acordo com
(IX.6) e (1X.8), podemos olhar para (III.2) e definirmos umna
fungao G pelas relagoes

-

i

H(x,t) H(x(X,t) ,£) = G(X,t)
: (£Ix.33)

Glx,t) = G(X | (x,4),£) = Hix,t)

Dessa maneira, temos duas formas de representar uma superficile

em movimento: wma representagao referencial (material) dada



por

G(X, £) =0 ' - (IIT.34)

e outra espacial (III.2). Denotaremos'por sK a superficie em
movimento (que depende da configuragao de referénecia k) determi

nada por (III.34). Para cada instante t as superficies S(t) e

5, (t) sao duais uma da outra. Fixemos o instante t = t,- Ape-

. “sar das superficies s(ty) e S5.(t,), em geral, estarem relaciona

| das com o mesmo fendmeno (movimento de superficies), elas dife
rem geometricamente: S(to) é uma superficie no eépago de posi-
¢oes x, enquanto gue 8, (t,) & o locus, no espago de particu-
las, das posigCes iniciais das particulas X que estfo situadas

sobre a superficie S(t,)-

Todo o estudo feito para a superflicie em movimento 8
(representagdo espacial) & completamente valido para a superfi-
cie em movimento SK (representaq%o referencial ou material) ,bas
ta gue as devidas notagbes e convengCes sejam respeitadas. As-
sim, podemos aplicar o principio de dualidade e escrever alguns
resultados importantes para a representagao referencial ou mate

rial, como segue:

Vetor unitirio ¥ (dual de n) normal a SK(t), para cada instante

t, em cada pgsigao sobre Sn(t)

N = Grad G

= T Grad GJ| (111.35)

Velocidade de propagagao Uy da superficle 8§, (dual de u))
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G

Uy = = Teraa o] . R

+

Observe que'uN & a velocidade de deslocamento da superficle
na representagho referencial ou material, ela depende da confi
guragao de referéncia k e € a medida da velocidade com que a
superficie 5, atravessa o material,
“perivada deslocamento (cual de III.9). Adora, ® tem valores

@(xX, t)

2% = Y + Grad y - Uy N

L}

3

I+ (Grad ) U, N

Condicao de compatibilidade cinematica (dual de III.23). Quan-

do & _ é uma superficie singular com respeito ao campo @

&[]

e — -

ot

il

[¥] + [CGraa ] - UNN'

8 [v]
e

1]

[¥] + [eraa y] un

Condigbes de Hugoniot (duwal de (IXI.26) e (IIIX.28)). Ruando

il

0 através 8

[Y] = constante e [V¥] .

!

[yIm

UN[Grad Y] =
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Uy [Graa ] = - [&J @ N (I11.37)

Uy, [Div ¥] = = [¥] » N, se ¥ & um vetor

it

U [piv ] = - [§In, se y & um tensor

~Dual de (III.30} (condigac de compatibilidade cinemitica itera-
3 .
da). Quando [y] = constante através Sy

6B §U
[¥] = vie - 2y g~ B g
onde - _
~ B=§ (v, N) = [Grad v] * ¥
- .
€C=2C (y, N) = [GradGrad Y] N + N

Dual de (IXI,31) (qondigéo de compatibilidade cinemdtica itera-

da). Quando [§] = 0 através S

au
X R 1D B _ I
0] = vic - 20 G2 - B 5
onde
B =B, N) = [Grad yIN
Cc = C(p, N) = ([GradGrad {]N)N

-A superficie S, & dita material se, e somente se, Uy =

= 0. Quando 8, € waterial, a condigdo de compatibilidade cine-

matica é expressa na forma (dual de (IXI.32))



31

[$] = T;T . . (ITI.38)

Por (III.38), se ¢ & continua através da superficie singular
S, entao ¢ também & continua, e assim por diante.

6.2. Velocidade local de propagagio

Com os resultados gue tcmos para § e S v ja  podemos
fazer um relacionam ento entre as duas representagies. De

(I1.9), (IL.20), (II.11), (II.12), (Ap: 21), (Ap. 23) e

(ITI.33), podemos escrever:

Grad G = F* grad 0 - (III.39)
e =.%% + grad H » V

Usando (ITI.O0), (XI1.35) e (III.39)1, segue que:

t

N = —EEE—— . (III.40)
¥ =n ||
. F
N S ’
e n )

onde F-t ¢ o transposto de B Por meio de (III.0), (III.7).
(IXT.35), (IIY.36), (TIT.29) e'(III.ao)l, ainda temos o seguin
te resultado:

74 o .
UN“ Foall = u, = nv | (I1T.41)
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No capitule IT ji fol visto que existem infinitas con
figuragoes de referéncia. Logo, temos um nimero infinite de
~velocidades Uy, uma para'cada configuragao de referéncia. Por
esse motivo, € importante a escolha de uma determinada referég
cia para gque possamos ?rabalhar com uma unica veloeidade UN‘
Escolhendo o instante presente como o instante de referéncia
toa B

o N
“através de (IT.24) e (IX.25), U e o valox de UN guando fazemas

tem um Gnico valor que denotaremos por U. Desse modo,

Fel em (III.41) e Grad G = grad H em (III.36). Entao, de

-~

(rrr.41), (III.7) e (IIXI.36), obtemos:

U = un = N,V

(IIX.42)
Al .
5t - Yn ©
Como © instante de referéncia é arbitririo, entas (ITIT1.42) va-
le para todo instante &, e podemos escrever atraves de

(£17.41) que:

u=ugl Fl = u, - n.v (ITT.43)
A guantidede U & chamada velocidade local de propagagao: ela
& o valor de Uy quando a configuracac presente € escolhida co-
mo de referéncia. O nome velocidade na configuracao presente

(atual) para U tambén pode ser encontrado. Podemos interpre
tar U como segue: u,n & a velocidade de & na diregﬁo de Yr
(n.vin & o componente da  wvelocidade de cada particula. mate-

rial tambaém na dire¢ao de n. BAssim, U é a velocidade de deslo

camento da superficie § relativa as particulas materiails gque
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estio instantancamente situadas sobre S.

Quando o corpo & identificad; com sua configuracio de
referénecia, podemos trapalhar com a velocidade UN‘que & unica,
pols, a descri¢io material & inica. Por esse motivo, em mate-
riais elasticos trabalhamos com U ou Uy« dependendo do proble -
ma. '

R

Se & & estacionaria (u = 0), segue de (III.43) que:
U==-n-=V

Por outro lado, guando Sk-é material (U = U, = 0) (IXI.43) foxr-

N
nece

Nesse trabalho usaremos a velocidade U: em misturas a
velocidade local de propagagao para cada constitulnte é bem de-

finida.

A termomecidnica admite a possibilidade de superficies
gue sao singulares c¢om respeito ao proprio movimento  definido
por (IT.6) e }II.B) e seus elementos, a densidade, a temperatu-
ra, a pressao, fluxe de calor, tensor tensao, a energia, a en-
tropia e a outras grandezas. Nesse capitulo sO considerarencs
superficics singulares em que o movimento {y, ¥ ')} seja conti-

noo ([x] = [x] = [¥] = [x~l] = 0) através das mesmas.
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As condigdes de compatibilidade dindmica sfo as restri

goes impostas pelos balangos, atrav@s da superficie singular,de

‘massa, momentum linear, energia, e entropia. Supondo o movimen

N
~

to da superficie normal, escrevemes [3, 5, 10]:

Balango de massa

[pu] = 0 : (ITT.44)

Balango de momentum linear

[puV] + [T]n = 0 " (11I.45)

Ralan¢o de energlia

[pUte + % v+v)] + [2v - b]'n = 0 (II1.46)

Crescimentec de entropia

[pun] - [’(}]n <0 (TIT.47)

0 balango de momentum angular @ obtido usando o6 linear, logo,

produz o mesmo requerimento que (ITI.45).

B ————————— - ——— ————— b —— - - —— A —— - ——— - -
.

Uma discussao sobre classificagtes de superficies sin-
gulares guante a ordem da singularidade, pode ser encontrada em
[5]. Em relagio as derivadas materiais do movimento definido

por (II.6), uma superficie singular & dita de primeira oxrdem se

[x] =0
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[%] # 0 ou [Graa x] # o,
de segunda ordem se

[x] = [x] = 0 : (IIT.48)
[6raa x] =

[%] # 0 ou [GradGraa %] # 0

de terceira ordem se

[x] = [x] = [#] =0
[Grad x]

[cradGraa x]

(%] # 0 ou [eraderaacraa x] # o,

e assim por diante

_ Uma superficie que é singular em relagio a alguma quan
tidade e tem velocidade de propagagido diferente de zero (U e
U # 0) num intervalo de tempo & ‘chamada uma superficie singular
propagante ou onda, no intervale de tempo considerado. Onda de
chogque € uma superficie singular propagante de primeira ‘oxdem

em que

[xA n] = 0 » A = produto vetorial
[x *n] # 0
[€] # 0

através da superficie singular. Quando [¥] # 0 através de uma
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superficie singular propagante de terceira ordem, temos uma
onda de terceira ordem, € assim prosseguem as denominagoes. On

-das de segunda ordem em diante sac chamadas fracas.

A grandeza V gue aparece em (III.41) @ o campo de ve-
~ locidade originado pela perturbagdo e, como uma observagao, lem
bramos, mais uma vez,que na teoria de superficies singulares a

.

\?rente de onda € pensada como uma superficie singqular.

De (II.6), (I1.12) e (III.48) segue gue [F] = 0. En
tao, usando (I1.18),, (Ap. 23), (Ap. 28), (I11.37),, (ITr.40)4

e (ITT.43), temos que

U[grady] = - [Y]n (ITI.50)

quando [Y] = constante através de uma superficie singular de
ordem dois. Para o campo ¥, se [Y] = 0 através uma superfi -

cie singular de ordem dois, substituindo (IIX.21) em (III.50),

obtenos:
Ulgraa ¢] = - [§] & n (III.51)
As condigoes (ITI.S50) e (III.S51) sio importantes: elas in

cluem a velocidade U gue & Unica e podemos trabalhar na descri
¢ao espacial muito fitil em misturas. Por um raciocinio idénti

co ao da prova de (ITI.28), em particular (IIT.51) fornece

vlaiv §] =~ [¥].n, se ¢y & um vetor

- = " (IIX52)
Ulaiv ¢] = - [{]n, se ¥

™

um tensor
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CAPITULO IV

NOCOES DE MECANICA DO _CONTINUO PARA

MISTURAS

‘il
7. TEORIA BASTCA

Consideremos n uﬁ inteiro positivo tal gque m > 2. Se
jam B¢ © um elemento de {1, 2,040 ¢7},; um corpo definido como
no Qépitulo.II e X, a posigio ocupada por uma particula de By
na sua configuracao de referéncia. Como j& sabemos, © movimen-

to de Ba pode ser definido por

o ‘ (IV.0)

a - -1
ond X € a pesigao ocupada por Xu em K(Bu) e. ¥y (*, t) denota
a inversa de xu(~, t) para cada instante t.

Uma mistura consiste de 7 COorpos Bl, 82,...,6“ chama =
dos constituihtes, cada um considerado como um continuo. Tal
nistura pode ser vista como uma superposigao de 7 continuos sim
ples cada um seguinds sen préoprio movimento e que em qualquer

tempo t cada posicao x de £ na mistura. é ocupada simultaneamen-—
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te por varias particulas-difcrentes.XJ,QJ = 142,000,7, una de
cada constituinte. EntZo, o movimento da mistura pode ser des

crito pelas w relagoes [4,5,11,12]

==

A fungdo x, & chamada de fungio deformagfio ou defor-
magao para o constituinte o.

A notagdo para a descrigao espaclal & a mesma usada
no Capitulo II. Suponde que ¢ contenha em seu dominio o espa
go produto (B ) x (-« , «), as derivadas material terdao as

seguintes notagtes:

\G
2
¥ B2y

o

p=e

X“=constante

A\
S
d xa=constante, e assim segue

(o)
Grad = gradiente na configuragaoc dé referéncia K(ﬁq)

(o)

Div

1

divergente tomado em K(Ba)

Se ¢a é um campo semelhante a ¢ para o constituinte o, ailnda
usaremos as notagoes:

\G \ W !

6 = ¢ r @m = oa r € segue.
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J & = &) + Gy Fout & >
o o I

& cada constituinte o & associado wna densidade massi-
ca>pa (diferente daguela do mesmo isolado), que representa uma
densicdade média do constituinte o tomada sobre um pegueno volu-
me de mistura. Assim, a densidade massica p da mistura & dada

por
p =7 Py ' S s
o ) A

Para cada constituinte o, definimos:

0
vV, = x , veloclidade da particula Xy
G Y -
V £ x , aceleragao da particula Xy (Iv.2)
() N
Fa = Grad Xy gradiente de deformagao

L = grad Va’ gradiente de velocidade

‘.1 Lo 3 Y . '
Suporemos gue Xy © Xy S@o suficientemente suaves. Assim,
Fu(-, t) € inversivel para cada instante t. Denotando o inver-

s0 de Fa(" t) por F;l(-, t), temos que:

Heo*

grad x;x , (IV.3)

e por un raciocinio 1déntico ao do resultado (II.17), obtemos:
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R (@) ; | .
Fu = Grad Va = LaF

ou ' (IV.4)
- i x '
a ‘aaa

Em relagao ao  tensor L+ escrevemos:

=)
1l
pt‘l
3
=

94 o
Ly + Lo :
Da i e (IvV.5)
_ Lt
W o= Ly = Ly
¢} 2

As derivadas material em relagao ao tempo seguindo o
movimento do constituinte ¢, usando as notagoes desse capltulo

e os procedimentos do capitule II, sio escritas por:

ot ,
Yy = K + (grad @) VQ

gquando y e { estao na descrigio espacial e

. (e} '
- ay 2 L. aa=d !
' Y + Grad ¥y Fa Va (IV.7)

(o) -
CIR (Grad W)(Fal V!
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seguindo o mesno racioeinio de (IT.20) e (IT.23)

8. EQUACOES DOS BALANCOS

S T - - ——

Postularemos os balangos para o constituinte o de uma

mistura de 7 constituintes inertes [4,5,11,12] cono segue:
Balango de massa

ba + P div Va =0

ou ' - ' (TV.8)

ap“
-S"E—- + div (paVu) = 0

Balango de momentum linear

p.V = div T, + m

C
2V + pufu' (IV.9)

[+

onde m & a forga difusiva exercida sobre o constituinte « pe-
los outros constituintes (transferénela de momentum devide, pox
exemplo, diferenca de velocidade), Ta ¢ o tensor tensao para o
constituinte o e £ € a forga de campo externa por unidade de

massa exercida sobre o constituinte .
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Balango de momentum angular ! - ~
i = .
o = 9. 4 (TVv.10)

onde Ti & a parte anti-simétrica cde Ta e ﬂa & um tensor anti-

simétrico gue representa um binério interno agindo sobre o consg
5

tituinte o.

Balango de energia

v - ¢ S .
Py Ea T P div ha Yo AT <D, (Iv,11)

onde TZ & a parte simétrica de Ta » ¥ € a energia suprida ad

o
constituinte o aparecendo de interagoes com outros constituin
tes e & suposto incluir um texrmo originado do fluxo de energia

através da superficie, h, & o vator fluxo de calor para o cons

o

tituinte ¢, ey é a energia interna por unidade de massa para
o constituinte o e Yy & o calor por unidade de massa absorvido

por Bu ¢ fornecido pelo exterior.

8.2. Mistura

- ——

Admitindo que os efeitos internc nao afetan a mistura

como um todo, “escrevemoes:

(IV.12)

R Q1 R
LY
(o]
]
(<}
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A desigualdade entrdpica para a mistura pode ser escrita na for

ma

h(l puru ‘
g [paﬁa + div 51 ™% ] > 0., (IV.13)

onde 7, é a entropia especifica do constituinte o e 0, é a tem
peratura absoluta do constituinte a. Definindo a energia livre

\d¢ Belmoltz especifica Ay do constituinte a pela felagﬁo

A =e¢_=0_n (Iv.14)

e eliminando Xy entre (IV.11l) e (IV.13), a desigualdade (IV.13)

é escrita por

(IV.15)

onde (IV.5), (IV.12)3, (xv.l4), (ap. 21) e (Ap. 27) foram usa-

das.

Para a mistura vista come um coxrpo Qnico escrevemos to
do o Capitule II. Quando pensamos na mistur; como um corpo uni-
co, surge a curiosidade de, por exemplo, tentar relacionax ha
com certas grandezas do constituinte o para produzir o vetor
fluxo de calor total h. Um tal relacionamento [4, 1Y] que acre
ditamos nao ser unico, € feito interpretando a grandeza V defi-
nida por (II.ll)l como sendo a velocidade m@dia (barlcéntrica)

da mistura,
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eV Y o W g - : (IV.16)

(37

¢ definindo a velocidade de difus3o do constituinte a u, pela re

“lagao

B @ Y - . (Iv.17)

(IV.18)
0 resgultado (IV.lB)l mostra gue as velocidades de difusio nio
s20 independentes.

As partes internae das agbes resultantes sobre a mistu-

ra sao definidas por:

pEi. B ) Pk

B & o
SO

£ 2 (o4 ;

) (Iv.19)

N = h

K 2 o
pe; £ ] p, @

o & o
pro. =Y p. 2

I & o o

Usande a definigao
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pn E (),j‘ - _ | (IV.20)

a parte interna da enexrgia livre especifica de Helmoltz AI,quag
do os constituintes L&m a meswa temperatura, GJ = 0, @ definida

pela relagao
Ry B L P& 7 ' (1v.21)
o

Entae, se os constituintes tém a mesma temperatura, por (IV.14,

(IV.lQ)q, (IV.20) e (IV.21), podemas escrever:
;= e~ én ' (1v.22)

Observe gue de (IV.10}, (IV.12), e (IV.19) o tensor T,

é siméltrico.:

—— e i Sl D i e e Bt

Agora, em particular, consideremos uma mistura de dois
constituintes inertes em mesma temperatura, 0 = ©; = 0;. Para
facilitar o racioclnio, vemos escrever alguns resultados gue

poderzo ser usados meis adiante:

p=p + P2
pV = p1Vy + paVz
(IV.23)

- = pin: + pzne

2N |

PAI = pyAy + pala
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De (IV,10) e (IV.1l2), escrevemos:

Ux + ﬁz = 0

t i
(Ty + T2) Ty + Ta (1v.24)

my -+ mz = 0
my.Vy + mo.Vye = 1 .Wy — T2.Wa + W; + Y3 =0

N\

Fazendo m = m; e ¥ = ¥;, seqgque de (IV.24) que:

m my = — Ma

1 = 1, - 9, : (IV.25)

Yy 4 Yo =9 « (W - Wg) =m . (Vy = V)
A velocidade relativa a é definida pela relacgao

Como O = @3 = 0, de (IV.1l5), (IV.25)1, (IV.19)3 e (IV.26), po

demos escrever:

~ ~ o 1 :
a£1 [paAa+panu0 Tu La]+m.44 ) hl.grad 00
(Iv,27)
Quandc y e ¥ estao na‘descriqao espacial, o uso de

(IV.6) e (IV.26) produz:

8 ~2
Y =Y = grad y * a

~

Ei a wz = (grad‘w)a ‘ (1V.28)
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e y e 1 estdo na descricao material, através de (IV.0), (IV.7)

e (IV.26), tenos que:

<2 (2) -1
Yy =y =06rad y * (F2 a)

(IV.29)
<2 «1 (2)

v - ¢ = (Grad ¥) (F2 a)
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CcAPTTULD V

SUPERFICIES SINGULARES EM MISTURAS

ONDAS DE ACELERACAO

Em geral, problemas de ondas em misturas sao resolvi-
dos usando uma teoria linear [12]: peguenas deformagdes ou Os
cilagoes. Nesse caso, o estudo € féito_naAdescrigao espacial
onde temos uma sb velocidade de propaga¢ac gue é aproximadamen
te u .

No caso de ondas uni-dimensional o problema pode ser

estudado de acordo com [i{].

Agui, nesse capitulo, desenvolveremos uma teoria nao
linecar: cada constituinte sera estudado separadamente e a mis

tura analisada atraves do estudeo entre os constituintes.
9., SUPERFICIES SINGULARES EM MISTURAS

0 estudo de superficies singulares numa mistura pode
ser feito a partir de cada constituinte. Desenvelverenmos equa
goes e condi¢oes para cada constituinte e depois analisamos o

fentmeno na wmistura como um todo.

Por (IV.0), a teoria e resultados para a descrigao es

pacial sao os mesmos do Capitulo IXI e para a confiquragﬁo de
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- referéncia de cada corpo ﬁu podemos usa£ as secgoes 6.1 e 6.2
do C&pitulo IIX desde ¢ue tenhamos em mente as notagoes basi -
cas para cada constituinte w. Assim, se [y] = constante c
Hﬂ = 0 através de uma superficie singular na mistura, podemos
escrever as condigOes de Hugoniot para cada constituinte a co-

mo segue:

\ r‘(d) rka
UNa |:.arad Y] = - Y] NG

(o) 0 (;{a ‘
UNa I:Gra.d = =~ ’] &) N,

(V.0)

il

['((l) ] *a- o
U Div ?J & [& * N , se y & um vetor

Na B o
'((!) ¥ ~u_ ~
u Div Y| = - [y N , se Ve un tensor
A velocidade local de propagagaoc Ua para o ceonstituinte o é

determinada pela relagao

O - = 4
U, = "Iun"UNa u, - vy (v.1)

Pela propria definiczo de movimernto, u_ € a,velocidade de pro-

n
pagagao da superficie em movimento através do espago gue con-
tem & mistura como um todo. Censiderando a velocidade V da
mistura na descrigao espacial, seja U a grandeza definida para

a mistura como um todo por:

)

Vo = n.v (V.2)
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 Se V & interpretada por (IV.16), temos de (IV.17), (V.1) e
(Vv.2) que:
v =] Py
" (V.3)

\issim, por (V.3)l, U representa a média baricéntrica das velo-
cidades local de propagagﬁo dos constituintes. Por isso,
poderiamos pensar em U como a velocidade local de propagagan
para a mistura vista como um corpo finico, mas, uma configura
¢ao de refer@ncia para mistura nao faz sentido e, além disso, U

pensada como tal nao tem significado fisico.

Supondo o movimento da superficie singular normal (=}
desprezando o momentum linear ¢ a energia supridos a supexr
ficie singular, escrevemos os balangos através da superficie

singular para uma mistura de constituintes inertes como segue

[5, 13]:

Balango de massa
[P ) =0 (v.4)
Balango de momentuwn linear

[e vl + ['I‘a]n = 0 (V.5)

Balango de energia

[P te, + 5 Vv )]l + [x5v, - blon =0 (V.6)
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Crescimentoe de entropia

[P Uana] - [’é“] “n g0 ' )

ras. Ondas em misturas

T ——————— T ——— . ——— ————. — - -

A classificagao de singularidades em misturas é mais
complexa. Por exemplo, se numa mistura biniria temos uma singu
laridade de ordem dois para um consﬁituinte e outra de ordem
trés para o outro, podemos ter uma singularidade de segunda or-—

dem para a mistura.

Uma superficie singular numa mistura & dita de ordemn

um se

B = [xy 0ty £1]

B (a) (o) =~
g el = [o = 0ou [érad x_] [?rad Xy > O

de ordem dois. se
ey Gge €] = [V5] =0

(o) - _
[Grad )(J‘ = 0
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& s (@) (@) 5 r (@) (o)
X[Vaj [V'] > 0 ou Z GradGrady J [éradGradxa] > 0,
o
e assim segue a classificagzo.

Quando uma superficie singular com respeito a alguma
quantidade se¢ propaga numa mistura com Z U2 > 0 num intervalo
de tempo, temos uma cuperficio singular propagante ou onda na

\mlstura, no intervalo de tempo considerado. Uma onda de chogue

na mistura € uma superficie singular propagante de primeira or-

dem em gue

[V An] =0

Z(Eva « p])® > 8
Lo,y > 0

Onda de aceleragao numa mistura € uma superficie singular pro-

pagante de segunda orxdem em gue
) ] lv] > o0
o
[o,]

No caso de Z[V ] [y'] >0 através de uma superficie singular
propagante dc Lerceira ordem, tcmos uma onda de terceira ordem,
e assim por diante,

Se [y] = constante e [y] = 0 através de uma superficie

singular de segunda ordem numa mistura, temos que:
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~ O
Ua[grad ¥]= ~[v n

U, [oraa y] = - 1% @ n

(V.8)
u, [aiv ] = - [¥*] * n, se Y € un vetor
Ua[:div y] = = [¥*] n, se ¢ & um tensox
“.A prova de (V.8) & idéntica aquela dos resultados (III.50),

(XI1,.51) e (III.52).

T e e . ———— — - —— ] — - ——— - — - ———— ——— - — . - ——

. ————————————

seja a, o salto da aceleragao do constituinte o atra-
vés uma onda de segunda ordem. Pela secgao 10.1 através de uma

onda de aceleragao numa mistura, temos que:
[x] = [xy Xy ©)] = 0
[v]=[x"] = o (v.9)
el = 0
ag = [x1 = [¥,] #0
[0 = 0

Pm acordo com (V.8), fazendo { = va em (V.0)2 e (V.0)3 com O u-

so de (Iv.d)l, obtemos:
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Uy [Fo‘] ==-a ® N,
(4
(v.10)

(a)

UNQ[DJ'.V V) = =y s W

Substituindo ¥ pox F, em (V.O)2 e (V.0)4, segue que:

() “
UNa[Grad E T = e [F,] @n,
(v.11)

(o) A B
uNcl [piv 7] = - [F N,

0 relacionamento entre (V.lO)l e (V.12) produz, (Ap. 20)1:

(c)
2 < =
UNa[(:rad r.] a, @ N, @ w,

(c)

Ul s
N [Div F ] = a

e}

0 uso de (V.O)1 com y = Oa, fornece:

() L
Uy [erag 0, ] = - [OG]N 4

Nessa sub-secgao sempre trabalharemos de acordo com os balangos
para constituintes inertes. Assim, de (V.1), (Ap. 28), e (V.9)
tomos cgue [U&] = 0 através uma onda de acelexagao e, por (V.4),

a densidade pg & continua:

[p] =0 - (V.12)

Logo, colgcando g DO Iungar de y em (V.O)l, vem que:
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(a) ;| o '
U.Nu[Grad pa—] = - [pu]Ng .

Como uma onda de aceleracao & uma superficie singular
propagante de segunda ordem, podemos_uéar o mesmo racicelnio
anterior para as condigoes (V.8) escrevendo diretamente os re-

sultados:

v, L] =-a ®n

v faivv]=-a, *n

u [grad F] = - [fru] @ n (V.13)
v [aiv ] = - [F ]n

v, [grad 0] = - [6,]n
v lgrad p,] = - (P Jne

onde (IV.2)4 foi usada. Lembrando gue

£

Fan
N =
o L
el
e
- )
Ua = llpan ” UN“ ‘

de (V.lO)l, (\-7.13)3 e (V.lB)q, obtemos:



56
u ] =-a & r°n "
o a o o M .

—

2 ad T = .t )
U, bgrad I‘(J aa@) Fn & n | (V.14)

2 [ > = . PN .
ua -div I‘OJ (n I‘an)da

Levando (V.13)1 en (IV..‘S)2 e (IV.5)3, temos :

I R |

u, LD% = -z-(ac.® n+n@ aa)
[ 1

Uy ..w“. = = F(a, @n-n @ aa).

Da equagzo (IV.B) com o uso de (V.12) e (Ap. 28) pode

mos escrever a condi¢ao
(3] + o [aiv v ] =0
que, através de (V.13) ,, fornece
Ua[pa] = (a, > APy (V.15)

Com as condigoes (V.13),. e (V.15), escrevemos:
¢ G :

2 N . (e
Uul:grad pa] = pa(“u n)n (v.16)

A continuidade de Pyt Yy © Vq pernite escrever (V.5)

na forma

[T ]n =0 (V.17)

— gy &

e —— ——



Entdc, (V.6) pade ser escriba, (Ap. 28):

p U le] = [B,] +n="0 (V.18)

Desse modo, © uso de (V.18) em (V.7) fornece a desigualdade

c
puUa[na - @—Z-:I €0 ! . (V.19)

supondo que £, e r sao continuos através da onda ace-

¢
leracdo, as equagdes (IV.9) e (IV.1ll) produzem

Py = [@iv ™ ] # [m ] (V.20)
= o» S .
p &, == [aiv n ] + [y, + [Ty « p,]
Quando ET“] =0 e [hu] = 0 atrav8s da onda de aceleragao, O uso

de ¢ = Ta em (V.8)4 e W’= ha gm (V.8)3 relacionado com

(V.20) produz

PeUydq = = [T In + U [m ] -

il

.~ > ' S
- -4 1 +Uv1 .
palalig] = B = n+ U [0 + 0% + o]
Os resultados vistos até agqui nessa seccao constituenm
uma grande parte dos elementos basicos para uma onda de acelera
¢ao numa mistura em relagao a muitas grandeczas definidas nesse

trabalho.

Se a é o salto da aceleragdo, a £ [V], para a mistura

como um todo, pelo Capitulo ITI e um raciocinio idéntico ao des
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ga secgao,temos gue:

ulp] = (a.n)p C(V.22)
Uma onda de aceleragao na mistura € dita transversal se a.n=0
(a é perpendicular a n), longitudinal se a An =0 (a & parale
1o a n). Quando a mesma & longitudinal temos que a = (a.n)n e
N

[lall= % (a.n) . (V.23)

conforme o sentide de "a" em relagdo a n. As equagoes (V.22) e
(v.23) sugerem as seguintes definicgGes: uma onda de accelera -

¢ao longitudinal & compressiva e a.n > 0, expansiva se a.n < 0.
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CAPTITULO VI

APLICAGRO A MISTURAS PINARIAS

5 Um corpo unico admite ou nao ondas de aceleragao, bas-

i

ta verificar se [V] # 0 ou [V] = 0. A quantidade U que aparece
em (IIL.43) & a velocidade local de propagagao definida através

da velocidade de propagagac U, na configuragao material. Desse

N
mode, U depende do meio material e a mesma pode ser calcula-
da por meio de uma eguagao que relaciona certas grandezas fisi-
cas do meio material., Como u, ¢ a velocidade de pfopagaqéo da
superficie singular na descrigdo espacial, a mesma pode ser me-
dida na pratica e ©s resultados comparados com 0s valores de un

calculados poxr (III.43).

0 estudo de ondas de aceleragao em misturas &€ mais com
plexo. Numa mistura binaria, pela prdpria definicao, temos
trés casos poséiveis de ondas de aceleragao: [9{] =0 e [ﬁ:]#o,
W] #0e [Vo] =0 ou [¥,] # 0e [Va] # 0. As velocidades 1o
cal de propagagac UJ devem ser calculadas de tal moede gue cor—
respondam a4 mesma velocidade u,. A guantidade u, e a velocida-
de de propagagao da superficie singular através do espago qua‘

contém a mistura. Assim, v pode ser medida na pratica e os re

sultados comparados com os valores de u, calculados por (v.1l)

Observe gque no caso de ondas estacionarias temos unEO.



60

Hesse capitulo determinaremos a velocidade local de
propagagio de cada constituinte para uma onda de aceleragac em

misturas binirias gque serao definidas nas secgoes gue seguem.

11. MIsTURA DE_UM SOLIDO RIGIDO B UM FLUIDO NHAO VISCOSO

S

o .  — ——— . s o T — ] — ] —— . —— — S T o o ————— o o e 1

Consideremos uma mistura de um s0lidoc rigido e wm flui-
do nac viscoso, inertes, temperatura comum, © = @) = 0, e as sg

guintes notagoes:

constituinte fluido

"

o = 1

2 = constituinte solido

1l
In

o

(M

g £ grad 0

Escolhendo um referencial conveniente, podemos trabalhar com
V:= 0. Entdo, por (VI.0)5; e (IV.2),, a desigualdade (IV.27) po
de ser escrita:

hy*g

2 “ o T
azl(pahu + panae ) =Ty v Iy +me Vy + ) £ 0

(Vvi.l)
A definigao constitutiva da mistura & dada por: N, Az,
i, Nz, T, me hy sao funcoes de {p,, 0, Vy, g}. Assim, pode-

mos escrevex; (Ap. 21), (Ap.22), (Ap. 23),:
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N LS 9A) <1 Ay an; )
hy = -3—0—1— 1 “+ a 0 ‘!‘ “a“\',‘—l’ 'V; + ﬁ— .

(VI.2)
S 0835 <2 OAz 2 882 “» A2 ~2
A2=%3-;p;+w0 +°a~v—l-'V1+--——ag g

Tendo em mente (IV.6), (IV.8),(Ap. 11), (IV.23) e (IV.28), a

substituigio de (VI.2) em -(VI.1l) produz:

R R, ' 3A.
_ 1|36 g it a3
ah, o S 9V,
3 p2 ap v!'gradpl .‘ p avl ® at + m ¢ vl ==
i aA; 2 aAz 31\1
L [px Tps T Pifz EBTJ 1= Dx‘yg;@?‘h Ty I+
3A1 hpeg
P 5@ Va ot grad gt =S E 0 (VI.3)

Usando as idéias de COLEMAN e NOLL [11, 15, 16] para (VI.3).te

mos ques
- oh, o il
n 56 ' Pg
(VI.4)
3As A,
apr G 3V 9
oA,
=0

sim 53_®V’

A forma de (VI.4)3 g devida ao fato que grad g & um téensor si-
metrico (Ap. 11)6. Como L; nao aparece no conjunto {p;.0,Vi.gk
entao a variavel L; e arbitraria e, de (VI.3), VI.4)2, seguc

que:
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on, » (-
Ty = ~pyl gy vy & Vi, . N (VI.S)
onde
a‘
p1 = pi o ' ' (VI.6)
afy .

De (VI.4), obtemos (Ap.1l)g:

— = ) (VI.7)

0 relacicnamento entre (IV;23)4, (VI.4)1 e (Vi.7), fornece o re

sultado

a2k,

T

Logo, depois das restricgoes impostas por (VI.3), podemos escre-

ver:

Ay = gl(pll 0, Vi)

Ay = Ka2(0, Vi)

g = Nglea, € Vie g (VL. 8)
m =ﬁl(pu G: Vi, g)

hI F hI(Dlr 0, Vi, g)

Visando uma teoria mais simples que sera usada no es
tudo de ondas de aceleragao na mistura, omltiremos V,; em Az ¢
g em 1. Assim sendo, de (IV.l4), (IV.23)4, (Vl.d)2 e (VI.B),

csSCYevenmos <
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Ay = Bat0) S

oA, .
VT =0, A; = A;(p1, 0O)

ng = figleae @ va) _(VI.9)
ey =& (p1s 6 Vi)
Ty = =Py }.
Por (VI.G) e (VI.Q)Z, temos que:
p1 = Pilpi, ©) (VI.10)

Como desigualdade residual (VI.3) fornece:

a2y hI
D)[ﬂ: t =5 )Vx t s g B IR . Vi g0

Com © pensamento no estude de ondas de aceleragdo na

mistura, suporemos hI da forma
h, = - Kg + h, (VI.11)
onde o vetor h e o tensor K sao supcstos saéisfazerem:
h i(ou ©, Vi)
= R(pa, ©p Vi) (vI.12)

Kn.n # 0

Quando temos uma restrigdo para o constituinte fluido

do tipO tl‘L]) = 1. . Ly = div VvV, = 0,
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seguindo os mesmos passos anteriores, também encontramos,

(Ap. 11)8, que:

T, =-p1 1

onde p; € indeterminada. Usaremos para P1 a seguinte relagao:

51(91. ), se pj3 # constante

It

Pi
(VI.13)

If

Pi 51(G)c se p3) = constante

11.2 - Ondas_de Aceleragao: velocidades local de pro-

L B s e . S T . SOV S . W " G V. S B S e . s B S e o W D Sy S A o o S

pagagiao

Agora, determinaremos as velocidades local de propaga
gao para a mistura satisfazendo (VI.9), (VI.10) e (VI.12). As-
sim, como p;, @ e Vi sao continuas através da onda de ace-
leracao, pi, eyr Ny T1 , K e h também séo e as condigdes
(V.17) e (V.19) estao automaticamente satisfeitas. De (IV.19) 4,

(V.18) e a continuidade de ey, temos que:
[h,] * n =0 (VI.14)

Tendo em vista (V.13)5, (VI.O)3, (VI.11), (VI.ld) e a continui-

dade de K e h, tenos ¢ produto

[Eg] (Xn.n) =0

gue,através de (VI.12)3, fornece o resultado:
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[géx =0 J - {VI.15)

Entio, para uma onda de aceleragao (V.13) 5, (VI.11) e (VI.15)

produzem:

1

[grad 6] = [g] = [hy] =0 | (VI.16)

“a condigdo (VI.16) mostra gue a forga difusiva m que & fungdo
de {p1, ©, V1, g} € continua através da onda de aceleragdo.Lo

go, como m =m; = - Mms e Ty sao continuas, (V.21); com a = 1

fornece:

piUya; = = [i‘,]n 2 (VI.17)

De (VI.9)5 e (VI.10), temos gue:

oL ap 5
apy  opy o $ i :
Como %e: t 3B © 0 sac continuas, a substituicao de (VI,18)
em (VI.17) como usc de (V.15), o = 1, produz:
" aP,
pi10ia; = py gsT(a; * n)n (vi.19)

0 resultado (VI.l1l%) mostra que a; & paralelo a n. Assim, te-
mos gue a; = (a; . n)n. Lenbrando gue V, = 0, podemos escre -
ver © seguinte sistema linear, por (VI.19):

Che

[U% - 'ap—1] ay = 0 . (VI.ZO)
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Nesse caso, temos uma onda de aceleragao na mistura se a; # 0.

Logo, segue de (VI.20) gue:

U} = 5— : (VI.21)

Usande a equagao (V.1l), encontramos:

u

(VI.22)
U,

nl

n

E assim, por (VI.21) e (VI.22) u, e U estao calculadas.

Se para o constituinte rigido a superficie singular
é material, temos que U, =u, = 0.

Observe que mesmo trabalhando com V; # 0 para o cons
tituinte rigido temos D, = 0. Desse mode, nao € dificil mos-
trar gue, num caso de propagagao com velocidade finita, tambCm
temos az = 0. Assim, se T; € dado por (VI.9)g, Uy é calculada
por (VI.2l). Logo, u, & determinada por (VL1.22), e, nesse ca-

SO, Uz = un = n.V:,

A finalidade da forma especial (VI.1ll) para hy fei
mos trar que f}?] = 0 através da onda de aceleragao e, dessa ma
neiva, facilitou o cilculo das velocidades local de propagagao
mesmo com a temperatura variando. Se for de interesse, o sal-
to fba] pode ser analisado usando (V.21)2, (VI.16) e a suges -

tao

-~

o S0
g =grad 0 - L§ q
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. Quando temos wmn restricio do tipo div V, = 0 para o
constituinte fluvida, por (IV.B)l com a = 1, (VI.13), (VI.15),

(VI.17) e (VI.18), nao temos ondas de aceleragao na mistura.

No caso de um meio poroso rigido saturado com um £lui

do nao viscoso, temos que:

p1r = Ef-lf
p2 = (l-e)pg . (VI.23)
q = eV,

onde pgs € pg sac, respectivamente, as densidades do fluido e do
sblido guando secparados, £ € a porosidade e q € a velocidade é2
percolagao. De (VI.22), e (VI.23)4, temos:

\

eu, = eU; + n.g (VI.24)
P
(eu, = n.q) a8

onde (VI.21) foi usada.

12, MISTURA DE UM SOLIDO BLASTICO B UM FLUINO NAD VISCOSO

12.1 + pgfinicao_e_andlise_constitutiva_para_a mis-

s W —— i — " — " — . T . T T 1 e o o — SN A

- tar

o

Consideremos uma mistura de um solido elastico e um
fluido nio viscoso, inertes, temperatura comum, 0 = @; = 0,,c0m

a mesma notagao da secgao 11.1.



m e hy sao fungoes

~
\

Definimos constitutivamente a mistura por: AJ, Tye T

>
"~
i
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Jf

de {p., ©, a, g, Fa}. Entdo, segue gue:

'()1’&1 Sy DA] sl 31&1 -

31\1 . 1 BA) \l
= "éE- (> e '56— e + '5—a—‘a + "a""g“ o (G5 ET‘;'; o 2
31\2 Ny 37\2 “~2 3}\ sz ahz ~2 aAp -~
ap]'pl 'l'—?J—D——Q +——2‘aa fa+'a—§—.g+m.1‘"2
(VI.25)

Com a mente voltada para (xv.4), (Iv.6), Av.7), (IV.8), (IV.23) ;

(IV.26)

(Iv.28),

(Iv.29), (vI.0), (ap. 11) e (Ap. 20), a subs-

tituicdo de (VI.25) em (IV.27) produz a desigualdade:

As idéias

+

+ P

.

2 a \el 4 3]\2 3AI ~.8 " 3AI ~1
30 pz(TM2 30 & -a-g— g 8 TE a
ol 8h,
555 a.gradny + pa e ® a.gradg + m.a -
. A, 3h oA, hl.g
£ 537 + papa gaqu + p2 Ezf-eya + T,].L, + 3 +'
0B iy " 8h
[Pl 5—1,.—2"* P2 'ﬁ—.;lpz + p2 a-a—@a = Tz]. Ly +
o, = (2)

de COLEMAN e NOLL em (VI.26) produzems:

) aAI BAI oy 3}\1 .
20 ' 8g ' da
o ]
= 0, slm[—g— ® a] = 0 (vi.27)
=} ok, *
® (F, a) + -a—r.,—z-@(r‘za) = 0
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(2)
A forma da condigao (VI.27), & devida ao fato que Grad F, apre-

senta a propriedade (Ap. 16). Assim, por (Ap. 18)4, (VI.27)3

fornece
A,
BBg = O
Como L; e Ly nao estio no conjunto {py, 0, a, g, Fa2l e tendo

em vista (IV.23) e (VI.27) temos, por um raciocinio idéntico ao

da secgao 11.1, que:

Ay = Rilpys 0, @)

A, = K200, &, Fz)
a4,
1, = - pa _J_.+p1 T & o (VI.28)
aAl‘ { aA2

T, =pz-ﬁ.—;1"2+pz 'a_a.—'@a'
onde

2
P

]

P

Como na, secgao 1ll.l, omitiremos ¢ em Az € g em N Assim, com
a mente em (IV.14), (IV.23), (VI.27) e (VI.28), podemos escre-
ver: '

Ay = 8i(pa, 0, A2 = Ry (0, F2)

Ny = ﬁJ(pl. e, a, Fz2) (VI.29)

eJ = éa(p’l 0' al FQ)
Ty =-p3 1, pi = Pilps, ©)

LLL% T

Tz = p2 s ) P
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Tendo em mente (IV.Z%) e (VI.Q?)I, temos de (VI.26) a

desigualdade residual

oA, h _
Dx(nx + 3§—Ja + 5 cg+mag0

.

Para o vetor fluxo de caler hI,.usaremos a mesma for-

ma de (VI.1ll) com as condigoes:

hipi, O, a, Fz) (VI.30)

=3
1l

K =K(pi, 0, @, F3), Kn.n 7# 0

Se temos uma restrigio do tipo div V; £ 0 para o cons

tituinte fluido, o caso é estudado da mesma maneira que O da
secgio 11.1, Quando tamb&m temos uma restrigao do tipo

div V, = 0 para o constituinte so6lido, seguincdo os mesiws pas-

505 anteriores, escrevemos:

oA, t
T, == pz L + p2 557 Fas

onde pz € indeterminada. Em ambos os casos, com restrigéo ou

néo, escrevemos para Tz, (VI.29),,:

P, = T,(0, F2) (VI.31)

— o ———— " —————— . ——— T ——— ]~ ——— . s -~ T ——

pagagao

Determinaremos as velocidades local de propagagio pa

ya uma onda de aceleragao na mistura definida por (vi.1l),
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(VI.29) e (VI.30). Dessa maneira, como pi, 0, a e I sao contl

nuas através de uma onda de aceleracao, Pi. eyr Ngr Tyr K @ h

J
também sdo. Aplicande o mesmo raciocinio da secgdo 11.2, escre

Vemos :
5 -0

[graa 6] = [g] = [hy] = 0O ‘ | . (vI.32)

~
b

O resultado (VI.32) mostra que m = mlpi, O, @, g, F ) & contl -

nua através da onda de aceleragdo. Entdo, a continuidade de
m=m = -mz e Ty em (V.2l)l com & = 2 produz o resultado:

palzas = = [:l'z]n . (VI.33)

Usando (VI.31), (VI.32),, (VI.33), (ap. 21), (Ap. 22) e (Ap.28),

obtemos:
ai‘z -~
paUzaz = = i [F;a,] Ny (VI.34)
32 _
onde 0 tensor de gquarta ordem 3F; © definido por (Ap. 13). O

uso de (V.14)1 com a& = 2 em (VI.34) fornece:

al, "
pa2Uaa; (EF—Z- (a2p ®I~‘gn)]n (VL. 35)

Seja Qz = G,(6, n, F2) um tensor de segunda oxdem definlido pe-

la yelagao

oY 3

BTZ t ¢
Qeray = (az & Fzn) [n (VI. 36)
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para todos os vetores az. Como para o constituinte fluido o ra
clocinio & o mesmo da secgao 11.2, usando.(VI,35) e (VI.236) ,es~

crevemos:

epa '
Uf - gy = 0

ap1
(VI.37)
2
(Qz = p2Uz llaz = 0
O vetor a; tem trés componentes, como também az. Assim,

(VI.37) forma um sistema linear de seis.equagaes com seis incog
nitas (as componentes). Para que a solugao do sistema nao éeja

trivial (Ap. 12), aj.ay+ az.a; > 0, devemos ter:

2 P2 2
det| |Uy - 55; Qs -~ szzl = ( (VI.38)
A condicZo (VI.38) pode ser escrita na forma:
2 aps |2 2
By = 'é'p—;' det(Qz - pal, }') = 0 (VI.39)

Desse modo, pof (V1.39), podemos analisar o problema como segue:

19 caso:
2 3[31 3 0
Ul 2 apl

det(Qz - paUz 1) # 0

Nesse casc, de (VI.37)2 e (Ap. 12) temos que az; = 0 e a condi -

gac de ondas de aceleracao na mistura @& escrita apenas poxr
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ay # 0. Para a velocidade U;, escrevemos:

be (V.1l), temos que

u = U1 -+ n.v; . }

U u. = n.Va

n

e o problema esta determinado.

29 caso:

Usg = 2==] # 0 ; _ (VI.40)

det(0z = paUz 1) = 0

Agora, de (VI.37)l'temos gque a; = 0 e a condigEo de ondas de
aceleragdo na mistura & escrita por az # 0. A velocidade U2
é determinada por (VI.40)2, (Ap. 12), e de (V.1l) cbtemos U, e

U; como segue:

= 4 e
un U2 n.va
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39 caso:
.| I -y 41
e

det(Qz ~ p2Uz 1) = 0

‘bbseive que, nesse caso, U; e Uz sao determinadas diretamente

. por (VI.41). Se usarmos U; calculada por (VI.41)l em (V.l) de
terminamos outra velocidade U; que nao corresponde ao Uz calcu
lada por (VI.41)2, ou seja: U; e Uz obtidas de (VI.41) ndo coxr
respondcm-ao mesmo u_. Assim, acreditamos gue © caso ap # 0 e

n
a; ¥ 0 nao & possivél.

Se temos uma restxicao do tipo div VvV, £ 0 para o cons
tituinte fluido, pela seccao 11.2, o 19 caso nao admite ondas

de aceleragio.

Para um meio poroso elastico saturado com um fluido

nao viscoso, escrevemos (VI.24).

Nas duas aplicagdes, por (VI.24), acreditamos na pos-

sibilidade do cdlculo de porosidade usando ondas de aceleragao.
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APENDICE a .

1. TENSORES DE SEGUNDA ORDEM

Sejam v e v' espagos vetoriais de dimenscas finitas ca

“da um munido de uma estrutura de produto interno; Represente -
mos por £ii(v, v') o conjuhto de todas as transformagaeg linea -
res de v em v'. OQuando v = v', usamos a notagao Linv = Lin{uv,v)

e os elementos de £inv sao chamados tensores de segunda ordem.

As letras a, u e V denotarao vetores de ve E, F e L

tensores de finv. Para a norma || || em v temos
[| ul| = (u.u)l/2 (Ap.0)

e, pela propria definigao de cada tensor E escrevemnos:

u -+ Eu
0 tensor identidade 1 de Linv & caracterizado por:
lu = u (Ap. 1)
para todo vetor u.
0 produto tensorial u @V & um elemento de £inv defini-

do atraves da relagao

u@V)ia = (Via)u : (rp. 2)
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qualquer que seja o vetor a.

Agora, sejam s a dimensao de v, f = {fi} (A=Y, e0008) R
ma base ordenada de v e fd = {£}} a base dual de v em relagao
a £. Pode- ser mostrado que £inv também é um espago vetorial e
£& £5, fci @ £ formam bases de £{nv. As componentes de um ten-
sor E em relagdo as bases f; ®f e £@ £, ;550, respectivamente,

\08 numeros reais

gty = £.B£,

(L,7=1,¢.0:8)
£l = £, .66 ‘

0 trago de um tensor de £{nv & a fungao linear

conjunto dos reais

tr ¢ Linv + I

definida por
tr(u @ V) = u.V ' (Ap. 3)

para todos os vetores u e V. Por meio de (Ap. 3), pode ser ve-

rificado que:

5
grE = ] gt = 3
i=)

Ey

i 1

il ~01

X

0 préduto (composigdo) de dois tensores E e L é o ten—

soxr EL de Linv definido por

(EL)u = E(Lu)
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Dizemos gue F é inversivel se existe E tal que

FE = EF = 1

- - - = |
Quando E existe, o mesmo € unico e sera representado por F .

Entac, se F & inversivel,temos:
FE =F F=1 ; (ap. 4)

0 transporto EY Ge E & o finico elemento de Linv que

satisfaz a relagao

Eu.V = u.EtV . (Ap.5)

para. todos os vetores u e V. Em relagao a operagac transposi -

¢ao,; podemos escrever:

(v.@V)t =V®@u

£, &
=B
L4 (Ap. 6)
(er) ¥ = ptet
. trEY = trE

P | el - -
(Ft) = (F ‘)t, se P e inversivel

Um tensor Q de Linv é dito ortogonal se

ao% = o% = 1

Assim, quando Q €& cortogonal, temos:

Q é inversivel e Q' = ot

Qu.Qv = u.v
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Quando E = Et

trico se E = -g¥. cada tensor L pode ser decomposto, de modo

o tensor E & dito simétrico, anti-simée-

finico, numa parte simétrica L° e noutra anti-simétrica L%, co-

mo segue:
R ol o
- ' - (Ap. 7)
simLELS'--%- (& + 15
antisim L = 1.2 = -% (L = L8
Naoc € dificil mostrar que:
( t
W@V)E- = u@®EV
(Ap. 8)

E(V®&u) =EV@u
A definigao (Bp. 3) em (Ap. 8)l sugere uma esﬁrutura de produ-
to interno em £inv. - Tal produto & definido por
. ! t :
E.L = tx(EL") (3p. 9)

e, por (Ap. 6), temos que:

E.L = L.E
Assim, por (Ap. 9), ja podemos definir uma norma | em
Liny: .

lell = (z.x)*/2 | (Ap. 10)

Com o estudo em {4hy feito até agul, pode ser demons-

trado que:



txE = }.E

tr (EF) = tr(Fg)
E.LF = EFt.L
u.EV = E.u@ V N (Ap. 11)

E.L = 0, se E & simétrico e L &
~anti-sim@trico

BE.L = (sim E).L, se L & simétrice

B.L = (antisim E).L, se L € anti-simétrico

EIL
il o

(E+Al) .L, se 1.L=0, A= escalar

o

e sim(u@® V) = 0, entdo u = 0

Quando a dimensao de v € 3, o determinante de E,

det : £iny + W

en relagao a base £ & definido por

A 55 ok
(det E) b €yq B, B, B, s

onde

f .
1, se (ijk) & uma permutagaoc par de (123)

m
i
e

ik -1, ce (ijk) €& uma permutacao Impar de (123)

\ 0, se i=j, i=k ou j=k

Pode ser mostrado que det E independe da base usada na sua de-

finigao e:

det (EL) = (det R) (det L)
(2p. 12)

aet(g-k})=-x’+x’tn}-%{uxﬂ)1wxE’]+aetE,
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onde A € um escalar.

.-

E é inversivel se, ¢ somente se, det E # 0

u#0e Eu = 0, entfio det E = 0

2. IENSORES DE ORDEM MATIOR DO _QUE DOIS

5

———— b — i T W ——— — o ——— W o 7t "

0s elementos de £4n(v,Linv) ou Lin(Linv,v) sao chama =
dos tensores de terceira ordem. Cada tensor T de &in(v,Linv)

- @& uma transformagao linear de v em £inv, ou seja:

T: v + Linv

u -+ Tu=E

0 transposto % Qe T & um elemento do conjunto Lin(&inv, v) e

gescrevemos:

ot Liny + v

t

. ¢ TWE =u.TtB (3p. 13)
E + T8 e

Para o produto tensorial, escrevemos:

E ®.u, elemento de Linlv, Linv)
u@® E, elémento de Lén[&i.uu, v)
(B @ u)a = (u.a)BE, para todo vetor a (Ap. 14)
(u @ E)L
(E®u)"

(E.L)u, para todo tensor L

u @B
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Em relacao ao produto interno em Lin(v, Linv) e

Lin(Linv,v), temos que:

T« E@u=7T u@E=Ta-E=7E+:u (ap. 15)

Seja * uma fungao que permuta dois Indices das compo-

nentes do tensor T de Lin(v,finv) com a propriedade:

(%)% = 1

Como os dominios de T e TT sfo diferentes em relagio aos espa-
¢gos vetoriais, nZo tem sentido definir simetria ou anti-sime -
tria semelhante aos tensores de £inv. Mas, o tensor T pode a-
presentar alguma proﬁriedade de simetria ou. anti-simetria. Por

exemplo, em relagao a fungdo *: T € simétrico se

T= 1, (Ap. 16)
anti-simétrico se

I . (ap. 17)
Qualguer tensor T de Zinlv,&inv) pode ser decomposto como se-

gues:

T TS 4 2

05 = %(T +
®

= (1 - 1),

onde T° satisfaz (AP. 16) e T2 (Ap. 17). Um tensor com compo
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2%

nentes it apresenta a propriedade (Ap. 16), pois se as
%y 0%y 22u 3%u

fungoes vy 8a0 suaves, : = i 5 Assim, a funcao *,

ijaxk axkaxj
nesse caso, permuta os Indices j e k.

Temos 08 resultados:

I
-3

T+ (E®@u) =7T E@uw, se T

T« (E@u) =T - E®@wW?, se T =~ " (Ap.18)

uf0e (E®@u® =0, entdio E = 0

Seja 3 o espago dos tensores de terceira ordem. Os
elémentos de Linly,fs),Lin(Qs, v) e Lin(Linv, Linv) sao chama -
dos tensores de quarta ordem. Se I' & um tensor de £4n(v,Q;3), o
transposto rt & um elemento de Lin|Rs,v) e escrevemos as defini.

goes:

F: v+ 03 rtin, +« v
u =+ I'u g <+ rtc
Tueog = rto-u

onde ¢ € um tensor de terceira ordem. Quando I' & um elemento
de Lin{finv, Einv) o transposto r* também & um elemento do mes-
mo cenjunto e temos:

Ty finv » Liav

E » T'E

: (Ap. 19)
TE.L = E.TVL

Os tensores de quarta ordem definidos por Lin(Linv, Linv) apre



sentam uma estrutura idéntica aos de Lcnu Sequindo ce 'pass'os usa-
dos para estudar tensores de ordem dois, tx@s e quatro, podemos datinty ben-
sores de ordem neior do gque qt;a‘tro. Assim, por e}:enpls, se I' @ um tensor de
orden maicr gue quatro e o & um tensor de,ordem nenor uma unidade daquela de

_ I', podancs, escrever:

ru=ag, Ptb.= v
ruse =u.r , lo®@u)V= (Vo _ (Ap. 20)
COWr=u@o, UBa)g = (6.0)u

t

Fre@u=r-aua@os = I'v.o,

“onde ¢ € da nesma ordem gque  O.

3. DIFERENCIACEO

Séja & uma fungéo com valores escalares, vetoriais, ou
tensoriais. A fungao ¢ com valores escalaresc sera representada
por ¥. Quando ® tem valores vetoriais, ou tensoriais sera denp

tada por Y.

. Se o dominio de ¢ & um intervalo da reta real, a deri-

vada @' = g—% no ponto t = t¢ do dominio é definida pela rela-

¢ (Eott) =0 (o) = (5% (£0))THO(E0, 1)

0 (to, ) (ap. 31)

Inm 0

0 ¥

Quando o dominio de ¢ & um sub-conjunto do espago veto

rial v ou um conjunto de tensores, a derivada g—% em g = g do

domInio & definida através de:
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Y (ZotE) =y (To)= gn,g (Lo) . §+0 (Lo, 8)
' (Ap. 22)
w(Co+§)“¢(Co) = [%%(Coi]§+9(Coo§)

0lto, &) o 0(Te.5)

=0

rinm — , Lim  ——
50 Il sl G-+ {ER|

observe que se |y e L sao elenentos de LIm v, %% é um tensor de

\. quarta orxdem no sentido de (Ap. 19).

Agora, consideremos © caso em que O dominio de ¢ & um
sub-conjunto do espago Euclidiano pontual de dimensao s. O gra

diente de ¢, grad ¢, no ponto x = x¢ €& definido por:

¥ (xo+h) =y (%)= ( (grady) (x¢) ) .h+8 (x¢,h)
(Ap. 23)

Y (xo+th) =0 (o) =((grady) (x¢) ) h+0 (%o ,h)

O(xo,h) , 0 (x0,h)

2 P24 —

LY. e '
hre  |[nll hro [l

Para o operador divergente, div, definimos:

div u = t (grad u)

a.div E = div(Eta), para todo vetor constante a

g.divl = div(rto), para todo tensor constante ¢

(Ap. 24)

onde I & de ordem maior do que dois e o & um tensor de ordem

menor uma unidade daquela do tensor T.
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Se 11 & wn vetor, ou tensor arbitrario e constante,por
(bp. 19) e (Ap. 23), podemos escrever:

grad (y+1) = (grady)Tn " (Ap. 25)

Escrevemos o0s seguintes resultados:

W5 = 0t
(ye)' = y'¢ + y¢'
(oy) ' = ¢'p + oy’ L, (Ap. 26)

(rs92) ' = Yi-bz + Yavp2
(V2 @ ¥2)' =¥ @ V2 + Yy B Y3

onde VU1 e Y sao campos semelhantes a ¥
Para os operaderes ¢gradiente e divergente, temos:

grad (yu) = ygradu + u @ grady

div(ju) = ydivu + u.grady

grad(u.v) = (gradu)tv + (grad v) tu (Ap. 27)
div(u G V) = udiv V + (grad u)Vv .

div(Etv) = E.gradV + V.div E

div (yE) = ydivE + Egrady
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4. SALTO, VESCONTTHNUIDADE: LEMA DE _HADAMARD

Quando % definida num sub-~conjunto do eséago Fuclidia~-
no pontuzl é descontinua através de uma superficie singular, es

crevemos para o salto [8] de ¢

[¢] = s - @

Assim, temos os seguintes resultados:

v® = [w]®
[yd = v[e], se [ﬂ-= 0
[ye]l = [y]e, se [¢] =0 . (Ap. 28)

By & 4l = Bl & [

.

[eg] = ¢[v], se ] =0
loy] = [¢]v. se [¥] =0
s » vzl = [Wa] * va, se  [¥2]
[br ® ¥2] = [¥a] @ ¥z, se [y2] =0

it
=]

Lema de Hadamard: suponhamos que a fungao y coﬁvvalg
res escalares &.definida e continuamente diferenciavel no inte
rior de uma regizo P+ do espa¢go Euclidiano pontual com fron =
teira suave S e gue,para cada posi¢ho X em S, os limites Y+(x)
(qradv)+(x). de y(y) e (grady) (y), respectivamente, quando Y
tende para x ao longo de caminhos contidos em g% s3o definidos

e finitos. Se x = X(L) & uma curva suave sobre S e y+ c
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4 -~ . - i
(grady) sao diferenciavels nessa curva, entao

")

+ .
d + d
a%— = (grad y) . 3 (Ap. 29)

"Prova:

Sejam M ¢ N dois pontos separados‘de S de tal maneira
gue x = X(£) @ um caminho em S de M até N. Consideremos também
dois pontos separados M e N no interior de ¥ de tal modo que
y = ¥(£) & um caminho no interior de gt de M até N de acor

do com a figura abaixo:

Das hipdteses sobre Yy, podemos escrever:

+
Y+(M) = Y+(N) =.]' g%— df, sobre S
- a (Ap. 30)
y (M) = y(§) =.j' %% df, no interior de 6+
MN

—_—

Como y(y) = y(¥ (L)), temos que (regra da cadeia):

y(M) - y(R§) = f (grad y. g—%)dt
: ' MN

Quando o par (M, N) tende para (M, N), o caminho y = ¥(£) tende

para o caminho x = %(£) implicando que y e grady tendem para
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Y * & (grad y)+, respectivamente. Logo,

yoan - vyt =f ((grad nt . g—%]dz (Ap. 31)
' MN .

Igualando os resultados (Ap. 30)l e (Ap. 31) com o argumento
que o caminho x = %(£)-€& arbitrario, segﬁe a condigao (&p.29).
. Em relagao a uma superficie singular, podemos aplicar o lema
de Hadamard para o outro lado da superficie (lade =), escreven

do:

n:im
(o )

'%%— = (grad Y) (ap. 32)

De (Ap. 29), (Ap.32) e a notagdo para o salto, obtemos:
d 3 ax
Eéxl = [graa y] . E% e . (Ap. 33)

onde

vl =4 - y7

(grad Y)* - (grad y)

1l

[grad v]

Para o, campo vetorial, ou tensorial y, a substitui -
gao de y = Y« com o uso de (Ap. 25) e (Ap. 26) produz para

o lema de Hadamard

+ 3 S
& = (graa w* & (3p. 34)
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