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R E S U M O

A finalidade desse trabalho é estudar superficies sin

guiares e ondas em misturas.

Estuda-se movimento de superfícies e apresenta-se
definição bem motivada de derivada-deslocamento.

uma

Inicialmente definem-se superfícies singulares num cor

condições de compatibilidade obtidas

estudo

único escrevendo-se aspo

de forma simples e intrínseca,

para misturas e fazem-se duas aplicações para

aceleraçao em misturas binarias de constituintes inertes em cem

cálculo das velocidades local de propagação pa

Depois estende-se o

o caso de ondas de

peratura comum;

ra uma mistura de um sólido rígido e um fluido não viscoso e

uma mistura de um sólido elástico e um fluido nao viscoso.

)



ABSTRACT
MP».'*««t-v.SItTWi.VS4MKt3mK «i.Vt

The aim of this work is to study , singular surfaces

and. waves in mixtures »

Surface motion is studied and a well motivated

derivative is presented.definition of displacement

First, singular surfaces for a single body are

defined and the compatibility conditions are obtained in a

After, the study isway that is direct and intrinsic,

extended for mixtures and two applications are worked for

aceleration waves in binary mixtures of inert constituents

computation of the local velocities

of propagation for a mixture of a rigid solid and. a non

viscous fluid and a mixture of an elastic solid and a non

with common temperature:

viscous fluid.
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CAPÍTULO I
e..~.wsut .r.i>• ;«K*^W2vcnt<tail

INTRODUÇÃO
ÎHülCOTCav îOwr̂ ijiO«**jv*K.

Na física do contínuo a palavra onda engloba uma gran
\

de classe de fenômenos.
\

Qualquer perturbação que se

com velocidade finita através de um rneio pode ser

propaga

considerada

como uma onda.

As leis de propagação de ondas estão relacionadas

a natureza da resposta de cada meio contínuo

com

Elas mostram co

rno o material reage, localmente e instantaneamente a uma peque

na mudança ou impulso numa região delgada. Como a resposta de

um contínuo geralmente ê descrita por um conjunto de equações

diferenciais parciais não lineares, a composição dos pequenos e

feitos para um movimento do corpo como um todo é um problema Sr

Por isso, vãrios caminhos diferentes são estudaduo e difícil.
No comum desses, ê u~

deformações ou oscila

desprezamos os termos não lineares das equações diferen-
ciais do movimento para produzir um sistema linear que pode ser

visualizado como um conjunto de osciladores harmónicos cujos mo

vimentos jã estão bem caracterizados.

dos para aproximar um . movimento de onda.
sada a teoria das pequenas perturbações,\!

çoes:

Outro caminho usado e a-
quele baseado nas ideias de HUGONIOT (1885) que desenvolveu

conceito diferente de propagação:
um

a perturbação e confinada,ri

gorosamente F numa região’

de volume nulo (superfície), mas a
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A teoria matemática remesma pode ser de qualquer intensidade.

sultante do método de Hugoniot, teoria de superfícies singula -
res, é exata. Fora o rigor, a diferença em conceito 5 grande.
No método das pequenas deformações as superfícies de perturba -
ção, frentes de onda, são supostas terem formas especiais, pla-
nas, cilíndricas, ou esféricas e a onda se propaga numa região

de repouso ou velocidade constante. Enquanto que o- método dè

V
'superfícies singulares admite que a descoritinuidade encerra- se

numa superfície de forma qualquer e a condição do material pode

também ser qualquer.

O método de Hugoniot foi desenvolvido por por

MARD (1903) no seu grande tratado sobre movimento de ondas

materiais elásticos. Após Hadamard, durante um período de

anos, não houve progresso significante no estudo de ondas em e-
lasticidade não linear. Com um trabalho sobre ondas em

riais elásticos isotrõpicos e incompressíveis, ERICKSEN

reviveu novamente o interesse. Depois veio THOMAS (1957)

um trabalho sobre superfícies singulares e em particular deriva

da deslocamento. E assim, com o uso da derivada deslocamento e

da física do contínuo a teoria sofreu um grande desenvolvimento

até o ponto de COLEMAN, CURTIN e seus colaboradores publicarem

um trabalho sobre ondas em materiais com memória.

HADA-
em

50

mate

(1953)

com

Com a teoria de superfícies singulares já bastante de-
senvolvida para corpo único, alguns pesquisadores começaram

estudar propagação de ondas em misturas, como é o caso do BOWEN

Em misturas o problema é mais com -
o fenômeno na mistura como um todo £>ode ser analisado

a

que usa uma teoria linear.
plicado:
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através do estudo entre os constituintes de acordo com a teo-
de misturas.

Nesse trabalho, c desenvolvida uma teoria básica

superfícies singulares e ondas em misturas e o nosso maior ob

jetivo ê o estudo - de ondas de aceleração em misturas.

de

Os elementos de mecânica do contínuo para corpo único

necessários ao desenvolvimento desse trabalho

dos. no Capítulo II.

\

sao apresentaf

No Capítulo III, ë feito um estudo de movimento de su

perfides, derivada deslocamento, superfícies singulares, con-
«V

dições de compatibilidade e ondas

Ä teoria básica de misturas ë desenvolvida no Capítu-
lo IV.

A aplicação da teoria do Capítulo III em misturas

feita no Capítulo V e em particular ondas de aceleração são es

tudadas.

' e

Duas aplicações são feitas no Capítulo VI em relação
«

ao cálculo de velocidades local de propagação: mistura de um

solido rígido e uni fluido não viscoso e mistura de um sólido e

lãstico e um fluido não viscoso.

Finalmente, os elementos de matemática necessários po

dem ser encontrados no Apêndice (Ap.).



4

CAPÍTULO IX

NOÇÕES DE MECÂNICA DO CONTÍNUO PARA
h«**iiew;u :.OíO»S«Y»VC'.VJTJ*JI:Iâ

CORPO
'ONico

1. CORPO, MOVIMENTO E DEFORMAÇÃO
mtOOK &a»na»«.T!íJux«:« '#Mï&i2ix?^!bOei5azfMz#r̂ ja&Ba22sr!K2u&r3mBæ&~j^ -ji&-<3.aM3tm3Xtxxa2C»sz?t

Seja Ç o espaço Euclidiano pontual tri-dimensional.
Um corpo ß [lf2,3,4 f 5j ë uma variedade tri-dimensional,
região ocupada por ß em Ç ë chamada uma configuração de ß

signando por P uma partícula de ß, cada configuração K(ß)

ß ë caracterizada pelo homeomorfismo

Cada

De

de

tC ï ß Ç

definido por

(IX.0)X = K(P),

ocupada por P na região K(ß) de Ç. A

,e definida pela relação
onde X ë a posição

versa de K, denotada por K

in

- í

~! (II.1)(X)'p K

Representando por I* um intervalo da reta real,

movimento do corpo ß e urna família uni-paramëtrica de configu-
rações A(- , t),

um
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A : 3 x li •> E-> t ,

satisfazendo a relação

(II.2}x = A(P, t),

onde t é uni parâmetro real interpretado como tempo e x ë a posi^
çao ocupada pela partícula P em Ç no instante t. Como cada con

urna regiao. de Ç,figuração ë um homeomorfismo de 3 sobre

•tão a função A(* , t) ë inversivel para cad'a .instante t.
en-

\ Repre-
sentando a inversa de A(* , t), para cada instante t, por

- 1A (* f t), escrevemos:

-1 (II.3)P = A (x; t)

Por (II.2) e (II.3)f para cada tempo fixado temos uma configura

Se todas configurações são comparadas comção do corpo 3.
configuração prê-estabelecida, então a mesma ë chamada configu-

uma

Qualquer configuração do corpo 3 pode ser

Seja K a configuração de referência do corpo 3 ?

Então, de

ração de referência,

de referência.

(II.0),escolhida como aquela no instante t = to *

(II.1), (II.2} e (II.3), vem que

K ( * ) = A( * , t 0 )
(II.4)

K («) = A 1(•, to)~}

e X é a posição ocupada por P na configuração de referência K.

De (II.1) e (II.2), obtemos;

- 1 -1 (II.5)(X), t) = A o K (X, t)x " A(tc
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A deformação x, relativa a configuração 'de referência

K, ë a função

-1 : K(3) x 11 ÇX = A 0j<

descritoAssim,, por (11.5), o movimento do corpo 3 pode ser

por

.\
(II.6)X(X,t)

que depende da configuração de referencia K. De imediato, u-
sando (II.4) e (II.5), segue que

~ i (II.7)(X,to)x(x, to) Ko K

É fãcil ver que x(* , t) ë inverslvel para cada instante

Escrevendo x (e , t) para a inversa de x(* <• t) em cada tempo

t.

t, temos:

(II.8)(x, t)X X

Seja $ qualquer função definida num sub-conjunto
espaço produto Ç x (~

ou tensoriais e suponhamos que $ contenha em seu domínio, para

cada tempo t, o espaço produto K(3) X 1\. Chamamos 4>(X, t) u

ma descrição referencial e $(x, t) uma descrição espacial. Co

mo cada partícula P de 3 ë identificada pela sua posição X na

configuração de referência K, usaremos sem despertar confusão

a expressão "partícula X" e 4>(X,t) também sera chamada

descrição material

do

co) com valores escalares, vetoriais,o o ,

uma



í> serão supostas suficientemen-

A derivada espacial em relação ao tempo do campo $ se

\rá representada por

3$ 3$ (II.9)3131 x~constante

Para as derivadas material em relação ao tempo, usare-
as notações:mos

3$4 E 31 X=constante
(II.10)

v _ 34
~ 31 X=constante

Os operadores divergente e gradiente toma-e assim por diante.
dos na configuração de referência serão convencionados por Div

respectivamente, e na configuração es~e Grad (em relação a X)

pacial (descrição) por div e grad (em relação a x).
F

As deriva-
das do movimento

V = x

(II.11)e
«

V = x

são, respectivamente, a velocidade e a aceleração da partícula
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0 tensor gradiente de deformação F é dado porX no instante t.

F = Grad x (II. 12)

Como y
_
{' ,t) foi suposta um difeomorfismo para cada instante t

então F(* , t), para cada tempo t, admite um inverso
J,

por F (*, t), e

r

denotado

\ ~ i - 1V

F £ grad x r (11.13)

com a condição
- 1 -ïFF = F F “ 1,

onde 1 ë o tensor identidade de linv (Ap. 4).

campo vetorial V, definimos o' tensor gradiente de velocidade I

Em relação ao

J F

L £ grad Vr (11.14)

que pode ser decomposto, de modo único, como segue (Ap. 7):

L = D + W, (11.15)

onde
tL + LD «

2

(11.16)e
t-L - LW 2

são,respect.ivamente, as partes simétricas e anti-slmétricas de

Usando (II.10) (II.6) (II.11)1, (11.12), (11.14) e a re-L. 1' t

gra da cadeia, temos que:
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Grad V = LPF

(11.17)ou
» -1

L = FF

Quando $ = y e um campo escalar # podemos escrever (Ap.

23):

tGrad y = F grad y\ \

(11.18)-t Grad y = grad yF

Se o campo escalar y tem valores y(x,t), então o uso de (II.11)

e a regra da cadeia em (II.9) e (II.10) produzem # (Ap. 21)

(Ap. ,23)^
:

1

e

ar (11.19)+ grad y • VY at

Através de (11.18)„ e (11.19) escrevemos ,. (Ap. 5) e (Ap. 6):2

• 3y
V -ES -— ~1 (11.20)+ Grad y . (F V)Y at

Agora, consideremos o caso em que í> = é um campo vetorial,

Seja ÏÏ um vetor, ou tensor, arbitrário e constante.

ou

tensorial.
Fazendo

(11.21)y = • n

e usando o fato que lí é arbritrârio, (Ap.(11.19) e (11.20)em e

20) r (Ap. 25) e (Ap. 26) vem que:



^ está na descrição espacial

Ai -1
<f> = (11.23)+ (Grad \p )(F V) •

9t

definido por (11.12), apresenta uma propri0 tensor F,

será usada mais adiante, baseada em- edade bem interessante que

(IX.7):

i.

(11.24)F(X, to) = 1,

instante atual (configuração presente) ê escolhi-ou sëja, se o

do como o de referência então

(11.25)Grad - grad

3. EQUAÇÕES DOS BALANÇOS

Sejam p a densidade (massa específica) do corpo 3 e

p a densidade na configuração de referência (lembrar que p
^
-

1C

Para o balanço de massa [l,2,3,4,5]= 0). escrevemos

(11.26)- p det FPK

(Ap. 12), (Ap. 21), (Ap. 22) e (Ap. 24),Como,

~\
= (det F)tr(FF )det F



1.1

div V = tr(L) = tr(FF~
!
),e

então (11.26) produz a equação da- continuidade

p + p div V = 0 (11.27)

que, atraves de (II.19) (Ap. 27) ainda pode ser escrita

8p -f div(pV) = 0\ 31

Do balanço de momentum linear, obtemos a equação do

movimento

pV = div T + pf (11.28)i

onde T é o tensor tensão,f ê a força de campo por unidade

massa exercida sobre o corpo ß pelo mundo exterior,

de momentum angular fornece a condição de simetria

de

0 balanço

tT = T (11.29)

A equaçao da energia, obtida pelo balanço de energia, pode ser

escrita na forma

pe = div h + tr(TL) + pr, (11.30)

onde e e a energia interna por unidade de massa, h é o vetor

fluxo de calor e r e o calor por unidade de massa

por ß' Observe que (Ap. 9):

absorvido

t ttr(TL) = T.L L.T T.L = T.D

0 crescimento de entropia será dado pela desigualdade de Clau-
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sius-Duhem
" div(|) + p I ,

©

pn >,. (11.31)

i a
y

onde n é a entropia por unidade de massa (entropia específica)

A energia livre de Ilele 0 e a temperatura absoluta (0 > 0).
moltz A por unidade de massa é definida por:

\
V V.

A 0n (11.32)e

Eliminando r entre (11.30) e (11.31),

mos, (Ap. 26) e (Ap. 27):

e usando (11.32), obte

h.grad 0pÃ + pnÔ - T.L + 0, (11,33)0

que é uma forma mais apropriada de (11.31) para explorar equa-
ções constitutivas.

r

l

'

\

I
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CAPÍTULO III

SUPERFÍCIES SINGULARES - ONDAS

Como jã frisamos, na física do contínuo a palavra on-
\ da é usada com vários significados. Para alguns, uma onda é

qualquerurna perturbação senoidal. Para outros, uma onda é

membro de uma certa classe de soluções de uma equação diferen-
cial hiperbólica. Nesse trabalho, definiremos uma onda

sendo uma superfície singular propagante (frente de onda como

uma superfície singular), seguindo - as ideias de CHRISTOFELL,IIU

Tal definição requer o estudo de mo

vimento de superfícies, derivada deslocamento e • superfícies

singulares, çomo veremos nesse capítulo.

corno

GONIOT, HADAMARD e DUHEM.

4. MOVIMENTO DE SUPERFÍCIES

4.1.

Seja H.uma função suave definida num sub-conjunto do

espaço produto Ç x(-«>, «•) com valores reais, e consideremos

parâmetro real t0 fixo.
o

0 lugar geométrico das posições x

de Ç satisfazendo

H(x, to) « 0
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upondo que grad Ií •/ 0, o vetor unitário

em cada ponto de 8, e dado por,

e uma superfície

n normal a superfície

es. .D
(Ap.& r

0),:

grad Hn “ Hgriom

A condição grad H / 0 permite representar S na forma paramé ~

trica £5,6,7]

(III.0)

~ X(0)1 , OJ 2, to),X

e w2 são coordenadas curvilíneas da su-1onde os parâmetros w

perfide S (coordenadas superficiais)»

vas •independentes tox
A interseção das cur

= constante (i=l,2) sobre S determina um

w2) representa um ponto de S,chaDaí, o par (o1

mado ponto superfície.

ponto de S.

9x
r- (i=l,2) são tangentes a S e linearmenOs vetores
19o

Então, eles geram qualquer vetor tangentete independentes.

a S, e o conjunto

9x9x (III.1)~(x)f n(x)}-(x),
0 b)1ÖÜ)

forma uma base em Ç para todo x sobre S.

0 movimento da superfície S pode ser definido

uma família uni-parametrica do superfícies S(t) determinada

pela relação

como

(III.2)II(x, t) = 0
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ou pela forma paramétrica

X = X(to 1 , to 2, t) (III.3)

A representação (III.3) descreve bem o movimento de S: ela dâ

a posiçãox ' ocupada pelo ponto superfície (w1, w2) em Ç no ins

A velocidade u de um ponto superfície (velocidade da

superfície S) ê definida por

tante t

\

3x (III.4)at

Usando a base (III.1), o vetor u pode ser escrito na forma

d X
r + d 3n, (soma em i)d.x x

onde dj, d2 e da sao escalares e sempre trabalharemos com i

= 1f 2. De imediato temos que d 3 u.n, e escrevemos para u

d x
r + (u.n)n (III.5}d.u

ôwx
A equação (III.5) mostra que em cada ponto de S, para cada para

metrização, o vetor velocidade u pode ser decomposto, de modo

único, num componente normal (u.n)n (componente de u na direção

de n) e noutro tangencial d. (componente de u numa direção
1 ,v 1 . 4

1 d 03
perpendicular a n). Assim, podemos analisar o movimento de S

através de (III.5) e uma superfície de referência S(t0) fixada

no instante t = to como segue: se u.n = 0 e d ,
5x— 0 ,x

to de S(to) se move de uma posição sobre S(10) para uma outra

posição sobre S(to), mas. a superfície S não se desloca em rela

ção a S(t0).

um pon
1 3to

Nesse sentido, o movimento que realmente provoca
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o deslocamento da superficie S 5 aquele na direção do vetor uni

a quantidade utãrio n normal a S. dadaPor esse - motivo F

por

(III.6)u•nun

ë chamada de velocidade de deslocamento da superfície S (que ê

a medida da velocidade com que a superfície S atravessa o espa~~
\

ço) e condições são estudadas para que o movimento de S seja

normal (movimento na direção de n)[s]. Se o movimento de S ë

normal,, temos que u = (u.n)n = unnf e nesse caso u é chamada ve

são linearmente in-
3W1

dependentes, então, por (III.5), o movimento de S ë normal se

Mais adiante daremos significado aos d.

3xlocidade normal de S. Como os vetores i

F

e somente se, d. = 0.
i.i

e interpretação para = 0.

Diferenciando (III.2) em relação ao tempo e usando

regra da cadeia em. relação a (III.3), obtemos, (Ap. 21) e (Ap.

23),:

a

3x 3II
“ 0 fgrad H. •y*

at at

que, através de (III.0), (III.4) e (III.6) produzf

an
Dt (III.7)un II grad H~fj

O resultado (III.7) mostra que a velocidade de deslocamento u
A &

não depende da parametrização (III.3) (jã que a parametrização
não ë única). Por outro lado, como jã foi explicado antes,
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de (III.7), a superfície S ë estacionaria serealmente e so-F

0.mente se, un

4.2. Derivada Deslocamento

domínio tConsideremos que o campo $ contenha em seu

para qualquer tempo tf a superfície S. Um problema de grande

importância no estudo de superfícies singulares e ondas é

cálculo da taxa de variação $ sobre S em relação ao tempo. Se

un = 0 a taxa simplesmente pode ser escrita na forma -g-—.
do Ufi 0 a mesma ë dada .por e mais uma parte devida ao de£

Por isso, surge a necessidade

\
o

Quan
««—«*•

locamento de S.
de derivada deslocamento[5,6,7 j.

caso em que $ ë um campo espacial ($ tem valores $(x, t)).

servando que (u
^
dt)n representa um deslocamento infinitesimal

da posição x:sobre S na direção de n
(5locamento do campo espacial $ em relação a superfície S por:

do' conceitoF

De início, estudaremos or

Ob

definimos a derivada des

4>(X+TU n t t+T)~ 4>(xft)Ôí>(x,t) lim
T+O

(III.8}ôt T

para toda posição x sobre S em cada instante t. • Da

ção (III.8) t

defini

(Ap. 21} e (Ap. 23) , obtemos:

$x = il
61 31 + grad y. u n (III.9)n

6 ib 31!;
61 31 I- (grad vjOu

^
n
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A derivada deslocamento do campo $ ë interpretada como a taxa

de variação de $ sobre S em relação ao tempo vista por um ob-

servador movendo-se ao longo de uma curva cuja tangente ë

com velocidade un (tal curva é a trajetória normal).

n

Agora, consideremos o caso de um campo superficial

$ definido através de (usando (III.3))
\

<KX,t) “ í> (x(w 1 ,W ?- , t),t) = $(cú x ,uz,t) (III.1.0)

A regra da cadeia em (III.10) e o uso de (III.5), (III.6)
(III.9) fornecem, (Ap. 21),

e

6 $
Oco1

d. (soma em i)
•L du.ID.j.

61 3t

que é a derivada deslocamento do campo superficial £ seguindo

Fazendo $ = m1 em (III.11),a superfície S. temos que

i

lô cod. (III.12)61x

e o par (d * , d 2) é interpretado como a taxa de variação
relação ao tempo do ponto superfície (cax rw 2 ) (velocidade

um ponto superficial movendo-se sobre S). Finalmente,

cluimos que ovmovimento de S ê normal (d
^ = 0) se, e somente

não dependem do tempo (velocidade

em

de

con-

1 2os parâmetros w * e wse,

tangencial da parametrização é nula).
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5. SUPERFÍCIES SINGULARES

A superfície

S(t 0 ) da família S pode ser pensada com a fronteira comum entre
r|- «Mt

duas regiões ß (t 0.) e ß (to) de Ç, como mostra a figura

[5, 9, 10].

Consideremos o instante t ~ to fixo.

abaixo

Suporemos que a função $(*, t0) ë contínua nos interiores

ß (t 0 ) e ß (to) e também'que, para toda posição x sobre S(t0),

os limites $ (x, to) e $ (x, to) de $(y, to ) quando y tende pa~

4. ~~ra x ao longo de caminhos contidos em ß (to) e ß (to ) f respect!

vamente, sao definidos. Em cada posição
$(* ,to) não precisa ser definida.
í>(’,to) em x através S(t 0) é definido por

de

sobre S(to ) a função

O salto|V](x,. t 0) de

4"[>] = $ (III.13)

Quando [V] não se anula para todas posições x em S(t0),

fiele S(t o ) é dita singular com respeito a $(? ,to).
que , $ e [i>]

a super

Observe

são funções de posição sobre S(t 0), e em parti_
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+ são diferenciáveis sobre S(t0), o

jjfj também é diferenciãvel sobre S(10)-
mento S é singular em relação ao campo <E>

S(t) ê singular com respeito a $(« , t) para cada instante t.

cularf se 0' e $ salto

A superfície em movi-
se cada . superfície

Se a superfície S é singular em relação a alguma quan

tldade e[ígl = 0 através da mesma

tínua através de S.
então a função $ é dita con

Toda a teoria de superfícies singulares' repousa no le

Em relação a parametriza

çao (III.3), para cada instante t, segue do lema de Hadamard

e (III.13) que:

(Ap. 29) e (Ap. 33)ma de Hadamard

aM •

3x (III.14)i i3co 3oj

No caso do campo vetorial ou tensorial \p, (11.21) e (III.14)
fornecem' o resultado (Ap. 20), (Ap. 25) (Ap. 26) e (Ap. 28),:

3M D x- = [grad I/J]i t

13ü) 8co

5.2. Condlcoes de Compatibilidade geometrica
•u«* *»<*> «4*̂ ****í *•** •-** »•«* «••*«* •-*» *« IP*» ». -j •>»« »**•*

Seja M uma matriz 2 x 2 com elementos a. . dados por:
13

_ » X 3x (III.15)<

ij Dw 3m



r
V

21

3 xPara mostrar que M ë inversível, seja 4> o ângulo entre e
dtil 1ax . De (III.15), podemos escrever

3 m 2

ai ?-«i i

°2 2(l~COS 2(J))adet M (III.16)ï 1

‘hi az z

\ • '

ax ax são linearmente independentes,Como temos quee
3 m 2

cos <f> 7̂ 1 e segue de (III.16) que det M Y 0.
ï3 m

Logo, M e inversÍ

vel.

Do conjunto base (III.1), escrevemos para o salto do

gradiente do campo escalar y

3* 3x[grad y"] = ) H” A + X 3 n,v 1 2
I 3 m 23 m

Xz e X 3 são escalares. Definindo a quantidade b poronde X 1 ï

*b = G(y, n) = [grad yj * (III.17)n,

encontramos que X 3 ~ b e

3x 3 x[grad yj = ï + X 2 + bn (III.17)1
1 3m 23 m

O uso da condição (III.14) era (III.17) e tendo em vista

15), vem que

(III.



3w2

ij -1
(inversa de M), obtemosos elementos de MDenotando por a

de (III..18) que

X . (soma em i)
3W

;L

e assim (III.17) pode ser escrita na forma

9M s~[grad yj = bn + a.1 ^ (sorna em i e j)
3o)

1 33 OJ
(III.19)

a substituiçãoPara o caso do campo vetorial ou tensorial ^
19) fornece,de (11.21) em (III. (Ap. 20) 25} e (Ap.26),(Ap.

ij 3W 9x[grad ifTj - h @ (III.20)n + a i f

3o1 3w:)

-[grad nb = b(if), n) (III.21)

O conjunto •(III.19) e (111.20) ê chamado de condição
%

de compatibilidade geométrica e expressa o fato que a desconti

nuidade (salto) ê estendida (difundida, propalada aberta) sua

vemente sobre uma superfície e não isolada em um ponto umaou

linha. Se substituirmos ^ por grad ujj em (III.20) e depois u~

obtemos uma condição geométricasarmos novamente (111.20) de
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• compatibilidade iterada que não escrevemos o resultado aqui,mas

o mesmo pode ser encontrado em [5, 6],

5.3 c Çondiç5es_de_com£atibilidade__ cinemãtica

Como jã foi visto, a superfície em movimento

guiar se cada superfície S(t) ê singular. Lembrando que a deri

vada deslocamento ê definida sobre a superfície S, podemos apli

car o lema de HADAMARD para o espaço produto Ç x (-
crever, (Ap. 29) e (Ap. 34), para os campos y e \p respectivamen

te no lado. + da superfície singular

ê. sirr- .
eo

\

co ) e esco
f

+áx +(grad y)+ c u nôt [ dtj n

(III.22)
•» »I«

ÔjJi 8\b ++ (grad I|J)L u . nôt (BtJ n

Escrevendo resultado semelhante para o lado-da superfície

subtraindo de (III,22) com o uso de (111.13 ) f obtemos:

e

«w
= il + [grad yj u nÔt 31 n

(III.23)
5 ifI [[grad íjJ u

^
n+61 81

0 conjunto (III.23) é chamado de condição de compatibilidade ci-

nemática e expressa a persistência da descontinuidade

num intervalo de tempo. Quando colocamos~ no lugar de $
u

no de \p em (111,23) e os resultados são agrupados com

e (III.23) obtemos condições de compatibi-

(salto)

e

grad <!>

(III.19) ou (III.20)
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lidade cinemática iteradas que não são dadas nesse

mas podem ser encontradas em

trabalho,

[5,6,9].

5.4. Qi
_
teorema

_
de

_
MAXWELL^

_ __ÇojQdigoesmde_HUGONIOT

Teorema de Maxwells Se [y]= constante através

da superfície singular S(t) para cada instante

t, então[5,8]
[grad y]= bn,

onde b e a amplitude da singularidade.
(III.24)

[yj = constante em (III.14)

gera qualquer vetor tangente a superfí ~

Para provar o teorema,basta substituir

usar. o fato que {- X
1d ío

*(III.17) Por meio de (11.21)cie singular e observar

condição[y]'= constante implica que [\í]=

Assim sendo, d teorema de Maxwell para o campo \]J é enun-

a

pois II é arbitra0

rio.

M = 0 através da superfícieciado da seguinte maneira: se

singular S(t) para cada instante t, então

(grad = b @ n (III.25)

onde b é a amplitude da singularidade,

de Maxwell expressa o fato de que o salto do gradiente de

campo contínuo é normal a superfície singular.
(III.25) é feita substituindo (11.21) em (III.24)

Observe que o teorema

um

deA prova

com a mente

Fazendo [y]= cons
0 em (III.23) para a superfície singular em mo-

Maxwell

em (III.21), (Ap. 20), (Ap. 25) e (Ap. 26)

e|]|]=
vimento S e usando (III.24) e (III.25), o teorema de

tante

produz, (Ap.20), as condições de Hugoniot
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|ï nn[grad y]= -U 81

(111.26)

Mu
^
fgrad ijçj - - ® n,at

onde

ilu b = Stn
\

(III.27)
Mu b atn

Dois casos particulares de (III.26) sao:2

[div = - * n, se ip ë um vetorat .n

(III.28)
81bTTF* n[div = - se ip ë urn tensoru tatn

G imediata, bastaA prova de (III.28) traço erausar o1
(III.26)2, (Ap. 3) e (Ap. 24). Para provar (III.28)

t -*\p II ê um vetor

Substituindo \p por ip^HI em (III.28)
e (Ap. 24), segue o resultado (III.28)

conside2'
remos a grandesa II arbitraria tal que

\p e um tensor.
quando

t ,(Ap. 20) e1

2 *

Agora, podemos obter facilmente uma condição de cornpa

tibilidade cinemática iterada com as restrições do teorema de

Maxwell, ou seja; substituindo y por

(III.23), temos

e \p por grad y em3t

í
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6
= ill

-91z-
Í1L9t (III.29)gradH- « u n3t61 n

6[grad yj il fgradgrad yju^
ngrad +91õt

9y entre as equações do conjunto (III.29)

(III.27) e n .

eEliminando grad -91
<5n 0,com o uso de (III.24), vem que:
<51\

6b 6uill
-91z-

n= u2c - 2u (III.30)b 61n 61n—
onde

= c (y, n) =[gradgrad y3n.nc

condição de compatibilidade cinemática (III.30) ë obtida

quando[y]= constante, um resultado semelhante pode ser mostra

do para o campo ip no caso de[ip] =
Então,

Lembrando que a

0 usando o mesmo raciocínio.

óuili
~91z-

6b nï (III.31)b2uu c 61 'n 61n

onde

c = c(\p f n) ~ ([gradgrad \|Tjn)n

' »

e (III.21) foi usada.

As' equações (III.26) são de grande importância no estu

como também (III.28).

de crescimento e decaimento de ondas

problemasEm determinadosdo de ondas

as condições (III.30) e ,
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(III.31) sao bastante usadas.

Um caso bem interessante de condição de compatibilida-
de cinemática e aquele quando a superfície singular S e estacio

Tal condição, através de (III.9) enäria (u = 0).n '
simplesmente é escrita na forma

(III.23),

cHfl 8M (III.32)31 81\

ou seja: quando un - 0, por meio de (III.32)

$ implica também na continuidade de -!

continuidade em
8$ e assim por diante.8t'

6.. SUPERFICIES SINGULARES ASSOCIADAS COM UM MOVIMENTO

6.1. Representação referencial (material)
*« C.ua» «m >»•<> IV« ***uf •/-<+ f¥-~n•<» v»-»-••«*» lurt i«« ««Vd *•«« ».«•HIM •-.«* «rn«r «no fi«n « -.T/ ca«a ««.«o «HI> r,

Ate agora o estudo desse capítulo tem sido independen-
estáte do movimento de qualquer meio material,

em movimento através do espaço de posições x de acordo

(II.6) e (II.8), podemos olhar para (III.2) e definirmos

função G pelas relações

Quando o meio

com

uma

H(x,t) - H(x(X,t),t) £ G(X,t)

G(X,t) = G íx“1(x,t),t) £ H(x,t)
(III.33)

Dessa maneira, temos duas formas de representar uma superfície

uma representação referencial (material)em movimento: dada
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por

. G(X, t) = 0 (III.34)

e outra espacial (III.2). a superfícieDenotaremos por

movimento (que depende da configuração de referência K ) determi

em

nada por (III.34)..
S (t) são duais uma da outra.

rs

sar das superfícies S(tQ) e S
^
(to), em geral, estarem relaciona

das com o mesmo fenômeno (movimento de superfícies), elas

rem geometricamente:

ções x, enquanto que S (tQ)
las, das posições iniciais das partículas X que estão situadas

sobrç a superfície S(t ).

Para cada instante t as superfícies S(t) e

Fixemos o instante t Ape-to’

dife

S(tQ) é uma superfície no espaço de posi-
ê o locus, no espaço de partícu-

Todo o estudo feito para a superfície em movimento

(representação espacial) ê completamente válido para a superfí-
cie em movimento S (representação referencial ou material),bas .

ta que as devidas notações e convenções sejam respeitadas,

sim, podemos aplicar o princípio de dualidade e escrever alguns

resultados importantes para a representação referencial ou mate

rial, como segue:

S

.As-

Vetor unitário N (dual de n) normal a S (t), para cada instante
1C

t, em cada posição sobre S
^
(t)

* K

.. Grad GN ~ TTGîTCTcif (III.35)

Velocidade de propagação U da superficie S (dual de u )
^ K n.



5 a velocidade de - deslocamento da superfícieObserve que

na representação referencial ou material, ela depende da confi_
guração de referência K e ê a medida da velocidade com que cl

superfície atravessa o material.C
í.J
K

valoresDerivada deslocamento (dual de III.9). Agora, $ tem

$(X, t)

il = y + Grad y üMNNôt

ô\p
: = ÿ + (Grad \p ) tl,Nôt N

Condição de compatibilidade cinemática (dual de III.23). Quan-
ã uma superfície .singular com respeito ao campo $

=[Y]+[Grad y]* U..N
Ôt N

ô[>] =[« [Grad U N"h
ôt

Condições de Hugoniot (dual de (III.26) e (111.28)). Quando

[jlQ = 0 através S,K.[y]= constante e

UK[Grad y]= --[y]N
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UN[Grad i/Tj = -[ij/j @N (III.37)

UN[Div f) « “ ffi N, se ip ê um vetor

UN[piv ~[I[]N, se ij) é um tensor

Dual de (III.30) (condição de compatibilidade cinemática itera-
Quando[y]= constante através S

\
da).

K

ÔR ÓUNLŸ] = U^Ç - 2U *•*» *jA
N fit - ôt p

onde -

B = 6 (y, N) »[Grad yj N

e

C = Ô (y, N) -[GradGrad y[] N • N

Dual de (III.31) (condição de compatibilidade cinemática itera-
Quando[|[ = 0 através S

K

FiJ =* U*C - 2U

da).
(SU6B NB rN <St 61

onde

B ~ Ê(i|), N) =[Grad

C = Ò( ijj e N) = ([GradGrad I|J]N)N

• A superfície S
(x.

é dita material se,

Quando é material,K

mãtica e expressa na forma (dual de (III.32))

e somente se. UN
a condição de compatibilidade cine-0.



Por (III.38) se $ é contínua através da superfície singular

S f então l> também é contínua, e assim por diante.

6.2. Velocidade local de propagaçao
itl> «W-* c*4( tf:(b ««'> aa-ar «í«J«vrj «**•%t IM e.-«« «MOB MM CAif

e ^3aCom os resultados que ternos para S e S podemos
K ’

fazer um relacionam ento entre as duas representações. De

(II.9), (II.10) (II.11), (11.12) (Ap. 21), (Ap. 23) e

(III.33) podemos escrever;

tGrad G = F grad H • (III.39)

'9HG = ¥t + 9rac^ H * v

Usando (III.Q) (III.35) e (III.39) segue que;1

tF nN (III.40)
ÜFtn.

F
*~^Nn

||F~tN

é o trahspçsto de Fonde F Por meio de (III.0), (III.7),
(III.35), (111,36), (III.39) e (III.40)., ainda temos o seguin1
te resultado:

VI FVl = un - n.V (III.41)
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No capítulo II já foi visto que existem infinitas con

figurações de referência. Logo, temos um número infinito

velocidades , uma para cada configuração de referência. Por

esse motivo, é importante a escolha de uma determinada referên

cia para que possamos trabalhar com uma única velocidade

de

°N
Escolhendo o instante presente como o instante de referência

UN tem um único valor que denotaremos por U.
\através de (11.24)

Desse modotof
U ê o valor de U.. quando fazemose (II.25), N

em (III.41) e Grad G = grad H em (III.36). deF = 1 Entao

(III.41), (III.7) e (III.36), obtemos:

U = u n.Vn
(III.42)

SH ÔU = uSt n

Como o instante de referencia ë arbitrário, então (III.42) va

através dele para todo instante t, e podemos escrever

(III.41) que:

t (III.43)F n n.VU = U uN n

A quantidade U ë chamada velocidade local de propagação:

ë o valor de UN quando a configuração presente ë escolhida co-
mo de referência. 0 nome velocidade na configuração presente

(atual) para U também pode ser encontrado

tar U como segue: un ê a velocidade de S na direção de

velocidade de cada partícula mate-
rial também na direção de n. Assim, U é a velocidade de deslo

camento da superfície S relativa as partículas materiais

ela

interprePodemos

n,

(n.v)n ë o componente da

que
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estão instantaneamente situadas sobre S.

Quando o corpo ê identificado corn sua configuração de

referência, podemos trabalhar com a velocidade que e única,

pois, a descrição material e única. Por esse motivo, em mate-
riais elásticos trabalhamos com U ou , dependendo do proble -
ma. •

Se S é estacionaria (u
^

= 0), segue de (III.43} que:

U n » V

ê material (U - UN = 0) (III.43) for-Por outro lado quando Sj,t

nece

u n • Vn

Nesse trabalho usaremos a velocidade U: em misturas a

velocidade local de propagação para cada constituinte ê bem de

finida.

6.3. Çondiçoes
_
de_comgatib_ilidade_ dinâmica

A termomecânica admite a possibilidade de superfícies

que são singulares corn respeito ao prõprio movimento
*

por (II.6) e (II.8} e seus elementos, a densidade

definido

a temperatu-
ra, a pressão, fluxo de calor, tensor tensão, a energia, a

Nesse capítulo sõ consideraremos

t

en-
tropie e a outras grandezas

superfícies singulares em que o movimento {>(, X seja contí-
nuo ([xj =[xj = [x]=[x = 0) através das mesmas.
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As condições de compatibilidade dinâmica são as restri

através da superfície singular,deções impostas pelos balanços,

massa, momentum linear, energia, e entropia. Supondo o movimen

[3, 5, 10]:to da superfície normal escrevemos

Balanço de massa

[pu]= 0 (III.44)

Balanço de momentum linear

[T]n = 0Cpuv ] (III.45)+

Balanço de energia

1 V*V)J + ETV - h]*n = 0[pU (e (III.46)+ 2

Crescimento de entropia

h[pUrfi ~ (III.47)»n 00

O balanço de momentum angular é obtido usando o linear, logo,

produz o mesmo requerimento que (III.45).

6.4

Uma discussão sobre classificações de superfícies sin-
gulares quanto a ordem da singularidade pode ser encontrada em

Em relação as derivadas materiais do movimento definido

por (II.6), uma superfície singular é dita de primeira ordem se

[x]- 0
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H * o [Grad x] ÿ 0,ou

de segunda ordern se

ta - H = 0 (III.48)

£crad x] = 0

[x]¥ 0 [GradGrad xJ f- 0ou
\ \

de terceira ordem se

H = B = [sj = o
[Grad x].- 0

[GradGrad xj - 0

[xj f 0 [GradGradGrad xj /ou 0,

e assim por diante

Urna superficie que é singular em relação a alguma quan

propagação diferente de zero (UN e
U ^ 0) num intervalo de tempo ë chamada uma superfície singular
propagante ou onda

choque é uma superfície singular

em que

tidade e tem velocidade de

(

no intervalo de tempo considerado. Onda deí

propagante de primeira ordem

í
I

[x A nj = 0 ,

[x *nj / 0

[0]^ 0

A = produto vetorial

i
através da superfície singular. Quando[x] ^ 0 através de uma
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superfície singular propagante de terceira ordem,

onda de terceira ordem, e assim prosseguem as denominações. On

• das de segunda ordem em diante são chamadas fracas.

temos uma

A grandeza V que aparece em (III.41) é o campo de ve-
»

locidade originado pela perturbação e,

braraos,

como uma observação,lem
mais uma vez,que na teoria de superfícies singulares a

I ^frente de onda é pensada como uma superfície singular.

segue que {V] = 0.
(Ap. 23), (Ap. 28), (III.37)., (III.40)'

De (II.6), (11.12) e (III.48)
tão, usando (11.18)

^
,

e (III.43), temos que

En

1 ].

u[grady] = - [y]n (III.50)

quando [yj - constante através de uma superfície singular

ordem dois. Para o campo se

cie singular de ordem dois,

de

Jãíçj = 0 através uma superfí -
substituindo (III.21) em (III.50),

obtemos:

U[grad \fTj = - |J/j (g) n (III.51)

7\s condições (III.50) e (III.51) são importantes: elas in

cluem a velocidade U que é única e podemos trabalhar na descri
V

ção espacial muito útil em misturas. Por um raciocínio idênti
co ao da prova de (III.28), em particular (III.51) fornece

U Qdiv = - (ãjjJ.n,
U[div TfO = - [ijn,

se \ jj e um vetor

se \ jj é um tensor
(111.52)



CAPITULO IV
tatnrm&atæ.e+Kamzœ rKnâ waiiiCirrfOMtt

NOÇÕES DE MECÂNICA DO CONTÍNUO PARA.

MISTURAS
aiii«rM»o»icou>oin>*n«iianrirr»n>s

TEORIA BÁSICA

Consideremos TT um inteiro positivo tal que n ^ 2. Se

um elemento de {1, 2 TT}jam ß um corpo definido comoa f © ea'
no Capítulo II e X a posição ocupada por uma partícula de 3a
na sua configuração de referencia. Como jã sabemos, o movimen-
to de pode ser definido por

— Y (X!Aa a t)x
(IV.0)

-1(x, t) ,X ~ Xaa

-1
and x é a posição ocupada por X

U- K(3 ) e Ya Aa (•, t) denotaem

a inversa de Xa(’ r t) para cada instante t.

chamaUma mistura consiste de TT corpos 3 I 32 r • A• • F1
cada um considerado como uni contínuo. Taldos constituintes

mistura pode ser vista como uma superposição de v contínuos sim

seguindo seu próprio movimento e que empies cada um qualquer

tempo t cada posição x de Ç na mistura . ó ocupada simultaneamen-



de, uraa

Entãocada - constituinte. o movimento da mistura pode ser des

• crito pelas TT relações [4,5,11,12]

t)x Xj J

-1(x, t)x Y
j XJ

A função y , Õ chamada de função deformação
VA

ou defor-
mação para o constituinte a.

A notação para a descrição espacial é a mesma usada

contenha em seu domínio o espano Capitulo II. Supondo que

as derivadas material terãoço produto K(3
_
) X ( °° 03) asf fa

seguintes notações:

\a 3$
•4>'3t X •-constantea

\0L
\\a 3 <í>$ 3 X ĉonstante, e assim seguea

( a )
= gradiente na configuração dè referência K(3 )Grad

(a)
Div = divergente tomado em K(30,)

Se $ é um campo semelhante a 4> para o constituinte a,

usaremos as notações:
ainda

\\a \\\a \
<P 4> 4» , e seguea a a



A cada constituinte a e associado uma densidade mãssi

(diferente daquela do mesmo isolado), que representaca p' a uma

densidade média do constituinte a tornada sobre um pequeno volu-
a densidade mâssica p da mistura eme de mistura. Assim dadaF

P = y pL a (IV..1)
a

Para cada constituinte a, definimos %

\a
f velocidadeV da partículaxa

v\a\a
x i aceleração da partículaV = (IV.2)

(a)
gradiente de deformaçãoF = Grad Y ,a Aa

L = grad V ,o, a gradiente de velocidade

-1
Suporemos que x , e XCX 0»

sao suficientemente suaves. Assim,

t) ë inversível para cada instante t.F (•,a Denotando o inver

- 1so de F (*a t) por Fu ( t) temos que:t F F

•" 1 „ •* ~ l

a = grad (IV.3)F

F F“1 = F
"1 1Fa a a a

e por um raciocínio idêntico ao do resultado (1.1 * 17) obtemos tt
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(a)\

F Grad V L Fa aa a

(IV.4)ou
v „ 1
F Fa aLa

Em relação ao tensor L escrevemos:a'

L D + W .
\
\

a a a

.tI» • La aD (IV.5)2a
tL La aw

0;

As derivadas material era relação ao tempo seguindo o

movimento do constituinte a, usando as notações desse capitulo

e os procedimentos do capítulo II, são escritas por:

\a
= £1 + grad y - V (IV.6)Y at a

\a
4, = M + (grad i|>) Va91

quando y e ip estão na descrição espacial e

(a)\a
= £1 + Grad y • F”1 Va a (IV.7)Y 31

(a)

ip St
« 1

4- Grad ip)(F • V }^ a a'
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seguindo o mesmo raciocínio de (11.20) e (11.23)

8. EQUAÇÕES DOS BALANÇOS

8.1. Constituinte a

Postularemos os balanços para o constituinte a de

mistura de TT constituintes inertes [4,5,11,12]como segue:

uma

Balanço de massa

«v div V 0p i- p ’

a a a

(IV.8)ou
9pa— + div (p V )'a a 09t

Balanço de momentum linear

p Va a div T + rn + p f ,a f a af (IV.9)a

onde ma e a força difusiva exercida sobre o constituinte a

los outros coqstituintes (transferência de momentum devido, por

exemplo, diferença de velocidade), T ê o tensor tensão para
ot

constituinte cç e f ê a força de campo externa Por unidade
V>M

massa exercida sobre o constituinte a.

Pe~

o

de



Balanço de momentum angular

a (IV.10)H ,aTa

onde Ta é a parte anti-simétrica de é um tensor anti-e 1Ïa a

simétrico que representa um binário interno agindo sobre o cons

tituinte a.

Balanço de energia

- div h -f-ct cc cx (IV* 11}D ,a'p r1 a ap ea a

onde é a parte simétrica de e a energia suprida ab
ae

a aparecendo de interações com outros constituiuconstituinte

tes e é suposto incluir um terno originado do fluxo de energia

h é o vetor fluxo de calor para o consatravés da superfície S

é a energia interna por unidade de massatituinte a, paraea
é o calor por unidade de massa absorvidoo constituinte a e ra

por e fornecido pelo exterior.

8.2 . Mistura

Admitindo que os efeitos interno não afetam a mistura

como um todo, -escrevemos:t

l m 0aa

y *Ií «
h a (IV.12)0
o:

I (m W + V ) = 0a a- SIV aa aa
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?

ta mistura podo ser escrita na forÀ dosiguaI.dado entropica para

ãma

f *\

hi p r 1f a ao. (IV.13)T p nL a a b 0.,+ div 00 a'aa

é a tementropia específica do constituinte a e 0a

Definindo a energia livre

onde na
peratura absoluta do constituinte a.

\de Helmoltz específica A do constituinte a pela relação
\Jv

e a

(IV.14)0A na aeaa

entre (IV.11) e (IV.13), a desigualdade (IV.13)e eliminando r
vX

é escrita por

h .grad 0a ay p A + p x] 0L- 1 a a Ka a a
0,T 'L + m * Va a + 0a a aa

(IV.15)

(Ap. 21) e (Ap. 27) foramonde (IV.5), (IV.12)3, (IV.14), usa-

das.

Para a mistura vista como um corpo único escrevemos

Quando pensamos na mistura como um corpo úni-

por exemplo, tentar relacionar

constituinte a para produzir o

tal relacionamento [_4, ll]

e feito interpretando a grandeza V defi-

como sendo a velocidade média (baricentrica)

to

do o Capítulo II.

co, surge a curiosidade de,

vetorcom certas gr-andezas do

que acrefluxo de calor total h. Um

ditamos não ser único,

nida por (II.11)^
da mistura,
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pv = I PH V - (IV.16)
a

e definindo a velocidade de difusão do' constituinte a u pela re
(X

' Xaçao

(IV.17)V ~ vu aa

Atravës de (IV.16) e (IV.17), podemos escrever *\

0p ua aa (IV.18)
= pv - I p Va L a aa a

mostra que as velocidades de difusão0 resultado (IV.18) nao
1

são independentes

As partes internas das ações resultantes sobre a mistu-
ra são definidas por:

pfT - T p fh I L Ka aa

T.r = T T1 L aa
(IV.19)

= I hhI cxa

H T p e
„ L 1 a cxpei
a

E T p rL cx aprI a

Usando a definição



A5

Pi H I P (IV.20)na 'a

a parte interna da energia livre específica de Ilelmoltz A^quan

do os constituintes têm a mesma temperatura, Oj = 0,

pela relação

e definida

pA.r = T p AK I L 1 a a (IV.21)
o:

\

Então, se os constituintes têm a mesma temperatura, por (IV.14,

(IV.19)4, (IV.20) e (IV.21), podemos escrever:

(IV.22)- ©nAi " ei

(IV.12)2 e (IV.19) o tensor TxObserve que de (IV.10),

e simétrico.•

8.3. Mistura binaria

Agora, em particular, consideremos uma mistura de dois

constituintes inertes em mesma temperatura, 0 = 0i = 02 *

facilitar o raciocínio, vamos escrever alguns resultados

Para

que

poderão ser usados mais adiante:

P = -Pl + P2

pV = PJVJ, + p?Vi
(IV.23)

pn = Pi n 1 + P?.O 2

PlAi + P2A2pAI
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De (IV.10} e (IV.12), escrevemos:

+ V, 2 — 0ï.

t(Ti + T2) ~ T i - + T 2. (IV.24)

0irii + m 2

m ï.V ï + m 2.V2 “ 1î ï.Wï n 2.w2 + Vi + y2 o

N

11 segue de (IV.24) que:Fazendo m e 11mi l r

m mi m2

11 V 2 (IV.25)

Y + y2 = Il ( Wi - Wa ) m . (Vj - Va )i

Ä velocidade relativa a: ë definida pela relação

a = Vi (IV.26)V2

Corno 0 =• 0 de (IV.15) (IV.25)©2 (IV.19)3 e (IV.26), poï P P f1
demos escrever:

2
1p À + p n 0a-Ta ex a a ai «L 0 hj*0ra<^ 0^ 0+m.a+aa-i

(IV.27)

Quand’o y e 4> estão na descrição espacial

(IV.6) e (IV.26) produz:

deo usoe

«4 *2

Y ~ grad y « a

^ 5 - 2 ( I V * 2 8 }V $ « (grad a
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através de (IV.0),(IV.7)Se y e ip estão na descrição material f

e (IV.26) ternos que:F

(2)- í2
d)= Grad y * (F2Y Y

(IV.29)
(2)*• 2 *• ï ** 1

tjj = (Grad \JJ)(F2 a)

\
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CAPÍTULO V
TJ.JiFWOxrTJtaiygJvwai < « jwwatm.

SUPERFÍCIES SINGULARES EM MISTURAS •
a< ,-w .<̂ ;r>v?u«̂ ;»s3iafc»wC»a0«>CW«9í«C«e»i>«lKiBeMMan*cnMC

ONDAS DE ACELERAÇÃO

Em geral, problemas de ondas em misturas são resolvi"

dos usando uma teoria linear [l2j: pequenas deformações ou os;

cilações. Nesse caso, o estudo ê feito na descrição espacial

onde temos uma s5 velocidade de propagação que ê aproximadamen

te un*

No caso de ondas uni-dimensional o problema pode

estudado de acordo com [jL4].
ser

Aqui, nesse capítulo, desenvolveremos uma teoria não

linear: cada constituinte serã estudado separadamente e a mis

tura analisada através do estudo entre os constituintes.

9. SUPERFÍCIES SINGULARES EM MISTURAS

0 estudo de superfícies singulares numa mistura pode

ser feito a partir ,de cada constituinte. Desenvolveremos equa

ções e condições para cada constituinte e depois analisamos o

fenômeno na mistura como um todo.

Por (IV.0), a teoria e resultados para a descrição es

pacial são os mesmos do Capítulo III e para a configuração de



do Capítulo III desde que tenhamos era mente as notações bási -

Assira, se [y] = constantecas para cada constituinte a. e

H = 0 através de uma superfície singular na mistura, podemos

condições de Hugoniot para cada constituinte a co-escrever as

mo segue:

r (a) ‘•a
Grad yü KYN aa

(V.O)
r (ot) -alGrad ^ (x) Nw aUNa
r (“ ) v

,a
Div ^ÜN

* N , se e um vetora v
a

r (a) n -a N , se ip é ura tensoraDiv ipUDa

A velocidade local de propagação U para o constituinte a e

determinada, pela relação

U = ||Ftn||üa 11 a 11 (V.1)n.VuN n aa

Pela própria definição de movimento, u
^

é a . velocidade de pro-

pagação da superfície era movimento através do espaço que con-

tem a mistura como vim todo. Considerando a velocidade V da

mistura na descrição espacial, seja U a grandeza definida para

a mistura como um todo por:

U n.V (V.2)un
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Se V é interpretada por (IV.16), temos de (IV.17), (V.l) e

(V.2) que:

PÜ = ï Pauaa (V.3)

= - y p u ~ ua o u a a aK a
U - U n.ua

por (V.3)^
, U representa a média baricêntrica das velo-

cidades local de propagação dos constituintes. Por

poderíamos pensar em U como a velocidade local de

para a mistura vista como um corpo único, mas, uma

ção de referência para mistura não faz sentido e, além disso , U

pensada como tal não tem significado físico.

\Assim,

isso,

propagaçao

configura

Supondo o movimento da superfície singular normal

desprezando o momentum linear e a energia supridos a super

fície singular, escrevemos os balanços através da superfície

singular para uma mistura de constituintes inertes como segue

[5, 13]:

e

Balanço de massa

rp u 1 = oa aJ (V.4)

Balanço de momentum' linear

Pp U V 1 + [T ]n = 0cx cx CCJ L CXJ (V.5)

Balanço de energia

\ V .V )]2 a a J
prtv
L- a a - h ].n = 0aJ

rp u (ea cx a (V.6)



Crescimento de entropia

-h -Ci[P Ü n]-L a a aJ (V.7)• n .< 0ü
^ a-

10. ONDAS DE ACELF,RAÇÃO EM MISTURAS

.10.1. Çlassifica2ao
_
de

_
superfiçies_singulares_em_mistu

ras. Ondas em misturas

A classificação de singularidades em misturas é mais

Por exemplo, se numa mistura binária temos uma singucomplexa.
ordemlaridade de ordem dois para um constituinte e outra de

podemos ter uma singularidade de segunda or-três para o' outro,

dem para a mistura.

Uma superfície singular numa mistura é dita de ordem •

um se

[>(l = [Xj(xj/ t)] = 0

r (a )r (a)
I[V "J * [Vj > 0 ou l Grad xa * Grad xaa L_ - L.

> o,
o:

de ordem dois.se

LXJ ~ [Xj ' ^)J [Vj] ®

r (J)
0Grad Xj
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r (a) (a)
> 0 ou ^ GradGradx

- (a) (a)
GradGradx^

l[V_]•[Vi > 0,aa a

e assim segue a classificação.

Quando uma superfície singular com respeito a

quantidade se propaga numa mistura com £ U2 > 0 num
(Xa

de tempo, temos uma superfície singular propagante ou onda

mistura, no intervalo de tempo considerado.

alguma

intervalo

na
\

Uma onda de choque

na mistura é uma superfície singular propagante de primeira or-
dem ern que

[Vj A n]= 0

ï([Va • n])2 > 0
a

l <w » 2 > 0
a

Onda de aceleração numa mistura é uma superfície singular

pagante de segunda ordem em que

pro

I TÀl'Lva] > o

[0j] = 0

de l Lv]•[Vj através de uma superfície

propagante de terceira ordem, temos uma onda de terceira ordem

> 0No caso singular
oc

' e assim por diante.

Se [y I = constante e [ifé = 0 através de uma superfície

singular de segunda ordem numa mistura, temos que:
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Ua[grad y]= ~ [Y°]n

Ua[grad i{>] = - tï°'J ® n
( V.8 )

Ua[div ü = ~ ßaJ *

* ^
U [div 3̂ = - [^aJ n , se ë uxn tensorcx

n , se ë um vetor

\ A prova de (V.8 ) ë idêntica aquela dos resultados

(III.51) e (III.52 ) .
( I l l .50 ) ,

10.2. Elementos _ bãsiços_para_ urna_onda_de _ aceleragãg

numa mistura

Seja aa o salto da aceleração do constituinte a

Pela secção 10.1 atravës de uma

atra-
vés uma onda de segunda ordem,

onda de aceleração numa mistura , temos que:

M = [xa ( x

[vaj = [xaj » 0

t )] = 0a '

( V. 9 )

[F ] = 0u aJ

Cin r *“ “Iaa = D* ] = [VaJ ï 0

[0 ]
’ - 01 aJ

• Em acordo com ( V. 9 ) , fazendo \jj = V em ( VcO ) ^ e ( V. O ) ^
so de ( IV. 4 ) ^ , obtemos:

com o u-
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U fF I — —N L cr1 a (x) N
Ci exa

(V.10)
(a)

U,T[Div V I = -N L a*1
a • Naaa

Substituindo ^ por F
^

em (V.0)^
e (V.0)^ f segue que:

(a)
-[F](x)NL aJ ^ aU„[Grad F 1 =N L ctJa

(V.ll)
(a)

u [DíV F 1 = - [F IN
N L aJ L aJ aa

e (V.12) produz, (Ap. 20q:O relacionamento entre (V.10)1
_ (ex)

UN tGrad Fa]= aa ® N ® naa

n2 vu;
N [Div F 1 = aa ~ aJ • ce

fornece:0O uso de (V.0)1 corn y a f

(a)
U..[Grad 0j- - lèa]Na

Nessa sub-secção sempre trabalharemos de acordo com os balanços

Assim, de (V.l), (Ap. 28), e (V.9)para constituintes inertes.

temos que [u ~J = 0 através uma onda de aceleração e, por (V.4),
a

é contínua:a densidade p -a

[pa]= o (V.12)

Logo, colocando p , no lugar de y em (V.0),,
Oí*

vem que:
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(et)

UH[Grad pj = - [p
0
]Naa

Como uraa onda de aceleração e uma superfície singular

raciocíniopropagante de segunda ordem, podemos usar o mesmo

anterior para as condições (V.8) escrevendo diretamente os re-
sultados:

U[L 1 = - a
'

® naL aJ a w\

ua&iv Val = - a na

ua&rad Pj = - [FÇJ ® (V.13)n

ua&iv Fa]= -[Fjn

Ua[grad eo] = -[èa]

Ua[grad pj = -[p„]n.
n

onde (IV.2), foi usada. Lembrando que4

tF naNa i|F n11 a

e

U = IjF na 11 a UN r
a

e (V.13),, obtemos:de (V.10),, (V.13) 41 3
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U ÍF J = - a (x) F*" nexu exJ ex ^ ex

Ua Igrad P«1 " aa ® Fan ® n (V.14)

Ftn)aa aU2 div F (n •a a

Levando (V.13)^
em (IV.5) e (IV.5)2 / temos:2

\

- ^(aa ® n + n0a
^
)U Da a

1- 2(aa ® n " na ® V -U wa a

Da equação (IV.8) com o uso de (V.12) e (Ap. 28) pode

mos escrever a condição
?

cg P„&iv Vj - 0+

que, através de fornece ?
í

U [p ] = (a ° n)paLKor a 'Ka (V.15) v

r

<

Com as condições (V.13)^ e (V.15), escrevemos: . S
»

K grad pa “ " pa(aa ' n)n (V.16)

A continuidade de p , U e V permite escrever (V.5)
.. cx cx ot

na fornia

I[ï 1n = 0*'aJ (V.17)
lí

t
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Então, (V.6) pode ser escrita, (Ap. 28):

p U fe 1 - ["hl • n1 (X Ct ~ O, ^ cxJ (V.18)0

Desse modo, o uso de (V.18) em (V.7) fornece a desigualdade

ea (V.19)4 0P UKa a na “
0a-

\
são contínuos através da onda ace~Supondo que

leraçao/ as equações (IV.9) e (IV.11) produzem

e ra

= fdiv T 1 HL aJ [m]L aJ (Ve 20)p a1 a a

Pa[èa]= -[div h J +[,g. +[T= • DoJ

[h 1 = 0 através da onda de aceleração,cx

ÿ - ha em (V.8)
Quando Pr] =? 0 e

de ifi = T em (V.8)^
e

o uso

relacionado com3

(V.20) produz

= -[T "IL aJ U[m ]

PauJea]= Lha] * n + Ua[g + UaT^ •[DJ

p U a'a a a n +
(V.21)

Os resultados vistos ate aqui nessa secção constituem

uma grande parte dos elementos bãsicos para uma onda de acelera

ção numa mistura em relação a muitas grandezas definidas

trabalho.

nesse

Se a é o salto da acelereição, a = [v], para a mistura

como um todo, pelo Capítulo III e um raciocínio idêntico ao des
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•Vsa secção,temos que:
9

u[p] = (a.n)p (V.22)

Uma. onda de aceleração na mistura ê dita transversal se a.n=0
(a ë perpendicular a n), longitudinal se a A n ~ 0 (a ã parale

Quando a mesma ê longitudinal temos que a = (a.n)n elo a n)

\ \

V

li a 11 = ± (a.n) (V.23)

conforme o sentido de "a" em relaçao a n. As equações (V.2.2) e

(V.23) sugerem as seguintes definições: uma onda de acelera

ção longitudinal ë compressiva e a.n > 0, expansiva se a.n < 0.

»

1
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CAPÍTULO VI

APLICACÃO Ä MISTURAS BINARIAS
tCö-J/.Ä»KMBClXK-jLtatrDcmC.

Um corpo único admite ou não ondas de aceleração, bas-
[V]^ 0 ou[Vj - 0. A quantidade U que aparece

em (III.43) é a velocidade local de propagação definida através

da velocidade de propagação U
^

na configuração material.
depende do meio material e a mesma pode ser calcula

da por meio de uma equação que relaciona certas grandezas físi-
cas do meio material. Como u e a velocidade de propagação dan

superfície singular na descrição espacial, a mesma pode ser me

dida na prática e os resultados comparados com os valores de u

calculados por (III.43).

, \

ta verificar se

Desse

modo, U

n

O estudo de ondas de aceleração em misturas é mais com

plexo. Numa mistura binaria, pela própria definição,

três casos possíveis de ondas de aceleração: [y0 ~ 0 e

[Vi]? 0 e [v 2] « 0

cal de propagação Uj devem ser calculadas de tal modo que cor-
respondam ã mesma velocidade u

^
. A quantidade

de de propagação da superfície singular através do espaço que

contém a misturei. Assim, u pode ser medida na prática e os re

sultados comparados com os valores de u calculados por '(V.l)

temos

[Vi] f 1- 0 e[v2]f~ 0; As velocidades loou

é a velocida-

Observe que no caso de ondas estacionárias temos u -.0. ,n
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Nesse capítulo determinaremos a velocidade local

propagação de cada constituinte para uma onda de aceleração

misturas binárias que serão definidas nas secções que seguem.

de

em

11. MISTURA DE UM SÕLIDO RÍGIDO E UM FLUIDO NÃO VISCOSO
iwiiiri»»r.gvairwwwriwiiwc^Myjiagj^aftgw.xa«,>>iCT«>riWî itja«M»a«K

11.1. Definigao_e_analise__constitutiva_gara_a_misturav

Consideremos uma mistura de um sólido rígido e um flui-
do não viscoso, inertes, temperatura comum

guintes notações:

0 = 01 = 02 e as seep

a ~ 1 = constituinte fluido

2 = constituinte sólidoa

g - grad 0

Escolhendo um referencial conveniente, podemos trabalhar

Então, por (VI.0)^ e

com

(IV.2)., a desigualdade (IV.27) poV,= 0 4

de ser escrita:

hj•g2 "aï (P ÀL ' a a + p n 0 )f a a s< 0T 1 • Li + m ' Vi + . Q
a=l

(VI.1)

A definição constitutiva da mistura e dada por: Ai , hz ,

m e h„ são funções de {p

mos escrever, (Ap. 21), (Ap.22)
0/ Vi , gí. pode-Assimhi > n ?. f Ti l t

(Ap. 23),:f
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9A 9AX 9A9AX *• x > ii•s
Vi +“ P i + 0A.x •r g9 p i 90 • 9Vi 9g

(VI*2)
9A2 9A29A23A2 *- 2 •- 2•* 2 ** ?•Vi +0 +A2 = P i + •g9Vi 9g909P l

(IV.23) e (IV.28),Tendo era mente (IV.6) , (IV.8),(Ap. 11),

substituição de (VI.2) em (VI.1) produz;

a

9An 9A.9A
_
. I . 9g;

_
I 30\ '• g * Vj + p -r-+ pi n ï +P n t 9g90 91at90

9A„ 9Vï3A 2 IVi » gradpi + p -, + m ° Vi9V i 919 p ï

9Ai ‘21 1

P! ® Vi + Ti • L i +T P 1 P2 P ï 9Vi9 p i -
h9Ax g

(VI.3)(g) Vi grad g -K— 0e9g

Usando as ideias de COLEMAN e NOLL [il, 15, 16^ para (VI.3),te

mos que;

3A9Aï I 0n ~ 90 f 9g
(VI.4)

3A9A2 I 0— 0,**~x***̂ r.+.t*** *MU

9pi 9V i

9Ai
r- ® V1 0sim 9g

ê devida ao fato que grad g é um tensor si-
Como Li não aparece no conjunto {pi ,0,Vx ,g},

de (VI.3), VI.4)

A forma de (VI.4)3
métrico (Ap. 11)

então a variável Lx é arbitrária e
6 *

segueP 2
/que:
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d A1
( V I .5}= - P i l + P'

i - ® V!T i P3V 1

onde
3A i

= P i (V I . 6 )P i 3 P 1

De ( V I . 4 ) .^ ob temos (Ap .11) ^ :

3A i
\ ( VI . 7 )08 g

0 re l a c i o n a m e n t o en t r e ( IV. 23 ) „, (VI . 4 ) , e (VI .1 ) , f o rnec e o r e4 1
s u l t a d o

3A 2
08 g

Logo , d e p o i s da s r e s t r içõe s impos t a s po r ( VI . 3) podemos e s c r e-t

ve r:

A 1 = Â x ( p

A 2 - Â 2 ( 0, V i )

V i )02 t í

- n T ( p w © > V i , g ) ( VI . 8 )11J J

m = m ( p 1 , 0, Vi , g )

h i = h i < p V. , g )01 r 9

Visando uma t eo r i a ma i s s imp le s que se rá usada no e s

tudo d e ondas de ace l e r ação na mis tu r a , omi t i r emos Vx em A 2 e

A s s i m sendo , de ( IV.1 4 )

i

( V I . 4 ) e ( VI .8 )( IV. 23)g e m r i j 4 f

e s c r e vemos:
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Ä 2 = Ã 2 O)

3A ï
A i = Â i . ( p 0)0 , 1 fD V ,

= n j ( p O r V i )1 r ( VI .9 )

= S T ( P 1 r e, V 1 )e
U J

P 1 1Tl

Por ( VI . 6 ) e ( VI .9 ) , temos que:2

P i = P i ( P 1 / © ) ( VI .10 )

Como desigualdade residual (VI . 3) fornece:

hS A 1 I • g + m . V ï 0i V 1 + “7P i n i + 03 0

Com o pensamento no estudo de ondas de aceleração n a

mistura, suporemos h,, da formaI

(VI .11)h -r = - Kg + h ,

onde o vetor h e o tensor K são supostos satisfazerem:

h =.h ( p i , 0, Vi )

K = R ( p

Kn .n f 0

( V I .1 2 )01 V i )i i

Quando temos uma restrição para o constituinte fluido

0do tipo tr( Li ) div V1 . Li 1 f
«'v'
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seguindo os mesmos passos anteriores, também encontramos,
(Ap. 11)D, que:8

T » = - Pi 1,

onde pi e indeterminada. Usaremos para pi a seguinte relação:

Pi = Pi(pi, 0) pi ^ constantese
\

(VI.13)
Pi = Pi(0)/ se constanteP 1

- 92áâÊ_ de _Aceleração2_yeloci _dGdes_ local_ de
ESSagão

11.2 EÍ2Z

Agora, determinaremos as velocidades local de propaga

çao para a mistura satisfazendo (VI.9),
sim, como pi, 0 e

leração,

(VI.10) e (VI.12).
são contínuas através da onda de

As-
Vi ace-

, K e h também sãonj, T

(V.17) e (V.19) estão
e as condições

automaticamente satisfeitas. De (IV.19)_,
Pi # eJ' j

3
(V.18) e a continuidade de ej, temos que:

[hj] * n 0 (VI.14)

Tendo em vista (V.13)r,

dade de K e h, temos

(VI.0)3, (VI.11),
o produto

(VI.14) e a continui-

['s](Kn.n) = 0

que,através de (VI.12)^, fornece o resultado:



Então, para uma onda de aceleraçao (V.13)^, (VI.11) e (VI.15)
produzem:

[grad o] = fg] = [hj] =' 0 (VI.16)

A condição (VI.16) mostra que a força difusiva m que ê função

de {p ë contínua através da onda de aceleração.Lo0, Vi, g}1 ,

são contínuas, (V.21)mi = - m 2 e Ti 1go, como m com a1

fornece:

p í Uiai = - [TI]n (VI.17)

(VI.9)5 e (VI.10), temos que:

3 Pi9 Pi j

— Pi 1 (VI.18)Ti 0+ •

9 P í 30

9p i 9p í v í
são contínuas, a substituição de (VI.18)e 0Como 3 p 1

f 30

em (VI.17) com o uso de (V.15), a = 1, produz:

3p 1
p iUiai = p 1 (a • n)n (VI.19)í3 p í

O resultado (VT.19) mostra que aj é paralelo a n. Assim, te-
(a 1 . n)n. Lembrando que V 2 = 0, podemos escre -mos que aj

ver o seguinte sistema linear, por (VI.19):

3Pn
U? 0 (VI.20)a 1í ~

3 p

a 2 = 0
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Nesse caso, temos uma onda de aceleraçao na mistura se ai 0.

Logo, segue de (VI.20) que:

8pi
(VI.21)U ? 9 p 1

Usando a equação ,(V.1), encontramos:

Ui + n.V!
(VI.22)

= un
por (VI.21) e (VI.22) un e U 2 estão calculadas.

Se para o constituinte rígido a superfície singular

0.é material, temos que U 2 = un =

Observe que mesmo trabalhando com V 2 0 para o cons

não é difícil mos-tituinte rígido temos D 2 = Desse modo,0.

, num caso de propagação com velocidade finita, também

U 1 é calculada

trar que

é dado por (VI.9)^,Assim, se T0.temos a2 í

é determinada por (VI.22)^
e, nesse ca~por (VI.21). Logo, un

n.V 2.so, U 2

foiA finalidade da forma especial (VI.11) para h -,-
Q,.

mostrar que [oj = 0 através da onda de aceleração e, dessa ma

neira, facil-itou o calculo das velocidades local de propagaçao

Se for de interesse, o sal-temperatura variando,mesmo com a
y-(x

to [ © J pode analisado usando (V * 21)^
, (VI.16) e a sugesser

tao
Kcx

- L^g » grad 0 a g



Quando temos urna restrição do tipo div Vx = 0 para o

(VI.13), (VI.15),com a '= 1,por (IV.8)^constituinte fluido,

não temos ondas de aceleração na mistura.(VI.17) e (VI.1.8),

No caso de um meio poroso rígido saturado com um flui

do não viscoso, temos que:

EpfP 1

(VI.23)p 2 = ( l-e ) p s

eVq 1 e

onde pjp e p são,respectivamente, as densidades do fluido e dox s

e é a porosidade e q é a velocidade desolido quando separados,

percolação. De (VI.22), e (VI.23)3, temos:

\

(VI.24)eU + n.qEUn = 1

ÖP 1
(eun - n.q)2 = e 2

3 p i

onde (VI.21) foi usada.

12. MISTURA DE UM SÓLIDO ELÃSTICO E UM FLUIDO NÃO VISCOSO

12.1 -
tura

Consideremos uma mistura de um solido elástico e um

fluido não viscoso, inertes. 02,comtemperatura comum, 0 = © i

a mesma notação da secção 11.1.
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VDefinimos constitutivamente a mistura por: Aj, Oj/

Então, segue que:g, F 2}.funções de {p 0, a,11

9AX8A9A 13A i9A vi1'1i v 1 . F2. g +p: a +0 +A i 9FZ9g9a909 p í

3A 2 .

9Fl *

3 A 29A9A 2 v. 23A2 *• 2N 2K 2 F 2. a + . g +0 ++•A 2 P í 3 g9a909 p j

(VI.25)

(IV.23),(IV.4), (IV.6), (IV.7), (IV.8),Com a mente voltada para

(Ap. 11) e (Ap. 20), a subs-(VI.0),(IV.29),(IV.26), (IV.28),
(IV.27) produz a desigualdade:tituição de (VI.25) em

9A3A i3A 219Aj " ív 21 • g + p * a+ pP 2 n 2 +0P hi + 9a3g9090 v. .

9A 19A 2
0 a.gradg + m.a ~a.gradpi + piP 2 3gdp 1

hT.g9A 23A 23 A I1
[p

2
>

+]1 + P 2 •L1 +© a + Ti+ P 1P 2 08a8 p 13 p 1

8A 23A 23A I
e L 2 H-T 2<3 a[p + P 2+ P 2+ 1 aa3F 2

(2)3A}
(F 2

1
a). Grad F 2 ^ 0 . (VI.26)©•I- P i 3F 2

As ideias de COLEMAN e NOLL ein (VI * 26 ) produzem.

3A j9A j3A i 0= 0,n *= 9a30 ' 3g

r9A3A 2 1 (VI.27)0= 0, sim & aI3 g3 p í

í3A9A i *í - í- 1 0® (F 2 a)& (Fz a) +
3F29F 2



A forma da condição (VI.27)^ e devida ao fato que Grad F2 apre-
por (Ap. 18)4, (VI.27)2senta a propriedade (Ap• 16). Assim,

fornece

9A 1
09F2

e L2 não estão no conjunto {p g, F,} e tendo'0,Como L a,1 r1

'

em vista (IV.23) e (VI.27) temos, por um raciocínio idêntico ao

da secção 11.1, que:

= Ã ï ( p 0, a )Ai 1 #

A2 — Â 2(0, a, F2)

9Ai
(VI.28)T i = - P i 1 + P i ® a9a

9A29A2
F2 + p 2 ® a,T2 P 2 9F2 9a

2 9A >
P l P 1 9 p ï

na, secção 11.1, Assim, comomitiremos a em A2 e g em nComo J *

(VI.27) e (VI.28), podemos escre-a mente em (IV.14), (IV.23),

ver:

= A 1 ( p A2 = Â2(0, F2)0),Ax 1 r

(VI.29)nj = flj(pif 0f a, F2)

ej = ej(P a , F2)0,1 1

= P i ( p i , 0 )= - P i l fïi P i

9A2
F2T2 P 2 9F2
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Tendo em mente (IV.23) e (VI.27)n , temos de (VI.26) a1

desigualdade residual

hi9Aj\
• g + m.a ^ 0a ++P í n í 090

Para o vetor fluxo de calor hIf . usaremos a mesma for-
ma de (VI.11) com as condições:

(VI.30)h = h(p 1, 0, a, F2)

a, F2), Kn.n f- 0K = K(p 0,1!

Se temos uma restrição do tipo div Vi = 0 para o cons

datituinte fluido, o caso é estudado da mesma maneira que o

Quando também temos uma restrição tipodosecção 11.1.
div V2 = 0 para o constituinte sólido, seguindo os mesmos pas-
sos anteriores, escrevemos:

9A2
FÍT,T2 = - p2 1 + P 2 9F2

Em ambos os casos, com restriçãoonde p2 é indeterminada,

não, escrevemos para T2,

ou

(VI.29)x,:

(VI.31)T2 = T2(0, F2)

12.2 - Ondas de
_
aceleração£_velocidades_local_de_pro-

E^gaçao

Determinaremos eis velocidades local de propeigaçao pa

(VI.11),onda de aceleração na mistura definida porra uma



0, a e F2 são contx
*» "Dessa maneira, como pi,(VI.29) e (VI.30).

através de uma onda de aceleração, hTj, K eOj,eJ'Pnnuas

Aplicando o mesmo raciocínio da secção 11.2, escretambém são
vemos:

[èaJ = o

[grad 0]=[g]-[hj]= 0 (VI.32)

g, F ) é contí -O resultado (VI.32) mostra que m = m(p 0, (X f1 r

Então, a continuidade denua através da onda de aceleração.

a = 2 produz o resultado:= -m2 e T2 em (V.21)^ commim

- tjn (VI.33)P 2Ü 2S2

(VI.33), (Ap. 21), (Ap. 22) e (Ap.28),Usando (VI.31), (VI.32)1
obtemos:

3T2 V

[F2]n, (VI.34)p 2U 2a2 3F 2

3TZ
é definido por (Ap. 19). Oonde o tensor de quarta ordem 3F2

= 2 em (VI.34) fornece:uso de (V.14)^ com a

3T2
(a2 ® F^n) n

2 (VI.35)p 2U2a2 3F2

Seja Q2 = Ô 2(0, n, F2) um tensor de segunda ordem definido pe-
la relação

3*2 t (VI.36)^r-(a2 <S> F2n) n
dr 2

Q 2&2
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Como para o constituinte fluido o rapara todos os vetores a£.
ciocínio é o mesmo da secção 11.2, usando (VI.35) e (VI.36),es~

crevemos:

3Pi
U*- 0ai3 p i

(VI.37)
2

(Qa " P2U2 1Ja2 = 0
\

0 vetor ai tem três componentes, como também a2 Assim,

(VI.37) forma um sisterna linear de seis equações com seis incÕ£
Para que a solução do sistema não seja

devemos ter:

nitas (as componentes),

trivial (Ap. 12), ai.ai+ a2.a2 > 0t

1 22 (VI.38}Q2 - P2Ü2Idet Ux 3 P i
^ «r*

A condição (VI.38) pode ser escrita na forma:

3p11 3 ?.2 (VI.39)det(Ç> 2 ” P2Ü2 1) ~ 0Ui 3p i

podemos analisar o problema como segue:Desse modo, por (VI.39)?

19 caso:

3px 3
2

0U i 3 P 1

e

det(Q2 ” P2U2 1) i- 0

e (Ap. 12) temos que a2 = 0 e a condi

ção de ondas de aceleração na mistura e escrita apenas

de (VI.37)Nesse caso f 2
por
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ai / 0. Para a velocidade Ui, escrevemos:

3pi2
U l 3pi

De (V.1) , temos que

un = Ui + n.Vj

n.V2U2 = un -

e o problema esta determinado.

29 caso:

3pi 32

^ 0 (VI.40)U) - Dpi

e
?.

det(Q 2 - P 2U 2 1) 0

temos que ai = 0 e a condição de ondas

aceleração na mistura é escrita por a2 / 0.

é determinada por (VI.40^/ (Ap. 12), e de (V.l) obtemos

Ui como segue:

Agora, de (VI.37) de1

A velocidade U 2

e

u = U 2 + n.V2n

n.V iUi un
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39 casos

3Pi ï s
2 (VI.41)0U i 3 p 1

e
2

det(Qz " P 2U2 1) ~ 0

Observe que, nesse caso, Uî e U2 sao determinadas diretamente

Se usarmos th calculada por (VI.41)^ em (V.l) de

terminamos outra velocidade U2 que não corresponde ao U2 calcu

ou seja: th e U2 obtidas de (VI.41) não cor

Assim,, acreditamos que o caso ai / 0 e

\
\

. por (VI.41).

lada por (VI.41)2 t

respondem ao mesmo u
^
.

' az ^ 0 nao ê possível.

Se temos uma restrição do tipo div Vi

tituinte fluido, pela secção 11.2

de aceleração.

2 0 para o cons

o 19 caso não admite ondas

Para um meio poroso elástico saturado

não viscoso, escrevemos (VI.24).

fluidocom um

Nas duas aplicações, por (VI.24), acreditamos na pos-
sibilidade do cálculo de porosidade usando ondas de aceleração.
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APÊNDICE
IMU!«CiaKMMCaMHMC* «t

1. TENSORES DE SEGUNDA ORDEM

Sejam u e v' espaços vetoriais de dimensões finitas ca

da ura munido de uma estrutura de produto interno

v 1) o conjunto de todas as transformações linea ~

usarnos a notação LLYIV = £-ón( v,u)

e os elementos de Z-inv sao chamados tensores de segunda ordem.

I

Represente -\

mos portín( v

res de v ern v 1. Quando v

í

tu ,

As letras a, u e V denotarao vetores de u e E, F e L

Para a norma||tensores de ZJ,nv em v temos

l / zii u 11 ^ (u.u) (Ap.0)

e , pela própria definição de cada tensor E escrevemos:

E: v •* v

U +• Eu

0 tensor identidade 1 de
,
tln\> ê caracterizado por:

(Ap. 1}lu u

para todo vetor u.

O produto tensorial u(x)V e um elemento de tcnv defini-
do através da relação

(u@V)a = (V.a)u (Ap. 2}
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qualquer que seja o vetor a.

Agora, sejam s a dimensão âe v , £ = {f^ (1=1,...,s) u

= {d} a base dual de u em relaçãoma base ordenada de v e f
^

Pode- ser mostrado que ZZnv também é um . espaço vetorial ea f.
, ® f formam bases de ZZnv.

sor E em relação as bases f, ® f e f 0 fd são, respect!vamente,

\os números reais

As componentes de um ten-f (g) fd

A~ fi
*EfdOE

(i # j 1 / « • o f s)
9

.Ef3E? = f.«

3. X

O traço de um tensor de tínv ê a função linear

3R = conjunto dos reaistr : ZZnv -*

definida por

(Ap. 3)tr(u 0 V) = u.V

Por meio de (Ap, 3), pode ser ve~para todos os vetores u e V.
rificado que:

s s
ï. EítrE =

i=li=l

v
^ ^O produto (composição) de dois tensores E e L e o ten-

sor EL de ZZnv definido por

(EL)u = E(Lu)
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Dizemos que F ë inversivel se existe E tal que

1FE EF

-ï
Quando E existe, o mesmo ë unico e será representado por F

Então, se F ë inversivel,temos:

~ x- X (Ap. 4)F F = 1FF

O transporto Eu de E ë o único elemento de llnv

satisfaz a relação

que

(Ap.5)Eu.V = u.E V

Era relação a operação transposi -para, todos os vetores u e V.

çao, podemos escrever:

t(u(X) V)~ = V (X) U

t,t(E ) = E (Ap. 6)
t t„t(EF)

• trE
F E

t _
trE

n 1 )̂ ', se F ë inversivel(F ) (ï

Um tensor Q de lln\> ë dito ortogonal se

ttQQ = Q Q = 1

Assim, quando Q ë ortogonal, temos:
•« }

Q ë inversivel e Q t
“ Q

Qn.QV = u.V
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t ** •+E o tensor E ë dito simétrico,
• 0

trico se E = -E'". Cada tensor L pode ser decomposto, de modo

numa parte simétrica L e noutra anti-simetrica L , co-

anti-simë-Quando E =

t

unico,

mo segue:

L » LS + La
(Ap. 7)

sim L = L,J = — (L + Lfc)

antisim L = La = ~ (L - Lfc)
\ • '

Não ê difícil mostrar que:

t(u ® V)EW = u ® EV
(Ap. 8)

E(V (g) u) = EV ® u

A definição (Ap. 3) em (Ap. 8)^
sugere uma estrutura de produ-

Tal produto ë definido porto interno em ZZnv .
t (Ap. 9)' E.L = tr(EL )

e, por (Ap. 6), temos que:

E.L = L.E

Assim, por (Ap. ’9), jã podemos definir uma norma |j

Z-cnv •

em

1/2E d = (E.E) (Ap. 10)

Com o estudo em IZnv feito até aqui, pode ser demons-
trado que:
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l.EtrE

tr(EF). *= tr(FE)

.L= EFE.LF
(Ap. 11)U.EV " E.U ® V

0, se E é simétrico e L ë
anti-simétrico

E.L

se L ë simétrico(sim E).1E * L f

(antisim E).L, se L ë anti-simëtricoE.L\

(EtXl).Lf se 1.L=0 g X~ escalarE.L
então u “ 0V y 0 e sim(u(x) V) = 0

Quando a dimensão de v ë 3, o determinante de E ff

det : ti.n y
' 4

em relação a base f ë definido por

3 j kif(det E) E E Ee t
i « 2 o 3i,j,k=l

onde

f4
lf se (ijk) ë uma permutação par de (123)

Cijk " V -I, se (ijk) é uma permutação ímpar de (123)

0, se i=jf i=k ou j=k

Pode ser mostrado que det E independe da base usada na sua de-
finição e:

det (EL) = (det E)(det L)
(Ap. 12)

X 3+ X 2trË- =• (trE) trE2 -fdetE,det(E-Xl)= 2 K
'»a
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onde X ë um escalar.
O •

E e inversxvel se, e somente se, det E •/ 0

então det E ~ 0u 0 e Eu = 0,

DE ORDEM MAIOR DO QUE DOIS
» ï . ï . » ' in "«ni -» i 'i f » l 'i inrr HT • ~rr - mr-riTI ~rin~«n ii*nrrit "vw2. AE53NS

\s Tensores de terceira ordem2.1

Os elementos de Zin( v,Zinv ) ou Zin( Zinv ,u) são chama ~

Cada tensor T de Zin( v ,Zinv )

linear de u era Zinv , ou seja:

dos tensores de terceira ordem.

e uma transformação .

T: v -* Zinv

u •+• Tu = E

t de T ë um elemento do conjunto Lin(Zinv, v) e0 transposto T

escrevemos:

Tfc: Zinv -* v
, Tu.E = u.TfcE (Ap. 13)tE *+• T E

Para o produto tensorial, escrevemos:

E(x)u, elemento de Zin( v , Zinv )

• u (g)E, elemento de ZinlZinv , v )

(E(x)u)a = (u.a)E, para todo vetor a

para todo tensor L

(Ap. 14)

(u(g)E)L = (E.L)u
(E@u)t - U (g) E
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Em relação ao produto interno em

Lin(Linv ,v ), temos que i

tin ( v, Linv ) e

t t (AP. 15)T • E(x)u ~ T • U@ E = Tu « E = T E • u

Seja * uma função que permuta dois índices das compo-
nentes do tensor T de Lin( v ,Linv ) com a propriedade:

\

(T*) = T

tComo os domínios de T e Tu são diferentes em relação aos espa-
ços vetoriais, não tem sentido definir simetria ou anti-sime ~

tria semelhante aos tensores de Linv. Mas, o tensor T pode a-
presenter alguma propriedade de simetria ou. anti-simetria. Por

exemplo, em relação a função *: T é simétrico se

* (Ap. 16)T = T ,

anti-simétrico se

& (Ap. 17)T T

Qualquer tensor T de Z<Ln [ v ,ZZnv ) pode ser decomposto como se-
gue:

Ä
r(tS rpa

o ] *T « ~(T + T }2

= 4(T - *ma T )1 f2

TS satisfaz (AP. 16) e 1,a (Ap. 17).onde Um tensor com compo
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9S apresentada propriedade (Ap. 16),
32u. 32U,JL

_
1

3x_.*

3x, ~ 3Xj,3Xj

pois se

Assim, a função *,

asnentes 3x.3x,
«w D *5

funções são suaves
J

permuta os índices j e 3c.nesse caso f

Temos os resultados:

* *T * (E(x)u) f se T = T

T • (E(g)u) = T » (E(g) u)a, se T = -
u ^ Û e (E ® u)u = 0

T • (E <g> u)
* (Ap.18)T\

então E = 0t

2.2.

Seja ft 3 o espaço dos tensores de terceira ordem.
v) e tZn [Z£nv,£Ã.nv ) são chama -
Se F é um tensor de a(u,ft 3 ), o

elemento de tíniUs, v ) e escrevemos as defini

Os

elementos de t-cn(v, ft3) (ft

dos tensores de quarta ordem.
„ttransposto F e um

3 p

çoes:

rt:ft 3 -*•r: u 3
*

+ rt0u -*• Fu a
tFu* <? = F a *u

Quando F e um elementoonde a é um tensor de terceira ordem.
t também é um elemento do mes-de lín[t-Lnv ,£-ínv ) o transposto F

mo conjunto e temos:

F: JU.nv + 1-l.nv
E + FE

rE.L = E.rtL (Ap. 19)

Os tensores de quarta ordem definidos por X-Ln(tlnv , £Á.nv ) apre



sentam uma estrutura idêntica aos de J tí n v . Seguindo as passes usa-
* A .

dos para estudar tensores de ordem dois, très e quatro, podemos definir ten-
Assim, por exemplo, se F ê um tensor desores de ordem maior do que quatro,

ordem maior que quatro e o é ura tensos: de .ordern menor uma unidade daquela de

F, podemos x escrever:

tf u = a rwa = Ve

t (a @ u) V = (u.V) a
(a ® u) u = u ® o , (u 0a ) a = .

(cf .a ) u
r *a © u = Y t.u ® o ~ Fu.a,

aide a é da mesma ordem, que a.

(Ap. 20 )Fu*a = u.r a
t

3. DIFERENCIAÇÃO

Seja 0 uma função com valores escalares , vetoriais , ou

tensoriais. A função $ com valores escalares será representada

por y * Quando § tem valores vetoriais , ou tensoriais será deno

tadã por x j j .

. Se o domínio de $ ë um intervalo dê), reta real ,
d$>

a deri-
no ponto t - to do domínio ë definida pela rela- •

fvada dt

çao

i
$(to+T) (to)“( (to))T+0(t0 ,T)dt

(Ap. 21)G(t0,T)
Zm 0

TT-+0

Quando o domínio de $ é um sub-conjunto do espaço veto

rial v ou um conjunto de tensores , a derivada -
domínio ë definida através de:

dí>
doem ç Ç od ç
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ill (ç o ) - §+0(Ç û f §)Y(Ç o+ 2 )~Y(Ç o )= dç
(Ap. 22)

= to(Ç o ) §+0(ç 0 f § )^(ç o+ § )"lM Ç o) = d ç

0
,
( Ç o > § ) . e-(ç ofS)

0, £lm
§ > o

OZZm
§ -»- o Ils IIIIS II

dxp ê um tensor deobserve que se ij> e ç são elementos de £m v,

v \ quarta ordem no sentido de (Ap. 19).
dç

consideremos o caso em que o domínio de $ ê umAgora

sub-conjunto do espaço Euclidiano pontual de dimensão s.

diente de $>, grad no ponto x = Xj é definido por:

O gra

Y(xc+h)-y(xo )=((gradY)(xo )).h+0(xofh)
(Ap. 23)

$(x 0+h)-ip(x0)=((gradi!;)(x 0 ))h+0(x 0 ,h)

0(x o,h)0(x 0 fh)
ZZm
h-*- o

0ZZm
h-*o

- 0,
II h|INI

Para o operador divergente, ãivf definimos:4

div u ~ t (grad u)

ta.div E = div(E a), para todo vetor constante a

= div(rt0), para todo tensor constante oo.div F
*<>

(Ap. 24)

onde 1’ e de ordem maior do que dois e o ë um tensor de

menor uma unidade daquela do tensor F.
ordem
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ou tensor arbitrário e constante,porSe IÎ e um vetor,,

(Zvp. 19) e (Ap. 23), podemos escrever:

grad(^* JI) = (grad^)^11 (Ap. 25)

Escrevemos os seguintes resultados:

(^) • = * )t

( y <í> ) f = y ' $> + Y $ 1

\ • •

(Ap. 26)( 4> i|j ) ' = $ 11jj +

(*h *^?.) ’ = 'I/J 2 +

(^1 ® ^2)’ = (g> ^2 + <h ® ’J'à '

onde e ^2 são campos semelhantes a ^
Para os operadores gradiente e divergente, temos;

grad(yu) = ygradu + u@> grady

div(yu) - ydivu + u.grady
grad(u.V) = (gradu)tV + (grad V)tu
div(u(x) V) = udiv V + (grad u)V

div(E* V) = E.gradV + V.div E

div(yE) - ydivE + Egrady

*
(Ap. 27)
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4. SALTO, DESCONTINUIDADE: LEMA DE HADAMARD
»eimcaaribij.t>-

Quando § definida num sub-conjunto do espaço Euclidia-
no pontual ê descontínua através de uma superfície singular

salto [$"] de 4>

esr

crevemos para o

•fM “ * $\v

Assim, temos os seguintes resultados:

th'] = !>]
[y6\ = YW ,

[y4'] = [y]$/ se

0J + $?.] - 0l] + 1®Í]

M = U>]
m = w^
Oh * = [> í] * Í2 » se

01 ® ^0 = hi] ® v»

[V] ~ o

[$] =o

se

(Ap. 28)

[>] = o
j>J = 0

, se

se/•

['!’2J = 0

Rd = »* se2 r

suponhamos que a função y com valo

res escalares ê -definida e continuamente diferenciãvel no inte

rior de uma região 8+

teira suave S e que,para cada posição x em S, os limites y' (x)

de y(y) e (grady)(y), respectivamente, quando

tende para x ao longo de caminhos contidos em 8* são definidos

Se x = x(l) ê uma curva suave sobre S e y

Lema de Hadamard:

do espaço Euclidiano pontual com fron -
+

+(grady) (x) y

*1*e finitos. e
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(grady)+ são diferenciáveis nessa curva, então

+ dxdY +
.(Ap. 29)(grad y) *

.dtdl

Prova:

Sejam M e N dois pontos separados de S de tal maneira

gué x = x(£) ë um caminho em S de M até N. Consideremos também

dois pontos separados M e N no interior de 8 de tal modo que

Y = yU) é um caminho no interior de 8'
.de M

do com a figura abaixo:

até N de acor

N
I

!

Das hipóteses sobre y, podemos escrever:

+dy
<w—iY

+(M) - Y
+(N) d£ f sobre Sdl

MN (Ap. 30)

S ãlf
*4“no interior de 8y(M) » y(N)

MN

Como y(y) = y(y(£)), temos que (regra da cadeia):

(grad y. ~^)d£y(M) - y(N) =
«—I V MN

o caminho y = y(£) tendetende para (M, N)Quando o par (M, N)

para o caminho x = x(£) implicando que y e grady

f

tendem para•t
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+*T e (grad y)' , respect!vamente* Logo,Y

dx+
Y
+(M) - Y

+(N) = (Ap. 31)(grad Y) dl* dl
MN

Igualando os resultados (Ap. 30)^ e (Ap. 31) com o

que o caminho x = x(£) ë arbitrário, segue a condição (Ap.29).

\ Em relação a uma superfície singular, podemos aplicar o

de Hadamard para o outro lado da superfície (lado -), escreven

argumento

leraa

j

do:

dxdY (Ap. 32)(grad Y)dl dl

(Ap.32) e a notação, para o saltoDe (Ap. 29.), obtemos:

<3Ill dx
dl'=[grad Y] - (Ap. 33)dt

onde

•fH = Y Y
%

+[grad Y1 = (grad Y) (grad Y)

Para ot campo vetorial, ou tensorial 4/, a substitui -
ção de Y = ^*-II com o uso de (Ap. 25) e (Ap. 26) produs para

o lema de Hadamard

+ -F dxdr
âl ‘ (Ap. 34) •(grad \p) d£

>
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