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, - ' 
METODOS DE REDUCAO DE BASE PARA PROBLEMAS TERMICOS 

EM REGIME TP..ANS!ENTE COM CONDIÇÕES DE 

CONTORNO DE RADIACÃO E CONVECCÃO , , 

Orientador: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho 

Nos últimos anos tem havido um int.eresse renovado 

pelos mét.cdcs: de reduç�o de base para a análise de 

problemas de transferência de calor em regime transiente. 

Particularmente, para condução de calor em 

t.ransient.e, pode-se most.rar que os métodos de redução 

baseados em �i,oritmos do tipo Lanczos ou Ritz são mais 

e:ficient.es comput.acionalment.e que os métodos de int.egraçl!i'.o 

diret.a (mét.odos t.rapezoidal) ou o mét.odo modal clássico. 

Para problemas em t.ransient.e incluindo 

nl!i'.o-linearidades :fisicas, os métodos de redução embutidos 

num esquema do t.ipo Newt.on-Raphson com int.egração no t.empo 

de tipo trapezoidal produzem uma solução rápida, confiável 

e precisa. Ent.ret.ant.o, quando a nl!i'.o-linearidade est.á 

rest.rita à condiçl!i'.o de cont.orno, como no caso da condição 

de radiaçl!i'.o t.érmica, out.ra est.rat.égia pode ser propost.a, 
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objeto desta tese. Esta é baseada na utilização do método 

da pseudo-força, que é Lar�amente utilizada na análise de 

problemas de dinâmica de estruturas com nll'.o-linearidades 

localizadas. O aspecto chave desta implementação é a não 

necessidade de atualizações da matriz de condutividade, 

pelo fato que todos os termos não-lineares est.l!'.o �rupados 

no lado direito das equações de transferência de calor. A 

eficiência computacional deste esquema de solução é 

demonstrada por exemplos numéricos. 
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Abst.ract. of Thesis present. t.o COPPE/UFRj as part.ial 

fulíillment. of t.he requirement.s for t.he degrees of Mast.er 

of Science CM. Se.). 

REDUCTION METHODS FOR TRANSIENT HEAT TRANSFER 

PROBLEMS \tlITH CONVECTION AND RADIATION 

BOUNDAR.Y COND!CTIONS 

!F UUl,(l,(Uf,q 'ea,,wa,lhe deô .Y' (1,(1,Ufô 

AtJ€ust. 1991 

Thesis Supervisor: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Cout.inho 

Depart.ment.: Civil Engineerin� 

ln t.he past. few years t.here have been a renewed 

int.erest. in reduct.ion met.hods for t.ransient. heat. t.ransfer 

analysis. Part.icularly, for t.ransient. heat. conduct.ion, it. 

has been shown th.at reduction methods based on Lanczos-type 

�orithms or Ritz methods are most effective than the 

usual direct approach Ca-methods) or classical modal 

methods. For t.ransient heat t.ransfer includi� nonlinear 

rn.at.eria! laws:, it. c�ri he shown that. reduct.ion met.hods, 

embedded within a trapezoidal rule �orithm for time 

marchi� with a Newt.on-Raphson scheme, provide an accurate, 

reliable and fast. solut.ion st.rategy. However, when t.he 

nonlinearities are restricted to the boundaries, as in the 

case of radiation boundaries, another st.rat.egy can be 

proposed which is the subject of t.he present dissertation. 

It. is based on t.he ut.ilizat.ion of t.he pseudo-force 
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which is widely used in structural dynamics 

with localized nonlinearities. Its key aspect is 

costly matrix updates are needed, since all the 

nonlinear terms are grouped in the right hand side of the 

heat transfer equations. The computer effectivness of this 

solution strategy is demonstrated by numerical experiments 

performed in standard tests and through comparisons against 

the usual numerical solution strategies. 



ix 

ÍNDICE 

, -
CAPITULO I - INTRODUCAO 

I.1 - Hist.órico e Mot.ivação 

I.2 - Organização do Text.o 

CAPÍTULO II - EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO 

11.1 Formulação das Equaçi:les de Equili brio 

para Problemas de Transferência de Calor em 

Regime Transient.e 

II.2 - Solução pelo Mét.odo dos Element.os Finit.os 

CAPITULO III - ANALISE LINEAR DE PROBLEMAS DE 

TRANSFERENCIA DE CALOR 

1 

4 

5 

9 

III.1 - Int.rodução . . . . . . . . . . . . . . . . 15 

I!I.2 - Método de Integração Direta 

111.2.1 lmplement.ação para o Cálculo da 

Temperat.ura . . . . . . 

III.3 Mét.odo de Redução Modal em Problemas 

Lineares de Tra..ris::ferência de Calor 

15 

17 

18 

' 



X 

III.3.1 Geração da Matriz de Transformação 

de Coordenadas Dependente do Fluxo de Calor 

IIl.4 Critérios de Avaliação dos Vetores de 

Redução Modal 

111.4.1 Critério de Avaliação pela 

Participação do Fluxo de Calor Externo 

IIl.4.2 Critério de Avaliação pela 

Participação da Capacidade Térmica . . 

III.5 - All!;oritmo dos Métodos de Redução Modal 

III.5.1 - Geração dos Vetores de Lanczos 

III.5.2 - Geração dos Vetores de Ritz 

III.5.3 - Comentários sobre a escolha do vetor 

de Partida . . 

III.ó - Exemples: Nu.�éricos 

111.6.1 Análise de Condução de Calor 

Unidimensional com Condição de Contorno de 

Convecção 

III.6.2 Dissipação de Calor de um Túnel 

22 

26 

28 

31 

32 

32 

36 

39 

42 

43 

Passante por uma Massa de Rocha Não Homo€;ênea 57 

CAPÍTULO IV - ANÁLISE NÃO-LINEAR DE PROBLEMAS DE 

TRANSFERENCIA DE CALOR 

IV.1 - Introdução 69 

IV.2 - Análise Não-Linear Utilizando o Método da 



xi 

Pseudo-Força . 

IV.3 - Implementação do Método da Pseudo-Força 

no Método de Integração Direta 

IV.3.1 A�oritmo de Integração Direta das 

Equaçes .... w.l'.o-LinQarQs de Calor com o Método da 

Pseudo-Força . 

IV.4 - Implementação do Método da Pseudo-Força 

no Método de Redução Modal . . .  

IV.4.1 - A�oritmo de Integração das Equaçeses 

Não-Lineares de Calor pelo Método de Reduç!!'.o 

Modal 

IV.5 - Comentários sobre a escolha do vetor de 

Partida para a análise não-linear 

IV.6 - Exemplos Numéricos 

IV.6.1 Análise de Condução de Calor 

Unidimensional com Condição de Contorno de 

Ccnvecç!c e P....adiaç!o 

IV.6.2 Efeitos Térmicos Causados 

Int.rusã'.o Basáltica em Rochas Sedimentares 

CAPÍTULO '! - CONCLUSÕES 

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS. 

por 

70 

72 

73 

76 

77 

79 

81 

82 

94 

109 

112 



xii 

APENDICES 

A - ELEMENTOS FINITOS UTILIZADOS NA ANÁLISE 

A.1 - Elemen-t.o de Condução 

A.2 - Elemento de Capacidade Térmica 

A.3 - Elemen-t.o de Convecção 

A.4 - Elemento de Radiação 

8 - INTEGRAÇÃO EXATA 

8.1 Inte,ração Exata de Equação Diferencial 

Ordinária de Primeira Ordem 

118 

124 

124 

128 

130 

8.2 - Inte�ração Exata para a Análise Nl!!:o-Linear 132 

C - METODO DE PRESCREVER A TEMPERATURA 

C.1 - Mé-t.odo do Número Grande 135 

C.2 - Método do "O" e "1" Modificado 136 

C.3 - A-t.ravés de Elementos de Convecção de Calor 136 

' 



1 

CAPÍTULO I 

INTRODUCÃO 

1.1 - HISTÓRICO E MOTIVACÃO 

Neste trabalho será utilizado o Método dos Elementos 

Finitos para a soluçl!:o numérica de problemas de 

transferência de calor em regime transiente. Este método 

aproximado de discretizaçl!:o espacial transforma as equaçeies 

diferenciais parciais que governam o problema, em um 

conjunto de equaçeíes diferenciais ordinárias semi-discretas 

que é geralmente resolvido pelos métodos de integração 

direta do tipo trapezoidal. Este método de solução, de 

propriedades numéricas já bastante conhecidas, é amplamenta 

utilizado por programas comercias como, ADINAT 

( BATHE C 11 ), ANSYS-PC/THERMAL C 21 e etc. 

Entretanto, GALLAGHER C 3] em 1969, apresentou um 

trabalho sobre a utilização do método modal para a solução 

de problem;,� de conduçl!:o de calor em regime transiente 

utilizando o Método dos Elementos Finitos:. Diferentemente 

das estratégias usuais, os métodos de reduçl!:o modal se 

baseiam na geração de uma base de transformação de 

coordenad;"'"' que gera um subespaço modal do espaço fisico em 

que apenas as equaçeíes: que contribuem efetivamente para a 
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solução serão utilizadas. Contudo, verificou-se que este 

método apresentava tun custo computacional aceitável 

para problemas com um g-rande número de equaç�es, devido à 

necessidade de solução do problema de autovalor associado. 

Por outro lado, deste trabalho surg-iu a base para a 

utilizaç:lfo de novos métodos modais de solução que serão 

aqui estudados. 

Uma forma mais recente de obter-se a solução do 

problema é a utilização dos métodos de redução modal 

dependentes 

CARDONA C 41, 

do fluxo de 

NOUR-OMID C 51, 

calor, jà estudados por 

COUTINHO C 61, que serviram 

como ponto de partida para este trabalho. 

Os alg-oritmos de redução modal dependentes do fluxo de 

calor utilizados são os de Lanczos, desenvolvido por 

LANCZOS C 71 e o de Ritz, desenvolvido por WILSON C 8]. 

Serão estudados os alg-critmos que se baseiam na iteração 

inversa e direta. De forma a aumentar a eficiência 

computacional, serão ta.'llbém estudados critérios que podem 

utilizados: par-a a dimens:lii'.o 6t.ima do 

sub-espaço modal. 

Desta forma, o objetivo do presente trabalho é estudar 

a ut.illzaçlo de métodos de reduçlo modal para a 3Il.!lise de 

problemas de transferência de calor envolvendo condução, 

convecção < transferência de calor de uma superf1 cie para 

um fluido > e radiação térmica < que é a radiação 

eletro�nética emitida por um corpo em função de sua 

t.emperat.ura ). Os problemas com condução e convecção de 

det.e:rmina:r 
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calor análisados são problemas lineares, enquant.o os 

problemas (f.Je envolvem radiaçã'.o térrrJca sã'.o problemas com 

não-linearidade na condição de cont.orno, e 

consequent.emente, um tratamento especial. 

Usualment.e, ut.iliza-se para a solução dest.es problemas 

não-lineaz-es os métodos iterativos do tipo NEWTON-RAPHSON, 

onde geralment.e necessit.a-se de at.ualizaçc5es sucessivas da 

matriz de condutividade e radiação. Entretanto, os 

problemas onde a n,i'.o-linearidade se encont.ra localizada na 

condição de contorno podem ser resolvidos através do Método 

da Pseudo-Força, proposto por STRICKLIN C 91, cujas 

propriedades numéricas foram estudadas por TRUJILLO C10l. 

Est.e mét.odo, t.ambém it.erat.ivo, cuja idéia cent.ral consist.e 

ria separaçlo do operador correspondente s n�o-linearidade 

em dois t.ermos, um linear e outro não-linear. Este ultimo é 

transferido para o lado do fluxo de calor e será chamado de 

termo da pseudo-força. As condições iniciais de iteração 

s:�o fornecidas por um esqt1en1a de extrapolaçã'.o linear ,. e uma 

vez que a não-linearidade fica situada no fluxo de calor, 

há a necessidade de atualização da mat.riz de 

condut.i vidade. 

Os mét.odos de solução foram codificados na linguagem 

de comput.açã:o FORTRAN 77 e o programa resultante foi 

compilado com ot.imização para a velocidade de execução. O 

programa foi execut.ado no comput.ador IBM 4381 com sist.ema 

operacional VM/SP Release 5.0, que se encontra no Núcleo de 

Comput.açã:o Eletrônica CNCE) da Universidade Federal do Rio 

de Janeiro. 

exi�em 

não 
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!.2 - ORGAN!ZAÇAO DO TEXTO 

Além da introduçl!'.o, o corpo do presente trabalho 

encontra-se organizado em quatro capi tulos. Estes 

dedicam-se respectivamente ao desenvolvimento da teoria do 

Método dos Elementos Finit.os para a soluçl!'.o de problemas de 

trans:ferência de calor em regime transiente 

< capitulo II >; ao estudo dos métodos de soluçl!'.o do 

sistema de equações lineares pela integraçl!'.o direta e pelos 

métodos de reduçl!'.o modal de Lanczos e de Ritz 

< capitulo III ) e ao estudo dos métodos de soluçl!'.o do 

sistema equaçi:Ses não-lineares pela integraçl!'.o direta e 

pelos métodos de reduçl!'.o modal de Lanczos e de Ritz com a 

utilizaçl!'.o do Método da Pseudo-Força ( capitulo IV ). Por 

sua vez, cada um destes capi tulos contém os 

desenvolvimentos teóricos necessários em cada caso, além 

das aplicaçe:ies dos procedimentos desenvolvidos na soluç�o 

de problemas de engenharia. 

Finalmente, o capitulo V apresenta os comentários 

finais, e:fetuando uma abordagem critica do exposto no corpo 

da tese. Além disso, discute-se o futuro direcionamento das 

pesquisas relacionadas aos temas deste trabalho. 



CAPÍTULO II 

EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO 

11.1 - FORMULACÃO DAS EQUACÕES DE EQUILÍBRIO PARA PROBLEMAS , , 

DE TRANSFERENCIA DE CALOR EM REGIME TRANSIENTE 

Será descrito a se�uir uma forma de obtenção da 

solução para problemas de transferência de calor em re�ime 

t.ransient.e pelo Mét.odo dos Element.os Finit.os <MEF>. 

y 
r, 

X 

Fi�ur.a II.1.1 - Corpo em estado de transferência de calor 

Considere um corpo sólido de volume O e IR2 e contorno 

r = r, u rz u ra no estado de transferência de calor como 

mostrado na fi�ura CII.1.1>, com o material obedecendo a 

lei de Fourier de condução de calor, 

(Il.t.ta) 

5 
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onde e é a temperatura do corpo; � e <ly 

<II.1.tb) 

s:ã'.o os fluxos de 

calor por unidade de área; k e k s:ã'.o as X y 
condutividades 

térmicas correspondentes aos eixos cart.esianos x e y. 

Considerando o corpo em equili brio tem-se: 

i1 

) + 
i1 

iJ y iJ X ) = 
c - q (11.1.2} 

Sendo qc a taxa de calor absorvida pelo material do 

corpo por unidade de volume, expressa por, 

e 
q = pc e <II.1.3) 

onde c é a calor especifico do material, p a densidade, e a 

der-!vad.a da temperatura em relação ao tempo e o ponto 

denota a derivada com relaçã'.o ao t.empo. 

Na superfi cie do corpo podem t.er as seguintes 

condições de contorno a serem satisfeitas: 

= 

" e 

1) éJ 1) 

ec 

• 
rz 

r 
q 

<II.1.4) 

<II.1.5) 

• 

k -

-[1:.ªe 
y lJ y 
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onde ec é a temperatura conhecida C temperatura prescrita > 

na super:ficie r1, k
n 

é a condutividade térmica medida na 

direção normal à superf"i cie, cujo sentido positivo aponta 

r para :fora, q é o fluxo de calor que ent.ra pela super:fi cie 

rz do corpo. A equação Cll.1.4) é conhecida como condição 

de contorno de Dirichlet, enquanto que a equação (11.1.5) 

como condição de contorno de Neumann. 

As se�uint.es condiçe5es de contorno em rz podem ser 

especi:ficadas de acordo com Cll.1.5): 

i) Condição de fluxo de calor 

O fluxo de calor pode ser prescrito em pontos 

especi :ficos de rz. 

ii> Condição de contorno de convecção 

Esta condição é expressa através da lei de Newton do 

resf"riamento, 

rc 
q = h C ea. (11.1.6) 

onde h é o coeficiente de trans:ferência de calor por 

r convecção; ea. é a temperatura do fluido circundante; e é a 

temperatura do corpo na f"ronteira de convecção de calor e 

rc q o f"luxo de calor de convecção por unidade de área. 
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iiO Condição de cont.orno de radiação t.érrnica 

Est.a condiçã'.o é expressa 

St.efan-Bolt.zrnann de radiação t.érrnica, 

h • F F o r & a 

at.ravés da lei de 

{II.1.7) 

CII.1.8) 

onde er é a t.emperat.ura da font.e de radiação t.érrnica; er2 é 

a t.emperat.ura do corpo na front.eira de radiaçã'.o t.érmica; h 
r 

é o coeficient.e de t.ransferéncia de calor por radiaçã'.o 

t.érrnica; F & é a emissividade monocromát.ica do corpo; F a é o 

fat.or de forma i;eomét.rica que relaciona a t.ransferência de 

calor ent.re duas superficies; o é a const.ant.e de 

ra St.efan-Bolt.zmann e finalment.e, q é o fluxo de calor de 

radiação por unidade de área. 

Serão consider-adas as sei;uint.es hip6t.eses no uso de 

(11.1.1> à (11.1.7) 

i) Nã'.o hA mudança de fase e efeit.o de calor lat.ent.e. 

ii> Est.amos considerando a condição de condução de 

calo:r em sólidos e est.:rut.u:ras. Caso a t.:rans:fe:rência de 

calor envolva a análise de um flui do em moviment.o é 

necessario incluir na equação (11.1.2) o t.ermo 

correspondent.e à t.ransferência de calor por convecção 

at.ravés do meio. Ent.ret.ant.o, deve-se salient.ar que est.e 
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t.ermo conduz a uma mat.riz de coe:ficient.es não simét.rica. 

1:1:0 A condição de t.rans:ferência de calor será. 

est.udada em separado da aná.lise de t.ense!es. 

iv> Os corpos aná.lisados sl!'.o os chamados corpos 

cinzentos, ou seja, aquele cuja emissividade monocromát.ica 

do corpo é independente do comprimento de onda de radiação. 

II.Z - SOLUÇÃO PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

Para o desenvolvimento da soluçã'.o pelo MEF será 

adot.ada a :formulação de Galerldn do problema de 

trans:fêrencia de calor em ret;ime transiente, HUGHES [111. 

Desta :forma sendo 6 e 'Y :funçe!es de valor real definidas em 

O, onde 6 é o espaço dos valores prescritos 

h das :funçe!es de ponderação, sejam 6 e 

dimense!es :finitas e aproximaçe!es de 

e 'Y é o espaço 

h 
'Y espaços de 

6 e 

respectivamente, onde o superescrito h se re:fere a 

h h associação de 6 e 'Y a uma discretização do donú nio n. 

Assume-se que todos os membros de 0 se anulam em r1. e que 

cada membro de óh atende às condiçe!es de contorno 

prescritos em r1.. Loc::o, a solução uh admit.e a sec::uinte 

represent.açã'.o, 

li, 
'ti, = h 

{1 (11.2.1) 

h onde <> Ct.> e ,yh ( ist.o é, para cada inst.ant.e de tempo t. 

.,h(_,t.) é uma :função em cyh > e li, e 6 t sendo que 
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ambas sat.is:fazem a condiç!o de cont.orno u. = 9 em ri. . Nest.a 

formulaç!o a variável x < x represent.a uma funçl!'.o do espaço 

cart.esiano x e y ) das :funções :foi supl'imida e onde 

aparece, por exemplo, v h<O> ist.o quer represent.ar h 
Q (_,0), 

ou seja, uma funçl!'.o de x para o inst.ante de t.empo t. • O . 

Todas as :funções em {11.2.1> sã:o :funções do espaço e do 

tempo, ist.o é, 

{11.2.2) 

A :formulaç!o de Galerkin é definida como: 

1'� h h Dados f.,  9, h e u. achar u. = v + 9 e o 

e h ist.o para t.odo w e 

Sendo f. o calor ,erado por unidade de volume, 

f. O x 10,T[ -> IR . 

Ist.o si,ni:fica que f. é uma funç!o de x e O e 

t. e 10,TC , lo�o pode-se escrever f. = f. <x,t.>. De :forma 

aná.lo,a as condiçeies de contorno sl!'.o dependentes do t.empo, 

{} : r1 x 10,T[ -> IR , h : rz x 10,T[ -> IR A t.emperat.ura 

inicial deve ser dada como condiç!o inicial do problema, 

t.t. : O -> IR . Not.e que será considerado que ri. e rz n!o o 

variam com o t.empo. 

Considera-se t.ambém que as propriedades do mat.erial 

analisado, a densidade p e a capacidade t.érmica c, slfo 

h h h 
u <x,t) • ,!.J (.x,t) + 9 (x,t) 

tJ,h 
(t.) 
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ambas positivas e funç5es de x e O. 

A equaç!l'.o de transferência de calor será escrita como: 

h o h_ h h h h 
<w ,pcu - >  + a<w ,u ) = <w ,{) + <w ,h>

r 

onde 

Sendo 

h h 
a<w ,u > • 

k = [ 
h 

<w ,P 

h 
<w ,h> 

k 
XX 

• 

• 

k ( ou k ) 
X 

h 
'U. • dO 

, J  

< ou k > s:il'.o " , 

CII.2.3) 

CII.2.4) 

CII.2.5) 

CII.2.6) 

(11.2.7) 

as condutividades 

térmicas e os indices i. e j s!l'.o indices livres, ou seja, i. 

ou j podem assumir quaisquer das direç5es dos eixos 

cartesianos x,y . O ponto sobre a função, da mesma forma 

que antes, denota a diferenciaç!l'.o com relaç!l'.o ao tempo e o 

subescr-ito ,i. r-epres:enta a difer-enciaçã'.o com r-elaç!l'.o as: 

direçeles dos eixos cartesianos. A notaçã'.o a(_,_) representa 

o produtc interno em O ponderado por k ' ou norma de 

energia, <_,_) representa o produto interno em O e <_,_)r 

representa o produto interno em r. 

Utilizando as seguintes propriedades na formulaç!l'.o de 

Galer-kin , 

J ,./' o ,i. ki.j 

º k� 1 

"" 

' k 
yy 
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• CII.2.8) 

• h h h h (w ,v ) + (w ,g ) (II.2.9) 

A equação CII.2.3) pode ser reescrit.a como: 

A o A  A A 1:. f:. 
(w' ",pcv"') + a.(w' " ,  v'") = (w · ,  /. )  + Cw ",h>r 

h h (w ,pcv (0)) 

h h 
a.(.w , {J ) 

h h h 
• ( w  , pcu ) - ( w  , pcg (0)) 

o 

h •li. (w' ,pcg ; -

( l l . 2 . 10) 

C I I . 2 . 1 1 )  

Observa-se que o que aparece no lado direit.o das 

equaçc5es CII.2.10) e CII.2.11) são dados conhecidos. A 

equação (II.2.10), chamada de equação de Galerldn, é uma 

equação semi- discret.a, porque o espaço é discret.izado e o 

tempo permanece continuo. 

Considere all:ora que o corpo analisado, de domi nio O e 

f'ront.eira r, f'oi discret.izado em element.os de dominio o" e 

f'ront.eira r", onde o superescrit.o e represent.a o número do 

elemento. Os pontos nodais podem existir em qualquer luc;ar 

Q do domi nio O , mais :frequentemente eles são os vért.ices do 

element.o adotado. Seja n. • C 1,  2, 

global dos número de n6s onde n.n n . .. . 
, n. } o conjunto 

fl.fl, 
é o número de pont.os 

h nodais. O n6 onde u deve ser determinado será. represent.ado 

como A. Os nós pert.encent.es ao conjunto n. de 
g 

n6s 

prescrit.os, ou seja, onde u • g, devem ser exclui dos e 

port.ant.o, o conjunt.o de n6s onde h u deve ser determinado 
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será n - n . Será definido como n o número de elementos do 
{J 

conjunto n - n . 
{J 

Lcg-c a repres:entaç!o de 
h 

V 

funçe5es de base, será, 

.v .. ..  <x,t.) = 

h 
{J <x,t) 

I: 
� Jf't. - 1', .1'!,  
- , ... � ""tf'  

� e nr; 

HA(x) eA(t.) 

HA(x) (JA(t) 

e h g em termos das 

(Il.2.12) 

(Il.2.13) 

onde HA é a funçl!:o de interpolação, $A a temperatura nodal 

e {JA os valores prescritos. Note que somente os valores 

nodais são dependentes do tempo. Substituindo-se <II.2.12) 

e (Il.2.13) em (Il.2.10) e (Il.2.11) será obtida a 

expr-essã'.c de Galerldn, cuja for-rr1a rnat.ricial resulta no 

sistema de equaçeíes diferénciais semi-discretas, 

e e + ic e !!! t'TT ? 1 .d."\ 
................. & ., 

onde C é a matriz de capacidade térmica, de ordem n x n , 

simétrica positiva e semi-definida, K1' é a matriz de 

condutividade térmica esparsa, t.ambém de ordem n x n , 

simétrica positiva e semi-definida, f"<t> é o vetor do 

fluxo de calor por unidade de área, e é o vetor das 

t.emperat.uras nodais e e a derivada das temperaturas em 

ao o desenvolvimento completo destas 

matrizes pelo MEF se encontra no apêndice A. 

A eq-1-:i:-;ã:o de tra.risferência de calor com as condiçeSes 

A 

" 

õ 

tempo. 
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de contorno de convecção de calor e radiação térmica é 

cbt.ida introduzindo as condiçe5es de cont.orno expressas 

pelas: equaçê:ies <II.1.6) e OI.1.7) na equação <II.2.14), 

e e + K<e> e • f<t> <II.2.15) 

Sendo 

<II.2.16) 

CII.2.17) 

CII.2.18) 

(Il.2.19) 

onde K é a :s:oma da:s: matrizes de condutividade térmica JS
k 

, 

c 
com a de convecção de calor � , mais a de radiação térmica 

� ; f(t) é fluxo de calor por unidade de .área que 

corresponde a soma do fluxo de calor externo f
0

(t), com o 

fluxo de calor devido a convecção de calor g
c, mai:s: o fluxo 

de calor devido a radiação térmica g
R ; �ª é a temperatura 

do fluido circundante e er a temperatura da :fonte de 

radiação térmica. 

Deve-:s:e salientar que a introdução da radiação torna a 

equação (Il.2.15) não-linear, exi�indo portanto um 

tratamento adequado para a obtenção da resposta transiente, 

como será visto no capitulo IV. 
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ANALISE LINEAR !>E PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA DE CALOR 

III.1 - INTRODUÇÃO 

Serã:o descritos a se€uir os métodos utilizados para a 

análise de problemas lineares de transferência de calor 

envolvendo conduçã:o e convecçã:o de calor, onde, 

(111.1.1) 

f<t> = f"<t.> + gc <Ill.1.2) 

I!I.Z - MÉTODO DE INTEGRAÇÃO DIP....ETA 

Ut.ilizar-se-á o mét.odo t.rapezoidal geral descrit.o por 

HUGHES C11l para o sist.ema de equaçl!Ses de 

eqtlill brio s:errJ-dis:cret.as de t.ra.n.sferência de e.a.ler em 

regime t.ransient.e, equaç!!íes <11.2.15>, <Ill.1.1) 

(III.1.2), com condição inicial. 

e<to> = eo (111.2.1) 

, 

integrar 
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O algorit.mo se baseia na seguint.e :formulação: 

+ • 

Sendo 

d . = d . + .ó.t. V .... 
- ; +1 - J - J. a 

V .  • 
- J +et 

+ a v .+1 -J 

CIII.2.2) 

(III.2.3) 

<III.2.4) 

onde d . - J  
e v. são, respect.ivament.e, aproximações de ect. . > e 

-J - J 
D 

ect . .  > ; - J 
é o :fluxo de calor, a é um 

psr!.metro esccl..lrldo dentr-c do intervalo [0.,11 , .õ.t é o 

increment.o de t.empo. 

A�uns valores de a det.erminam membros da :familia do 

mét.odo t.rapezoidal que já são bem conhecidos, cujas 

des:i;naçeies especiais sã:o apresentadas na tabela <III.1). 

a DESIGN AÇAO 

o D i :ferença para :frent.e, Euler p/ :frent.e 

1/2 Regra t.rapezoida l ,  Crank-N ico lson 

2/3 Esquema Ga l erkin 

1 D i :ferença para at.rás, Eul er p/ at.rás 

Tabela III.1 - Designação dos Mét.odos Trapezoidais . 

Exist.em dois t.ipos de implement.ação possi veis; o que 

se baseia na det.erminação da derivada v e o out.ro na 

det.erminação da t.emperat.ura !;! , sendo est.e últ.imo escolhido 

K d·+t "' - J 

(1- a>v 

t'(t.+1) - J 

... J 
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por ser o mais vantajoso computacionalmente para ser 

implementado, como será visto mais adiante, pela 

caracteri stica de se utilizar matriz de capacidade térmica 

diag-onal. 

Portanto, o problema agora consiste em desenvolver uma 

d .. d(t) que satisfaça a equação <II.2.15) e a 

condição inicial correspondente a equação (III.2.1), 

d(to) = do <III.2.5) 

onde do é a temperatura inicial. 

- , 
I!!.2.1 - IMPLEMENTAÇAO PAP� O CALCULO DA TEMPERATUP� 

Para esta implementação é necessário desenvolver uma 

relação recursiva que relaciona o passo j ao passo j+1. 

Para isso deCine-se o valor de d _  como: 
... j +1 

<III.2.6) 

As equaçeíes CIII.2.3) e CIII.2.4) podem ser combinadas 

e expressas em termos da CIII.2.6), 

� : +1 
• 

J • •  

� · +1 
J • •  

+ ôl Át V -� 
,.,, JT.l 

Com isso, pode-se eliminar 

obtendo-se então, 

CIII.2.7) 

da equação <111.2.2), 

• d . .,- ( 1 - a ) !:.t V 
-� -j 
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[ e + K ] !!j +1 

1 
= 

a At. 

Dest.a f"orma det.errnina-se o 

1 
+ 

(IIl.2.8) 

valor de d .  -i+1 ' e v .+1 -i  
pode ent.ã'.o ser obt.ido pela equação (111.2.7), ou seja, 

v .+1 -i -
= 

d.+1 -i 

(111.2.9) 
a At. 

A vant.�em comput.acional cit.ada ant.eriorment.e se deve 

ao f"at.o de que se a mat.riz de capacidade t.érrnica f"or 

di�onal, o lado direit.o da 1,ua1dade na equação (IIl.2.8) 

será mais simples de ser calculado. O mét.odo propost.o é 

incondiconalment.e est.ável para a no int.ervalo C0,5 , 11 

conf"orme demonst.ra HUGHES [121, t.ant.o para a análise linear 

quant.o para a não-linear. 

, -
111.3 - METODO DE REDUÇAO MODAL EM PROBLEMAS UNEARES DE 

TRANSFERENCIA DE CALOR 

Dado o sist.ema de equações de equili brio 

semi-discret.as de t.ransf"erência de calor para rei:;ime 

t.rs.-.siente, (I!.2.15) ' (III.1.1> e (III.1.2), o 

mét.odo de redução modal subst.it.ui o sist.ema orii:;inal com n 

equac;:eies, por um out.ro de ordem reduzida obt.ido at.ravés da 

t.ransf"ormac;:l!l'.o de coordenadas, 

d. 
""J+1 

f. -J+i 
o. .õ.:t. 
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e =  ,p x  CIII.3.D 

onde z é o vetor de temperaturas no novo sistema de 

coordenadas, ou temperaturas 

t • [ pi , � , t3 ,  ... , tm l  é a 

generalizadas, 

rr.atriz 

trans:formação, de ordem m x n, onde geralmente m << n 

Desta :forma, a resposta transiente e<t> pode 

e 

de 

ser 

aproximada por uma combinação linear das temperaturas 

generalizadas x(t}. Sendo assim, a precisão da resposta 

depende inteiramente da qualidade da matriz de 

trans:formação escolhida. 

Aplicando a transformação de coordenadas, equação 

CIII.3.D, à equação CII.2.15 } obtém-se um novo sistema de 

o 
C X + K X = :f (t) (111.3.2) 

sendo a matriz de capacidade térmica, condutividade e o 

vetor de fluxo de calor expressos no novo sistema de 

coordenadas por, 

e • CIII.3.3) 

K "' CIII.3.4) 

(Ill.3.5) 
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O método cl.Assico de redução modal utiliza como matriz 

de trans:formação de coordenadas a matriz de modos térmicos, 

cujas colunas são os m primeiros autovetores do problema de 

autovalor associado à equação <II.2.15), isto é, 

K <J! = C <J! 1,_ <III.3.6) 

é a matriz de ordem m que contém os autovalores do 

problema. Além disso, caso os vetores pt , pz • . . . ' <J!m 
:forem ortonormalizados em relação a 9, tem-se a see!;uinte 

relação, 

,.,T C ,., = 6Lj 
't'' 't' j 

onde 6Lj é o operador Delta de Kronecker. 

Isto conduz às rel.a.ç�es de ortogon.alidade, 

• 
- m  

= I 
-m 

onde I é a matriz identidade de ordem m. 

""m 

Pré-multiplicando a equação <II.2.15) 

CIII.3.7) 

<IIl.3.8) 

CIII.3.9) 

por e 

.::plic.a.r:.do .s t.ransfcrmação de coordenadas (III.3.1),. e .as 

relaçi:Ses <III.3.8) e <III.3.9), o sistema de equaçê!es 

reduzido, para condução de calor em re:;ime t.ransient.e, pode 

ser escrito como, 
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+ A X • f(t) CIII.3.10) -m - m  -

A equaçll:o CIII.3.10) corresponde a um conjunto e m 

equaçaes desacopladas do t.ipo, 

onde 

o 
X .  + À. . X .  "' 1-; 

\. \. \.  l .. 

e s!o, 

; i. = 1 > m (Ill.3.11) 

respectivamente, a temperatura 

�eneralizada e sua derivada; :>-. .  . o autovalor; /.. o fluxo de 
L L L 

calor em coordenadas modais e o índice i. representa a 

i.-ésirna component.e da rnat.riz ou vet.or correspondent.e. Est.a 

equaçll:o diferencial ordinária de primeira ordem é int.e�rada 

no t.empo para obt.ençã'.o da respost.a t.ransient.e, conforme 

descrit.o no apêndice B. 

Est.e mét.odo de 

6ALLA6HER C 31, mesmo 

redução 

muito 

modal, propost.o por 

atrativo, segundo 

COUTINHO [13], não apresent.a uma eficiência comput.acional 

aceit.ável. Isto se deve ao fato de que a resposta 

t.ransient.e é geralment.e caract.erizada pelos modos t.érmicos 

mais altos o que, consequentemente, t.orna muit.o custoso a 

solução da equação (111.3.6) para o número de modos 

necess.ários para U.'fla representaçll:o adequada da resposta 

t.ransient.e. 

T ... 
o 

X 

V ..... 

-

l. 

D 

V ..... 
l. 
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III.3.1 - OERACÃO DA MATRIZ DE TRANSFORMACÃO DE COORDENADAS , , 

DEPENDENTE DO FLUXO DE CALOR 

Uma alt.ernat.iva para a goeração da mat.riz de 

t.ra.n.s:forrn.aç�c de ccorden.adas é a geração dos: vetores de 

redução modal feit.a pelo algoorit.mo de Lanczos <LAN) 

propost.o por NOUR-OMID [ 5,141 ou de Ritz <RITZ> proposto 

por \,IILSON C 81. O alg'orit.mo goera uma base ortonormal na 

sequência de Krylov, 

• . . . ' 
(I!l.3.13) 

onde f. é o vet.or de partida e a mat.riz A é definida como: 

(I!!.3.14) 

Jtl = C-1K , para it.eração direta <III.3.15} 

Os vet.ores podem ser goerados de forma �-ort.onormal, 

como descrit.o nas referências [15,16,17 ,18,191. Como 

resultado, LAN ou RITZ produzem uma matriz de transformação 

de coordenadas f ' cujas colunas 

Rayleigoh-P..itz dos: .aut.cvet.cres, e 

são aproximaç�es 

diagonal 

de 

A ' m 

contendo uma aproximação dos m primeiros autovalores do 

problema de aut.ovalor definido pela equação CIII.3.6}. 

A técnica. de �eraç!o pelo método de Lanczos se baseia 

na const.r-uçl'Eo dos vet.or-es da sequência de Kz,ylov at.r-avés da 

__ , ' J , <-:r-·�. SP=� t• � t• "'.' t 

' 
par-a it.er-.ação inver-sa 

rr..at.riz 
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reorto�onalizaçl!'.o de Oram-Schlmdt. Em consequência, 

obtém-se um conjunto de m vetores g-ortonormais que são 

utilizados como base para a transformação de coordenadas. 

Uma importante parte do processo é estabelecer um esquema 

de orto�onalizaçl!'.o para os vetores adicionais da sequência 

de Krylov, levando em consideração a aritmética finita que 

faz com que se perca rápidamente a orto�onalidade da 

sequência de vetores. Entre os esquemas propostos, o de 

PAP.LETT [201 :faz a orto�onalizaçã'.o com relação aos dois 

vetores anteriores, o que torna o alc;oritmo de Lanczos bem 

simples. Isto é obtido pela fórmula de recursã'.o de Lanczos 

com três termos, 

Sendo 

T e a., = X. 
-e 

(3Í.Ti 
= ( 

C-1K x. n - a. X. - 1' ·  X. - ""\. -\. \. ""'\.-t 

-i e K X. 
-e 

T e 
) �/2 

X. X, 
-e  - -e 

CIIl.3.16) 

{Ill.3.17) 

(Ill.3.18) 

onde �t sl!l'.o os vetores de Lanczos e (3. é um :fator de 
' .. 1'1. 

escala. Em sec:;uida, a matriz de condutividade térmica é 

projetada no subespaço de Lanczos definido pelo conjunto de 

vetores X = C x , x , ... , x J . Desta forma, tem-se, 
... 1 -:: -m 

2 A aproximação dos autovalores w. 
L 

CIII.3.19) 

associado a cada 

(3. X. : 
1.+i. .... \. 
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vet.or de '!!' é obt.ida pela solução do problema de aut.ovalor 

no subespaço reduzido, 

<III.3.20) 

onde � é urna rnat.riz diag-onal que cont.ém urna aproximação dos 

aut.ovalores. A rnat.riz de t.ransf"ormação de coordenadas é 

obtida através de, 

<III.3.21> 

A t.écnica de ,eração pelo mét.odo de Rit.z é semelhant.e 

ao método de Lanczos, diferindo apenas na reorto,onalizaçl!'.o 

de Clram-Schrnidt., onde ao invés de ef"et.uar-se a 

orto,onalização com relação aos dois vetores anteriores, 

ef"et.ua-se com relaç:ã'.o a t.odos os vet.ores ant.eriores. Ist.o 

pode ser su.'!lal'izado através do processo, 

Fornecer um vet.or inicial u . 
1 

Calcular x = u / n 
1 1 

, , 1 

Sendo (1 • < uT c u >vz 
1 .... 1, "' "' 1  

(111.3.22) 

(III.3.23) 

Cálculo dos vetores adicionais, , • 2, ... , L. 

Resolver para a it.eraçl!'.o: 

Inversa: 
• 

K X ,  = c X. <III.3.24> 
- t  - -t-1 

Diret.a: c 
• 

X .  • K X, (111.3.25) 
- o  -\.-1 

- -

� g • g h 
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Para j • t a ,-1 faça 

c .  = 
J 

• ( j -1 )  
X. 
- L  

Fim do loop 

• 

Sendo 

*<i.) 
X 
- e  

( 

X� 
- J  

/ 

e 
� 

X .  

• 

- - ,  

*<j > X. -,  

"' ,, . 
e 

) 1/Z 
�(i.) 

X. 
-L 

e .  
J 

CIII.3.26> 

X .  CIII.3.27) 
- J  

CIII.3.28) 

CIII.3.29> 

onde x .  , j = t à ,, sll'.o �ora os vetores de Ritz e f>; é um 
-J • 

fator de escala semelhante ao do método de Lanczos. 

Porém, é conhecido, BJORK C15l, que o método de 

orto�onalizaçll'.o de Gram-Schmidt para a obtenção de um 

conjunto de vetores orto�onais é computacionalmente 

instável. Os vetores calculados perdem a orto�onalidade 

devido ao auto cancelamento provocado pelo erro de 

aritmética finita que possuem os vetores anteriores. Para 

eliminar este problema serà utilizado o método de 

ortogonalizaçã:o modificado. Além disso, para aumentar a 

estabilidade no método pode-se fazer a atualização 

utilizando o vetor para regime permanente ao invés do vetor 

x. na equaçã:o CIII.3.24) ou CIII.3.25), como proposto por 
""' L - 1  

LEGER l21l. Portanto, a equação CIII.3.24) ou CIII.3.25) 

• . T 
... (\.} 

X. C 
-L 
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deve ser substituída pelas seguintes equaçaes, 

T 
a. ;: X. C U. 

1.-1 "' 1. - 1 .... -i-1 
CIIl.3.30) 

(Ill.3.31) U. = U. a. X. 
""' L  "' t-1 t-1 .... t.-1 

Resolver para a iteraç:ifo: 

"' 
Inversa: K X .  .. e u.  CIII.3.32) - ,  - -, 
Direta: e X .  • K u . (Ill.3.33) - ,  - -, 

A forma básica de implementaçl!!'.o dos algoritmos será 

descrita adiante no it.em 111.5. 

, - -
111.4 - CRITERIOS DE AVALIACAO DOS VETORES DE REDUCAO MODAi , , 

A �eraçl!!'.o de vetores de Lanczos ou Rit.z para os 

métodos de análise por reduçl!!'.o modal requer a det.erminaçl!!'.o 

do menor número de vet.ores que represent.em a soluç:il'.o de 

forma precisa. Para um melhor desempenho comput.acional est.a 

det.erminação deve ser feit.a de uma forma automát.ica, 

durante a geração dos vetores. 

Os critérios de avaliaçã'.o apresentados adiante, 

equivalent.es aos propost.os por LEGER [221 para a análise 

estrutural, levam em consideração que durante a geração dos 

vet.ores est.ão disponi veis t.rês dados do problema:  as 

matrizes de condutividade térmica e de capacidade térmica e 

o vetor de partida da iteração, que normalmente corresponde 

• 
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a uma função do fluxo de calor. Portanto, pode-se dizer que 

a solução � é uma função de, 

e • � <15,9,p<s,t)) (111.4.1) 

O fluxo de calor, dado pelo vetor e<s,t), pode 

�eralmente ser decomposto em um vetor f<s) que representa a 

distribuição espacial do fluxo e uma função escalar do 

tempo �(t). Lo�o � pode ser reescrito como, 

e • ::t <15,9,[> 'l'<t> CIII.4.2) 

onde I é considerada invariante no tempo e 'l'(t) é uma 

função escalar do tempo, que caracteriza a variação da 

resposta de e ao lo�o do tempo, devido à �(t). 

Os vetores �erados pelos �orit.mos de Lanczos e Ritz 

podem ser escritos como, 

X. = �;. (K,C,f) 
-e 

<III.4.3) 

e os autovetores associados como, 

<J! = f, <K,C,f) = f <)5,fl> <III.4.4) 

Pelas equaç�es <III.4.3) e <III.4.4> serão 

determinados os critérios de participação da distribuição 

espacial do vetor de fluxo de calor e da participação da 

capacidade t.érmica. 

.. 
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O primeiro crit.ério re:flet.e o ef"eit.o do :fluxo de calor 

na resposta. De acordo com HANSTEEN [181, erros nos métodos 

modais sl!'.o causados pela omissl!'.o de componentes do :fluxo 

que sl!'.o ort.o{!;onais aos modos incluidos na análise. 

O se{!;undo crit.ério se baseia no f"at.o que a capacidade 

térmica altera a absorção da ener{!;ia em trânsito na massa 

do material. Portanto, alt.era a velocidade de variaçl!'.o da 

temperatura na análise transiente. A resposta e pode ser 

expressa como: 

e • ,;� r, �- <III.4.5) 

onde 

= <III.4.6) 

Sendo assim, o peso da cont.ribuiçl!'.o dos x . na resposta 
-e 

depende da intensidade dos vetores e e C x . ,além do An{!;ulo 
.., .., ,...L 

ent.re eles. Port.ant.o, t.orna-se evident.e que a participaçl!'.o 

da dist.ribuiçl!'.o da capacidade t.érmica é importante para a 

{!;eraçl!'.o dos vetores que comp�e a mat.riz de t.ransf"ormaçl!'.o de 

coordenadas. 

III.4.1 - CRITÉRIO DE AVALIAÇÃO PELA PARTICIPAÇÃO DO FLUXO 

DE CALOR EXTERNO 

A dist.ribuiçl!'.o espacial do vet.or de :fluxo de calor na 

n 
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equação (111.2.1> pode ser :fatorada nas direçeíes do 

subespaço como, 

:f<s> • X úl <111.4.7) 
N 

onde � é a amplitude do vetor de redução modal em 

coordenadas �lobais para o vetor de :fluxo. A matriz ?f de 

redução modal, de ordem n x n, é o operador de 

t.ransforn"...açlo das coorder.ad�� .. �lobais w nara as coordenadas 
N ... 

da :fluxo :f. 

Aplicando a ortonormalidade da capacidade térmica aos 

vetores de redução modal da equação (111.4.7), úl pode ser 

obtido por, 

w = 
N 

<III.4.8> 

Em :forma de componentes, esta equação pode ser escrita 

ccrr.o. 

:fT C X 
,V .., i. 

<Ill.4.9) 

onde o subscrito e indica a i. -ésima direçã'.o principal dos 

vetores de redução modal. 

Portanto, a distribuição espacial :f(s) pode ser 

expressa como. 

w • 

.., i. 

f"T C X 
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(111.4.10) 

Ent.ret.ant.o, se apenas m vet.ores de redução modal forem 

ut.ilizados para a mat.riz de t.ransformaçl!'.o :if e sendo <n-m) o 

número de component.es do vet.or de fluxo omit.idos, a equação 

(111.4.10) não at.enderá a igualdade pois exist.irá um vet.or 

de erro. Es:te ., pode ser expresso como., 

onde 

e • f 
-m 

m 

-m 

"' i. � 1 �i. !
T 

9 �i. 

(111.4.11) 

(111.4.12) 

Assim, o número de vet.ores de redução modal a serem 

inclui dos na t.ransformação t.em uma relação diret.a com a 

precisão da análise. Um crit.ério de avaliação pode ser 

definido a part.ir do vet.or de erro e como a seguir: 
-m  

(111.4.13) 

onde e é o erro comet.ido no truncamento dos modos que não 
m 

foram represent.ados na base de transformação de 

coordenadas. 

Pode-se observar que quando se utiliza todos os modos 

o valor de & será igual a zero. A geraçl!:o dos vetores pode n 

ser interrompida quando & for menor que uma t.olerância 
m 

& 
m 

• 
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pré-estabelecida que de acordo com LEGER [22] deve se 

situar em torno de 0,05 a 0,10. 

, -
I!I.4.2 - CRITERIO DE AVALIAÇAO PELA PARTICIPAÇÃO DA 

CAPACIDADE TERMICA 

Dado a dependência da soluçl!'.o em relaçl!'.o a matriz de 

capacidade térmica, a eficiência no uso dos vetores de 

reduç!o modal pode ser também indicada por, 

.. 

m 
= )2 ; �. e e x. 

o. - .a.  "' "'L 

(111.4.14) 

onde C é a contribuiç!o da capacidade térmica contida na 
m 

t.rans:formaçl!'.o e C é um vet.or cujo i. -ésimo 

calculado por, 

termo C .  
t 

e. e . . tJ 
(111.4.15) 

é 

No nosso caso, utiliza-se matriz de capacidade térmica 

di�onal. Portanto, 

a. • a 
1. i.i. 

(111.4.16) 

n 
• . :E 

1. J=i 
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Note que ( se aproxima monotonicamente de 1 quando m m 

tende a n. Este critério de avaliação pode ser utilizado 

p.ara interromper a �eraçl'!'.o quando ( for superior a uma m 

tolerância pré-estabelecida que deve situar-se entre 0,9 a 

0,95, se�undo LEGER [221. 

111.5 - ALGORITMO DOS MÉTODOS DE REDUCÃO MODAL , 

Serão descritos agora os algoritmos de Lanczos e Ritz 

para a obtenção dos vetores de redução modal. Como já 

evidenciado anteriormente, 

basicamente na forma de 

estes �oritmos 

ortogonalizaç1l'.o dos 

diferem 

vetores 

gerados. Enquanto o método de Ritz faz a ortogonalização 

com relação a todos os vetores anteriores, o método de 

Lanczos somente mantém a ortogonalidade com relação aos 

dois vetor•es anter-iores:. 

o �oritmo de Lanczos é o mais vantajoso 

computacionalmente, entretanto por utilizar-se aritmética 

de precisão finita, o �oritmo gera vetores adicionais que 

podem perder rapidamente a ortogonalidade no decorrer das 

iterações. 

111.5.1 - GERACAO DOS VETORES DE LANCZOS 

A1'oritmo de geração dos vetores de Lanczos com os 

critérios de avaliação para os dois tipos de iteração, 



inversa e direta. 

a) Cálculo de: 
n 

a.1> SM • t � 1 e t 

a.2) f"Tf 

3) rT
C 3. L 
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IN! CIO DA ITEP.AÇÃO 

b) Gerando o vetor de partida para a iteração: 

b.1> Inversa pela :s:oluçl!:o do problema em re�ime 

permanente, 

"' 
K X = f 
ttJ ""1 

w .. K x 
.. 

- 1  - - 1  
= f 

b.2) Direta, e próprio fl�"'º de calor, 

e) 

� 
C x  • K x  = f 
- -1 - -o 

,t!, 
w = K x  = f 
- 1 - -o 

t.érmica, 

"' 
X !! � / 
-1 zi. 

= !! w / 
:: 1 - 1  

de 

n , ,  
n ' ,  ' 

cem 

1 1  
"' n • X , ,  - 1  

.armazeria 

relação 

l lc 
w 
- 1  

onde 1 � repre:s:ent.a a 

capacidade t.érmica, ou seja, 1 1  !: 1 � .. 

o si mbolo 1 1  norma 

u e lRª. 

d) Ava!.iaç�c de vet.or �era.do: 

a capacidade 

armazena X .  
-1 

em relação a 
1/Z v ) , para 

d.D Cálculo do erro de participação do fluxo de 

.. 

Normalizaç�c 
::'t 

' 



calor, 

X (f
T

C) X -� - - -� 
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� !! 
m 

1 f:( f_- f_m) 1 / (!
T

[) 

d.2) Cálculo da participação da capacidade térmica, 

s .. 

SMX = S2 

e .. m 
<;cMV / <;cM -··� .. , ....... 

d.3) Controle das tolerâncias ati�idas. 

Se e < TOL1 então o critério foi atendido 

Se C m  2:: TOL2 ent:à'.o o critério foi atendido 

Caso o critério de avaliação escolhido 

atendido então pare a iteração. 

Caso contrário continue a iteração. 

for 

Obs: TOL1 e TOL2 são tolerâncias pré-estabelecidas, 

citadas nos itens (111.4.1> e CIII.4.2). 

<3ERAÇl!:O AUTOMÁTICA DOS VETORES ADICIONAIS 

De L • 2 até a conver�ência faça: 

e) Geração de um novo vetor para a iteração: 

e.1) Inversa, cálculo de: 

V v• 
•,.:- Zi. 

"' 

e.2) Direta, cálculo de: 
• w !!! 

- L  

!! 

V V 
·.: =-;,.-1 

* = W ,  
- L  

m 

"' 
C X, 

-, 
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f) Orto�onalização 

anteriores. 

com relação aos dois vetores 

f.O Cálculo de a., 

a. = 

f.2) Cálculo de: 

- é  
!!! 

w. • 
- L  

f.3) Cálculo de: 
A 

X. = 
-L 
A 

w. = - , 

� ;  -.4 . � 

V - . 
- L  

w 
- L 

X. 
- L  

- , 

"' 
C X .  
1W 

.... t. 

/l. V 
-:!'i,-1 

de cem a capacidade 

térmica. 
A A 

V "' V / n n • 1 1 V 1 1 arw�ena V -. -- , , ' , ' ' -. ' 'C ' -. .  -, -, -, -, 
A = !! = / n ':::a..,..'ft'IQ"'7.C.n':::a. = " ·  " ·  , ,  ' _ .,..-.... ......... - " ·  - ,  - ,  - e  

h) Avaliação do vetor �erado: 

h.D Cálculo do erro de participação do fluxo 

calo�, 

f = X (fTC) X + f 
-m -e -, -m 

e = fT
( f - f ) / (fTf) 

-m 

h.2) Cálculo da participação da capacidade térmica, 

s = Cx. C
T

) 

(
m 

= SXM / SM 

h.3) Controle das tolerâncias ati�idas. 

Se e < TOL1 então o critério foi atendido 

Se r > TOL2 então o critério foi atendido 

Caso o critério "º avaliaçlo escoU-...idc �� 

de 

for 

Normali:zaç�o 

m 

, m 

T 

� �i.-i 

w. (5 '!\-1 
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at.endido ent.ã'.o vá para o FIM DA ITERAÇÃO. 

Caso cont.rário volt.e ao inicio da it.eraçã'.o. 

FIM DA ITERAÇÃO 

D Projet.ar a rnat.riz de condut.ividade t.érmica no 

subespaço de Lanczos. 

onde X = [ x , x 
"' i  -z 

. .. , X ] e 
"'m 

W = C w , w , - 1  - 2  

III.5.2 - GERAÇÃO DOS VETORES DE RITZ 

.. . , w ]. 
- m  

Al;oritmc de ;e:r-aç�o dos vetores de P..itz cem os 

crit.érios de avaliação para os dois Upos de it.eraçã'.o, 

inversa e direta e correç:â'.o estática dos vetores. 

a) Cálculo de: 
n 

D INICIO DA ITERAÇÃO 

a.D SM • i. � 1 C e 

a.2} fTf 

b }  Gerando o vet.or de part.ida para a it.eraçã'.o: 

b.1} Soluçã'.o para o primeiro vet.or, resolver: 

!( u • f 
- 1  

K 

' 
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b.2) Inversa, pela solução do problema em reg-ime 

permanent.e, 

"' 
K x  a C u  
- -1 - 1  "' 
w = e u  
- 1  - - 1 

b.3) Diret.a, o próprio fluxo de calor, 

"' 
C x  = f ;;; K u 
- - 1  - - 1  

w !!! 
- 1 

f 

c >  Normalização 

t.érmica, 

de x com relação 
-t 

a capacidade 

"' 
1 1  

"' 1 �  X = X / (> , (> = X , armazena X .  
-1 - 1  - 1  -1 

= w / (> armazena w 
- 1  - 1  - 1  

d )  Avaliação do vet.or g-erado: 

d.1> Cálculo do erro de participação do fluxo de 

calor, 

d.2) Cálculo da participação da capacidade térmica, 

s • 

SXM = s
2 

Y • SXM / SM 
' m  

d.3) Cont.role das t.olerâncias at.ing-idas. 

Se e 

Se e 

TOL1 ent.ão o crit.ério foi at.endido 

TOL2 ent.ão o crit.ério f"oi atendido 

Caso o crit.ério de avaliação escolhido 

at.endido ent.ão pare a it.eração. 

Caso contrário continue a iteração. 

f"or 

Obs: TOL1 e TOL2 são t.olerâncias pré-est.abelecidas, 

.. 

w 

Í = X (fTC) X 
-m -1 -;. 

cm e l f
T

( f - fm) 1 / (f
T

f) 

m 
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citadas nos itens (111.4.1> e (111.4.2). 

eER.'.Ç�O AUTOMÃ.T!CA DOS VETOP-.ES ADICIONAIS 

De i = 2 até a conver(!;ência :faça: 

e> Cálculo da correção da resposta 

permanente dos vetores, 

T e ª· = X. u. 
i-1 - i - 1  - "'t-1 

u. = u. ª· X. - ,  "' t.-1 t.-1 -1.-1 

:f) Geração de um novo vetor para a iteração: 

:f.1> Inversa, cálculo de: 

:f.2) Direta, cálculo de: 

.. 
w 

G x"' 
fY ..., i. 

= 

= 

• 

e 1 1 

::l 

K u ... - l  

• 
w 
- i  

em 

(!;) Orto(!;onalização de Gram-Schmidt modi:ficada. 

De j = 1 até i-1 

T e *<j) 
c = X X .  
.... j - ;  - - , 

•<j-t :l ) X .  • •<j} X c .  X .  - ,  - ,  -J -J 

h) Normalização de 

térmica. 

com relação a capacidade 

., ; ' .. {  i. }  
X. - x·.·· • •  , 

/ (, ' (, - 1 1  X .  1 6 ' armazena X .  
-i - ,  - ,  - ,  

.. { i. }  
/ (, w = w armazena w .  

.... L - ,  - i  

• 

"' 
K X 

. 

rec;ime 

!! 
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D Avaliação do vetor c:;erado: 

1.1) Cálculo do erro de participação do fluxo de 

i.2) 

calor, 

T 
+ f f" = X, (f" C) x. -rn -e - - -, -m 

& • 1 fT( f - f ) 1 / (fTf) 
m - - -m 

Cálculo da participação da capacidade 

s • 

SXM = S2 
+ SXM 

(m a SXM / SM 

térmica, 

i.3) Controle das tolerâncias at.inc:;idas. 

Se e < TOL1 então o critério foi atendido m 

Se { rn 2!: TOL2 então o critério foi atendido 

Caso o critério de avaliação escolhido 

atendido então vá para o FIM DA ITERAÇÃO. 

Caso contrário volt.e ao início da iteração. 

FIM DA ITERAÇÃO 

for 

j) Projetar a matriz de condutividade térmica no 

subespaço de Rit.z. 

!{ • 

onde X • C x , x , -�  -z  ... , X ] e 
-m 

\r/ • [ w , w ,  "' - 1  - z  
... , 'W ]. 

- m  

III.5.3 - COMENTÁRIOS SOBRE A ESCOLHA DO VETOR DE PARTIDA 

O vet.or de partida pode ser arbit.rariament.e escolhido. 

Ent.ret.ant.o, estudos já feitos por PARLETT [20] e 
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CULLUM [231 demost.ram que melhores result.ados podem ser 

obt.idos por uma escolha especial do vet.or de part.ida. 

Para o caso da it.eração inversa, escolhendo-se como 

vetor de partida o vetor das temperaturas em regime 

permanente se obterá uma base de redução modal que levará a 

uma boa solução ao longo do dominio, porém nã:o ficam 

garantidos os pontos nodais onde existem fluxo de calor. 

Pode-se ainda citar que geralmente obtém-se como primeiro 

autovalor o menor autovalor do problema de autovalor 

�eneralizado. 

Na iteração direta a escolha feita é o fluxo de calor, 

que fornecerá mna base de redução modal que levará a uma 

boa solução nos pont.os nodais onde há fluxo de calor, nos 

pentes de dc�� ��c se 

contrário do caso anterior, 

primeiro autovalor o 

autovalor generalizado. 

maior 

terá nen .. '1urna ;.arantia. 

obt.ém-se 

autovalor 

geralmente 

do problema 

.. � · ·� 
como 

de 

Uma outra estratégia é utilizar um vetor de partida 

defasado, conforme alternativa proposta por CARDONA C 41. 

Esta considera a temperatura no instante de tempo a ll.t ao 

invés do instante t. = O. Esta escolha tem o propósito de o 
fornecer um vetor de partida com algumas caracteri sticas da 

solução transiente. 

Este vetor é obtido a partir da primeira solução do 

sistema pela integração diret.a pelo método t.rapezoidal, 



a Llt. ) 

41 

X = f + 
-1 

e e - -o 
a Llt. CIIl.5.1> 

onde e é a t.emperat.UI'a inicial do corpo e x é o vet.or de 
-o -1 

partida defasado. 

( � + 
e ... 
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III.ó - EXEMPLOS NUMERICOS 

Serão analisados dois problemas numéricos. O primeiro, 

de condução de calor unidimensional com condição de 

cont.orno de convecção, será ut.lizado para verificar a 

concordância dos resultados numéricos com os r-esultados 

anali t.icos. O sej!;undo, de condução de calor bidimensional, 

será utilizado para verificar-se que os métodos de reduçã'.o 

modal são eficientes em problemas de j!;randes 

discretizaçe:ies. 

.,. 
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!!I.6.1 - ANALISE DE CONDUÇAO DE CALOR. UNIDIMENSIONAL COM 
� � 

CONDIÇAO DE CONTORNO DE CONVECÇAO 

Será analisado um problema unidimensional de condução 

de calor com condição de contorno de convecção nos 

extremos, cujos dados e solução análitica foram obtidos do 

trabalJ10 de OWEN [24]. O dom1 nio foi discretizado por 12 

elementos de condução , o contorno por dois elementos de 

convecção de calor, um em cada extremidade. A malha possui 

ao todo 26 nós e 13 �raus de liberdade, conforme pode ser 

viste na 

4�C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ü°C 
1 

2,5m 
I 

X 

Fi�ura !II.6.1.1 - Corpo linear com condição de contorno de 

convecção discretizado. 

(!!!.6.1.1). 

\:f_ _________ 1�_ 
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As propriedades fi sicas são: coeficient.e de condução 

de calor 1,4 'W/m/
°

C , capacidade t.érmica 1000 'Ws/m2/
°

C e 

coe:ficient.e de 

2 • 21 'W/m / e. 
t.ransferência de calor por convecção 

As condições iniciais e de cont.orno s:ã'.o: t.emperat.ura 

inicial do corpo uni:forme de O C , t.emperat.ura do :flui do 

ext.erno na coordenada x '-' O,O m , e 
O 

'-' 40 C X = 2,5 m 
• 

e. • O C . Est.as permanecem constantes ao lo�o de t.oda a 

análise. Os incrementas de t.empo 

int.egração são de 1 e 10 segundos. 

ut.ilizados para a 

Este exemplo será. utilizado para se avaliar de :forma 

geral o desempenho do mét.odo de reduç:ã'.o modal quando 

con:front.ado com os result.ados obtidos pelo método 

t. rapezoidal e com result.ados análit.icos. Serão feit.as 

comparações com análises utilizando a reduç:ã'.o da quantidade 

de modos t.érmicos e sua consequência na precis:ã'.o da 

respost.a. As comparações serão :feitas com os resultados do 

problema em x '-' 0,0 m. 

i) Aná.lise da precis:ã'.o da resposta 

Pode-se observar que os result.ados obt.idos pelo 

mét.odos modais com a int.egraç:ã'.o exata das equações 

desacopladas considerando .õ.t. = 10 s e t.odos os modos, 

apresentados respecti vament.e nas <IIl.6.1.2) e 

(111.6.1.3), para os mét.odos de reduç:ã'.o de Lanczos e Rit.z, 

apresentam uma precisão maior que a obtida pelo método 

.. 
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t.rapezoidal, figura (Ill.6.1.4) Além disso, observa-se 

que a r-esposta obtida pelo método tr-apezoidal com a • 0,5 

apresent.a oscilações. Reduzindo-se o int.ervalo de t.empo 

para 1 se�undo esta oscilação desaparece, conforme most.rado 

na figura <III.6.1.5) e a precisão também aument.a. Este 

comportamento não ocor-r-e com os métodos de reduçl'ío modal 

uma vez que as equações desacopladas são inte{!;radas 

exatamente. Desta forma a precisão da resposta depende 

unicamente da qualidade da matriz de transformação de 

coordenadas. 

ô 
OI 
:, 

34.00 

e 
�30.00 

� 26.00 .... 

?' 
� 

-- - - - - -

Nl.MERO DE MODOS TffiMICOS 

- - - 1 3  ITERAÇhO INVERSA 
- - 13 ITERAÇÃO DIRETA 
�- SOL ANAUTICA 

. 22.00 -i-�.-----.-..-----.--,--r---,---r---,---r--..--�� 
o.oo 10.00 20.00 30.00 40.00 

Tempo (s) 

Figuro 1 1 1 .6. 1 .2 - Me"todo de Lonczos. 

50.00 60.00 

I 
/ 
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m � 

34.00 J 

e 
� 30.00 
e 
::, 

� 
Q. 
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'! 
'/ 

/ 

r; 
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� 

7' 
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NÚMERO DE MODOS TÉRMICOS 

- - - 13  ITERAçi,O INVERSA 
- - 1 3  ITERAC},O DIRETA 
-- SOL ANALITICA 

22.00 -1----��-��r-�-r-�-..-----.---r-----r--, 

o' 
m � 

0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 
Tempo (s) 

Figura 1 1 1 .6. 1 .3 - Me'todo de Ritz. 

36.00 

32.00 � 

i� 

60.00 

,,I �28.00 
,., � 

e 
::, 

e 24.oo f .. 
Q. 

E 

� 1 
VALOR DE AlfA 

,1 
- - - O 5 

20.00 - - 2/3 
- - 1 ,0 
-- SOL ANALJTICA 

1 
16.00 

0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00 
Tempo (s) 

Figuro 111.6. 1 .4 - Me'todo trapezoidal de integroçoo, intervalo de 
tempo: 1 0  s. 

I 

I 
J 

/ 

/ 

/ 
• 

... 
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e 
�30.00 
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VALOR DE /IJFA 
- - - 0,5 - - 2/3 

- - 1 ,0 
�- SOL. ANÁUTICA 

22.00 +--.--�--.--,---,--,---,--.--�--,--..-----.--, 
o.oo 10.00 20.00 30.00 40.00 

Tempo (e) 
50.00 60.00 

Figura 111 .6. 1 .5 - Me"toda trapezoidal de lntegrac;(lo, intervalo de 
tempo: 1 s. 

ii> Análise dos métodos modais de LAN e RITZ 

Repetindo-se a análise anterior para uma quantidade de 

vetores: inferior a aquela que es:l!;ota o espaço de soluçl!'.o, 

observa-se que os métodos de Lanczos: e Ritz que utilizam a 

iteração direta < respectivamente, fil!;uras <III.6.1.6) e 

(III.6.1.7) ) apresentam um resultado melhor que os 

baseados em iteraçl!'.o inversa < respectivamente, f"il!;uras 

<III.6.1.8) e (Ill.6.1.9) ). Verificar-se também que os 

resultados com iteração direta utilizando 4, 8, e 13 modos 

térmicos sl!'.o coincidentes. 

Convém citar que o método de redução modal é eficiente 

para a análise de problemas que possuam muitos modos 

térmicos de forma que os modos de menor influência possam 
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Figura 1 1 1 .6. 1 .9 - Me'todo de Ritz, iteração inversa. 
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iii> Análise com relação ao t.empo de processament.o 

Sl!:o mostrados na tabela <III.6.1.1> os result.ados de 

tempo de processament.o para o método de int.e�racao direta e 

os mét.odos modais com 13 modos, onde na coluna A tem-se a 

análise com esquema de inte�ração com 5000 int.ervalos para 

.O.t • 1,0 s e na coluna B tem-se 500 intervalos para 

.O.t • 10,0 s Analisando os resultados observa-se, 

particularmente neste problema, que no caso de problemas 

com pequeno número de �raus de liberdade e poucos 

intervalos de tempo o resultado do tempo de processamento 

para a inte�ração diret.a é inferior aos obt.idos pelos 

métodos modais. 

O t.empo de processamento cit.ado re:fere-se a soma dos 

tempos de processamento de cada etapa da análise. Deve-se 

en:fatizar que o que mais influi nos resultados de tempo de 

processamento no caso do método trapezoidal é o cálculo da 

resposta e no caso da redução modal a �eração dos vet.ores, 

a solução do problema de autovalor reduzido e o cálculo da 

respost.a. Deve-se salientar que avaliar o quant.o será �ast.o 

de tempo de processamento para o método trapezoidal é mais 

simples, pois est.e depende apenas do número de equaçE!es e 

do número de intervalos de tempo ll.t. Já no método de 

redução modal, a avaliação do tempo de processamento 

depende de um dado que �eralmente não está a disposiçl!:o 

antes de se iniciar a solução do problema que é o número de 

modos térmicos a serem utilizados. Consequentemente, os 

demais tempos de processamento não poderão ser estimados, 

. 
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pois serão dependent.es dest.e result.ado. 

COLUNA A COLUN A  B 
ME:TODO 

5000x C.õ.t.•1,0s> 500x C.õ.t.•10,0s) 

Mt:TODO-a 
• 

13,21  6 , 1 1  

LAN I N VERSA 7,62 6 ,  12 

LAN D IRETA 7,63  6 , 1 5  

R I TZ I NVERSA 7,77 6 , 24 

R I TZ D I RETA 7,78 6 , 1 9  

Tabela 111.6.1.1 Tempos t.ot.al de processament.o, para 

t.empo t.ot.al de análise de 5000 s. 

• Mét.odo-a _ Mét.odo t.rapezoidal 

iv) Análise do result.ado dos crit.érios de avaliação 

dos vet.ores �erados 

Observando os result.ados para os crit.érios de 

avaliação para a erro na part.icipação do fluxo de calor 

r � ) e para a p.art.icipaç!!'.c capacidade t.érmica e ( ), ... ...  m m 
para os mét.odos de Lanczos e Rit.z, listados na t.abelas 

CIII.6.1.2) à (111.6.1.5), verifica-se que para a it.eração 

inversa obt.eve-se um bom result.ado para a part.icipaçllto da 

capacidade t.érmica lo�o nos primeiros vet.ores 

C m • 1 à 6 ). Isso indica que os primeiros vet.ores t.rarllto 

uma boa cont.ribuição para a respost.a ao longo de t.odo o 

= 
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dominio. Ent.ret.ant.o, t.al fat.o rul'.o significa que a respost.a 

corret.a será alcançada. Para que isso ocorra, é necessário 

que a "eração dos vet.ores de redução modal cont.inue at.é que 

o erro na part.icipação do fluxo de calor seja inferior a um 

valor que considere que os modos t.érmicos desprezados sejam 

desnecessários. Dest.a forma, será equilibrada a 

cont.ribuição dos modos devido a capacidade t.érmica e ao 

vet.or de part.ida na geração da base de t.rans:formação de 

coordenadas. 

Os result.ados para a it.eração diret.a indicam que 

obt.ém-se uma excelent.e represent.ação do :fluxo de calor logo 

no primeiro vet.or ( & � é aproximadament.e igual a zero >. 
Ent.ret.ant.o, como na it.eração inversa, deve-se cont.inuar a 

geração dos vet.ores at.é que t; seja superior a um valor que m 

considere que os modos t.érmicos desprezados sejam 

desnecessários. 

Além disso, pode-se observar que o crit.ério de 

avaliação pela capacidade t.érmica é eficient.e quando o 

fluxo de calor rul'.o t.em relevância na análise, como em 

certos problemaeo de tra r.sf'erênci.a de e.a.lar por condução. 

Por exemplo, considere uma placa isolada em que a 

dist.ribuição de t.emperat.ura inicial rul'.o seja uniforme, 

deixando-se ent.ão a placa chegar a sua t.emperat.ura de 

equilibrio. Dest.a forma, rul'.o haverá :fluxo de calor ext.erno, 

implicando que & será. indet.erminado para qualquer m, veja m 

equação <III.4.13). Port.ant.o, o único crit.ério de avaliação 

que poderá ser empre"ado será t; m 

........ 
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O critério de avaliação pelo fluxo de calor é 

eficiente nos casos em que o fluxo de calor ext.erno tem 

muita inf"luéncia na resposta. Tal é o caso dos problemas em 

que se tem convecção de calor e radiação, pois estas 

condições de contorno c;eram um vetor de fluxo de calor que 

é introduzido do lado direito da equação (11.2.15). Nestes 

casos, precisa-se de uma boa representação do fluxo de 

calor e portanto, o critério de avaliação pela partipação 

do fluxo de calor será bastante importante. 

m e ( m  m 

1 0,97 09 0,7 657 

2 0,90 63 0,8 754 

3 0,80 98 0,9 1 69 

4 0,67 54 0,9373 

5 0,5219 0,9493 

6 0,35 72 0,9 569 

7 0,18 76 0,9 6 1 3  

8 0,13 80 0,9651 

9 0,1003 0,9678 
-� 

10 0,58 75x10 • 0,9 687 

1 1  0,86 20x10-3 1,0 1 40 

1 2  0,98 96x10-, 1,8 080 

13 o 1 1 72vl0-3 ,... ... . .... .. 1 ,8 1 00 

Tabela III.6.1.2 - Método de Lanczos, iteração inversa. 
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m e ( m  m 

1 n ?'7 fl'7vifl-15 0,0 1 00 .... , .... .... . ........... 
2 0,27 07x10-15 0,0300 

3 0,27 07x10-15 0,0700 

4 0,27 0 7x10-15 0,1 5 00 

5 0,27 07x10-15 0,2500 

6 0,27 07x10-15 0,3500 

7 0,27 07x10-15 0,4500 

8 0,5244x10-19 0,5 5 00 

9 0,61 6 1 x10 -S> 0,6 5 00 

10 0,71 58x10--5 0,7499 

1 1  0,07 4 4  0,8453 

1 2  0 ,70 95 0,8 522 

1 3  0,71 0 1  0,9527 

Tabela lll.6.1.3 - Mét.odo de Lanczos, it.eraçll'.o diret.a. 
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m e t;'m m 

1 0,9997 0,8490 

2 0,9973 0,8490 

3 0,98 93 0,9335 

4 0,97 33 0,9346 

5 0,9433 0,9562 

6 0,9049 0,9572 

7 0,86 1 3  0,9645 

8 0,6342 0,9648 

9 0,45 5 1  0,9 6 87 

10 0,4241 0,9700 

1 1  0,03 79 0,9709 

12 0,4940x10-:t4 0,9 7 1 5  
� .. 

13 0,47 37x10 ·- 1 ,0 000 

Tabela 111.6.1.4 - Mét.odo de Rit.z, it.eraç:ão inversa. 
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m & (m m 

1 0,2707x10-15 0,0 1 00 

2 0,27 07x10-15 0,0300 

3 1 0,27 07x10-15 0,0 6 98 

4 0,27 07x10-15 0,1 491 

5 0,27 07x10-15 0,2474 

6 0,27 07x10-15 0,3454 

7 0,2707x10-15 0,4435 

8 0,2707x10-15 0,5422 

9 0,2707x10-15 0,6 508 

10 0,2707x10-15 0,6 955 

1 1  0,270 7x10-15 0,8 1 90 

12 0,27 07x10-15 0,8969 

13 0,27 07x10-15 0,9851 

Tabela III.6.1.5 - Método de Ritz, iteração direta. 

u} Vetor de partida dos métodos de redução modal 

Devido a ausência de resultados anteriores a este 

text.o no que diz respeito a iteração direta, houve a 

necessidade de se estudar qual o melhor tipo de vetor de 

partida para este tipo de iteração e os resultados obtidos 

indicam que o melhor vetor de partida era o próprio fluxo 

de calor, para outras escolhas não se obteve sequer a 

,eraçí!'.o de mais de dois ou três vetores. 
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... , 
111.6.Z - DISSIPAÇAO DE CALOR DE UM TUNEL PASSANTE POR UMA 

A 

MASSA DE ROCHA NAO HOMOGENEA 

Ser! anª'lsado um problema de dissipaç:l!'.o bidimensional 

de calor em um t.únel que at.ravessa uma massa de rocha 

estratificada, cuja condutividade na direção car-tesiana x é 

diferent.e da direçã'.o cart.esiana y,  ou seja, o meio é 

ortotr6pico. Os dados e solução numérica aproximada foram 

obt.idos do t.rabalho de DAMJANIC [251. O domi nio most.rado na 

fi,ura <III.6.2.1), foi discretizado por 79 element.os de 

conduçã'.o. A malha result.ant.e possui ao t.odo 101 nós e 93 

graus de liberdade e por ser o problema simétrico, somente 

foi discret.izado metade do dominio, conforme pode ser vist.o 

na figura <III.6.2.2). 

,....,���--,��-,-�-, :sz:�43,0 
\ . . .. 

',. ) .· 
�. J . . . ' ; .. / , . · �., . ..  ' : , . 

Ftuxo , d9 ce1lor nçr. 
�upor f t ct o do tónoL : 

z 
q = 4,0 Y/m 

ni.amGt n l ro do lúnal: 
D : d., 0 m 

Tampera.lu.ra. i.nlcla.l: 
"' . 0 = 0.,0 C o 

Topologie1 de1 saç:ão 
t r ans.v�rga.t ., mos. ta.hdo 
a. posnçõo do lônctl. . 

Túnel passante por u.YJta massa de rocha 

não-homogênea. 

- ' 

i=-1 ........ ... 
. ..  11:1, ....... ... !!1.6.2.1 
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As condiçí"les iniciais e de cont.orno sll'.o: t.emperat.ura 

inicial do corpo uniforme de, e O = O C ; fluxo de calor que 

ent.ra const.ant.ement.e pelo t.únel, q • 4,0 W/m2 e diâmet.ro do 

t.únel, D = 6,00 m. O esquema ut.ilizado para a int.e�ração no 

t.empo é .O.t. • 0,00625 anos para o int.ervalo de t.empo 

T E < O , 0,25 l, .O.t. = 0,01875 anos para T E < 0,25 , 1,0 l 

e .O.t. • 0,025 anos para T e ( 1,0 , 32,25 l. As propriedades 

fi sicas se encont.ram na t.abela <III.6.2.1>. 

MATERI AL DENSI DADE CONDUT I VIDADE CAPAC I DADE 

C�/mª > CW/m °C> TeRMI CA 

K K (\v hr/m 9 °
C> 

y 

AREN I TO 2 1 5 0  2 , 40 2 , 00 420 , 0  

ARG I LA 1 5 0 0  1 , 69 1 , 30 360 , 0  

ROCHA 2 5 0 0  3 , 00 3 , 00 6 1 0 , 0  CALCÃREA 

Tabela III.6.2.1 - Propriedades fi sicas dos mat.eriais. 

Es:t.e exemplo será ut.ilizado para s:e avaliar de forma 

:;eral o desempenho com relação ao t.empo de processament.o e 

precisão dos mét.odos de redução modal quando confront.ados 

com os result.ados obt.idos pelo mét.odo t.rapezoidal. Serão 

f"eit.as comparações com análises: ut.ilizando a redução da 

quant.idade de modos t.érmicos: e sua consequência no t.empo de 

process:ament.o e na precisão da res:pos:t.a. As comparaçí"les: 

s:er�o feitas com os resultados: do problema em pontos da 

s:uperfi cie do t.únel, que serão chamados:, res:pect.ivament.e, 

o 

X 
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de pont.os A, B e C , cujas coordenadas são: <O,O , -3,0) 

(3,0 , 0,0) e (0,0 , 3,0). 

i) Análise dos mét.odos modais de LAN e RITZ 

Escolhendo o ponto B para comparaçe:ies, verifica-se que 

os result.ados obt.idos pelo mét.odo de Lanczos independent.e 

do tipo de iteração, (IlI.6.2.3) e (!!I.6.2.4), 

apresent.aram um result.ado mais coerent.e que os obtidos pelo 

método de Rit.z, figuras (I!l.6.2.5) e <III.6.2.6). No 

método de Rit.z somente obteve-se um bom result.ado na 

iteração inversa com 30 vetores. Isto se deve 

funda."llentalmente a sequência de vetores gerados em cada 

método, que serão analisados em detalhe adiante. 

25.00 . 

U 20.00 . 
- - - - -.= - - - - -,.:.:_-.:.. --

_ .... - .... ;_ -::: -
,, -::;;--.::: - -,., 

� 1 5,00 
?'.' / ,'  

// 
� / ,' l 1 0.00 • (,/ 

a. / 
] 5.00 - /,' 

=(/ 

MODOS 
- - - 1 0  vetores 

- - 20 vetores 
- 30 vetores 

é m  

o.�3 
0,1 7 
0,06 

/;m 

0,97 
1 ,88 
2,90 

Q.00 +----,-----,,r--_ ---,,---T, ---,-, ---,,r--_ --�, 

0.00 5.00 1 0.00 1 5.00 20.00 25.00 30.00 35.00 
Tempo (anos) 

Figuro 1 1 1 .6.2.3 - Me'todo de Lanczos, iteração inversa, ponto B. 
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--�=--=- ... - - - -��-

,,,,_,,,_-
---

MODOS êm t'm 

- - - 1 0  vetores 6,76E-1 6  2, l�E-03 
- - 20 vetores 3,39E-03 1 ,69E-02 

- 30 vetores 1 ,1 5E-02 4,46E-02 

0.00 
0.00 

' 
5.00 

' T ' ' ' 
1 o.ao 1 5.00 20.00 25.oo 30.00 35.oo 

Tempo (anos) 

Figuro 1 1 1 .6.2.4 - Me'todo de Lonczos, iteração direto, ponto 8. 
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/ I - - - - - - - - _ ... - - - -

0,97 
0,99 
0,99 

"/ ,,..- - - - ... - - -º·ºº -t-'"----,----,----,----,---........ --........ -� 
0.00 5.00 1 0.00 1 5.00 20.00 

Tempo (anos) 
25.00 30.00 35.00 

Figuro 1 1 1 .6.2.5 - Me'todo de Ritz, iteroção inverso, ponto 8. 

/ 

� 1 

---

- -----
e - .-
-

1 1 1 1 



1 5.00 

,....._ 
ü 
(f) 
::, 
o 10.00 .... 
O' 

o ... 
::, .., 
� 
v 5.00 

E 
V 

f-

I 
I 

I 
I 

/ 

62 

�-=--=- ----- -- --

MODOS 

- - - 10 vetores 
- - 20 vetores 

- 30 vetores 

Cm 

9.84E-1 6  
2,42E-1 6  
3,63E-1 6  

m 

9.86E-02 
0,46 
0,71 

0.00 -1---�--�--�---,----r----r----, 
o.oo 5.00 1 o.oo 1 5.00 20.00 25.00 30.00 35.00 

Tempo (anos) 

Figuro 1 1 1 .6.2.6 - Me'todo de Ritz, iteração direto, ponto B.  

ii> Análise da precisão da respost.a dos mét.odos de 

redução modal 

Pode-se observar que os result.ados obt.idos pelo mét.odo 

de int.e�raçã'.o diret.a < a • 1 > most.rados nas :fi�uras 

{111.6.2.7) para o pont.o A, <III.6.2.8) para o pont.o B e 

<111.6.2.9) para o pont.o C, apz,esent.arn uma boa coz,z,elaçã'.o 

com os obt.idos pelos mét.odos modais com a int.e�z,açll'.o exat.a 

das equaçe!es desacopladas, a part.iz, de 30 vet.oz,es na base. 

Em part.icular, veri:fica-se que o mét.odo de Lanczos com 

it.eraçã'.o diz,et.a já Coz,nece z,esult.ados aceit.áveis para uma 

base com apenas 20 vet.ores. 
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X 
X 

X X 

,. ,. 

-- lntegraçl!o direto 
+++++ Lanczos inversa 30 vetores 
00000 Lanczos direto 20 vetores 
xxxxx Ritz Inversa JO vetores 
AAAAA Ritz direto 30 vetores 

0.00 +---.----.----.-----.----.----.----, 
0.00 5.00 1 0.00 1 5.00 20.00 25.00 30.00 35.00 

Tempo (onos) 

Figura 111.6.2. 7 - Comparaçõo: Métodos modais x Integração direta, no ponto A. 
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Figura 111.6.2.8 - Comparaçao: Métodos modoi, x Integração direta, no ponto B. 
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X 

-- lntegraçao direto 
+++++ Lanczos inverso 30 vetores 
00000 Lanczos direta 20 vetores 
xxxxx Rttz Inversa 30 vetores 
44444 Ritz direta 30 vetores 

0.00 -t---,---,---,---,---,---,----, 
o. 10.00 1 5.00 20.00 25.00 

Tempo (anos) 
30.00 35.00 

Flguro 111.6.2.9 - Comparação: Métodos modais x Integração direto, no ponto C. 

iii > Análise da sequência de vetores gerados 

A anâlise da sequência de vetores gerados será :feita 

através das :frequências em rad/s. Estas :frequências são 

obtidas pela raiz quadrada dos autovalores associados aos 

vetores gerados. Nas figuras (111.6.2.10) e (111.6.2.11) 

observa-se que as sequências de vetores geradas pelos 

método de Lanczos e Ritz, respectivamente, baseada na 

iteração direta produzem uma :faixa de frequências mais 

dispersa que na iteração inversa, figuras Clll.6.2.12) e 

(111.6.2.13). Pode-se verificar também que a sequência 

gerada pelo método de Lanczos obtém maior dispersão que a 

gerada pelo método de Ritz. Isto indica que o método de 

Lanczos obtém um espectro de frequências mais amplo. 

Entretanto, verifica-se que no método de Ritz com iteração 

direta, obteve-se uma ampla faixa de frequências, contudo a 

E 

• 

X 

X 

00 5.00 

X
X 

X
X 

• 
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respost.a obt.ida não foi sat.isfat.6ria. Isso se deve a 

ausência das frequências baixas que predominam na soluçã:o 

dest.e problema, conforme pode ser verificado na fi�ura 

<III.6.2.11>. 
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iv) Análise com relação ao tempo de processamento 

Analisando os resultados de tempo de processamento 

listados na tabela (III.6.2.2) veri:fica-se que os 

resultados para os métodos modais são bem in:feriores ao 

obtido pela inte�ração direta. No método de Lanczos com 

iteração inversa e 10 vetores na base, obteve-se uma boa 

resposta com um tempo de processamento de apenas 15,1 % em 

relação ao método de inte�ração direta, con:forme mostrado 

na tabela GII.6.2.3), que contém os tempos de 

processamento em I9elação ao método de int.e;ração direta. 

Isto indica que os métodos modais são e:fetivamente mais 

e:ficientes para problemas que possuam muitos �raus de 

liberdade. 

NúMERO DE VETORES 
ME:TODO 

10 20 30 

LAN I NVERSA 1,86 3 ,38 5,87 

LAN D I RETA 2,05 3 , 69 6 ,64 

R I TZ I NVERSA 2,03 3 , 83 6,58 

R I TZ D I RETA 2,13 3 , 96 6,44 

ME:TODO-a 
• 

12,33 

Tabela III.6.2.2 - Tempos de processamento em se�undos. 

• Mét.odo-a _ Método trapezoidal = 
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NúMERO DE VETORES 
MeTODO 

10 20 30 

LAN I NVERSA 16 ,1  2'7 ,4 4'7,6 

LAN D I RETA 16 ,6 29 , 9  63 ,9 

RITZ I NVERSA 16 ,6 31 , 1  63,4 

RITZ DIRETA 1'7,3  32 , 1  62,2 

MtTODO-a 
• 

100 

Tabela III.6.2.3 - Tempos de processament.o relat.ivo a 100 % 

para a int.e.;raçl!!'.o diret.a. 
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CAPÍTULO IV 

ANÁUSE NÃO-UNEAR DE PROBLEMAS DE TRANSFERÊNCIA DE CALOR 

IV.t - INTRODUÇÃO 

A seguir será descrit.o a análise de problemas 

envolvendo condução, convecção e radiação t.érmica. 

Port.ant.o, a análise passa a ser a de um problema não-linear 

devido a presença da radiação t.érmica. 

Os mét.odos de int.egraç:i!'.o diret.a e redução modal :foram 

t.rans:formados em algorit.mos i t.erat.i vos de análise 

implement.aç!:o do rretodo da 

pseudo-:força, descrit.o adiant.e. Est.a escolha se deve às 

caract.erfst.icas da não-linearidade, que se encont.ra no 

cont.orno e é independent.e dos :fenômenos de condut.ividade e 

convecçlo de e.alar. Deve-se s:slient.ar que o p:r-ocedimento 

usual de soluç:!!:o consiste na ut.ilizaç:!!:o de um mét.odo do 

tipo Newt.on para soluç:!!:o do sistema de equaçe5es algébricas 

não-lineares em cada instante de tempo, BATHE C26l. Esta 

opção implica em uma atualização :frequente da matriz de 

condut.ividade completa. 
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PSEUDO-FORÇA 

70 

UTILIZANDO O METODO DA 

A análise com radiação envolve uma nã'.o-linearidade na 

matriz de condutividade completa < condução mais convecção 

e radiação >. O método da pseudo-força, proposto por 

STRIKLIN [ 91 no context.o da análise estrutural, se baseia 

na separação da matriz de condutividade em duas partes: uma 

correspondente a parte linear, devido a condução e 

convecção, e outra correspondente a parte não-linear do 

problema, devido a radiação térmica. 

A parte correspondente a nã'.o-linearidade é transferida 

para o outro lado da igualdade, o lado do f'lu_'{o de calor. 

Portanto, evita-se que na análise seja necessária a 

atualização da matriz de condutividade completa a cada 

iteração < LANDAU [271 ). 

A matriz �
R da equação <II.2.15) é uma função da 

R temperatura de equillbrio � <�>- Sendo assim, a solução da 

equação <II.2.15) pode ser obtida através de um esquema 

iterativo de cálculo, onde a matriz �<e> será dependente 

da resposta do problema resolvido para uma condição inicial 

de iteração fornecida. Sendo k o indice que conta as 

iteraçe:ies, a equação <II.2.15) pode ser re-escrita como, 

CIV.2.1) 

o 

e e<k> + < K + Kc > e (k) + KRce' k-1>) e<k -1 > = f + gc + ÇR 
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O processo it.erat.ivo será t.erminado t.ão logo seja 

satisfeito um critério de conver€ência que será. visto mais 

adiant.e. Aplicando o mét.odo da pseudo-f"orça, t.em-se, 

o 

c e < k >  + C K + Kc > e < k >  • f + gc + gR + !!<k> 

CIV.2.2) 

Sendo o vet.or de pseudo-f"orça definido como: 

= CIV.2.3) 

Int.roduzindo-se agora a discretização ao longo do 

t.empo, obt.ém-se a expressão, 

(IV.2.4) 

Pela equaç!o C!V.2.3> pode-se notar que a pseudo-força 

é calculada com o result.ado da t.emperat.ura da it.eração 

anterior, portanto para a primeira iteraç!o deve-se 

utilizar um esquema para fornecer esta condição inicial. 

Esta condição será. dada fazendo-se uma extrapolação da 

pseudo-f"orça no inst.ant.e de t.empo ant.erior, conf"orme 

LANDAU C2?J, VENA.l'(CIO FILHO C28J e COUTINHO C29J. 

Desenvolvendo uma expansão do vetor de pseudo-f"orça em 

torno da condição de equili brio anterior, ou seja, 

N N 
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• + .ô.t CIV.2.5) 
IJ T 

onde t
!!

<j>é a pseudo-:força do intervalo de tempo anterior 

q,...1e .atendeu .ao critério de conver;ência em j it..er.açaes:. 

Utilizando uma aproximação de primeira ordem para a 

derivada com relação ao tempo pode-se escrever: 

• CIV.2.6) 

Esta expressão representa uma extrapolação linear da 

pseudo-:força tomando-se em consideração as duas 

pseudo-forças anteriores no estado de equili brio. Este 

método tem sido utilizado com sucesso e suas 

caracteristicas de estabilidade foram estabelecidas por 

TRUJILLO C10J. 

- , , 
IV.3 - IMPLEMENTACAO DO METODO DA PSEUDO-FORCA NO METODO DE , , 

INTEGRAÇÃO DIRETA 

Dada a equação (Ill.2.8), a implementação do método da 

pseudo-:força é :feita somando-se ao lado direito desta 

equação a parcela correspondente a pseudo-Corça e 

trans:formando o cálculo das temperaturas em um processo 

iterativo, onde ao :final de cada iteração veri:fica-se se a 

variação da temperatura calculada entre duas iteraçeses 

11 H
t. -
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consecut.i vas Coi inf"erior a uma t.olerância 

pI"é-est.abelecida. Assim, 

[ 
1 

a .õ.t. 
c + K 

--- C !!n+1 + 
a .õ.t 

= e + nc + -n+1 ;s 

<IV.3 . 1> 

onde 1c se refere ao número da it.eração. 

A converg-ência é at.ing-ida quando a norma relativa :for 

menor ou ig-ual a uma t.olerância pré-est.abelecida. Est.a 

norma é calculada através da expressão, 

1 1  d ( lc >  -n+1 d < lc-u 
-n+1 1 1  

e = !:: TOL <IV.3.2) 

1 1  d ( lc l  

-n+1 1 1  

onde " é a norma relativa e TOL é a tolerância ' 
pré-est.abelecida. 

IV.3.1 - ALGORITMO DE INTEGRACÃO DIRETA DAS EQUACÕES , ' 
- ' 

NAO-LINEARES DE CALOR COM O METODO DA PSEUDO-FOR 

CÃLCULOS INICIAIS 

a> Cálculo das mat.rizes de condut.ividade , capacidade 

t.érrr.ic.a e leit.ur.a do fluxo de calor externo. 

1 
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b) Cálculo da mat.:riz de condut.ividade e:fet.iva, 

K • -ef [ 
c) T:rian�ula:rizaçã'.o de K :f -e 
v ' n LT 
·� f !! � � ,,,e .... "' "' 

d) Cálculo dos vetores de :fluxo de calor de convecção 

e :radiação t.é:rmica. 

e) Inicialização das pseudo-:fo:rças toH e 

PARA CADA INTERVALO DE TEMPO 

f) Cálculo de vetor- de fluxo efetivo, 

:f = f + 
9

c + Ç
R + 

-e'f -n-t-1 ·- ·-
a ât. -n-t-1 

IN! CIO DO PROCESSO ITERATIVO 

De k = 1, 2, ... at.é conve:r11;ência :faça: 

�) Cálculo do vetor de pseudo-força: 

11;.D Se k = 1 , 

H '  oi  
-n+1 

= 2 , J. " H ,  , 
.... n-1 

Obs: Os 1 nelices j e j' :re:fe:rem-s:e as ps:eudo-:forças 

1 

1 
d 

H' j> -
�n 
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que at.ingiram a convergência em j e j' iteraçeíes. 

g.2) Se k > 1 , montar a pseudo-força de acordo com 

a equação CIV.2.3), vide apêndice it.em A.4. 

h) Recálculo do vet.or de força efetivo, 

f' k > • � + H
<k> 

-ef" �ef 

D Solução do sistema de equações: 

( !.
D 

!. T '> _. < k >  

- - - ., �n+1 
• 

j) Cálculo da norma relativa I; 

! ! 

1 1  ' ' 
,i ( k )  
�n+1 

d < k-il 
1 1  -n+1 

! ! 

h) Verificação d.a conver�ência: 

h.1> Se I; > TOL retornar para o inicio do processo 

iterativo. 

h.2) Se � :,; TOL então faça: 

h.2.1) Cálculo de v 

h.2.2) 

= 

At11ªHze 

pseudo-força, 

H < jl -n 

a condiçl!'.o inicial 

h.2.3) Passe para o próximo intervalo de tempo. 

para a 

=---� 
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!V.4 - !MPLEMEMTACÃO DO MÉTODO DA PSEUDO-FORCA NO MÉTODO DE , , 

REDUCÃO MODAL 

A implementação do método da pseudo-força no método de 

redução modal s:erá feita na rotina de inte,ração das 

equações desacopladas:. 

A equação de equili brio <III.3.10) incluindo o método 

da pseudo-força pa:ra o instante de tempo t+.õ.t, será: 

-m 
t+.õ.t a (kl X + 

d d f H (  k l on e a pseu o- orça 

apêndice A. 

.. + 

CIV.4.1> 

é calculada conforme descrito no 

Por ser a anAlise nllo-linea:r dependente da temperatura 

de equili brio no intervalo de tempo corrente, o processo 

será iterativo, onde novamente k indica a iteração. O 

número de iteraçe!es será determinado por um critério de 

convert;ência, avaliado pela temperatura em coordenadas: 

:fi s:icas:, 

{ • ------------- < TOL CIV.4.2) 

onde TOL , da mesma forma que antes, é uma tolerância 

I 
/l t. + lit. """ 
•m • 



77 

pré-estabelecida. 

IV.4.1 - ALGORITMO DE INTEORACÃO DAS EQUACÕES NÃO-LINEARES , , 

DE CALOR PELO MÉTODO DE REDUÇÃO MODAL 

a )  Cálculo 

CÃLCULOS INICIAIS 

das matrizes de capacidade térmica, 

condutividade, convecção e leitura do :fluxo de 

calor externo. 

b) Cálculo dos vetores de fluxo de calor de convecção 

e radiação térmica. 

c >  Inicialização do vetor de partida dos �oritmos de 

Lanczo:s: ou Ritz. 

d) Cálculo do:s: vetores de Lanczos ou Ritz e projeção 

da matriz de condutividade no subespaço. 

e) Solução do problema de autovalor: 

� ,1,  • I d. A  
� :t' -m :t' - m  

f") Inicializaçll'.o das pseudo-forças e 
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PARA CADA INTERVALO DE TEMPO 

�" Câlculc de vet.or de fluxo de calor em coordenadas 
b '  

modais. 

t.+ât.1 ,.,,T ( t.+ât.
:f nc nR 

+ + 

l. :,e :,e .J 

IN! CIO DO PROCESSO ITERATIVO 

De k • 1, 2, ... at.é conver-,ência :faça: 

h) Cá.lculo do vet.or de pseudo-força: 

h.1) Se lc "' 1 , 

t.+ât.H<t> • t.-ât. (j') H 

Obs: Os i ndices j e j· r-efer-em-se as pseudo-for-ças 

que at.if1€iram a conver�ência em j e j' it.eraçêSes. 

h.2) Se !::: > 1 , mont.ar a pseudo-força de acordo com 

a equação <IV .2.3), vide apêndice it.em A.4. 

D Cálculo do vet.or de força efet.ivo em coordenadas 

j) 

modais. 

• + 

Int.e�r·ação exat.a das equaçêSes diferenciais 

ordiná.rias de primeira ordem desacopladas <vide 

apêndice B,  seção 2). 

-m 
t.+ât. o(kl 

X 
-m 

t .+ât. <k> 
X !!!! 

D Cálculo das t.emperat.uras nodais na it.eração k, 

- t.+ât. <k> 
'f X 

" 1 

I 
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m) Cálculo da norma relativa, 

1 1  t. +.6.t. �,1: i - t. +.6.t. e<k-t> 1 1  

. --------------

n) Verificação da convergência: 

n.1> Se I; > TOL retornar para o inicio do processo 

iterativo. 

n.2) Se I; =: TOL ent.ão faça: 

n.2.1> Cálculo de e 

n.2.2) 

= 

Atualize 

pseudo-força, 

H < j> 
Nn 

a condição inicial 

n.2.3) Passe para o próximo intervalo de tempo. 

para a 

IV.5 - COMENTARIOS SOBRE A ESCOLHA DO VETOR DE PARTIDA PARA 

A ANÁLISE NÃO-LINEAR 

Ns t.ransient.e com radiação, o fluxo de calor 

varia devido às não-linearidades. Portanto, a escolha do 

vetor de partida pode influenciar muito na precisão da 

análise. 

O vetor de partida utilizado para a análise não-linear 

é composto pelo fluxo de calor mais o vetor de fluxo devido 

a temperatura da fonte de radiação, pois a pseudo-força não 

é conhecida inicialmente. Esta escolha é baseada no fato de 

• 

, 
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que a dist.ribuiçll'.o espacial do fluxo devido a font.e de 

radiaç!o ser s:emelha.rite a pseudo-força, por ela atuar nos 

mesmos pont.os nodais. 
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IV.ó - EY�MPLOS NUMEP....!COS 

Serão analisados dois problemas numéricos . Ambos 

envolvendo condução, convecção e radiação. O primeiro 

exemplo será utilizado para verificar a concordância dos 

resultados numéricos obtidos através do MEF com os obtidos 

pelo método de Monte Carla. O se�undo, uma análise 

bidimensional, será utilizado para verificar-se os 

resultados dos métodos de redução modal para problemas 

de discretizações muito �randes. 

., 
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IV.6.1 - ANÁLISE DE CONDUÇÃO DE CALOR UNIDIMENSIONAL COM 
- -

CONDICAO DE CONTORNO DE CONVECCAO E RADIACAO 
; ; ; 

Será analisado um problema unidimensional de condução 

de calor com condição de contorno de convecção e radiação 

nos dois extremos, cujos dados e solução numérica pelo 

método de Monte Carlo < é um método de probabilidade 

utilizado para a solução de problemas de transf'erência de 

calor baseados na representação por dif'erenças finitas ) 

f'oram obtidos do trabalho de HAJI-SHEIKH [301. Este 

prcblen'.a. ta.Tf'J:::ém foi solucionado MEF por BATHE [31] e 

pode ser considerado um teste padrão para a verificação dos 

métodos aqui estudados. A discretização do domi nio é feita 

por 20 elementos de condução e o contorno por dois 

elementos: de .rr.r..'l,or-.,..'a'r. ........... . ........ ..,.. ......... mais: dois de radiaç�o, em cada 

extremidade. A malha possui ao todo 42 nós e 11 �raus de 

liberdade, conforme pode ser visto na fi�ura <IV.6.1.1). 

Convecção e Corwecçllo e 
ção

t'------r-
--.-r-r--.-r-r

.c,-
,--,-

---,-....--,----,-..----,-
--,-

-,--

Ra

--.-

diaçêl

--, 

o 

� 
ç et1 K  

ea= O K 6a=OK 

t
o

p
o li-,----------'2'-'

1

�=-nt
r

_o ______ _  ..,.�I
---X 

Fi�ura IV.6.1.1 - Corpo linear com condição de contorno de 

convecç�o e radiaç�c. 
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As propriedades fi sicas são: coeficient.e de condução 

de calor 1,0 W/rn/ C , capacidade t.érrnica 2 o 1,0 Ws/m / e e 

coeficiente de transferência de calor por convecção dado 

at.ravés do número de Biot , Bi = 4,0 ; a emissividade F = 1 
e 

e o coeficient.e de t.ransferência de calor por radiação dado 

por r • 4,0 

As condiç15es iniciais e de cont.orno são: t.emperat.ura 

inicial 

inst.ant.e 

do 

de 

corpo: 

t.empo 

uniforme de e • 1 K i 
... 

t. = O ; t.emperat.ura do 

< Kelvin ) no 

fluido ext.erno 

1,ua1 a e • O K , em ambos os lados e const.ant.e durant.e a 

toda a análise. O esquema utilizado para a inte,ração é de 

.ô.t. = 0,001 s para o intervalo de t.empo T e < O , 0,06 l , 

t.t !!! O 01 � no-r.,c:. T E ( " "" " "" ] e .õ.t !! 0,05 � n<:aTI� """'" ... � ... = - ... , ....... ' ... , .... v � ... = -
T e ( 0,66 ' 5,01 ] A tolerância para a análise 

não-linear é de 1,0 X 10-4 

Este exemplo será utilizado para se avaliar de forma 

�eral a precisão dos métodos de redução modal e trapezoidal 

quando confrontados com os resultados obtidos pelo método 

de Mont.e Carla. Serão feit.as comparaç15es com análises 

ut..ilizando a redução da quantidade de modos térmicos e sua 

consequência no t.empo de procesament.o e na precisão da 

resposta. As comparaçe5es serão feitas com os resultados do 

problema no cent.ro e no t.opo. 

i) Análise dos métodos de redução modal 

Verifica-se, nas fi�uras de <IV.6.1.2) e CIV.6.1.3), 

o 
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que os result.ados obt.idos pelo mét.odo de Rit.z apresent.aram 

um l'esultado melhol' que os obtidos pelo método de Lanczos, 

para ambos os tipos de it.el'açl!:o C inversa e diret.a, 

rcspect.ivament.e ), fi�uras CIV.6.1.4) e CIV.6.1.5), para um 

r:clmero de modos variando ent.re 2 e 11. 
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Figura IV.6. 1 .4 - Metodo de Lonczos, iteroc;õo inverso. 
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Figuro IV.6. 1 .5 - Metodo de Lonczos, íterac;õo direto. 
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Deve-se not.ar que est.e exemplo possui condição de 

tempeI'atura inicial di:feI'ente de zeI'o, implicando na 

necessidade de se :foI'neceI' esta condição inicial em 

cooI'denadas modais. Isto é :feit.o pI'é-mult.iplicando-se o 

vet.or com a t.emperat.ura inicial em cooI'denadas :físicas poI' 

Est.a esquema que exist.a uma per:feit.a 

T oI'to:;onalidade dos vetores :;eI'ados, ou seja, que ,p g ,p seja 

nurnéI'icamente ic;ual a mat.I'iz ident.idade I Cont.udo, na 

pI'á.tica isso nl!'.o é obtido com :facilidade e 

consequent.emente, a respost.a peI'de precisão. Por exemplo, 

os I'esult.ados da :fi:;ura CIV.6.1.4), COI'I'espondent.e à 

anàlise pelo mét.odo de Lanczos baseado na it.eração inversa, 

indicam que com 11 vetoI'es houve peI'da de OI't.oc;onalidade, 

loc;o, o alc;oI'it.mo de intec;raçl!'.o das equações desacopladas 

paI't.iu de condições inciais di:feI'entes das :foI'necidas. O 

mesmo ocorre com os result.ados paI'a a ít.eraçl!'.o díret.a, 

:fi:;ura CIV.6.1.5). A perda de orto:;onalidade citada pode 

ser verificada pelos critérios de avaliação dos vetores, ou 

seja, quando e: > 1 m e/ou e 
m 

:for 

mostrado nas tabelas <IV.6.1.D à CIV.6.1.4). 

crescente, con:forme 



m 

1 
' ' 

i 2 i 
3 

4 

5 

1 

10 i 
1 1  

' 

.& m 

0,95 00 

0,70 73 

0,35 9 1  

0,10 74 

0,01 83 

87 

-� 
0,1784x10 • 

-· 0,95 1 1x10 -

-· 
0,8460x10 -

-� 
0,73 75x10 . 

0,73 85x10-2 

-� 
0,73 85x10 • 

1,0000 
í 

i 1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,0000 

1,9240 

1,9250 

1 1,9250 
' 

Tabela IV.6.1.1 - Método de Lanczos, iteraçI!:o inversa. 

C perda de orto�onalidade a partir de m � 9 > 

1 
6 1 

! 

1 

7 1 
1 

1 
8 1 

1 

1 

9 l 



m 

1 
í 

1 2 1 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

10 

1 1  

& m 

88 

0,8327x10-f(! 

0,832 7x1.0-f(! 
1 

0,1 4 90x10-z 

0,4327x10-z 

0,485 4x1.0-z 
-� 

0,5453x1.0 • 
-� 

0,6095x1.D • 
-� 

0,6322x1.0 • 

-� 
0,6337x1.0 • 

0,8900x10-z 

0,0 1 07 

0,0500 

0,1 6 42 

0,2 5 74 

0,3337 

0,3 992 

0,4 5 1 3  

0,4985 

0,53 45 

0,5672 

0,5 9 19 

0,6 023 

Tabela IV.6.1.2 - 1"..ét.odo de La.Ttczos� it.eraç!o direta. 

C perda de ortogonalidade a partir de m n 3 > 

1 
1 1 

1 

1 

1 

--1 ------ ·--·----1 
1 

9 1 



m 

1 ' 
2 i 
3 

1 4 1 

5 

6 

8 

9 

10 i 
1 1  1 

& m 
0,99 1 4  

0,9 1 96 

0,75 29 

0,46 59 

0,1587 

0,0243 

89 

-� 
0,1 733x10 • 

0,5545x10-4 

-� 
0,620 1 x10 -

0,58 30x10-d 

0,9607x10� 

0,9 371 

1 0,9909 

0,9 978 

1 0,9994 

0,9 999 

1 ,0000 

1,0000 

1 ,0000 

1 ,0000 

0,9700 

! 0,9709 

Tabela IV.6.1.3 - Mét.odo de Rit.z, it.eraçã:o inversa. 

( sem perda de ort.o�onalidadc ) 

7 1 1 
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m E: (m 
-<A 

1 0,83 27x10 ·� 0,0500 
-·� 

2 0,8327x10 ·� 0,1 500 

3 0,832 7x10-16 0,2500 

4 O 832 7x10-16 ' 0,3 500 

5 0,8327x10-t(I 0,4500 

1 6 1 0,8327x10-16 
1 0,5500 

7 1 0,8327x10-10 0,6500 

8 0,83 2 7x10-16 0,7500 

9 1 0,83 2 7x10-16 0,8500 1 

1 0  0,83 27x10-16 0,9500 

1 1  ! 0,8327x10-16 1,0000 

Tabela IV.6.1.4 - Método de Ritz, iteração direta. 

C sem perda de orto�onalidade } 

i.ü AnAlis:e da precis:!fo da resposta 

Pode-se observar que os resultados obtidos pelo método 

modal com a integração exata das equações desacopladas, 

apresentado na :figura CIV.6.1.6) para o método de Ritz 

C iteração direta e inversa > apresentam uma boa correlação 

com os obtidos pelo método de Monte Carla < HAJI-SHEIKH e 

SPARROW > e na :figura CIV.6.1.7), para o método de Lanczos 

C iteração direta e inversa > que apresenta um bom 

resultado para uma base com 6 vetores e iteração inversa. A 

m 
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t.1 t.ulo de ilust.ração most.ra-se na figura CIV.6.1.8) a 

comparação ent.re os result.ados do rnét.odo de Mont.e Cario e o 

mét.odo t.rapezoidal ( a = 1 >, que t.ambém apresent.a uma boa 

correlação. 

1 .00 

0.80 

e 
:, 

�
0.60 

"' a. 
E o.40 

0.20 

- - - i'1 - -a - - ,li - - -a- '15. ...._  '" 
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\ 
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\ 
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li 
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0.001 0.01 

HAJI-SHEIKH 
HAJI-SHEJKH 

CXXXlO Ritz direta, 
� Ritz direta, 
+++++ Ritz inversa, 
xxxxx Ritz inverso, 

0.1 
Tempo 

e SPARROW, topo 
e SPARROW, contro 
1 1  vetores, topo 
1 1  vetores, centro 
1 1  vetores, topo 
1 1  vetores, centro 

Figura IV.6. 1 .6 - Resultados do método de Ritz. 

1 .00 

0.80 
o 
\.. 

êí 0.80 
,._ "' 
E º·"° "' t-

0.20 

0.00 
0.001 

- - - ,ti( - .... - - � - - -x.... ""' ,  
.... "' 

\ 
\ 

A 
e A A 
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Tempo 

HI\JI-SHEIKH e SPARROW, topo 
HAJI-SHEIKH e SPARROW, centro 

CXXXlO Lonczoo direto, 1 1  vetores, topo 
� Lonczos direta. 1 1  vetores, centro 
+++++ Lonczo:s inversa, 6 vetores. topo 
xxxxx Lanczos inverso, 6 vetores, centro 
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\ 
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Figura IV.6. 1 .  7 - Resultados do método de Lanczos. 

o. 
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0.80 

� 
.;l 0.60 
� 
V a. 
E 0.40 
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0.20 
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- - - -M - � - - -t( - - ->'- "" .... ' 
X. 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
l< 

\ 
\ 

\ 
\ 

0.00 +-----.----.-r-mnr--.-.,.-,""T"T-rTTr----,---r-"T"T.,.....,.,,...._.::,"""r-r-* 
0.001 o.o, o., 

Tempo 

-- HAJI-SHEJKH e SPARROW, topo 
- - HAJI-SHEJKH e SPARROW, centro +++++ lntcgracao direta. atfa e 1 .  topo 

xxxxx lnte�rocoo direto, alfa = 1 ,  centro 

Figuro IV.6. 1 .8 - Resultados do lntegrocoo direto. 

iii> Análise com relaçã:o ao tempo de processamento 

Analisando os resultados de tempo de processamento 

listados na tabela <IV.6.2.5> verifica-se que os tempos 

para os métodos modais sã:o comparáveis ao tempo obtido pela 

inteçaçll:o direta. 

NúMERO DE VETORES 
Mé:TODO 

2 6 11 

LAN I NVERSA 4,20 4 , 61 5,24 

LAN D I RETA 4,78 4 , 67 5,22 

RITZ I NVERSA 4,16 4 , 67 5,28 
---

R!TZ D IP..ETA 4,87 4,72 5,38 

Mé:TODO-a 5,72 

Tabela IV.6.1.5 - Tempos de processamento em se"undos. 
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1 1 -
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iv> Análise do número de it.eraçe!es do mét.odo da 

pseudo-força 

Nest.e problema, o processo it.erat.ivo da pseudo-força 

nos mét.odos estudados n2:o apresentou nenhum problema de 

ordem numérica. O número de it.eraçe!es at.ingido f'oi dois, 

para todos os rr.étodos, modais ou integração direta. 
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!V.6.2 - EFEITOS TÉP�M.!COS CAUSADOS POR INTRUSÃO BASALTICA 

EM ROCHAS SEDIMENTARES 

Este problema trata da transferência de calor 

bidimensional através de urna massa de rocha sedimentar com 

intrusão de rocha basaltica cujos dados :foram 

i:entilmente cedidos pela PETROBRÁS. No problema orii:inal 

tinha-se como condição de contorno na super:fl cie a 

temperatura prescrita de 20 C, neste problema as condições 

do contorno na super:flcio passam a ser de convecção o 

radiaça:o de calor. O domi nic foi discret.izado por 540 

olomontos de condução, 45 de convecção de calor e 45 de 

radi.aç�c e .a rr.al..h&3 possui ao todo 598 nós e 598 ;-raus de 

liberdade , conforme pode ser visto na :fii:ura <IV.6.2.1> 

Convecção e 
Radiação 

Intrusão 
Bascltica 

A B 
60Km 

Fi�ura IV.6.2.1 - Malha de elementos :finitos utilizada 

na a solução. 

.. 
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As condições iniciais e de contorno são: temperatura 

inicial de 20 C na superfi cie superior exposta a radiaçlio e 

convecção , variando linearmente no interior da massa até a 

t..emperatura de 120 e inferior, no 

T .. .õ.t. a temperatura da int.rusll:o basáltica passa n ser de 

800 ºe. Será mantido um fluxo de calor constante ao longoo de 

toda a análise na super:ficie inferior de 5,2x10':I ca1/Km2 . 

dimer.seies da massa basáltica slio de 0 ,2 Km de 

profundidad.-. por 6 Km de comprimento, situada no centro da 

mal.>).a de elementos :finit.os. O esquema de 1nt.e�raçl!o é 

t,.t. " 0,001 milhão de ano para o intervalo de tempo 

T e < O , 1 1. As propriedades :fi sicas se encont.ram na 

tabela <IV.6.2.U. A t.olerância para a análise nlio-linear é 

-� 
de 1 X 10 J. 

MATERI AL CONDUT I VIDADE CAP ACIDADE T€RMI C A  

1 (Gal,/!(m2 a 
l (Cal mi lheies 

3 •  
C) anos/Km C) 

ROCHlª. 1 5 , 778 5x10 1
';1 õ , 25xt0 1 4 

� 

SED I MENTAR 

' 
2 5 , 24 5 õx10 1

';1 1 , 00x10 1 ':I 
i 

BASALTO 

Tabela IV.6.2.1 - PropI'iedades :f1 sicas dos materiais. 

Est.e exemplo seI'á utilizado paI'a se avaliar de :forma 

�eI'al o desempenho com relação ao t.empo de pI'ocessament.o e 

precis:à'.o do mét.odo de redução modal quando confront.ado com 

os I'esultados obtidos pelo método t.I>apezoidal. SeI'ão :feit.as 

comparaçi3es com análises ut.ilizando a reduçll'.o da quantidade 

A ._, ...... 

• 

instante 

�---------------------1 
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de modos térmicos e sua consequôncia no tempo de 

processamento e na precisão da resposta. As comparações 

serl'l'.o feitas com os resultados do problema nos pontos de 

coordenadas: (29,5 , -6,0) (29,5 , -3,0) e (29,5 , 0,0) 

que serão chamados de pontos A, B e C, respectivamente. 

O Análise dos métodos modais de LAN e RITZ 

Verifica-se na :fi�ura CIV.6.2.2) que o método de 

Lanczos com iteração inversa não obteve bons resultados 

para quatro vetores e a �eraçã:o de mais vetores não foi 

possi vel devido a perda de orto�onalidade ser critica, 

implicando em problemas de ordem numérica. Os resultados 

apresentados nas CIV.6.2.3) para o ponto A ,  

CIV.6.2.4) para o ponto B e CIV.6.2.5) para o ponto C , 

obtidos pelo método de Lanczos com iteraçl'l'.o direta 

apresentam um bom resultado para 20 vetores porém, como 

será visto no item a se�uir, sua precisl'l'.o não é 

completamente satisfatória. 

O rnétcdc de P.!t.z com iteraç!:c inversa, .apres:ent..adc n.as 

CIV.6.2.6) para o ponto A, CIV.6.2.7) para o 

ponto B e <IV.6.2.8) para o ponto C, atilll!:iu o melhor 

resultado e o método de Ritz com iteração direta, observe a 

f1:;ura (!V.6.2.9),  �o .apresentou bons: result..ados. Como 

será visto adiante, isto se deve a sequência de vetores 

:;erados e a qualidade dos vetores. 
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o.o o. 1 0.2 o.3 0.4 o.5 o.s o.7 o.e o.9 1 .0 

Tempo (milhoes de onos) 

Figura IV.6.2.2 - Método de Lanczos, iteraçõo inversa, 4 vetores. 
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Figura IV.6.2.3 - Método de Lanczos, iteração direta, ponto A. 
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Figuro IV.6.2.4 - Método de Lonczos, iteração direto, ponto B. 
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Figuro IV.6.2.5 - Método de Lonczos, iteração direto, ponto C. 
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500.00 
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Figura IV.6.2.6 - Método de Ritz, iteroçõo inversa, ponto A. 
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Figuro IV.6.2.7 - Método de Ritz, iteração inverso, ponto B. 
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Figuro IV.6.2.8 - Método de Ritz, iteração inversa, ponto C. 
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ii> Análise da precisão da respost.a 

Pode-se observar, nas f1€uras <IV.6.2.10> para o 

pont.o A, <IV.6.2.11> para o pont.o B e CIV.6.2.12) para o 

pont.o C, que a correlação ent.re os result.ados da int.e€raçll:o 

diret.a e do rnét.odo de Rit.z com it.eração inversa e 15 

vet.ores é boa. Ent.ret.ant.o, os result.ados para o mét.odo de 

Lanczos com it.eraçll'.o diret.a e 20 vet.ores apresent.am erro 

nas condições iniciais porém, wna boa represent.aç:il'.o da 

variação 

verificado 

da t.emperat.ura é 

pela t.ranslaçl!'.o 

alcançada. 

da curva 

Isso pode 

de um 

aproximadament.e const.ant.e de t.emperat.ura. 

600.00 

Õ 400.00 
... 
Q) a. 

1- 300.00 C3898El Lanczos direta 20 vetores 
+++++ Ritz inversa 1 5  wlorea 
- lntegroçao direta 

200.00 +---.---.--.---...--"T"--r-�--�-�-� 
O.O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 O. 7 O.B 0.9 1 .0 

Tempo (milhões de anos) 

ser 

valor 

Figuro IV.6.2.1 O - Comparação: Métodos modais x Integração direto, ponto A 
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0889E) Lonczos direto 20 vetores 
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Figura IV.6.2. 1 1  - Comparação: Métodos modais x Integração direta, ponto B. 
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Figura IV.6.2. 1 2  - Comparação: Métodos modais x Integração direta, ponta C. 
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iit> Análise da sequência de vetores gerados 

Tormmdc come referência a sequência de vetores gerada 

pelo método de Ritz com iteração inversa, apresentado na 

figura CIV.6.2.13) observa-se uma faixa de espectro 

estreito e concentrada nas frequências mais baixas, 

1nd.icarldc neste problema as frequências: m.aiS: baf v:qc- sâ:c 

dominantes: para uma boa resposta. A sequôncia de 

frequências gerada pelo método de Lanczos com iteraç:Xo 

clirot.� possui ca:ract.aríst.icas s:emelhant.os,. poróm com poucns 

frequências baixas, observe na figura CIV.6.2.14). S�o 

apresentados também os: resultados para o mótodo de Ritz com 

iteraç:Xo direta C figura <IV.6.2.15) ) e para o de Lanczos 

c�m iteração inversa C figura CIV.6.2.16) ) 

16.00 

'u,12.00 ' 

·º 8.00 
o 

<CI) 

� 4.00 
LL 

O 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1  12 1 3  1 4  1 5  1 6  

Número de vetores 

Figuro IV.6.2 . 1 3  - Método de Ritz, itera�õo inversa. 
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�9 vetores 
+++++ 15 vetoras 



,...., 
li) "' 
'O o ... '--' 

.2 
o 
e 

14) 
:J 
C' 
() ... 

LL 

1 1 0.00 

100.00 

90.00 

80.00 

70.00 

60.00 

50.00 

40.00 

30.00 

20.00 

10.00 

104 

00El9€l 4  vetores 
""6,0,66 1 0 \'$\ores 
+++++ 20 vetores 

O 1 2 3 4 5 6 7 B 9 1 0  1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  17  1 8  1 9  20 21 
Número de vetores 

Figu
r
a IV.6.2. 1 4  - Método de Lanczos, iteração direta. 

44.00 

40.00 

36.00 ,...., 
�32.00 
'O o 28.00 ... 
'-'24.00 
o 

'õ 20.00 
e 
'� 1 6.00 
C' 4> 1 2.00 ... 

LL 8.00 

4.00 

0.00 
o 

ooeee 4 vetores 
""6,0,66 9  vetores 
+++++ 1 5  vetores 

2 3 4 5 6 7 8 9 10  1 1  1 2  13  1 4  1 5  1 6  
Número de vetores 

Figuro IV.6.2.  1 5  - Método de Ritz, iteração direto. 
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2 3 
Número de vetores 

vetores 

4 

Figuro IV.6.2. 1 6  - Método de Lonczos. iteroçõo inverso. 

5 

Observa-se também, como no exemplo numérico <III.6.2), 

que o método de Lanczos produz um espectro de :frequências 

mais disperso < :fi�uras <IV.6.2.14) e CIV.6.2.16) ) que o 

método de Ritz C :fi�uras <IV.6.2.13) e <IV.6.2.15) ) . 

iu) Análise com relação ao tempo de processamento 

O t.empo de process.a.1nentc obtido para a int.e:-r.aç!o 

dirota ( a n 1 ) é de 206,7 sogundos, os demais resultados 

serão dados em porcent�em relativos a este tempo. 

Analisando os resultados da tabela CIV.6.2.2) observa-so 

que o tempo de processamento para o método de Ritz com 

iteração inversa e 16 vetores é aproximadamente metade do 

método de inte�ração direta. São também apresentados nesta 

tabola os rosultados para a iteração dirota com 4, 9 o 16 

modos térndccs, apesar deste nã'.c ter alcançado boa 

......... 
Ili 

1 

o 
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resposta. Os result.ados da t.abela CIV.6.2.3) sã'.o para os 

métodos de Lanczos, est.es resultados indicam que est.e 

problema n.2'.o possui um número de �raus de liberdade muito 

�rande, pois apesar da ut.ilizaçã'.o de um mét.odo de 

orto�onalizaçã'.o mais simples os result.ados foram pouco 

inferiores aos do mét.odo de Rit.z que ut.iliza um esquema de 

ort.o�onalizaçã'.o complet.a. 

Tabela IV.6.2.2 

Tabela IV.6.2.3 

Nú?ir'.ERO RITZ DE 

VETORES INVERSA D IRETA 

4 28 , 2  28 , 3  

9 37 , 0  3 7 , 0  

1 5  47 , 3  47 , 8  

Tempos de processament.o relat.ivo a 100% 

par-a a inte;raçã:o direta. 

NúMERO LANCZOS DE 

VETORES INVERSA DIRETA 

4 28 , 1 28 , 4  

1 0  e 38 , 6  

20 �"' o ....... , ., 

Tempos de processament.o relat.ivo a 100% 

para a it.e�raçã'.o diret.a. 

1 
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v) Análise do número de iteraçi:5es do método da 

pseudc-fc:r-ça 

Da mesma forma que no exemplo numérico <IV.6.1) ,  neste 

problema, o processo iterativo da pseudo-força nos métodos 

estudados não apresentou nenhum problema de ordem numérica. 

O número médio de iterações atinc:.ido foi dois, para todos 

os métodos. 

vO Escolha do vetor de partida 

Para este problema foi escolhido o vetor de partida 

proposto por CARDONA [ 41, descrito no item III.5.3, pelo 

fato deste problema ter temperatura inicial n1to uniforme. O 

vetor de partida convencional foi utilizado , e apresentou 

resultados pouco satisfatórios sendo abolida a sua 

utilização, por não conse�uir representar a distribuição 

inicial de temperatura. 

uiO Análise dos resultados dos critérios de avaliação 

Observando os resultados de e e ( para o método de 

Lanczos com iteração direta, 

m m 

mostrados na 

<IV .6.2.3), e os do Ritz com iteração inversa, mostrados na 

fic:.ura <IV.6.2.6), verifica-se que os resultados alcançados 

( 
m 

os den1ais: foram deficient.es. 

Indicando que a soluçll:o será bem representada para valores 

de ( próximos da unidade e vetores associados as baixas 
m 

frequências. 

enq,...i.ant.o 
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De fato pode-se dizer que há uma correlaçâ!'.o entre C e m 

e e o espectro de frequência, onde 
"' ( está �eralmente 

rn 

.associado as baixas frequências (primeiros modos), pois a 

t.érrnica é distribui da pelo dom.1 nio e � 
m 

as altas 

frequências <modos particulares, com boa representação em 

pontos especi ficas), pois está associado a distribuiçl:l'.o 

espacial do fluxo de calor, que �eralmente é distribui do 

por pontos especi ficas do contorno. Desta forma, para cada 

tipo de problema haverá um critério mais eficiente. 
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CAPITULO V 

V.1 - CONCLUSÕES 

Ao término deste trabalho conclui-se que a utilização 

dos métodos de redução modal dependentes do fluxo de calor 

apresentam resultados com precisão, estabilidade numérica e 

bom desempenho computacional, de tal forma que pode-se 

dizer que estes métodos são eficientes para a solução dos 

problemas de transferência de calor com condiç:e5es de 

contorno de convecção e de radiação. 

Com respeito aos dois métodos de redução modal 

descritos no capi t.ulo III, mostrou-se que a diferenciação 

entre o método de Lanczos e o de Ritz era na 

orto"onalização de Gram-Schmidt adotada. O método de 

Lanczos utiliza um esquema de ort.o"onalizaçã:o mais simples, 

enquanto que o de Ritz ut.iliza um processo de 

reorto::-on.alizaçã:o total através: da técnica de Gra.1T1-Schmidt. 

modificada. De posse dos resultados obtidos, veri:fica-se 

que a "eração dos vetores pelo método de Lanczos perde 

rapidamente a orto"onalidade. Contudo, observa-se que na 

s:cluç!'.c de problemas cem muitos: de e:s::t.e 

método apresenta bons resultados, devido principalmente as 

propriedades da sequência de vetores "erados que neste 

caso, apresentam uma boa orto"onalidade. Por outro lado, 
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acredit.a-se que para um melhor desempenho do mét.odo de 

Lanczos, deve ser implement.ado um esquema suplement.ar de 

verificação da ort.o�onalidade dos vet.ores de forma que, 

quando for det.ect.ada perda de ort.o�onalidade, est.a seja 

recuperada at.ravés de uma reort.o�onalização. Ent.re as 

t.écnicas encont.radas na lit.erat.ura, as mais eficient.es sll'.o 

a reorto�onalização seletiva, como propost.a por 

PARLETT [20,331, ou parcial, propost.a por SIMON [33,341. 

Out.:ro pont.o impo:rt.ant.<> a so:r cit..ndo ó .n oscolha do 

vet.or de partida para a �eração de base. Em análises 

não-lineares pelo mót.odo da 

possui muit.a importância 

pseudo-força deve ser bem 

pseudo-fo:rça, est.a escolha 

pois, nest.es 

represent.ada 

problemas 

pela mat.riz 

a 

de 

t.ransformação de coordenadas. Isto pode ser observado pelos 

resultados do exemplo numérico CIV.6.1), onde verifica-se 

no método de Ritz com iteração direta uma perda de precis:a'.o 

ao lo�o do tempo, devido a consequent.e perda de qualidade 

de represent.aç:a:o da pseudo-força. 

A part.ir dos result.ados obt.idos na anâlise nl!'.o-linear 

pode-se dizer que para problemas com nl!'.o-linearidade no 

cont.orno, o rnét.odo da pseudo-força, ext.raido da análise 

e::-;t.rut.ura.1 e implementado na análise de t.ransf'erência de 

calor, é simples, eficient.e e numericament.e est.ável. 

Um out.ro pont.o a ser explorado é a aplicaç:a:o a 

problemas t.ridimensionais de t.ransferência de calor. Assim 

come, outros: tipos de problemas que sejam :overnados por 
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cquaçê:Ses diferenciais ordinárias de primeira ordem , como 

problerna.s de escc.a:nento de fluidos < invi scido, 

incompress1 vel e irrot.acional }, condução de elet.ricidade e 

etc. 

A análise não-linear pode ser ext.endida facilmente 

para não-linearidades na convecção de calor. Est.udos podem 

ser feitos para não-linearidades do material ut.ilizando-se 

o método da Pseudo-Força. 

Esquorru,s de integração mais o:ficiontes com rol.ação ao 

incremento de tempo podem ser implement.ados ut.illzando-se 

incremontos de tempo variável selecionados autornàticamcnt.c. 

Sabendo-se Qlle as eqlL:lçê:Ses diferenciais ordináriais de 

primoira ordem são governadas por :funçeles exponenciais, 

isso implica em instantes onde o �radiente de 

t.emperat.ura é �rande , necessit.a-se de increment.os de tempo 

menores e em moment.os onde o �radient.e de t.emperat.ura é 

pequeno , o incremento de t.empo pode ser aument.ado. 

Além disso, pode-se verif"tcar que os mét.odos modais 

baseados na iteração inversa e diret.a t.em vant.a�ens e 

desvant�ens. Dest.a forma, s�ere-se para pesquisas fut.uras 

o aproveitament.o das vant8€ens dos dois tipos de itoraç,ro. 

!st.c é pcss1 vel at.ravês r11:11 ut..ilizaç:!c de duas rr.at.rizes de 

t.rans:formaçlro de coordenadas:, uma �erada pela it.eraçl!o 

inversa e out.ra pela it.eraçlro diret.a. 
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APENDICE A 

ELEMENTOS FINITOS UTILIZADOS NA ANÁLISE 

A.1 - ELEMENTO DE CONDUCÃO 

o elemento de condução utilizado é do tipo 

quadrilátero sólido isoparamótrico de quatro n6s conforme 

fi�ura A.1. 

y 

2 2 

-1  it-1 

3 
3 4 

----4------ -- -- ----

Fi�ura A.1 Elemento finito de condução, convecç:a'.o e 

radiação de calor. 

As coordenadas dos nós serão definidas como C x , y . > 
l t 

onde L indica o número do nó correspondente. As funçeles de 

r 

Elernerto oo Crot� 
Í.. E)emer.to eh Rad:açao 

\ \" ''} 
1 ') 

•= :s 

X 

s t, 
1 

-8}-L. 1 
r 
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interpolaçll'.o adotadas serão bilineares, dadas por: 

1 
h u -- ( 1 + r )( 1 + s ) <A.1 > 

4 

h l i  -- ( 1 - r )( 1 + s ) CA.2> 
4 

1 
h n -- ( 1 - r ) (  1 - s ) CA.3) 

4 

1 
h H -- ( 1 + r >< 1 - s ) CA.4) 

4 

As :funçe:íes de interpolação do elemento s:Io definidas 

no sistema de coordenadas natural onde as variáveis r e s 

que variam de -1 a +1, correspondem a um único ponto Cx,y> 

no sistema global. 

A coordenada de um ponto genérico qualquer dentro do 

elemento de condução será dado por: 

4 
X n :[ h X 

L:1  L L 
CA.5> 

H L  
i.=1 

h. 
YL L 

CA.6> 

onde x e y são as coordenadas do ponto, x, e y, s:ã:o as 

coordenadas dos quatro nós do elemento , h .  são as :funçe:íes 
L 

de interpolação calculadas no ponto Cr,s) em coordenadas 

naturais correspondente ao ponto Cx,y> no sistema de 

coordenadas globais. 

1 

z 

' 

y 
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A matriz de interpolação de temperatura do elemento é, 

1 
H" n 

--:;--
[<1+r)(1+s) (1-r)(1+s) (1-r)(1-s) (1+r)(1-s>] 

Pode-se escrever as 

temperatura e a sua derivada, 

t+L>.t. e" 

-í 

= 

n 

n 

CA.7) 

seg-uintes relações para 

CA.Sa) 

(A.Sb> 

CA.8c) 

t+llt 
onde � é o vet.or das t.emperat.uras nos pont.os nodais no 

instante de tempo t+At e o superescrito " denota o Índice 

do elemento, cuja forma matricial é: 

A matriz H0 é -r a matriz de 

(A.9) 

interpolação para a 

temperatura na superficie do elemento " onde o subescrito r 

denota superficie e a :nat.riz a" contém as derivadas 

parciais das funções de interpolaçãl'.o H0 com respeit.o as 

coordenadas g-lobais, que é definida como, 

a 
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{J H" 

iJ 
a'" 

;:: 
{J H" (A.10> 

iJ y 

A partir da formulação de Galerldn descrita no 

capitulo II obtém-se a matriz de condutividade, 

K 

ti 

k = 

[ 

T 
a" k 

o 

CA.11a) 

CA.11b) 

a" c10 CA.11c) 

:, l CA.11d) 

onde K é a matriz de condutividade total; !:' é a matriz 

constitutiva, se k u k 
X y 

tem-se um material is:otrópico; 

Kº é .a rr.atriz de ccndut.ividade ss:scciada� K0 é a mat.riz de 
- p  

condutivida expandida; a matriz de gradient.o de 

t t O" é o d m1 ni d i t ... d t empera ura; o o e n e:;raç ... o correspon en e ao 

volumo do oloment.o. O superescrit.o • roprosont.a o Índico do 

elemento, n<>t é o número de elementos do corpo e os 

colchet.es na equação (A.11c> represent.am a expansão da 

matriz de condutividade do elemento para os :;raus de 

n ia l 
t1 E ( K

,;, 
) 

X 
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liberdade correspondente no sistema de equações completo. 

O cálculo da inte:;ral na equação (A.11c) pode ser 

facilitado se o mesmo for feito em coordenadas naturais. 

Isto é feito da se:;uinte forma, sabendo-se que o sistema de 

coordenadas naturais é um subespaç o com outra base do 

:;lobal, para o qual pode-se escrever, 

x n f (r,s) 

y ., :; <r,s> 

A relação inversa, de maneira análo11:a, é, 

r "' f <x,y> 

CA.12a> 

<A.12b> 

CA.13a> 

s "' 11: <x,y> <A.13b> 

O necessário s:!!o as derivadas parciais iJ /{tx. e 8 /{Jy e 

para isso aplica-se a re11:ra da cadeia, 

(1 

d X 

éJ y 

(1 tJ r 

d r  tJ x  

iJ tJ r 

8 r- 8 y 

+ 

+ 

(1 (1 s 

éJ S éJ X 

8 iJ s 

8 s 8 y 

CA.14a> 

CA.14b) 

O cálculo de ltr/iJx e éJs/lJx é necessário e portanto 

si:;nifica que a relação inver-sa em <A.13a,b> deve ser 

calculada. Esta relação inversa em :;eral é dif1 cil de ser 

est.abolecida explicit.ament.e e por-t.ant.o, o cálculo 

,.. 

-

n 
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derivadas parciais deve ser obtido pelo sec:;uinte caminho. 

r 

l 

Pela re,ra da cadeia obtém-se, 

{1 

1 
{1 X {1 y 

1 r 
éJ 

!J r !J r !J r !J X 

j 
n 

J l  
IJ IJ X IJ y IJ 

IJ s IJ s IJ s IJ y 

Separando a matriz da equação (A.15), 

J = 

a x  IJ y  

a r  a r  

éJ x  a y  

a s  a s  

l 

j 
(A.15) 

CA.16) 

Sendo J o operador Jacobiano que relaciona as 

derivadas parciais no sistew..a de ccorden.sd�eo naturais ao 

glob.nl. 

O operador Jacobiano é obtido através das equaçaes 

CA.5> e CA.6> e para se obter éJ / éJx utiliza-se a relação, 

IJ 
(A .17> 

{j X IJ r 

Isto implica que a inversa de J deve existir. Se a 

inversa existir existirá uma relação única entre o sistema 

de coor-denadas r-.at.ural e e ;lobal. 

{J 
-- M 
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A.2 - ELEMENTO DE CAPACIDADE TÉRa�CA 

O elemento de capacidade térmica é obtido de forma 

análoc:;a, 

n<> L 
e = r: e e" CA.18a} 

0=1 

e" = [ 9: ] CA.18b) 

= pc CA.18c> 

onde e é a mat.ri:z de capacidade t.ot.al; pc é a capacidade 

tó . d l t H"é rnuca o e emen o; a matriz de interpolaçl!:o do 

elemento <>;  O é o domi nio de intec:;raç:i!o do elemento de 

volume. 

A.3 - ELEMENTO DE CONVECÇAO 

A convecção de calor é fornecida ao sistema pela 

condiçS:o dada pela Gquaçal'.o (11.1.6), 

rc r 
q = h ( ea - e > CA.19) 

onde h é o coeficiente de convecçã'.o, 8a a temperatura do 

fluido e
r a t.emperat.ura. da superfi cie sob 

rc convecção e q é o fluxo de calor por convecção. 

) 
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O element.o de convecção implement.ado é de dois nós e 

se superp15e a um dos lados do element.o de condução, com 

normal no plano x-y .A mat.riz Kc do element.o de convecçlio é 

obtido pela inte�ra:;:!o de :fluxo q1...1e atravessa a área de 

element.o. o cálculo do fluxo é feit.o ao lo�o do 

compriment.o do element.o < com espessura const.ant.e ). 

Port.ant.o, é necessario saber a variação da t.emperat.ura ao 

lo�o do compriment.o, a qual é obtida multiplicando-se as 

t.emperat.uras dos nós pelas funç15es de int.erpolação. 

A mat.riz de int.erpolação de superfi cie para o element.o 

de convecção represent.ado na figura A .1 é a mat.riz de 

int.erpolação !!" cálculada em r = + 1, 

1 
[ (1+s) (1-s) ] H" = o o CA.20) -r 4 

Reescrevendo a equação (A.19) na forma mat.ricial 

t.em-se: 

CA.21) 

Sendo 
ncc 

n"' " E ( ç
"' ) <A.22a> 

g:1 

nº " [ nº 

] CA.22b) :,s ::S p  

" .. s h .. H" dr ea. CA.22c> . .  l!r ::Sp -r -p 

T 

r 
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noc 

;; E ( Kº CA.23a) 
o=i 

K" r 
K" ] ;; L -P 

CA.23b) 

K" ;; J h H" H" dí 
-p -r -r CA.23c) 

e onde Ç é o vetor com o fluxo de calor proveniente da 

temperatura do flui do sob convecção; é a matriz de 

convecção que será somada a matriz de condutividade 
rc térmica; n"c é o número de elementos de convecção e Ç é o 

fluxo de calor trocado por convecção. 

Para o cálculo da integral das equações (A.22c> e 

CA.23c) necessita-se do diferencial de superf1 c1e dí 

expresso no sistema r,s de coordenadas naturais. Se t é a 

espessura, considerada constante, logo dí " t dl , onde dl 

é um diferencial de comprimento, para o qual é válida a 

I'elaçllo, 

dl n det ( Jr ) ds <A.24) 

Sendo 

CA.25> 

Pelas equações (A.5) e CA.6) pode-se escI'ever x e y 

como: 

) 
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1 
= -

4
- L Ct+r)Ct+s) X + Ct-r)Ct+s> X + 

1 z 

1 
" --

C1-r)Ct-s) X + C1+r)C1-s) X ] 3 4 

CA . 26a) 

[ C1+r)C1+s) y + <1-r)C1+s) y + 
1 Z 

C1-r)C1-s) y + C1+r)C1-s) y ] 3 ' 

CA.26b) 

A derivação parcial de CA.26a,b) resultará em: 

(J X 

(J s 

1 
'1 �4 [ (1+r) X 

1 

éJ y 

éJ s 

Em r n + 1 

iJ X 1 
= 

2 

éJ y 1 "' --
(J s 2 

(1-r) X 
3 

Ct-r) y 
9 

obt.ém-se: 

r X + 
\. 1 

( y + Y, 1 

+ 

+ 

) 

] 

(1-r) X 
z 

(1+r) x
, ] 

CA.27a) 

<A.27b) 

CA.28a) 

CA.28b) 

4 

a s 

r 

X 
4 
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A.4 - ELEMENTO DE RADIAÇÃO 

O elemento de radiação é obtido de forma análo,a ao de 

convecção. A diferença é a utilização ela t.emperatura elevada 

a quarta potência ao invés da temperatura simplesmente. 

Reescrevendo a equação Cil.1.7) na forma matricial 

tem-se: 

Sendo 
gR n 

g" �, 

Q" n 
-P 

= 

K" = 

n 

n c,r 

E e g" 
Q:1 

[ 2: ] 

J h 

n c,r 

E < K" 
Q=i 

[ K" 
-P 

f h 

r 

] 

CA.29) 

) CA.30a> 

(A.30b) 

HT !!r dr ( er )- <A.30c) -r - p 

) CA.31a> 

CA.31b) 

CA.31c) 

lt onde g é o vetor com o fluxo de calor proveniente da 

temperatura da fonte de radiação; � é a mat.riz de 

radiação; nc,r é o número de elementos de radiação t.érmica e 

r 
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çrª é o :fluxo de calor trocado por radiação térmica. O 

produto � ( (!_r ) 
4 

corresponde a pseudo-força utilizada nos 

al:;oritmos descritos no capi tule IV. 

Em termos computacionais a sua implement.ação requer um 

al:;o:r-it.mo it.e:r-ativo e po:r-tanto há a nessecidade de se 

armazenar as p:r-op:r-iedades fi sicas e �eomét:r-icas do element.o 

de radiação, pois se:r-ão necessárias posterio:r-mente para o 

cálculo it.erat.ivo da solução. 
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APENDICE B 

INTEGRAÇÃO EXATA 

- - ' 
8.1 - INTEGRACAO EXATA DE EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA DE , ' 

PRIMEIRA ORDEM 

Será descrito 8€0ra a forma de obtenção da fórmula de 

integração exat.a para a equação diferencial ordinária de 

primeira ordem aplicada a problemas de transferência de 

calor com o carregamento definido em segmentos de ret.a, 

con:fcrme mostra fi�ura (B.1). 

Dada a equação de transferência de calor para um grau 

de liberdade, 

o 
X + A X n 8 + b � 

Sujeita a condição inicial, 

x(to} n xo 

f l uxo 

f(t.) 

f"Ct.o > 

(8.1) 

(8.2} 

Figura 8 . 1  - Função do fluxo de ca l or. 

t.o t. t.empo 
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De acordo com a fic;ura (b.1> os coeficientes do 

carre�amento sã:o definidos por: 

a n f(to> 

b n ( f(t) f(to) ) / llt 

At = t to 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 

Por verificaçã:o observa-se que uma simplificação pode 

Àt ser obtida multiplicando-se a equaçll'.o (8.1) por e , 

Àt o e X + 
Àt 

"!-.. e X Àt n e ( a + b t ) (8.õ) 

Simplificando o lado esquerdo da equaçao (8.6> que é a 

derivada do produto de eÀt x, então, 

d 

d t 
Àt e < a 

Inte�rando <B.7) tem-se: 

+ 

Efetuando a intec;ral, obtém-se: 

a b t 
+ 

b t. ) (B.7) 

(8.8) 

(8.9) 

O valor de C é obtido pela condição inicial fornecida e 

pa.La equação CB.2) em to ., O , 

O�t X : f eÀt. ( a + b t. ) dt. 

À 

b 
--- --+ >,.z 

e-11.t e 
o 
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1 

À 

b 

À 

132 

] (8.10) 

Substituindo C em CB.9) tem-se finalmente, 
o 

->.. llt. 
+ xo e 

(8.11) 

Este esquema de s:oluçlio nlio apres:ent.a ins:t.abilidade 

numérica e a qualidade dos: res:ult.ados: obt.idos: dependerá 

int.eirament.e da mat.riz de t.rans:formaçlio de coordenadas: 

utilizada par.a des:.acoplar o sistema ori�in.al. 

B.2 - INTEGRAÇÃO EXATA PAP� A ANÁLISE NÃO-LINEAR 

A 1nt.e�r.ação ex.ata d.as: equações: rul'.o-line.ares: em 

oordenadas modais: é feit.a da s:e�uint.e forma, 

CÃLCULOS INICIAIS 

a>  Mont.�em das mat.rizes: � , 9 e f . 
b> Geração dos vet.ores: de redução modal. 

e> Solução do problema de autovalor reduzido. 

d>  Cálculo das mat.rizes 1 e '/! 
e>  Cálculo de 'Ê f . 

-( a- -

T 



133 

CÁLCULO DA RESPOSTA EM COORDENADAS MODAIS 

f) Leitura da temper,atura inicial �o e cálculo de xo. 

:;> Cálculo das pseudo-força t.oH e to-lltH 

De nt "' 1 até o número total de intervalos: de tempo 

faça: 

INÍCIO DO PROCESSO ITERATIVO 

De l: n 1 , 2 ... até a conver,�ência faça: 

h) Cálculo da pseudo-for,ça t.H<k>
_ 

De l n 1 até o númer,o de modos da análise faça: 

D Cálculo dos coeficientes de carre�amento para a 

análise não-linear, 

t tof + 
toH < i i a 

L l L 

l 
b 

( k l 

( 
tf tH < k > t 1 .. + -

ª ·  
L i L L .J 

<k> j) Cálculo da soluçã'.o x .  pela equaçã'.o <B.11>. 
L 

Fim do loop l 

D Cálculo das t.emperat.uras nodais, 

� " f X 

/ �t. 
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m) Cálculo da norma relativa de temperaturas, 

1 1  e
ªi 

- �
< 
J:-1) 1 1 

l l �
( k) 

l i  

n) Controle da tolerância atingida. 

Se � > TOL volt.ar para o início do processo it.erat.ivo. 

Se � $ TOL passe para o próximo intervalo de tempo nt. 

Sendo TOL uma tolerância pré-estabelecida. 

FIM DO CÁLCULO DA RESPOSTA 
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APENDICE C 

METODO DE PRESCREVER A TEMPERATURA 

, ' 
C.1 - METODO DO NUMERO GRANDE 

A prescrição da t.emperat.ura pelo mét.odo do número 

�rande é feit.a somando-se ao element.o da di�onal da mat.riz 

de condut.ividade no ll:rau de liberdade corres:pondent.e a 

t.emperat.ura pres:crit.a um número de valor ll:rande <A> que 

seja cerca de 10:s vezes superior aos valores encont.rados: na 

cli�onal da mat.riz e ao vet.or de fluxo de calor o mesmo 

valor (A) mult.iplicado pelo valor da t.emperat.ura pres:crit.a. 

No mét.odo de int.e�ração cliret.a do s:is:t.ema de equaçeies 

est.e mét.odo de prescrever a t.emperat.ura se most.ra 

eficient.e. Ent.ret.ant.o, no mét.odo de redução modal est.e 

mét.odo altera o espectro de autovalores e autovetores:. Ist.o 

influi de t.al forma, que alt.era a sequência de vet.ores 

�erados, obtendo-se uma sequência com uma t.endência para os 

aut.ovalores mais elevados:. 
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C.2 - MÉTODO DO "O E 1" MODIFICADO 

O método de "O e 1" modificado consiste no método do 

"O e 1" convencional que ao invés de se t.rocar o valor do 

elemento da di�onal da matriz de condutividade por "1" 

(um) mant.em-se o valor ali encontrado. O método pode ser 

sumarizado da se:;uinte forma, soma-se ao vetor de fluxo de 

calor um vetor de equili brio que consiste dos elementos da 

coluna da matriz de condutividade correspondente ao :;rau de 

liberdade da temperatura prescrita multiplicado pela 

temperatura prescrita com o sinal trocado com excessã'.o do 

elemento que é multiplicado pelo elemento da diag-onal. Ap6s 

isto os elementos da linha e coluna correspondente ao :;rau 

de liberdade d.a temperatura prescrita da matriz de 

condutividade são substituídos por "O" <zero> com excessão 

do elemento da diag-onal, que é mantido inalterado. 

Este método tem a vant�em de não alterar o espectro 

de .autovalores e aut..cvetcres. Torn.sndo-se e:ficient.e para os 

métodos de inte:;raçll'.o direta e método de redução modal. 

' -
C.3 - ATRAVES DE ELEMENTOS DE CONVECCAO DE CALOR 

Este método, proposto por BATHE C 1,261, consiste em 

se colocar elementos de convecção no n6s com temperatura 

prescrita e escolhendo para coeficiente de convecção de 

calor wn valor :;rande em relação a ordem de :;randeza 

encontrada na matriz de condutividade, este método é 

' 
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análoi;o ao mót.odo do número i;rande, possuindo t.ambóm as 

mesmas caract.eri s:t.icas numéricas. 


