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Nos dultimos anos tem havido um interesse renovado
pelos métecdes de redugZo de base para a anilise de
problemas de transferéncia de calor em regime transiente.
Particularmente, para condug¢3o de caler em rezime
transiente, pode-se mostrar que os métodos de reducio
baseados em 3slgoritmos do tipo Lanczos ou Ritz s3o mais
eficientes computacionalmente que os métodos de integragixo
direta métodos trapezoidal) ou o método modal classico.
Para problemas em regime transiente incluindo
nZo-linearidades fisicas, os métodos de redugZo embutidos
num esquema do tipo Newton-Raphson com integragio no tempo
de tipo trapezoidal produzem uma solug¢Zo rapida, confiavel
e precisa. Entretanto, quando a n3o-linearidade esta
restrita 2 condi¢®o de contorno, como no caso da condi¢3o

de radiag3o térmica, outra estratégia pode ser proposta,
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objeto desta tese. Esta ¢ baseada na utilizag8o do método
da pseudo-forga, que ¢ largamente utilizada na analise de
problemas de dinZmica de estruturas com n#Ho-linearidades
localizadas. ¢ aspecto chave desta implementag3oc ¢ a n3o
necessidade de atualizagdes da matriz de condutividade,
pelc fato que todos os termos n3o-lineares estioc agrupados
no lado direito das equa¢des de transferéncia de calor. A
eficiéncia computacional deste esquema de solug3o é

demonstrada por exemplos numéricos.
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In the past few years there have been a renewed
interest. in reduction methods for transient heat transfer
analysis. Particularly, for transient heat conduction, it
has been shown that reduction methods based on Lanczos-type
algorithms or Ritz methods are most effective than the
usual direct approach (a-methods> or classical modal
methods. For transient heat transfer including nonlinear
materisl laws, 1t can be <shown that reduction methods,
embedded within a trapezoidal rule algorithm for time
marching with a Newton-Raphson scheme, provide an accurate,
reliable and fast solution strategy. However, when the
nonlinearities are restricted to the boundaries, as in the
case of radiation boundaries, another strategy can be
proposed which is the subject of the present dissertation.

It is based on the |utilization of the pseudo-force
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algorithm, which 1is widely used 1in structural dynamics
problems with localized nonlinearities. Its key aspect is
that no costly matrix updates are needed, since all the
nonlinear terms are grouped in the right hand side of the
heat. transfer equations. The computer effectivness of this
solution strategy is demonstrated by numerical experiments
performed in standard tests and through comparisons against

the usual numerical solution strategies.
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INTRODUCAO

I.1 - HISTORICO E MOTIVACAO

Neste trabalho sera utilizado o Método dos Elementos
Finitos para a solugZo numérica de problemas de
transferéncia de calor em regime transiente. Este método
aproximado de discretizag3o espacial transforma as equagdes
diferenciais parciais que governam o problema, em um
conjunto de equa¢Bes diferenciais ordinarias semi-discretas
que ¢ geralmente resolvido pelos métodos de integrag3o
direta do tipo trapezoidal. Este método de solug3o, de
propriedades numéricas jaA bastante conhecidas, ¢ amplamenta
utilizade por programas comercias como, ADINAT

C BATHE [ 11 >, ANSYS-PC/THERMAL [ 2] e etc.

Entretanto, GALLAGHER [ 3] em 1969, apresentou um
trabalho sobre a utilizag3o do método modal para a solug3o
de problem2s de condugXo de calor em regime transiente
utilizando o Método dos Elementos Finitos. Diferentemente
das estratégias usuais, os métodos de redugZo modal se
baseiam na gerag3o de wuma base de transformag3ao de
coordenadas que gera um subespago modal do espago fisico em

que apenas as equagdes que contribuem efetivamente para a



solug3ao ser3do utilizadas. Contudo, verificou-se que este
métede nEo spresentsve um custc coemputacicnal aceitavel
para problemas com um grande numero de equag¢des, devido a
necessidade de solugao do problema de autovalor associado.
Por outro lado, deste trabalho surgiu a base para a
utilizacZo de novos métodos modais de solugZo que ser3o

aqui estudados.

Uma forma mais recente de obter-se a solug3d3o do
problema ¢ a utilizag3d3o dos métodos de redugio modal
dependentes do fluxo de calor, ja estudados por
CARDONA [ 4], NOUR-OMID [ 51, COUTINHO [ 6], que serviram

como ponto de partida para este trabalho.

Os algoritmos de redugao modal dependentes do fluxo de
calor utiMzades sZc os de Lanczes, desenvolvido por
LANCZOS [ 71 e o de Ritz, desenvolvido por WILSON [ 81
Ser3o estudados os algecritmos que se baseiam na iteragzo
inversa e direta. De forma a aumentar a eficiéncia
computacional, serao também estudados critérios que podem
mer utilizados para determinar a dimensZo dtima do

sub-espago modal.

Desta forma, o objetivo do presente trabalho ¢ estudar
a utilizacZo de métodos de redugZoc modal para a =anilise de
problemas de transferéncia de calor envolvendo condug3o,
convecg3ao ( transferéncia de calor de uma superficie para
um fluido ) e radiag3o térmica (( que ¢é a radiagdo
eletromagnética emitida por um corpo em fungio de sua

temperatura ). Os problemas com condugio e convecgao de



calor anAlisados s3I0 problemas lineares, enquanto os
problemas que envolvem radiagZo térmica s3o problemas com
nao-linearidade na condigao de contorno, e
consequentemente, exigem um tratamento especial.
Usualmente, utiliza-se para a solug3o destes problemas
n3o-lineares os métodos iterativos do tipo NEWTON-RAPHSON,
onde geralmente necessita-se de atualizagdes sucessivas da
matriz de condutividade e radiag3o. Entretanto, os
problemas onde a n3o-linearidade se encontra localizada na
condi¢3o de contorno podem ser resolvidos através do Método
da Pseudo-Forga, proposto por STRICKLIN [ 9], cujas
propriedades numéricas foram estudadas por TRUJILLO [10].
Este método, também iterativo, cuja idéia central consiste
na separagffo do operador correspondente a nZo-linearidade
em dois termos, um linear e outro n3o-linear. Este ultimo ¢
transferido para o lado do fluxo de calor e ser& chamado de
termo da pseudo-forga. As condi¢Bes iniciais de iterag3ao
=220 fornecidas por um esquema de extrapolag3o linear, e uma
vez que a n3o-linearidade fica situada no fluxo de calor,
nZc h& a necessidade de atualizagZo da matriz de

condutividade.

Os métodos de solugio foram codificados na linguagem
de computagZo FORTRAN 77 e o programa resultante foi
compilado com otimizag3o para a velocidade de execugio. O
programa foi executado no computador IBM 4381 com sistema
operacional YM/SP Release 5.0, que se encontra no Nicleo de
ComputagZo Eletrdnica (NCE) da Universidade Federal do Rio

de Janeiro.



1.2 - ORGANIZAQKO DO TEXTO

Além da introdug¢Zo, o corpo do presente trabalho
encontra-se organizado em quatro capi tulos. Estes
dedicam-se respectivamente ao desenvolvimento da teoria do
Método dos Elementos Finitos para a solugZo de problemas de
transferéncia de calor em regime transiente
C capitulo II ); ao estudo dos métodos de solugio do
sistema de equagBes lineares pela integragZo direta e pelos
métodos de redugio modal de Lanczos e de Ritz
C capitulo III > e ao estudo dos métodos de solugio do
sistema equa¢@es n3Fo-lineares pela integragiao direta e
pelos métodos de redugZo modal de Lanczos e de Ritz com a
utilizagcZo do Método da Pseudo-Forga ( capitulo IV ). Por
sua vez, cada um destes cap{ tulos contém os
desenvolvimentos teéricos necessarios em cada caso, além
das aplicagZes dos procedimentos desenvolvidos na solugZo

de problemas de engenharia.

Finalmente, o capitulo V apresenta os comentarios
finais, efetuando uma abordagem critica do exposto no corpo
da tese. Além disso, discute-se o futuro direcionamento das

pesquisas relacionadas aos temas deste trabalho.



CAPITULO 11

EQUA(}SES DE EQUILiBRIO
It - FORMULA(}EO DAS EQUA(}SES DE EQUILiBRIO PARA PROBLEMAS
DE TRANSFEREINGIA DE CALOR EM REGIME TRANSIENTE
Sera descrito a seguir uma forma de obtengao da

solug3io para problemas de transferéncia de calor em regime

transiente pelo Método dos Elementos Finitos (MEF).

K|

Figura II.11 - Corpo em estado de transferéncia de calor

Considere um corpo sélido de volume ) € I]E2 e contorno
' =T1 UTz UTs no estado de transferéncia de calor como
mostrado na figura (II.11), com o material obedecendo a

lei de Fourier de condu¢3o de calor,

q, =~ kx o8 s/ ax aIit1.1ad



qy = - ky a8 7/ ay (II1.1.1b>

onde 6 ¢ a temperatura do corpo; q, q_y s3o os fluxos de
calor por unidade de &area; k“ e kY s3o as condutividades
térmicas correspondentes aos eixos cartesianos x e y.

Considerando o corpo em equilibrio tem—se:

a g g 2] a0 c
S k’x + K — =-q 112>
9 x d x dy ”ay

Sendo qc a taxa de calor absorvida pelo material do

corpo por unidade de volume, expressa por,
qQq = pc B a1.1.3>

onde c ¢ a calor especifico do material, p a densidade, 6 a
derivada da temperatura em relagZoc =ao tempo e o ponto

denota a derivada com relagXo ao tempo.

Na superficie do corpo podem ter as segulntes

condi¢des de contorno a serem satisfeitas:

g = 8c ari.4
|
86 r
k. — = q (11.1.5>
n a n
'z




onde c ¢é a temperatura conhecida ( temperatura prescrita )
na superficie I, kﬂ ¢ a condutividade térmica medida na
dire¢3o normal A superficie, cujo sentido positivo aponta
para fora, qr é o fluxo de calor que entra pela superficie
F'z2 do corpo. A equag3o {II1.4) ¢é conhecilda como condi¢3o
de contorno de Dirichlet, enquanto que a equagio II1.9

como condi¢3o de contorno de Neumann.

As segulntes condi¢Ses de contorno em 'z podem ser

especificadas de acordo com {I.15):

1) Condi¢3Zo de fluxo de calor

O fluxo de calor pode ser prescrito em pontos

especificos de Iz
i1) Condi¢3o de contorno de convecg¢3o

Esta condig3o ¢ expressa através da lei de Newton do

resf riamento,

S hce - & 3 (11.1.6)

onde h ¢é o coeficiente de transferéncia de calor por
convecgao; 8a é a temperatura do fluido circundante; ar é a
temperatura do corpo na fronteira de convecg¢3io de calor e

qI"c o0 fluxo de calor de convec¢ao por unidade de AaArea.



ii1) Condi¢2o de contorno de radiagao térmica

Esta condi¢3o é expressa atraveés da lei de

Stefan-Boltzmann de radiag3o térmica,
"
- ¢a™y ] 117>

h = Fa F‘(J g (11.1.8>

onde O6r ¢ a temperatura da fonte de radiagio térmica; 6[‘2 é
a temperatura do corpo na fronteira de radiagZio térmica; hr
¢ o coeficiente de transferéncia de calor por radiag3o
térmica; Fe ¢ a emissividade monocromatica do corpo; Fc ¢ o
fator de forma geométrica que relaciona a transferéncia de
calor entre duas superficies; o é a constante de
r

Stefan-Boltzmann e finalmente, q ¢ o fluxo de calor de

radiag3o por unidade de area.

Ser3ao consideradas as seguintes hipdteses no uso de

ari1.1> a daIa17?> :
t> NZo hiA mudanga de fase e efeito de calor latente.

i1) Estamos considerando a condi¢Zo de condug2o de
calor em sélidos e estruturas. Caso a transferéncia de
calor envolva a anilise de um fluido em movimento ¢
necessario incluir na equagao (I1.1.2> o termo
correspondente i transferéncia de calor por convecg3o

através do meio. Entretanto, deve-se salientar que este



termo conduz a uma matriz de coeficientes nao simétrica.

14> A condigio de transferéncia de calor sera

estudada em separado da analise de tensdes.

iv) Os corpos anAlisados s3o os chamados corpos
cinzentos, ou seja, aquele cuja emissividade monocromatica

do corpo ¢ independente do comprimento de onda de radiagZo.
1.2 - SOLU(,JKO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Para o desenvolvimento da solu¢Zo pelo MEF sera
adotada a formulag3o de Galerkin do problema de
transférencia de calor em regime transiente, HUGHES [11].
Desta forma sendo 6 e ¥ fungdes de valor real definidas em
N, onde & ¢ o espago dos valores prescritos e ¥ ¢ o espago
das fun¢g@es de ponderag¢3o, sejam 6& e ‘Yh' espagos de
dimenses finitas e aproximag¢des de &) e
respectivamente, onde o superescrito & se refere T'a
assocliag3o de 6& e ‘Vh a uma discretizag3io do dominio Q.
Assume-se que todos os membros de ‘Vh' se anulam em [1 e que

cada membro de 6’2' atende As condi¢gdes de contorno

prescritos em I'i. Logo, a solug3o u.h' admite a seguinte

representagzo,
L "’L * &
e g arz.1»
& q/h
onde v (LY € C isto ¢, para cada instante de tempo t
& h
v (,t) é uma fung3io em ‘Vh' d f"’(t,) € 6t. sendo que
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ambas satisfazem a condi¢io de contorno w = g em I't . Nesta
formulagZo a variivel x ( x representa uma fun¢3o do espago
cartesiano x e y ) das fungBes fol suprimida e onde
aparece, por exemplo, uh'(O) isto quer representar vh( 00,
ou seja, uma fun¢3io de x para o instante de tempo t = 0 .
Todas as fungdBes em (I1.21) s3Zo fungdes do espago e do

tempo, isto e,
Lty m oMty + gty arz.2>

A formulagzo de Galerkin ¢ definida como:

& & L
Dados ¢, g,h.euoacharu = w + g e

u& ) e 63’ isto para todo wh' € ’Yh

Sendo £ o calor gerado por unidade de volume,

£:Qx 1,TL » R .

Isto significa que £ ¢é uma fungio de xe€N e
t. € 10,TL , logo pode-se escrever £ = £ (x,t). De forma
aniloga as condi¢Bes de contorno s%o dependentes do tempo,
g :T1 x10,TC » R , &L T2 x 10,TC » R . A temperatura
inicial deve ser dada como condi¢gao inicial do problema,
v Q3R . Note que sera considerado que I'' e Iz n3o

variam com o tempo.

Considera-se também que as propriedades do material

analisado, a densidade o e a capacidade térmica c, s3o
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ambas positivas e fun¢des de x € Q.

A equagZo de transferéncia de calor sera escrita como:

woct™ + acu™ = Who + cw"',mr CI1.2.3)
Sendo
atw™u™ = [ o x, " do AL2.4
0 ,U &) ’J
k 0
kK = XX a1.2.5
“b 0 kw
& )
w,p = J‘ W fdn (I1.2.6>
Q
A &
WiHh) = [ W aar ar2.7>
Tk
onde k Cou k_ > , k C ou k" ) s%o as condutividades
wv X Yy y

térmicas e os indices i e j s2o indices livres, ou seja, i
ou j podem assumir quaisquer das dire¢des dos eixos
cartesianos x,y . O ponto sobre a fun¢3do, da mesma forma
que antes, denota a diferenciagfo com relagio ao tempo e o
subescrito .. representa a diferenciacZo com relagio as
dire¢@es dos eixos cartesianos. A nota¢3o a(_,_ Y representa
o produto interno em Q ponderado por k_, ou norma de
energia, (_, ) representa o produto interno em Q e (_,_2

r

representa o produto interno em T.

Utilizando as seguintes propriedades na formulagZo de

Galerkin ,
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a(w&,u"') = a(w&,vh') + a(w&,g&) a1.2.s8
(wh,uh) - (wh',uh') + (w&,gh') (11.2.9

A equagio (11.2.3) pode ser reescrita como:

2 oA A A 3 3 2 oh
Wwhecv'D +aw v = (w!',ﬁ) + (w!',h,),.. - (w&,pcg 9 -
a.(w"‘, g"‘) C11.2.10)

(wh,pcuh'(O)) = (wh',pcuo) - (wh',pcgh'(O)) C11.2.11>

Observa-se que o0 que aparece no lado direito das
equagdies (a1.2.10 e (I1.211) s3Fo dados conhecidos. A
equagao ((11.2.10), chamada de equagio de Galerkin, ¢é uma
equagao semi-discreta, porque o espago ¢ discretizado e o

tempo permanece continuo.

Considere agora que o corpo analisado, de dominio 0 e
fronteira I, foi discretizado em elementos de dominio o° e
fronteira Fg, onde o superescrito ¢ representa o numero do
elemento. Os pontos nodais podem existir em qualquer Ilugar
do dominio O° ,» mais frequentemente eles s3io os vértices do
elemento adotado. Seja n=(1, 2, .., n > o conjunto

on
global dos numero de nés onde n é o numero de pontos

748
nodais. O nd onde u,h' deve ser determinado ser& representado
como A. Os nés pertencentes ao conjunto ng de noés

prescritos, ou seja, onde u = g, devem ser excluidos e

portanto, o conjunto de nés onde u"’ deve ser determinado



13

sera n - n.g . Sera definido como n o numero de elementos do

conjunto ~ - n .

g
h
Loge a representagZo de ¢ e g em termos das
fungdes de base, sera,
A
U x,b) = . e mn Ha(x) 6a(td ar.212>
Lo ) o T e 1.”
g"’(x t) = N HAaCx)> gacCtd (11.2.13>
g A € g

onde HA ¢ a fun¢fo de interpolag3o, €A a temperatura nodal
e ga os valores prescritos. Note que somente os valores
nodais s3o dependentes do tempo. Substituindo-se (d1.2.12)
e (11.2.13 em (11.2.10> e (I1.2.11> sera obtida a
expressZc de (QGalerkin, cuja form matricial resulta no

sistema de equag@Bes diferénciais semi-discretas,

®)
WP o
'

2 ;'3(

1D
[ |

v
™
‘io
W
"~
ped
ped
eV
P
NN
o

onde g ¢ a matriz de capacidade térmica, de ordem n x n ,
simétrica positiva e semi-definida, !SK ¢ a matriz de
condutividade térmica esparsa, também de ordem n x n ,
simétrica positiva e semi-definida, t;e(t) ¢ o vetor do
fluxo de calor por unidade de 4area, 86 ¢é o vetor das
temperaturas nodais e é a derivada das temperaturas em
relac®s ac  tempo. ©  desenvolvimente complete destas

matrizes pelo MEF se encontra no apéndice A.

A equagZo de transferéncia de calor com as condigles
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de contorno de convecg3io de calor e radiagd3o térmica &
chtida intrcduzinde as condig@ies de contornc expressas

pelas equag@ies (I1.1.6) e (I1I.1.7) na equagao (I1.2.14),

CO + K@ 8 = £t CI1.2.15>
Sendo
Ky = K< + k% + kMo 11.2.16)

£ty = £t + Q° + QF 11.217>
Q% = K ga (11.2.18)
Qf = K" er (11.2.19)

onde K € a soma das matrizes de condutividade térmica IEK »
com a de convecg3ao de calor }Sc , mais a de radiagdo térmica
ISR 3y ft> é fluxo de calor por unidade de area que
corresponde a soma do fluxo de calor externo f °(t,), com o
fluxo de calor devido a convecg3ao de calor gc, mais o fluxo

de calor devido a radiagao térmica QR ; 6a & a temperatura

do fluido circundante e &8r a temperatura da fonte de

Deve-se salientar que a introdug¢3o da radiag3o torna a
equagio (I1.2.15 n3o-linear, exigindo portanto um
tratamento adequado para a obteng3o da resposta transiente,

como sera visto no capitulo IV.
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ANALISE LINEAR DE PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA DE CALOR

IIL1 - INTRCDPUCAOQ

Serio descritos a seguir os métodos utilizados para a
anilise de problemas lineares de transferéncia de calor

envolvendo condu¢io e convecgio de calor, onde,

K = K5 + K CIIL1.1)

aIIi.2>

II1.2 - METODO DE INTEGRACAC DIRETA

UYtilizar-se-4 o mét.odo trapezoidal geral descrito por
HUGHES {111 para integrar o sistema de equag@es de
equilibrio gemi-discretas de transferéncia de czaler em
regime t.ransiente, equagdies 11.2.15, II11.1.1D e

CII1.1.2), com condig2o inicial.

8(to) = o a11.2.1>
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O algoritmo se baseia na seguinte formulagao:

+ K gj'!'! = E,H ai.z2.2>

= d + At v, I11.2.3>
<5 Y+t

= (1 -a> YJ + a ¥j+1 a11.2.4>

v.i s3o, respectivamente, aproximagcdes de Q(t.j) e

f = {(t.jﬂ) ¢ o fluxo de «calor, a ¢ um

escelhide dentre de intervale 00,11 , At & ¢

incremento de tempo.

Alguns valores de « determinam membros da familia do

método trapezoidal que ja s3o bem conhecidos, cujas

designagles especials sZo apresentadas na tabela (IIL1).

a DESIGNAGAO

o Diferenca para frente, Euler p/ frente
1/2 Regra trapezoidal, Crank=Nicolson

2/3 Esquema Galerkin

1 Diferenga para atras, Euler p/ atras

Tabela III1.1 - Designag3o dos Métodos Trapezoidais.

Existem dois tipos de implementagao possiveis; o que

se baseia

na determinag3do da derivada v e o outro na

determinag3o da temperatura d , sendo este ultimo escolhido
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por ser o mais vantajoso computacionalmente para ser
implementado, como sera visto mais adiante, pela
caracteristica de se utilizar matriz de capacidade térmica

diagonal.

Portanto, o problema agora consiste em desenvolver uma
TungZc d = ddt> que satisfaga a equagdo (1215 e a

~

condi¢3o inicial correspondente a equagao (IIL.2.1,
dCtod> = do aIL.2.5)

onde do é a temperatura inicial.

Para esta implementagao ¢ necessério desenvolver uma
relac3o recursiva que relaciona o passo | ao passo jti.

Para isso define-se o valor de § i 41 como:
it

d. w d + {(1-a22dtv I11.2.6>

J

As equagles (III.23> e (dI1.2.4> podem ser combinadas

e expressas em termos da (II1.2.6),

et M At Y, a11.2.7>

Q.
N
1)

Com isso, pode-se eliminar v da equagio (JI1.2.2),

-+
J-a

obtendo-se ent3o,



18

1 1 —_
—_— O + K d. = f + acd
[ a At~ - ] AL =it o At i
(I111.2.8>
Desta forma determina-se o valor de ‘3; "’ e !j +

pode entZo ser obtido pela equagzio (II1.2.7), ou seja,

gjﬂ B gr"!
v. = AaIL.2.9
~itt a At

A vantagem computacional citada anteriormente se deve
ao fato de que se a matriz de capacidade térmica for
diagonal, o lado direito da igualdade na equaglo (II1.2.8)
seriA mals simples de ser calculado. O método proposto é
incondiconalmente estivel para a no intervalo 1{0,5 , 11
conforme demonstra HUGHES [12], tanto para a analise linear

quanto para a nao-linear.

II1.3 - METODO DE REDU(}KO MODAL EM PROBLEMAS LINEARES DE

TRANSFERENCIA DE CALOR

Dado o sistema de equagdes de equilibrio

semi-discretas de transferéncia de calor para regime

(T3

tranciente, eguegXaes (12152 , aIrin e (111.1.2), o
método de redugio modal substitui o sistema original com n
equagdes, por um outro de ordem reduzida obtido através da

transformacio de coordenadas,
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II1.3.1>

t@
[}
233
EE 4

onde X €& o vetor de temperaturas no novo sistema de

coordenadas, ou temperaturas generalizadas, e
g=0 g, g2, ¢2, .., ¢gm] ¢ a matriz de

transformagio, de ordem m X n, onde geralmente m << n .

Desta forma, a resposta transiente 6<(t) pode ser
aproximada por uma combinagZo linear das temperaturas
generalizadas x(t>. Sendo assim, a precisio da resposta
depende inteiramente da qualidade da matriz de

transformagio escolhida.

Aplicando a transformagio de coordenadas, equag3io

(II1.31), a2 equagio ((dI.215>) obtém-se um novo sistema de

Cx + Kx = £ 11.3.2>

sendo a matriz de capacidade térmica, condutividade e o
vetor de fluxo de calor expressos no novo sistema de

coordenadas por,

C = ¢'cg¢ (111.3.3>
g T
K = ¢'K¢ CIIL.3.4>

£ty = g'rd 111.3.5)
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O método classico de redugio modal utiliza como matriz
de transforma¢io de coordenadas a matriz de modos térmicos,
cujas colunas s3o os m primeiros autovetores do problema de

autovalor associado a equagiao (I1.2.15), isto é,

K ¢ = C ¢ f.\.“ (I11.3.6>
onde .L\m é a matriz de ordem m que contém os autovalores do
problema. Além disso, caso os vetores ?1, Qz, v s Qm
forem ortonormalizados em relagao a g, tem-se a seguinte

relag3o,

g{f C¢. = 6ij CII1.3.7>

Ko = A CII1.3.8)

CII1.3.9

6
1®]
33

(]
T
3

onde L} ¢ a matriz identidade de ordem m.

Pré-multiplicando a equagio (11.2.15> por QT e

aplicendo a transfoermagZo de coordenadas £I111.31), e =s
relagdes (I11.3.8> e (I11.3.9, o sistema de equagles
reduzido, para condug3o de calor em regime transiente, pode

ser escrito como,
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+ A x = ¢ (111310

m -~

o

b o]

A equagFo (II.3.10> corresponde a um conjunto e m

equagdes desacopladas do tipo,

X. + A, x. = ¢& ; i = 1,m CIIL.3.11)

o

onde X, e sZo, respectivamente, & temperatura
generalizada e sua derivada; .\,L : o autovalor; ii o fluxo de
calor em coordenadas modais e o Indice i representa a
i—ésima componente da matriz ou vetor correspondente. Esta
equagZo diferencial ordinaria de primeira ordem ¢ integrada

no tempo para obtengio da resposta transiente, conforme

descrito no apéndice B.

Este método de redugzo modal, proposto por
GALLAGHER [ 3], mesmo muito atrativo, segundo
COUTINHO (131, nZo apresenta uma eficiéncia computacional
aceitével. Isto se deve ao fato de que a resposta
transiente ¢ geralmente caracterizada pelos modos térmicos
mais altos o que, consequentemente, torna muito custoso a
solugZo da equagio (JII.3.6> para o namero de modos
necessiérios para uma representagcZo adequada da resposta

transiente.
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IIL.3.1 - GERACAO DA MATRIZ DE TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

DEPENDENTE DO FLUXO DE CALOR

Uma alternativa para a geracgao da matriz de
12520 de cecerdenadas € a gerag3c deos vetcores de
reducio modal feita pelo algoritmo de Lanczos (LAN)
proposto por NOUR-OMID [ 5,141 ou de Ritz CRITZ) proposto
por WILSON [ 8]l. O algoritmo gera uma base ortonormal na

sequéncia de Krylov,

k(P = spanl £, o £, Y, ., GOTL]

~ ~ ~

(I11.3.13>

onde { &€ o vetor de partida e a matriz & & definida como:

& = ¥ €, para iteragic inversa (I11.3.14>
8 = C_iK » para iterag3o direta (I11.3.15>

Os vetores podem ser gerados de forma K-ortonormal,
como descrito nas referéncias [15,16,17,18,191. Como
resultado, LAN ou RITZ produzem uma matriz de transformago
de coordenadas ¢ , cujas colunas s3o aproximagBSes de
Rayleizh-Ritz dos =utcvetcres, e uma ms=tiriz diagonal !:.-m R
contendo uma aproximagao dos m primeiros autovalores do

problema de aut.ovalor definido pela equag3o (II1.3.6].

A técnica de gerag3c pelo método de Lanczos se baseia

na construgio dos vetores da sequéncia de Krylov através da
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reortogonalizag3o de Gram-Schimdt. Em consequéncia,
obtém-se um conjunto de m vetores C-ortonormais que s3o
utilizados como base para a transformag¢3o de coordenadas.
Uma importante parte do processo é estabelecer um esquema
de ortogonalizag3o para os vetores adicionais da sequéncia
de Krylov, levando em consideragio a aritmética finita que
faz com que se perca rapidamente a ortogonalidade da
sequéncia de vetores. Entre os esquemas propostos, o de
PARLETT (201 faz a ortogonalizacZo com relagZo aos dois
vetores anteriores, o que torna o algoritmo de Lanczos bem
simples. Isto ¢ obtido pela férmula de recurs3o de Lanczos

com trés termos,

-1

Bi.ﬂ. X, = C'K X T ax - ;?‘,. Xy dI1.3.16>
Sendo
T -1
a.L = "Si c IS C §i. AIl.317)
L/2
= [ x C x ] (111.3.18>
1+1 ~L MM
onde x sZo os vetores de Lanczos e 03, é um fator de

Lad
S “Ta

escala. Em seguida, a matriz de condutividade térmica ¢
projetada no subespago de Lanczos definido pelo conjunto de
vetores X =1 X »y . » X 1. Desta forma, tem-se,

~ 1 ~2 ~“m

(II1.3.19>

Rl
[

teg
-
L

t
H

A aproximagio dos autovalores w: associado a cada
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vetor de x é obtida pela solugdo do problema de autovalor

no subespago reduzido,

(II1.3.20>

tAlL
0
|
0
>

onde 5 ¢ uma matriz diagonal que contém uma aproximagao dos
autovalores. A matriz de transformagio de coordenadas é

obtida através de,

¢ = XQ (II1.3.21)

H
4

A técnica de geragio pelo método de Ritz é semelhante
ao método de Lanczos, diferindo apenas na reortogonalizag3o
de Gram~-Schmidt, onde ao invés de efetuar-se a
ortogonalizagio com relagqo aos dols vetores anteriores,
efetua-se com relagdo a todos os vetores anteriores. Isto

pode ser sumarizado através do processo,

Fornecer um vetor inicial ui.

Calcular x1 = u‘ 7/ B: (II1.3.22>
Sendo g, = Cu: Guy, (111.3.23)

Cdlculo dos vetores adicionals, i = 2, ... , L.

Resolver para a iteracgfo:

#*

Inversa: K x = GC X _, (II1.3.24)>
Direta: G x, = Kx (111.3.25)
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Para j = 1+ a i-1+ faga

C x (II1.3.26)

x T w9 c x. CI11.3.27)

~i ~i i~
Fim do loop

L (B
x = ¥ ) (111.3.28>
~1 ~L \
Sendo
.\T . 1/2
B = [ x0e X" ] (111.3.29)
A X G x

onde Ej » j =1 2 i, sdo agora os vetores de Ritz e Bi. é um

fator de escala semelhante ao do método de Lanczos.

Porém, ¢é conhecido, BJORK {151, que o método de
ortogonalizag@o de Gram-Schmidt para a obtengao de um
conjunto de vetores ortogonais é computacionalment.e
instavel Os vetores calculados perdem a ortogonalidade
devido ao auto cancelamento provocado pelo erro de
aritmética finita que possuem os vetores anteriores. Para
eliminar este problema seri utilizado o método de
ortogonalizagZo modificado. Além disso, para aumentar a
estabilidade no método pode-se fazer a atualizac3o
utilizando o vetor para regime permanente ao invés do vetor
na equagZo II1.3.24> ou (JI1.3.25), como proposto por

X.
~L-1

LEGER {21]. Portanto, a equagio (111.3.24> ou (I11.3.25>
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deve ser substituida pelas seguintes equagdes,

a. = X C u, (11I1.3.30>
u = u - a X, (111.3.31>
~ ~ L_i ‘.-1 ~‘-1

Resolver para a iteragiio:

Inversa K x. = Cu C111.3.32)

~t ~ ay

Direta: g x =m K u 111.3.33>

~t ~ o~

*

A forma bésica de implementag@o dos algoritmos seré

descrita adiante no item IIIS.

IIl.4 - CRITERIOS DE AVALIA(}KO DOS VETORES DE REDU(}KO MODA|

A geragZo de vetores de Lanczos ou Ritz para os
métodos de anélise por redugido modal requer a determinagio
do menor numero de vetores que representem a solugZo de
forma precisa. Para um melhor desempenho computacional esta
determinag33o deve ser feita de uma forma automética,

durante a gera¢dao dos vetores.

O=s critérios de avaliag3o apresentados adiante,
equivalentes aos propostos por LEGER [22] para a anélise
estrutural, levam em consideragio que durante a geragio dos
vetores estio disponiveis trés dados do problema: as
matrizes de condutividade térmica e de capacidade térmica e

o vetor de partida da iteragdo, que normalmente corresponde
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a uma fungio do fluxo de calor. Portanto, pode-se dizer que

a solug3o 8 é uma fungZo de,

8 = 0 K,G,pcs,t) (II1.4.1)

O fluxo de calor, dado pelo vetor pds,t), pode
geralmente ser decomposto em um vetor f(s) que representa a
distribui¢io espacial do fluxo e uma fungXo escalar do

tempo g(t). Logo € pode ser reescrito como,

6 = x (K,CL ¥ II1.4.2)

e

E - -

onde Yy ¢ considerada invariante no tempo e ¥(t)> é uma
fungio escalar do tempo, que caracteriza a variagZo da
resposta de € ao longo do tempo, devido a g(t).

Os vetores gerados pelos algoritmos de Lanczos e Ritz

podem ser escritos como,

i3

= x (ﬁK,C,f) (I11.4.3>
e os autovetores associados como,

¢ = ¢ KCI = ¢ KD (II1.4.4)

Pelas equagdes (I11.4.3) e aIl.4.4D ser3o
determinados os critérios de participagio da distribuigzo

espacial do vetor de fluxo de calor e da participagio da

capacidade térmica.
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O primeiro critério reflete o efeito do fluxo de calor

na resposta. De acordo com HANSTEEN [18], erros nos métodos
modais s3o causados pela omissZo de componentes do fluxo

que s3o ortogonais aos modos incluidos na anilise.

O segundo critério se baseia no fato que a capacidade
térmica altera a absor¢3o da energia em trinsito na massa
do material. Portanto, altera a velocidade de variagio da
temperatura na anilise transiente. A resposta 6~ pode ser

expressa como:
Y. X dI1.4.5>

onde

¥ = 8 Cx CII1.4.6)

Sendo assim, o peso da contribui¢ido dos X, na resposta
depende da intensidade dos vetores € e C X, ,além do &ngulo
entre eles. Portanto, torna-se evidente que a participagao
da distribuicio da capacidade térmica ¢ importante para a

geragio dos vetores que compde a matriz de transformagfo de

coordenadas.

IIL.4.1 - CRITERIO DE AVALIACAO PELA PARTICIPACAO DO FLUXO

DE CALOR EXTERNO

A distribuig¢3o espacial do vetor de fluxo de calor na
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equagao II1.2.1) pode ser fatorada nas diregdes do

subespago como,

fs) = X CI1L.4.7)

onde w ¢é a amplitude do vetor de redugdao modal em
coordenadas globais para o vetor de fluxo. A matriz X de
redugio modal, de ordem n x n, é o operador de
transformagic das coordensadee globais w para as coordenzadas

da fluxo g

Aplicando a ortonormalidade da capacidade térmica aos
vetores de redugcio modal da equagdo (II1.4.7), @ pode ser

obtido por,

CX daIl.4.8>

e
L}
o]

Em forma de componentes, esta equagao pode ser escrita

cemo,

@ = £ Cx AIL4.9)

onde o subscrito i indica a i-ésima direg¢3o principal dos

vetores de redugio modal.

Portanto, a distribuigao espacial f (s) pode ser

expressa Como.
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C x (II1.4.10>

Entretanto, se apenas m vetores de redugio modal forem
utilizados para a matriz de transformagZo X e sendo (n—m) o
nimero de componentes do vetor de fluxo omitidos, a equag3o
(III.4.10) n3o atenderia a igualdade pois existira um vetor

de erro. Este, pode ser expressoc como,

e = £ - f aI1.4.11>
onde
m T
f a ¥ x f Cx qI1.4.12)
~m v=1 vy o~ ~ oy

Assim, o numero de vetores de redugao modal a serem
inclufidos na transformagio tem uma relag33o direta com a
precisio da analise. Um critério de avaliagio pode ser

definido a partir do vetor de erro e como a seguir:

e = |fe | 7CLCY CI11.4.13>

onde e ¢ o erro cometido no truncamento dos modos que n3o
foram representades n= base de transformaco de

coordenadas.

Pode-se observar que quando se utiliza todos os modos
o valor de £ sera igual a zero. A geragZo dos vetores pode

ser interrompida quando £ for menor que uma tolerincia
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pré-estabelecida que de acordo com LEGER [22] deve se

situar em torno de 0,05 a 0,10.

I11.4.2 - CRITERIO DE AVALIACAO PELA PARTICIPACAO DA

CAPACIDADE TERMICA

Dado a dependéncia da solugZo em relagio a matriz de
capacidade térmica, a eficiéncia no wuso dos vetores de

redu¢Zo modal pode ser também indicada por,

zQJ
N

aI11.4.14>

T
[]

= G

L=1 ~iL
onde (’m ¢ a contribui¢io da capacidade térmica contida na
transformag®o e § ¢ um vetor cujo i-ésimo termo 6; )

-

calculado por,

— n
cC = % C. (I11.4.15)

No nosso caso, utiliza-se matriz de capacidade térmica

diagonal. Portanto,

|
n
o

(II1.4.16>
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Note que ( . S€ aproxima monotonicamente de 1 quando m
tende a n. Este critério de avaliagio pode ser utilizado
2ra interromper a geragZo quando { m for superior a uma
tolerincia pré-estabelecida que deve situar-se entre 0,9 a

0,95, segundo LEGER [22].

IIL.5 - ALGORITMO DOS METODOS DE REDU(I}KO MODAL

Ser3o descritos agora os algoritmos de Lanczos e Ritz
para a obteng3o dos vetores de redugio modal. Como ja
evidenciado anteriormente, estes algoritmos diferem
basicamente na forma de ortogonalizagZo dos vetores
gerados. Enquanto o método de Ritz faz a ortogonalizag3o
com relagi3o a todos os vetores anteriores, o método de
Lanczos somente mantém a ortogonalidade com relag3o aos

dols vetores anteriores.

(8] algoritmo de Lanczos & o mais vanta joso
computacionalmente, entretanto por utilizar-se aritmética

de precis3o finita, o algoritmo gera vetores adicionais que
podem perder rapidamente a ortogonalidade no decorrer das

iteracgdes.

I11.514 - GERA(}KO DOS VETORES DE LANCZOS

Algoritmo de gerag3o dos vetores de Lanczos com os

critérios de avaliagdo para os dois tipos de iteragao,
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inversa e direta.

INICIO DA ITERAGAQ

a) Calculo de:

n —
ad> SM = £ C

b) Gerando o vetor de partida para a iteragao:

b.1) Inversa pela solugio do problema em regime

permanente,
»
Kx = f
~ ~1 A
» =
w = K x = f

C x = K = f

~ vv1 ~ No -

w = K x = f

~1 ~ ~° .
»

c) NormaHzac¥s de x, ~com relagZoc a capacidade
térmica,
* s x|
X = X K bt s - X armazena X .
~1 ~e ¢ » [ h 2 ~1

»
w = w /R , armazena ¥,

onde o simbolo || . |E representa a norma em relacZo a
capacidade térmica, ou seja, || ¢ ”C = ¢ o¢ o OX? , para
n

-~ us .
v

d> AvaliagZo dc vetor gersado:

d.1> Calculo do erro de participagido do fluxo de
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calor,
T
f = x (0 x
~ N‘ ~ o~ ~‘
T T
s = | £CFf-fF > !| 7D
m ~ ~ ~m ~ =~

d.2) CaAlculo da participagio da capacidade térmica,

S = ¢xchH

red

SMX = SZ

{ = ZSMY /7 SM
m
d.3>) Controle das toler&ncias atingidas.
Se £ < TOL1 entio o critério foi atendido
Se ([ " 2 TOL2 ent3ao o critério foi atendido
Caso o critério de avaliaga3o escolhido for
atendido entao pare a iterag?o.
Caso contrario continue a iterag3o.

Obs: TOL1 e TOL2 s3ao tolerancias pré-estabelecidas,

citadas nos itens d11.4.1) e (I11.4.2).

GERAZZO AUTOMATICA DOS VETORES ADICIONAIS

De i m 2 até a convergéncia faga:

e) Geragio de um novo vetor para a iteragi3o:

e.l) Inversa, calculo de:

ik

= C
»* *
v
- u .
~ i

t

s

L]
-

y
[ ]
g

e.2) Direta, calculo de:

»*

g
n

0
N

"
]
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f> OrtogonalizagZo com relagdo aos dois vetores
anteriores.
f.1> Calculo de ¢,
a = x_ Cx
£.2) Calculo de:
: - V‘ — N v
o ¥ St
—_ L 3
w = w - 2w
~t ~e ~L=1
£.3) Calculo de:
X = % - ¥,
LA T f ~“{~1
g>» NermalizagZc de x, com relac¥c  a capacidade
térmica.
x = X /728 , (3 = ”%.”(;_ , armazena X.
w = '.; 7 B armazena w
~i ~u ~i
h) Avaliag3o do vetor gerado:
h.1>) Calculo do erro de participagdo do fluxo de
calor,
T
f = x (U¢COx +°¢
~m ML e e vy, ~m
e = | fCf=-Ff > 7D
m ~ ~ ~m -
h.2> Calculo da participag3io da capacidade térmica,
S = xCH
SYM » S + S¥M
4 o = SXM / SM
h.3) Controle das tolerincias atingidas.
Se &£ < TOL1 ent3ao o critério foi atendido
m
Se I > TOL2 ent3io o critério foi atendido
m
Casc ¢ critéric de avaliag3c escolhide for
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at.endido ent3io va para o FIM DA ITERAGXO.

Caso contrario volte ao infcio da iteragZo.

FIM DA ITERAGCXO

i) Projetar a matriz de condutividade térmica no

subespago de Lanczos.

K = X W
onde X =[x, x, y, Xle W=I{[w, R , w 1
~a ~1 ~2 ~m ~1 ~2 ~n~

II1.5.2 - GERA(}KO DOS VETORES DE RITZ

Algoritmc de geragZo dos vetores de Ritz ccm os
critérios de avaliag3i3o para os dois tipos de it.erag3o,

inversa e direta e corre¢Zo estatica dos vetores.

i> INICIO DA ITERAGAO

aY Calculo de:

ail) SM =

™M 2
o]

a2 xfg

T

o TY
[ =L

i w]

HLs

b> Gerando o vetor de part.ida para a iterag3o:
b.1) SolugZo para o primeiro vetor, resolver:

GRS =

"y
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b.2> Inversa, pela solu¢i3o do problema em regime

permanent.e,

»
Kx = Cu
vvvvj_ ~

»
w = Cu
~1 ~~1

b.3> Direta, o préprio fluxo de calor,

Cx, = £ = Ku

»
w = f
~1 ~
»”
c) Normalizagao de )5‘ com relagio a capacidade
t.érmica,

= x 7 = |lx | x
X, = % g , B = z‘cilg,armazena%.
w = w /3 , armazena w ..

1 1

d> Avaliag3o do vetor gerado:

d.1) Célculo do erro de participagio do fluxo de

£ = x €0 %

T

&
"
v

CL-¢ > 7qD
d.2> Célculo da participag3o da capacidade térmica,
S = 9D
Sxm = s
{ o™ SXM / SM
d.3) Cont.role das t.olerincias atingidas.
Se £, ¢ TOL1 ent.3o o critério foi atendido
Se (m 2 TOL2 ent3o o critério fol atendido
Caso o critério de avaliagi3o escolhido for
atendido ent2o pare a iterag3o.

Caso contrério continue a iterag3o.

Obs: TOL1 e TOL2 s3o tolerdncias pré-estabelecidas,
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citadas nos itens (11.4.1) e (11.4.2).

2 até a convergéncia faga:

e> Cialculo da correg¢aoc da resposta em

permanente dos vetores,

) Geragao de um novo vetor para a iterag?o:

1) Inversa, clélculo de:

¥ = Cu
-vi_ ~ ~vL
» -

K x. = w,

£.2) Direta, ciélculo de:

w . = K .

» »

C x - w

~ ~i ~ i

g) Ortogonalizag3io de Gram-Schmidt modificada.

De j = 1 até i-1

T *¢ 3

c. = X C x. !

" jed ) ®(§)

x, X, - C. X,
~i ~L

h) Normalizag3o de S

x. com relagio a capacidade
~r
térmica.

=L ®iL

X = x 76 , B = |lx ”C. , armazena X, .

=i o Y L
LT "

w = W 7 3

19

» Aarmazena ":(i. B

regime
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i> Avaliagao do vetor gerado:
i.1> Calculo do erro de participagiao do fluxo de
calor,
T
f = x (0 x + ¢
~m ~Lom e M ~m

e m | £CL-€ > | /UED

m ~m
i.2) Calculo da participagZo da capacidade térmica,
s = CD
SXM = S* + SXM
4 o= SXM / SM
i.3) Controle das toler&ncias atingidas.
Se £ < TOL1 ent3o o critério foi atendido
Se [ m 2 TOL2 ent3ao o critério foi atendido
Caso o critério de avaliagio escolhido for

atendido entZo va para o FIM DA ITERAGXO.

Caso contrario volte ao inicio da iteracZo.
FIM DA ITERACZO

}> Projetar a matriz de condutividade térmica no

subespa¢o de Ritz.

¥ = X W
onde X m [ x , » y Xle Wmlw, w, > W 1
~ ~1 ~Z ~m ~ ~q ~2 ~m

IIL5.3 - COMENTARIOS SOBRE A ESCOLHA DO VETOR DE PARTIDA

O vetor de partida pode ser arbitrariamente escolhido.

Entretant.o, estudos ja feitos por PARLETT [20] e
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CULLUM [23] demostram que melhores resultados podem ser

obtidos por uma escolha especial do vetor de partida.

Para o caso da itera¢3o inversa, escolhendo-se como
vetor de partida o vetor das temperaturas em regime
permanente se obtera uma base de redugio modal que levara a
uma boa solu¢io ao longo do dominio, porém nZxo ficam
garantidos os pontos nodais onde existem fluxo de calor.
Pode~se ainda citar que geralmente obtém-se como primeiro
autovalor o menor autovalor do problema de autovalor

generalizado.

Na iterag¢3io direta a escolha feita ¢ o fluxo de calor,
que fornecer&d uma base de redugio modal que levar&d a uma
boa solu¢Zo nos pontos nodais onde ha fluxo de calor, nos
pontos de dominic n¥a se teri nenhuma garantia Agc
contriario do caso anterior, obtém-se geralmente como
primeiro autovalor o maior autovalor do problema de

aut.ovalor generalizado.

Uma outra estratégia ¢ utilizar um vetor de partida

defasado, conforme alternativa proposta por CARDONA [ 41
Esta considera a temperatura no instante de tempo a At ao
invés do instante t.c = 0. Esta escolha tem o propésito de
fornecer um vetor de partida com algumas caracteristicas da

solu¢3o transiente.

Este vetor ¢ obtido a partir da primeira solug¢ao do

sistema pela integrag¢3o direta pelo método trapezoidal,



1

G ¢ e,
['5 W] X, = L % —gag- ISD

onde 90 ¢ a temperatura inicial do corpo e x ¢ o vetor de

partida defasado.
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II1.6 - EXEMPLOS NUMERICOS

Ser3o analisados dois problemas numéricos. O primeiro,
de condugio de <calor unidimensional com condi¢gZo de
contorno de convecgdo, sera utlizado para verificar a
concordincia dos resultados numéricos com os resultados
anali ticos. O segundo, de condug¢Zo de calor bidimensional,
ser& utilizado para verificar-se que os métodos de redugzo
modal s3o eficientes em problemas de grandes

discretizagdes.
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11161 - AN.;.L‘SE DE CONDUCAQ DE CALOR UNIDIMENSIONAL COM

CONDIGAO DE CONTORNO DE CONVECGAO

Sera analisado um problema unidimensional de condugao
de calor com condigi3o de contorno de convecgZo nos
extremos, cujos dados e solugdo analitica foram obtidos do
trabalhc de OWEN [241. 0 dominio fol discretizado por 12
elementos de condug33o , o contorno por dois elementos de
convecgao de calor, um em cada extremidade. A malha possui

ao todo 26 nés e 13 graus de liberdade, conforme pode ser

viste nza flgurs (JIIE11D
Convecgdo
Y4
Convecptio
o] .
X
_ 25m _
Figeura I11.6411 - Corpo linear com condigiZo de contorno de

convecgao discretizado.



44

As propriedades fisicas s3o: coeficiente de condugio
de calor 1,4 W/m/ °C , capacidade térmica 1000 Ws/mZ/ °G e
coeficiente de transferéncia de calor por convecgio

21 W/m?/ C.

As condi¢Bes iniciais e de contorno sZo: temperatura
inicial do corpo uniforme de 0°C , temperatura do fluido
externo na coordenada x = 00 m , @ = 40‘0 ; x=28m,
e, = 0°C . Estas permanecem constantes ao longo de toda a
analise. Os incrementos de tempo |utilizados para a

integra¢ao s3o de 1 e 10 segundos.

Este exemplo ser& utilizado para se avaliar de forma
geral o desempenho do método de redugXo modal quando
confrontado com os resultados obtidos pelo método
trapezoidal e com resultados anailiticos. Ser3o feitas
compara¢fes com analises utilizando a redugio da quantidade
de modos térmicos e sua consequéncia na precisZo da
resposta. As compara¢des serio feitas com os resultados do

problema em x = 0,0 m.
1) Anélise da precisio da resposta

Pode-se observar que os resultados obtidos pelo
métodos modais com a integragcio exata das equagSes
desacopladas considerando At = 10 s e todos os modos,
apresentados respectivamente nas figuras (1I1.6.1.2> e
(II1.6.1.3), para os métodos de redugZo de Lanczos e Ritz,

apresentam uma precis3io maior que a obtida pelo método
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trapezoidal, figura 1I1.6.1.4> . Além disso, observa-se
que a Iresposta obtida pelo método trapezoidal com o = 0,5
apresenta oscilagdes. Reduzindo-se o intervalo de tempo
para 1 segundo esta oscilagZio desaparece, conforme mostrado
na figura (dI16.15 e a precisio também aumenta. Este
comportamento nZo ocorre com os métodos de redugZo modal
uma vez que as equagdes desacopladas s3o integradas
exatamente. Desta forma a precisio da resposta depende

unicamente da qualidade da matriz de transformag3ao de

coordenadas.
34.00 -
[3)
(1]
p |
e
30.00 -
4
=
B
é: A NUMERO DE MODOS TERMICOS
i 26.00
/ -=-- 13 ITERACAO INVERSA
/ — — 13 ITERACAO DIRETA
—— SOL. ANAUTICA
f 22.00 E— T T T T T T - T T — Y
0.00 10.00 20.00  30.00 4000 5000  60.00
Tempo (s)

Figura 11.6.1.2 — Me'todo de Lanczos.
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34.00 -
o
a
o 7
©30.00 - 7
g //
3
b
5 /
€600 / NUMERO DE MODOS TERMICOS
E 26.
" 7 -—- 13 ITERACAO INVERSA
/ — — 13 ITERACAO DIRETA
—— SOL. ANALITICA
22.00 . .

3000 4000 5000  60.00
Tempo (s)

v T
0.00 10.00 20.00

Figura 1.6.1.3 — Metodo de Ritz.

36.00 -
32.00 | /
3 . Zr/‘
2 7
o
£28.00 - /
L) I/
[e]
5
‘g 24.00 -
g ] | VALOR DE ALFA
2 ---05
20.00 - I’ _“ : %/03
] ;’ —— SOL. ANAUTICA
16.00 T T T T T T L] T T T T T
0.00 10.00 20.00 3000 4000 50.00 60.00

Tempo (s)

Figura 11.6.1.4 — Metodo trapezoidal de integracao, intervalo de
tempo: 10 s.
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34.00 -
(%) .
3
2
230.00 -
2
5
b
2
£ 26.00 - / VALOR DE ALFA
- ---05
-—2/3
.| - - 1’0
/ —— SOL. ANAUITICA
22.00 T T y T T T T 1 ]
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 80.00

Tampo (a)

Figura I.6.1.5 — Metoda trapezoldal de Integracdo, intervalo de
tempo: 1 s.

i1) Analise dos métodos modais de LAN e RITZ

Repetindo-se a anilise anterior para uma quantidade de
vetores inferior a aquela que esgota o espago de solugo,
observa-se que os métodos de Lanczos e Ritz que utilizam a
iterag3o direta ( respectivamente, figuras (I11.6.1.6) e
(I11.6.1.7) > apresentam um resultado melhor que os
baseados em iterag%o inversa ( respectivamente, figuras
(II1.6.18> e (I11.6.1.9> ). Verificar-se também que os
resultados com iterag3ao direta utilizando 4, 8, e 13 modos

térmicos sZo coincidentes.

Convém citar que o método de redugcio modal ¢ eficiente
para a anilise de problemas que possuam muitos modos

térmicos de forma que os modos de menor influéncia possam

ser desprezados.
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36.00 -
32.00
©'28.00 T
5 24.00 -
E o
o 20.00 -
3
£ 16.00 -
o ]
£12.00 NUMERO DE MODOS TERMICOS
K] ---2
8.00 - - =4
) - —38
4.00 — 3
0.00 +—v——F—"7+-—"T—"—7""T"—""TF—"""TF—
0.00 1000 2000 3000 4000 500  60.00
Tempo (s)
Figura 1L6.1.6 — Metodo de Lanczos, iteracdo direta.
36.00 -
32.00
©'28.00
o |
5 24.00
3 -
5 20.00 -
5 -
§ 16.00 -
e ]
£12.00 NUMERO DE MODOS TERMICOS
v - ---2
" 8.00 - --3
; ——38
4,00 —— 13
0.00 T T T | T T 4 T T —-— 4 '
0.00 10.00 2000 3000 4000 5000  60.00
Termpo (s)

Figura 111.6.1.7 — Metodo de Ritz, iteracdo direta.
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o h !
g£12004 [/ NUMERO DE MODOS TERMICOS
[ 3 -
= ---2
8.00 --4
. — -8
4.00 - — 13
0.00 T T T T T T T T T T T T 1
000 1000 2000 3000 4000 5000  60.00
Tempo (s)

Figura 111.6.1.8 - Metodo de Lanczos, iteracdo inversa.

L

36.00

32.00

aus C)
o
8 8

20.00
16.00
12.00

Temperotura (grous

8

3

A

0.00 T T — T T T —3 T
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00
Tempo (s)

Figura 11.6.1.9 — Me'todo de Ritz, iteracdo inversa.
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ii1) Analise com relag3o ao tempo de processament.o

S3io mostrados na tabela dII.6.1.1) os resultados de
tempo de processamento para o método de integracao direta e
os métodos modais com 13 modos, onde na coluna A tem-se a
analise com esquema de integrag3io com 5000 intervalos para
At = 10 s e na coluna B tem-se 500 intervalos para
At = 10,0 s . Analisando os resultados observa-se,
particularmente neste problema, que no caso de problemas
com pequeno numero de graus de liberdade e poucos
intervalos de tempo o resultado do tempo de processamento
para a integragio direta ¢ inferior aos obtidos pelos

métodos modais.

O tempo de processamento citado refere-se a soma dos
tempos de processamento de cada etapa da anilise. Deve-se
enfatizar que o que mais influi nos resultados de tempo de
processamento no caso do método trapezoidal ¢ o calculo da
resposta e no caso da redugao modal a gerag3o dos vetores,
a solug¢Zio do problema de autovalor reduzido e o calculo da
resposta. Deve-se salientar que avaliar o quanto sera gasto
de tempo de processamento para o método trapezoidal ¢ mais
simples, pois este depende apenas do numero de equa¢Bes e
do numero de intervalos de tempo At. Ja& no método de
redugci3o modal, a avaliagido do tempo de processamento
depende de um dado que geralmente n3o estia a disposigdo
antes de se iniciar a solug3o do problema que ¢ o ndmero de
modos térmicos a serem utilizados. Consequentemente, os

demais tempos de processamento nZo poderzo ser estimados,
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pols serZo dependentes deste resultado.

COLUNA A COLUNA B
METODO
5000xCAt=1,0s) 500x(At.=10,0s>

METODO-c™ 13,21 6,11
LAN INVERSA 7,62 6,12
LAN DIRETA 7,63 6,15
RITZ INVERSA 7,77 6,24
RITZ DIRETA 7,78 6,19

Tabela III.611 - Tempos total de processamento, para

tempo total de anilise de 5000 s.

* Método-a = Método trapezoidal

tvY) Anadlise do resultado dos critérios de avaliag3io

dos vetores gerados

Observando os resultados para os critérios de
avaliagZo para a erro na participag3o do fluxo de calor
4 <m ) e pera a participagZc capacidade térmica ( (m J,
para os métodos de Lanczos e Ritz, listados na tabelas
ai1.61.2> a (JII.615>, verifica-se que para a iterag3io
inversa obteve-se um bom resultado para a participagio da
capacidade térmica logo nos primeiros vetores

Cmm=a1ila g ) Isso indica que os primeiros vetores trarZo

uma boa contribui¢iZo para a resposta ao longo de todo o
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dominio. Entretanto, tal fato n2o significa que a resposta
correta sera alcangada. Para que isso ocorra, ¢ necess&drio
que a geragio dos vetores de redugao modal continue até que
o erro na participag@o do fluxo de calor seja inferior a um
valor que considere que os modos térmicos desprezados sejam
desnecessarios. Desta forma, sera equilibrada a
contribui¢i3o dos modos devido a capacidade térmica e ao
vetor de partida na gerag3do da base de transformagdo de

coordenadas.

Os resultados para a iterag3o direta indicam que
obtém-se uma excelente representagio do fluxo de calor logo
no primeiro vetor ( 8:. ¢ aproximadamente igual a zero ).
Entretanto, como na itera¢3io inversa, deve-se continuar a
geragdo dos vetores at.¢ que Cm seja superior a um valor que

considere que os modos térmicos desprezados se jam

desnecesssarics.

Al¢dm disso, pode-se observar que o critério de
avaliagZo pela capacidade térmica ¢ eficlente quando o
fluxo de calor nZo tem relevincia na analise, como em
certos problemas de transferéncia de cslor por condugzo.
Por exemplo, considere uma ©placa isolada em que a
distribui¢Zo de temperatura inicial n%o seja uniforme,
deixando-se ent3d3o a placa chegar a sua temperatura de
equilibrio. Desta forma, nZo haveri fluxo de calor externo,
implicando que €m sera indeterminado para qualquer m, veja
equagio (II1.4.13>. Portanto, o unico critério de avaliag3o

que poderi ser empregado sera { m
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O critério de avaliagio pelo fluxo de calor ¢
eficiente nos casos em que o fluxo de calor externo tem
muita influéncia na resposta. Tal é o caso dos problemas em
que se tem convecgio de calor e radiag3io, pois estas
condi¢Bes de contorno geram um vetor de fluxo de calor que
¢ introduzido do lado direito da equag3ao (I1.2.15). Nestes
casos, precisa-se de uma boa representagao do fluxo de
calor e portanto, o critério de avaliag3o pela partipag3o

do fluxo de calor sera bastante importante.

m cm ( m
1 0,97 09 0,7657
2 0,9063 0,8754
3 0,8098 0,9169
4 0,6754 0,9373
5 0,5249 0,9493
6 0,3572 0,9569
7 0,1876 0,9613
8 0,1380 0,9651
9 0,1003 0,9678
10 0,5875x10 ~ 0,9 687
11 0,8620x10 > 1,0140
12 0,9896x10 ¢ 1,8080
13 0,1172x10"° 1,8100

Tabela 111.6.1.2 - Método de Lanczos, iteragfo inversa.
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m m
1 0,2707x10 17 0,0100
2 0,2707x10 2> 0,0300
3 0,2707x10 1> 0,0700
4 0,2707x10" 3 0,1500
5 0,27 07x10 17 0,2500
6 0,2707x10 *° 0,3500
7 0,27 07x10 2> 0,4500
8 0,5244x10 12 0,5500
9 0,6161x10°° 0,6500
_5
10 0,7158x10 0,7499
11 0,0744 0,8453
12 0,7095 0,8522
13 0,7101 0,9527

Tabela II1.6.1.3 - Método de Lanczos, iterag3o direta.
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m m (m
1 0,9997 0,8490
2 0,9973 0,8490
3 0,9893 0,9335
4 0,9733 0,9346
5 0,9433 0,9562
6 0,9049 0,9572
7 0,8613 0,9645
8 0,6342 0,9648
9 0,4551 0,9687
10 0,4241 0,9700
11 0,0379 0,9709
12 0,4940x10 ¢ 0,9715
13 0,4737x10 > 1,0000

Tabela II1.6.1.4 - Método de Ritz, iteragzo inversa.
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m “m (m
1 0,2707x10"*> 0,0100
2 0,27 07x10 > 0,0300
3 | o2707x10™*3 0,0698
4 0,27 07x10" %> 0,1491
-13
5 0,27 07x10 0,2474
6 0,2707x10 *° 0,3454
7 0,2707x10 > 0,4435
8 0,2707x10 1> 0,5422
9 0,2707x10 > 0,6508
10 0,2707x10 1> 0,6955
11 0,2707x10 > 0,8190
12 0,2707x10 > 0,8969
13 0,27 07x10 > 0,9851

Tabela II1.6.1.5 - Método de Ritz, iteragzo direta.

v) Vetor de partida dos métodos de redugZo modal

Devido a auséncia de resultados anteriores a este
texto no que diz respeito a iteragio direta, houve a
necessidade de se estudar qual o melhor tipo de vetor de
partida para este tipo de iterag3®o e os resultados obtidos
indicam que o melhor vetor de partida era o préprio fluxo
de calor, para outras escolhas n3o se obteve sequer a

geragdo de mais de dois ou trés vetores.
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III.6.2 - DISSIPACKO DE CALOR DE UM Tl,lNEL PASSANTE POR UMA

MASSA DE ROCHA NAO HOMOGENEA

Ser& anelisado um problema de dissipag¢Zo bidimensional
de calor em um tdnel que atravessa uma massa de rocha
estratificada, cuja condutividade na dire¢3o cartesiana x ¢
diferente da direg¢%0o cartesiana y, ou seja, o melo ¢&
ortotrépico. Os dados e solugiZo numérica aproximada foram
obtidos do trabalho de DAMJANIC (25]. O dominio mostrado na
figura (I11.6.21), fol discretizado por 79 elementos de
condug3o. A malha resultante possui ao todo 101 nés e 93
graus de liberdade e por ser o problema simétrico, somente
fol discretizado metade do dominio, conforme pode ser visto

na figura (II1.6.2.2).

— =+430 Fl d 1
R :ugé?ricf=°3o°§cn2?:

R R q = 4.0 ¥/m
Didmentro do tunel:
D =460 m

Temperatura intcial:

»* -
@ = 0,0 cC
o]

Togolo ia da se Qo
transvdrsal , mosta ?
a postglo do tdnel.

Figura 111421 - Tunel! passante por uma massa de rocha

nZo-homogénea.
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¥
W’\ ~ B
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C4
B
A-l
\_\
Detalhe W
Figura 1I1.6.22 - Malha de elementos finitos ut.ilizad-a_

na a solucg3o.
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As condigdes iniciais e de contorno s3o: temperatura
inicial do corpo uniforme de, 60 = 0°G ; fluxo de calor que
entra constantemente pelo ttnel, q = 4,0 W/mz e diidmetro do
tinel, D = 6,00 m. O esquema utilizado para a integrag3ao no
tempo ¢ At = 0,00625 anos para o intervalo de tempo
Ted(C0,0251 At =10,01875 anos para T € € 0,25, 1,0 1
e At = 0,025 anos para T € € 1,0 , 32,25 1. As propriedades

fisicas se encontram na tabela (II1.6.2.1).

MATERI AL DENSIDADE | CONDUTIVIDADE | CAPACIDADE
(Kg/m?> W/m°Cd TERMICA
- I

K K (W hr/m- ©

X Yy
ARENITO 2150 2,40 2,00 420,0
ARGILA 1500 1,69 1,30 360,0
ROCHA

Ehtyey S 2500 3,00 3,00 610,0

Tabela II1.6.2.1 - Propriedades fisicas dos materiais.

Este exemplo sera utilizado para se avaliar de forma
geral o desempenho com relagcio ao tempo de processamento e
precisao dos métodos de redugao modal quando confrontados
com os resultados obtidos pelo método trapezoidal. Ser3o
feitas comparag@ies com analises utilizando a redu¢ao da
quantidade de modos térmicos e sua consequéncia no tempo de
processamento e na precisao da resposta. As comparagdes
serXo feitas com os resultados do problema em pontos da

superficie do ttnel, que serio chamados, respectivamente,
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de pontos A, B e C , cujas coordenadas sZ%o: (0,0 , =-3,00 ,

3,0 , 0,02 e €0,0 , 3,00

1) Analise dos métodos modais de LAN e RITZ

Escolhendo o ponto B para compara¢des, verifica-se que
os result.ados obt.idos pelo método de Lanczos independente
do tipo de iteragzo, figuras (111.6.2.3> e (111.6.2.4),
apresentaram um resultado mais coerente que os obtidos pelo
método de Ritz, figuras (111.6.2.5> e (I11.6.2.6). No
método de Rit.z somente obteve-se um bom resultado na
iteragzZe inversa com 30 vetores. Isto se deve
fundamentalmente a sequéncia de vetores gerados em cada

método, que serzo analisados em detalhe adiante.

25.00 -

o=

G200 - st Sl

2 . “1 e — —

@ L ’?.4 '/' -

8 "

S " /’1

315.00 75,
1

o - Y

2001 /S

© 10.00 )

o 1/

E‘ i) MODOS Em Em
1/

o 5.00 / / --- 10 vetores 0,33 0.97

= 1 — — 20 vetores 0.17 1,88
1k — 30 vetores 0,08 2,80
47

0.00 T — ~T T ™ v %)
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00

Tempo (anos)

Figura 11.6.2.3 — Me'todo de Lanczos, iteracdo inversa, ponto B.
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g ] —

o ) ~

| -

515.00 //

o ]

£ 10.00 /

9 1y

o . MODOS <m Im

% 5.001' -—- 10 vetores | 6,76E-16 | 2,15€-03

~ — — 20 vetores | 3,39E-03 | 1,69£-02
R / — 30 vetores | 1,156-02 | 4,46E-02
: T 3

000 s 580 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Tempo (anos)

Figura 11.6.2.4 — Me'todo de Lanczos, iteracdo direta, ponto B.

25.00
~~ — -
O 20.00 U
» - - 77
3 - _ - -
2 - -
$15.00 7 -
Nt ”~
o / _ < MODOS <m {m
3 / “ --- 10 vetores 0.97 0.97
o 10:00 d — — 20 vetores | 077 0.99
0 / — 30 vetores 0,36 0.99
£ g -

, 0 T -
9 5.00 / , T
/ emmmTT
0.00 ﬁ*’d_‘ T T T T T T ]
000 500 1000 1500 2000 2500 30.00 35.00

Tempo (anos)

Figura 11.6.2.5 — Metodo de Ritz, iteracdo inversa, ponto B.
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15.00 ~
~~
(@]
g
g1ow- /’/‘__‘_::r:'f__—______-:-.._.._—._____—_::
~ Ve
2 1/
| .
3
-Aé -
5 5.00 - /
gx . / MODOS Em rm
Q - --- 10 vetores | 9.84E-16 | 9.86E-02
- . l -~ — 20 vetores | 2,42E-16 0.46
i — 30 vetores | 3,63E-16 0.7
0.00

000 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tempo (anos)

Figura 111.6.2.6 - Metodo de Ritz, iteracdo direta, ponto B.

i1) Andlise da precis3io da resposta dos métodos de

reducio modal

Pode-se observar que os resultados obtidos pelo método
de integrag3@io direta (a =1 ) mostrados nas figuras
(II1.6.2.7> para o ponto A, II.6.28) para o ponto B e
(I111.6.2.90 para o ponto C, apresentam wuma boa correlagZo
com os obtidos pelos métodos modais com a integragio exata
das equagdes desacopladas, a partir de 30 vetores na base.
Em particular, verifica-se que o método de Lanczos com
iterag3o direta J4 fornece resultados aceitAveis para uma

base com apenas 20 vetores.
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25.00
— ]
© 20,00
» -
3 )
O .
1.
15.00
| — -
o ]
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2 :
5 10.00 -
- -l
8. i¥> —— Integrogdo direta
£ 1 +++++ Lanczos inversa 30 vetores
© 5.00 ooooo {anczos direta 20 vetores
— X »000¢ Ritz Inversa 30 vetores
aaaaa Ritz direta 30 vetores

0.00 + T T T T T =
0.00 5.60 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00
Tempo (onas)

Figura 11.6.2,7 — Comparagcdo: Métodos modais x Integracdo direta, no ponto A.
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® 9.00 00000 Lanczos direta 20 vetores

~ ~ 000X Ritz inversa 30 vetores

b aaaaa Ritz direta 30 vetores
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t T T y T T - )
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00
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Figura 111.6.2.8 — Comparacdo: Métodos modais x Integracdo direta, no ponto B.
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25.00 -
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o 5.00 00000 Lanczos direta 20 vetores
~ . 000X Ritz inversa 30 vetores
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0.00 ¢ T T T T T g
0.00 5.60 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00
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Figura 11.6.2.9 - Comparagdo: Métodos modais x Integragdo direta, no ponto C.

iii ) Anilise da sequéncia de vetores gerados

A anilise da sequéncia de vetores gerados sera feita
através das frequéncias em rad/s. Estas frequéncias sZo
obtidas pela raiz quadrada dos autovalores associados aos
vetores gerados. Nas figuras (111.6.2.10> e (I11.6.2.11)
observa-se que as sequéncias de vetores geradas pelos
método de Lanczos e Ritz, respectivamente, baseada na
iterag3o direta produzem uma faixa de frequéncias mais
dispersa que na iterag3ao inversa, figuras (II1.6.2.12) e
C(I11.6.2.13). Pode-se verificar também que a sequéncia
gerada pelo método de Lanczos obtém maior dispers3o que a
gerada pelo método de Ritz. Isto indica que o método de
Lanczos obtém um espectro de frequéncias mais amplo.
Entretanto, verifica-se que no método de Ritz com iteragao

direta, obteve-se uma ampla faixa de frequéncias, contudo a
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resposta obtida oXo fol satisfatéria. Isso se deve a
auséncia das frequéncias baixas que predominam na solugZo

deste problema, conforme pode ser verificado na figura

C111.6.2.11).
5.00 7
4.00

P

[7)]

~N

ko]
23.00
N

Re]

2 i
£2.00

3

o

L

L‘_ -

1.00 GO 10 vetores
AnAAA 20 vetores
++4+4+ 30 vetores

0.00 ¥

0.00 1000 1500 2000 2500 30.00 35.00

Numero de vetores

Figura 11.6.2.10 — Metodo de Lanczos, iteracdo direta.
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23,007
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* 1
000 500 1000 19500 2000 23.00 3000  33.00
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Figura 11.6.2.11— Me'todo de Ritz, iteragdo direta.
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°-3°j 26680 10 vetores
anerd 20 vetores
0.70 4 ++++30 vetores
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o o o
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1 [ i

1500 2000 2500 3000 3500

Ndmero de vetares

0.00 5.00 10.00

Figura 111.6.2.12 — Metodo de Lanczos, iteracdo inversa.
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Figura 11.6.2.13 — Metodo de Ritz, iteragdo inversa.
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iv) Anllise com relagZo ao tempo de processamento

Analisando os resultados de tempo de processamento
listados na tabela (II1.6.2.2) verifica-se que os
resultados para os métodos modais sZo bem inferiores ao
obtido pela integrac3o direta. No método de Lanczos com
iterac3o inversa e 10 vetores na base, obteve-se uma boa
resposta com um tempo de processamento de apenas 15,1 % em
relacio ao método de integragio direta, conforme mostrado
na tabela all.6.2.3, que contém os tempos de
processamentoc em relagZc ao método de integragio direta.
Isto indica que os métodos modais s3o efetivamente mais

eficientes para problemas que possuam muitos graus de

liberdade.
NUMERO DE VETORES

METODO o

10 20 30
LAN INVERSA 1,86 3,38 5,87
LAN DIRETA 2,05 3,69 6,64
RITZ INVERSA 2,03 3,83 6,58
RITZ DIRETA 2,13 3,96 6,44
METODO-c™ ' 12,33

Tabela 111.6.2.2 - Tempos de processamento em segundos.

#* Método-a = Método trapezoidal
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NUMERO DE VETORES
METODO
10 20 30
LAN INVERSA 15,1 27,4 47,6
LAN DIRETA 16,6 29,9 53,9
RITZ INVERSA 16,5 31,1 53,4
RITZ DIRETA 17,3 32,1 52,2
METODO-a" 100

Tabela I1I1.6.2.3 - Tempos de processamento relativo a 100 %

para a integragio direta.
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CAPITULO IV

ANALISE NAO-LINEAR DE PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA DE CALOR

IV.1 - INTRODUCAO

A seguir seria descrito a anidlise de ©problemas
envolvendo condugZo, convecgao e radiag3o térmica.
Portanto, a anilise passa a ser a de um problema nZo-linear

devido a presenga da radiagZo térmica.

Os métodos de integracZo direta e redugio modal foram
transformados em algoritmos iterativos de analise
Lraves 4=  implementag3o do método d=
pseudo-forga, descrito adiante. Esta escolha se deve as
caracteristicas da nXo-linearidade, que se encontra no
contorno e ¢ independente dos fen®dmenos de condutividade e
convecs¥o de calor. Deve-se sslientar que o procedimento
usual de solugio consiste na utilizagZo de um método do
tipo Newton para solugZo do sistema de equagSes algébricas
n3io-lineares em cada instante de tempo, BATHE (26]. Esta
op¢3o implica em uma atualizagZo frequente da matriz de

condutividade completa.
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IV.2 - ANALISE NAO-LINEAR UTILIZANDO O METODO DA

PSEUDO-FORCA

A anailise com radiagdo envolve uma n3o-linearidade na
matriz de condutividade completa ( condu¢3o mais convecg¢3o
e radiagio >. O método da pseudo-for¢a, proposto por
STRIKLIN [ 97 no context.o da analise estrutural, se baseia
na separa¢ao da matriz de condutividade em duas partes: uma
correspondente a parte linear, devido a condug3o e
convec¢ao, e outra correspondente a parte n3o-linear do

problema, devido a radiag3o térmica.

A parte correspondente a n3o~linearidade ¢ transferida
para o outro lado da igualdade, o lado do fluxo de calor.
Portanto, evita-se que na anilise seja necessaria a
atualizagdo da matriz de condutividade completa a cada

iteragc3ao C LANDAU [27] ).

A matriz K da equagZo (12150 ¢é uma fungZo da
temperatura de equilibrio ISR(Q). Sendo assim, a solu¢3o da
equagiao (JI1.2.15) pode ser obtida através de um esquema
iterativo de calculo, onde a matriz !Sn (g) ser& dependente
da resposta do problema resolvido para uma condi¢3o inicial
de iterag3ao fornecida. Sendo k o indice que conta as
iterag@ies, a equag3ao (I1.2.15> pode ser re-escrita como,

(k> - -
C ~<k> + ESR(Q“: u) Q(k 1) = £ + gc: + QR

Xo)
td o
+
”~
t A
+
R
L]
©

avazn
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O processo iterativo sera terminado tZo logo =seja
satisfeito um critério de convergéncia que seria visto mais

adiante. Aplicando o método da pseudo-forga, tem-se,

(k) 19]

+(l§+l§c)6(k)- £+gc+gn+n

»r ~

0
@ o

C1v.2.2>

Sendo o vetor de pseudo-forg¢a definido como:

fE: 15&(81 .kmzz) g(l-cwi) V.23

- e

it
|

Introduzindo-se agora a discretizagio ao longo do

tempo, obtém-se a expressao,

LAAL S (k)

9 § *"]5"’}5 g LHAL_ao

< LeAL k) - 'h'i'étg " gc‘ Q + g

> Ve

av.z2.4

Pela equag3o (€IV.2.3) pode-se notar que a pseudo-forga
é calculada com o resultado da temperatura da it.erac3o
anterior, portanto para a primeira iterag3o deve-se

utilizar um esquema para fornecer esta condig¢Zo inicial

Esta condigZo seri dada fazendo-se uma extrapolagio da
pseudo-for¢gca no instante de tempo anterior, conforme
LANDAU [271, VENANCIO FILHO (28] e COUTINHO [29].
Desenvolvendo uma expansao do vetor de pseudo-forgca em

torno da condigcio de equilibrio anterior, ou seja,
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t
LHAL <13 Lt ¢ 2 i
HY = 4 At av.z.s

T T =t

3

onde t’g ¢ a pseudo-forga do intervalo de tempo anterior

que atendeu a0 critério de convergénciza em j iteragdes,

Utilizando uma aproximag3io de primeira ordem para a
derivada com relagao ao tempo pode-se escrever:

'Lﬂ!ktﬂm - 2 Htj; _ t.+AtH<j'>

—~ - -~

(Iv.2.62

Esta expressio representa uma extrapolagZo linear da
pseudo-forga tomando-se em consideragao as duas
pseudo-forgas anteriores no estado de equilibrio. Este
método tem sido utilizado com sucesso e suas

caracteristicas de estabilidade foram estabelecidas por

TRUJILLO (101

Iv.3 - IMPLEMENTA(}KO DO METODO DA PSEUDO-FORCA NO METODO DE

INTEGRAGAO DIRETA

Dada a equag3io (II1.2.8), a implementagio do método da
pseudo-forga ¢ feita somando-se ao lado direito desta
equagao a parcela correspondente a pseudo-forga e
transformando o calculo das temperaturas em um processo
iterativo, onde ao final de cada iteragio verifica-se se a

variagZo da temperatura calculada entre duas iteragdes



73

consecutivas foi inferior a uma tolerancia

pré-estabelecida. Assim,

A
]

1 c tk: C
= +
¢ + Kk + k| ak = £..+0Q

1
R - tkr
+ —_—
Q t‘g d ot B o (IV.3.1)

onde x se refere ao numero da iterag3o.

A convergéncia ¢ atingida quando a norma relativa for

menor ou igual a uma tolerdncia pré-estabelecida. Esta
norma é calculada através da expressio,

<ky _ (k-1
H gnﬂ gn'!-i H

< TOL (Iv.3.2>

™
]

<k
TR

onde ¥ ¢ a norma relativa e TOL ¢é a tolerancia

pré-estabelecida.

IV.3.1 - ALGORITMO DE INTEGRAGAO DIRETA DAS EQUAGOES

NAO-LINEARES DE CALOR COM O METODO DA PSEUDO-FOR

CALCULOS INICIAIS

a) «Calculo das matrizes de condutividade , capacidade

térmica e leitura do fluxo de calor externo.
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b)Y CAlculo da matriz de condutividade efetiva,

f

d)> Cilculo dos vetores de fluxo de calor de convecg3o

e radiag3o t.érmica.

e) Inicializag3o das pseudo-forgas t.og e to-at

t

PARA CADA INTERVALO DE TEMPO

) Cilculoc de vetor de fluxoc efetivg,
1
= f Qc + Q‘z + d
~ef ~n+l s < ~n+l
o At

INICIO DO PROCESSO ITERATIVO

De x =1, 2, ... até convergéncia faga

g) Célculo do vetor de pseudo-forga:

gl1) Sekxk =1,

3
o
t
R .
1
2=
o~
I
ra

Obs: Os indices j e j referem-se as pseudo-forgas
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que atingiram a convergéncia em j e j iteragdes.

g£2) Se k > 1 , montar a pseudo-forga de acordo

a equacio (IV.2.3), vide apéndice item A.4.

h) Recilculo do vetor de forga efetivo,

k> [43]
= f + B
gef ~ef ~

i) SolugZo do sistema de equag3es:

T .. ,tk) tk?
¢LDL >d =
N L ~n+1 gef

J> Gélculo da norma relativa ¢ :

11 tky (k-1
L 1 dhet I

d(k)
~nt+l

h) VerificagZo da convergéncia:

com

h1) Se & > TOL retornar para o inicio do processo

iterativo.
h.2) Se ¢ £ TOL ent3ao facga:
h.2.1> Calculo de v
h22> Atneliza a condigZo
pseudo-forg¢a,
tay

— ()
Enﬂ l—:-'rx

h.2.3) Passe para o préximo intervalo de tempo.

inicial

para
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IV.4 - IMPLEMENTACAC DO METODO DA PSEUDO-FORGA NO METODC DE

REDUCAO MODAL

A implementa¢io do método da pseudo-for¢a no método de
redug¢io modal seria feita na rotina de integragio das

equag¢gles desacopladas.

A equagio de equilibrio JII1.3.10> incluindo o método
da pseudo-forga para o instante de tempo t+At, sera:
t.+At.;‘<k) + t*&txtk: - L+t T L+AL g0

m ¥ Bm T+ ¢ H

av.4.1

)

onde a pseudo-forga g‘k ¢é calculada conforme descrito no

apéndice A.

Por ser a anilise n3Fo-linear dependente da temperatura
de equilibrio no intervalo de tempo corrente, o processo
sera 1iterativo, onde novamente k indica a iteragao. O
numero de itera¢des serad determinado por um critério de
convergéncia, avaliado pela temperatura em coordenadas
fisicsas,

i ACANLE I S A il

e

-

¥ om < TOL av.4.2>

L+ht ko
|4 4%e™ )

onde TOL , da mesma forma que antes, é uma tolerancia
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pré-estabelecida.

IV.4.1 - ALGORITMO DE INTEGRACAO DAS EQUACOES NAO-LINEARES

ad

b>

c)

d>

e

)

DE CALOR PELO METODO DE REDUCAO MODAL

CALGULOS INICIAIS

CAlculo das matrizes de capacidade térmica,
condutividade, convecg3o e leitura do fluxo de

calor externo.

Calculo dos vetores de fluxo de calor de convecg3o

e radiagio térmica

Inicializag3o do vetor de partida dos algoritmos de

Lanczos ou Ritz.

Cilculo dos vetores de Lanczos ou Ritz e proje¢3o

da matriz de condutividade no subespaco.

Solug¢3ao do problema de autovalor:

K¢ = L ¢A_

Inicializagcio das pseudo-forgas tog e to-aAt

- -

~
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PARA CADA INTERVALO DE TEMPO

d Calcule do vetor de fluxe de caler em coordenadas

INICIO DO PROCESSO ITERATIVO
De ¥t m 1, 2, ... até convergéncia faga:

h) C4ilculo do vetor de pseudo-forga:

h1) Se k=1,

t.+At.Hm - 2 t.Hq': _ t-AtH(j':

e L3 ~

Obs: Os indices ; e j referem-se as pseudo-forgas
que atingiram a convergéncia em j e j iteragdes.

h2> Se ¥ > 1 , mentar a pseude-forga de acerdc com

a equagao (IVv.2.3), vide apéndice item A.4.

i) Calculo do vetor de forga efetivo em coordenadas

modais.

+ALS +AL
t At,£ - t ﬁt.g + g t.'l'ﬁt.y(k)

3> Integr-agao exata das equagdes diferenciais
ordinarias de primeira ordem desacopladas (vide

apéndice B, se¢3o 2).
T

t+At ot
H X
~m ~

A

-

t.+At.v(k) t.+é.t;:(k:
m 2 = 1

™

1> Célculo das temperaturas nodais na iterag¢ao Kk,

t+At ?dcl & t+At§(lc)

~
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m) CAlculo da norma relativa,
+ k) + (k-

~

 J

n) Verificagao da convergéncia:
ni) Se ¢ > TOL retornar para o inficio do processo
iterativo.
n.2) Se £ £ TOL ent3o faga:
n.2.1) Cialculo de é .
n.2.2> Atualize a condig3o inicial para a
pseudo-forga,
{0} &)

gnﬂ = "v{n

n.2.3) Passe para o prdximo intervalo de tempo.

IV.S - COMENTARIOS SOBRE A ESCOLHA DO VETOR DE PARTIDA PARA

A ANALISE NAO-LINEAR

Na aniflise transiente com radiagzio, o fluxo de calor
varia devido A&s n3o-linearidades. Portanto, a escolha do
vetor de partida pode influenciar muito na precisio da

anilise.

0 vetor de partida utilizado para a analise n3o-linear
¢ composto pelo fluxo de calor mais o vetor de fluxo devido
a temperatura da fonte de radia¢3o, pois a pseudo-for¢a n3o

é conhecida inicialment.e. Esta escolha é baseada no fato de
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de

a fonte

fluxo devido

do

espacial

que a distribuig3o

mesmos pontos nodais.
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Ser3o analisados dois problemas numéricos. Ambos
envolvendo condu¢3o, convecg3o e radiagi3o. O primeiro
exemplo seri utilizado para verificar a concordincia dos
resultados numéricos obtidos através do MEF com os obtidos
pelo método de Monte Carlo. O segundo, uma anilise
bidimensional, sera ut.ilizado para verificar-se os
resultados dos métodos de redugio modal para problemas

de discretiza¢@es muito grandes.



IV.61 - ANALISE DE CONDL’(}KO DE CALOR UNIDIMENSICNAL COCM

CONDICAO DE CONTORNO DE CONVECCAO E RADIACAO

Sera analisado um problema unidimensional de condug3o
de calor com condi¢3o de contorno de convecgio e radiag3o
nos dois extremos, cujos dados e solugio numérica pelo
método de Monte Carlo (¢ um método de probabilidade
utilizado para a solug3io de problemas de transferéncia de
calor baseados na representagio por diferengas finitas )
foram obtidos do trabalho de HA JI-SHEIKH [30]. Este
prcblem=a também fol solucicnade
pode ser considerado um teste padr3io para a verificag3o dos
métodos aqui estudados. A discretizagciao do dominio ¢ feita
por 20 elementos de condugdo e o contorno por dois
Zc mals dols de radia
extremidade. A malha possui ao todo 42 nés e 11 graus de

liberdade, conforme pode ser visto na figura (IV.6.1.1).

Con_veopaoe Corvecgdo e
RadiagGo Radiogdo
O=O0K [T T I T T T I T T I T TTII]ITI1} a0k
topo centro X
B 2L

Figura 1V.6.11 - Corpo linear com condi¢io de contorno de

convacgio e radiagic.



83

As propriedades fisicas s32o: coeficiente de condugao
de calor 1,0 w/m’ ' C , capacidade térmica 1,0 ws/m?/°c e
coeficiente de transferéncia de calor por convecgio dado
através do nimero de Biot, Bi = 4,0 ; a emissividade F.s: =1
e o coeficiente de transferéncia de calor por radia¢3o dado

por ' m 4,0 |

As condi¢8es iniciais e de contorno s3o: temperatura
inicial do corpo: uniforme de 6_L = 1 K (CKelvin ) no
instante de tempo t = 0*; temperatura do fluido externo
izual a 93 = 0 K, em ambos os lados e constante durante
toda a analise. 0 esquema utilizado para a integrag3o ¢ de

At = 0,001 s para o intervalo de tempo T e CO0, 0,061,

At = 001 s para T e (0,06 ,048861 e At = 0,08 s para
T € € 0,66 , 5,01 1. A toleréancia para a analise

ndo-linear ¢ de 1,0 x 10"".

Este exemplo seré utilizado para se avallar de forma
geral a precis3o dos métodos de redug¢io modal e trapezoidal
quando confrontados com os resultados obtidos pelo método
de Monte Carlo. Ser3do feitas compara¢des com anailises
utilizando a redug¢3o da quantidade de modos térmicos e sua
consequéncia no tempo de procesamento e na precisio da
resposta. As compara¢Bes ser3o feltas com os resultados do

problema no centro e no topo.

1) AnAlise dos métodos de redug3o modal

Verifica-se, nas figuras de (Iv.61.2) e (1V.6.1.3),
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que os resultados obtidos pelo método de Ritz apresentaram
um resultado melhorr que os obtidos pelo método de Lanczos,
para ambos os tipos de iteragZo ( inversa e direta,
respectivamente ), figuras (V614> e (IV.615>, para um

rrimero de modos variando entre 2 e 11.

1.20 -

100« me —— = "= === T35 N. VETORES , POSICAO
—~ N\ ---2, TOPO
Y . --- 2 , CENTRO
<080 - N\ — — 6, TOPO
o ~ — — 6, CENTRO
\5 '____s‘_‘\ — N TOPO
2 050 - e \— 11, CENTRO
[ \\
] I~
(e} \ \‘
E o040 - \\
2 Y \

0.20 - \ \

\\
0.00 !‘ 14 vy rrrry -7 Torrroy 9 r—vrvrveor T | T
0.001 0.01 0.1 1
Tampa (s)

Figuro IvV.6.1.2 - Metodo de Ritz, iteracdo inversa.

Joo— i -

1.20
1.00 ——— e — e N. VETORES , POSICAO
< N 1125 BRRo
=080 4 X \ — —6.7T0PO
o i N — — 6, CENTRO
3 060 4 R N T Bk
5 0.60 R — .
o ) \ \ \
a b NS
qE)O.#O - \ N \
\ ~N
& . ‘N A \ ~ \
0.20 \ ~
] SRR
\\ \ ~ N
~ N
0-00 42; Al LJ LIRS ARA! Lf v :"ll'll L] \T LS Ylllll‘ l\l I'" 1
0.001 0.01 0.1 {
Tempo (s)

Figuro IV.6.1.3 - Metodo de Ritz, iteracdo direta.



85

2.40 -
2.20 -4 - — —— -
} -~
2.00 A ~ N. VETORES , POSICAO
180 \ ---2, TOPO
X ] -=-- 2, CENTRO
~~1.60 - \ — — 6. TOPO
0 4.40 - — — 6 , CENTRO
5 \ — 11", T0P0
< 1.20 - — 11, CENTRO
< \
01,00 oS T - - - — .
Q. T~ :_~“~\\_ - ‘0\
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— - =~ ;\\ ~
0.60 i - ~ \\
STl N
4 S
0.20 ~— N
g =
0.00 T T v rryrey T L§ rTvvvy vv\>—;\v_k
0.001 0.01 0.1 1
Tempo (s)

Figura IV.6.1.4 — Metodo de Lanczos, iteracdo inversa.
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07 I~ AN
a -—\3-\——\\\—' - = ~N
£ 0.40 - NN N
A N T~

(YN
0.20 - NN \\\ N
A
.. <~ N
>~ ~N - ~ -
o.m Y—Tﬁﬁrf L S L) |"_I|_’_l. LS D SR AN g | |K". *‘7' L 1
0.001 0.01 0.1 1
Tempo (s)

Figura iV.6.1.5 — Metodo de Lanczos, iteragio direta.
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Deve-se notar que este exemplo possui condigao de
temperatura inicial diferente de zero, implicando na
necessidade de se fornecer esta condigio inicial em
coordenadas modais. Isto ¢ feito pré-multiplicando-se o
vetor com a temperatura inicial em coordenadas fisicas por
QTg. Esta esquema exige que exista uma perfeita
ortogonalldade dos vetores gerados, ou seja, que ng ¢ seja
numéricamente igual a matriz identidade I . Contudo, na
préatica isso nZo é obtido com facilidade e
consequentemente, a resposta perde precisio. Por exemplo,
os resultados da figura aveé.i.4), correspondente a
analise pelo método de Lanczos baseado na iteragio inversa,
indicam que com 11 vetores houve perda de ortogonalidade,
logo, o algoritmo de integragfo das equagdes desacopladas
partiu de condi¢gSes inciais diferentes das fornecidas. O
mesmo ocorre com os resultados para a iteragdo direta,
figura {dV.6.1.5). A perda de ortogonalidade citada pode
ser verificada pelos critérios de avaliagio dos vetores, ou

seja, quando m >1 e/ou .':m for crescente, conforme

mostrado nas tabelas (I1V.6.1.1) & dV.6.1.4).
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]
m “m {m
1 0,95 00 1,0000
2 0,7073 1,0000
3 0,3591 1,0000
4 0,1074 1,0000
5 0,0183 1,0000
6 0,1784x10 - 1,0000
.
7 0,9511x10 * 1,0000
8 0,8460x10 * 1,0000
9 0,7375x10 - 1,9240
10 0,7385x10 > 1,9250
11 0,7385x10 = 1,9250
.

Tabela 1V.6.11 - Método de Lanczos, itera¢3co inversa.

C perda de ortogonalidade a partir de m = 9 )



88

m “m {m
1 0,8327x10 *° 0,0500
2 0,8327x10 *° 0,1642
.
3 0,1490x10 2 0,2574
4 0,4327x10 ° 0,3337
.5 0,4854x10~% 0,3992
]
6 0,5453x10 > 0,4513
7 0,6095x10 ° 0,4985
8 0,6322x10 % 0,5345
9 0,6337x10° | 0,5672
10 0,8900x10% 0,5919
11 0,0107 0,6 023
.

Tabela

a V812 - Métede de L

¢ perda de ortogonalidade a partir de m n 3 )
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m “m (m
1 0,9914 0,9371
2 0,9196 0,9909
3 0,7529 0,9978
4 0,4659 0,9994
5 0,1587 0,9999
6 0,0243 1,0000
7 0,1733x10 ° 1,0000
8 0,5545x10 * 1,0000
9 0,6201x10 ° 1,0000
10 0,5830x10 ° 0,9700
11 0,9607x10 ° 0,9709

Tabela 1V.6.1.3 - Método de Ritz, iterac¢zo inversa.

( sem perda de ortogonalidade >
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] |
m .sm { m
1 0,8327x10 *° 0,0500
2 0,8327x10 -° 0,1500
3 0,8327x10 *° 0,2500
4 0,8327x10 *°¢ 0,3500
-1G
5 0,8327x10 0,4500
~18
6 0,8327x10 0,5500
-418
7 0,8327x10 0,6500
 £+3
8 0,8327x10 0,7500
9 0,8327x10 ¢ 0,8500
-1
10 0,83 27x10 0,9500
11 0,8327x10 ¢ 1,0000

Tabela 1V.6.1.4 - Método de Ritz, iteragzo direta.

C( sem perda de ortogonalidade 2

i1) Anilise da precisfio da resposta

Pode-se observar que os resultados obtidos pelo método
modal com a iIntegragio exata das equagBes desacopladas,
apresentado na figura {V.6.1.6) para o método de Ritz
( iterag3o direta e inversa ) apresentam uma boa correlagio
com os obtidos pelo método de Monte Carlo ( HAJI-SHEIKH e
SPARROW > e na figura {V.6.1.7), para o método de Lanczos
C iterag2o direta e inversa ) que apresenta um bom

resultado para uma base com 6 vetores e iteragio inversa. A
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t.itulo de ilustragZo mostra-se na figura ({V.6.1.8) a
compara¢io entre os resultados do mét.odo de Monte Carlo e o
mét.odo trapezoidal ( a = 1 ), que t.ambém apresenta uma boa

correlag3o.

'l

o}
5
+ 0.60 -
O
| -
8 q
£ 0.40 4
'2 J

0.20 -+

k N
n
0.00‘!’ v L3 L | 'VY"Y T v L | lf'l! T T rTrvIeNy “TH
0.001 0.01 041 1

— HAY-SHEIKH e SPARROW, topo
— — HAJ-SHEIKH e SPARROW, centro
OOO0QO Ritz direta, 11 vetorss, topo
AAAAA Ritz direta, 11 vetores, centro
++4+++ Ritz inversa, 11 vetores, topo
xxxxx Ritz inversa, 11 vetores, centro

Figura IV.6.1.6 — Resultados do método de Ritz.
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0.001 0.01 0.1 1
Tempo

——HAJI-SHEIKH e SPARROW, topo

— —HAJI-SHEIKH e SPARROW, centro
00000 Lanczos direto, 11 vetores, topo
AAAAA Laonczos direta, 11 vetores, centro
+++++ Lonczos inversa, 6 vetores, topo
xxxxx Lanczos inversa, 6 vetores, centro

Figura IV.6.1.7 —~ Resultados do método de Lanczos.
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0.001 0.01 0.1 1
Tempo

—— HAJI-SHEKH e SPARROW, topo

— — HAJI-SHEIKH & SPARROW, centro
+++++ Integracao direta, afa = 1, topo
xxxxX Integrocao diretq, alfg = 1, centro

Figuro IV.6.1.8 — Resultados do Integrocoo direto.

iit) AnaAlise com relag3io ao tempo de processamento

Analisando os resultados de tempo de processamento
listados na tabela (1IV.6.25) verifica-se que os tempos
para os métodos modais sZo compariaveis ao tempo obtido pela

integrac¢lo direta.

NUMERO DE VETORES
METODO
2 6 11

LAN INVERSA 4,20 4,61 5,24
LAN DIRETA 4,78 4,67 5,22
RITZ INVERSA 4,16 4,67 5,28
RITZ DIRETA 4,87 4,72 5,38
METODO-a 5,72

Tabela 1V.6.15 - Tempos de processamento em segundos.
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iv) Andlise do numero de iteragdes do método da

pseudo-forga

Neste problema, o processo iterativo da pseudo-forga
nos métodos estudados n3o apresentou nenhum problema de
ordem numérica. O numero de iteragdes atingido foi dois,

para todos os métodos, modais ou integrag¢io direta.
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IV.62 - EFEITOS TERMICOS CAUSADOS POR INTRUSAC BASALTICA

EM ROCHAS SEDIMENTARES

Este problema trata da transferéncia de calor
bidimensional através de uma massa de rocha sedimentar com
umsa intrus3o de rocha basAltica cujos dados foram
zentilmente cedidos pela PETROBRAS. No problema original
tinha-se como condigio de contorno na superficie a
temperatura prescrita de ZO.C, neste problema as condi¢Ses
de contorno na superficie passam a ser de convecgZo e
radiag3c de czaler. 0O deminic fol discretizade por 540
alementos de condugzo, 45 de convecgXo de calor e 45 de
radizgic e 2 malha pessul ac tede 598 ndés e 598 graus de

liberdade, conforme pode ser visto na figura (IV.6.2.1).

yT Convecgdo e Intrus@o
; Radiacdo Basdttica o
g 1 1 I Ir1 1 .1 T — :_4’_’ i_ _'.._.._.ﬂ - - — _ E[—f_ 41 X
om LR R L
A B
= o GOKm

Figura IV6.21 - Malha de elementos finitos utilizada

na a solug3o.
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As condigtes iniciais e de contorno s3o: temperatura
inicial de 20.G na superffcie superior exposta a radiagZo e
convec¢ao, variando linearmente no interior da massa até a
temperatura de 120.'..} ne superficia infericr, no instante
T = At a temperatura da intrusfio basaltica passa a ser de
800 'C. Sera mantido um fluxo de calor constante ao longo de
toda a analise na superficie inferior de 5,2x10:s cal/sz.
As dimenses da massa basaltica s3o de 0,2 Km de
profundidad¢: por 6 Km de comprimento, situada no centro da
matha de elementos finitos. O esquema de integragio é
At =+ 0,001 milh3do de ano para o intervalo de tempo

T<dC0,11 As propriedades fisicas se encontram na

tabela (IV.6.21). A tolerincia para a analise n3o-linear ¢

de 1 x 10 .
i ¥
MATERIAL . CONDUT I VIDADE CAPACIDADE TERMICA
(Gal/sz o (Cal mi lhSes anos/KmsﬂC)
‘b("cl‘l‘ 15 14
SED 1 MENTAR 15,7785x10 6,25x10
! BASALTO 25,2456x101° 1,00x10%°

Tabela 1V.6.2.1 - Propriiedades fisicas dos materiais.

Este exemplo sera utilizado para se avaliar de forma
geral o desempenho com relagado ao tempo de processament.o e
precisio do método de redug¢iao modal quando confrontado com
os resultados obtidos pelo metodo trapezoidal. Serido feitas

comparag¢des com an2lises utilizando a redug¢io da quantidade
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de modos térmicos e sua consequéncia no tempo de
processamento e na precisio da resposta. As comparag@ies
ser3o feitas com os resultados do problema nos pontos de
coordenadas: 29,5 , ~6,00 i 29,5 , -3, e 29,5 , 0,00

que serao chamados de pontos A, B e C, respectivamente.

i) Andlise dos métodos modais de LAN e RITZ

Verifica-se na figura {V.6.22) que o método de
Lanczos com iterag3io inversa n3o obteve bons resultados
para quatro vetores e a geragdo de mais vetores nao foi
possivel devido a perda de ortogonalidade ser critica,
implicando em problemas de ordem numérica. Os resultados
apresentados nas figuras ({IV.6.2.3) para o ponto A ,
(v.6.24) para o ponto B e dV625) para o ponto C,
obtidos pelo método de Lanczos com iteragdo direta
apresentam um bom resultado para 20 vetores porém, como
serd visto no item a seguir, sua precisio n3io &

completamente satisfatéria.

0O métede de Ritz com iteragZc inversa, spresentade nas
figuras (1v.6.2.6> para o ponto A, aVv.6.2.7 para o
ponto B e (V628> para o ponto C, atingiu o melhor
resultado e o método de Ritz com iterag3io direta, observe a
ftgura V.629), nZo epresentcu bkcone resultados. Como
seria visto adiante, isto se deve a sequéncia de vetores

gerados e a qualidade dos vetores.
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Figura IV.6.2.2 — Método de Lanczos, iteracdo inversa, 4 vetores.
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Figura IvV.6.2.3 — Método de Lanczos, iteracdo direta, ponto A.
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Figura IV.6.2.4 — Método de Lanczos, iteracGo direta, ponto B.
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Figura IV.6.2.5 — Método de tLanczos, iteracdo direta, ponto C.
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Figura Iv.6.2.6 — Método de Ritz, iterocdo inversa, ponto A.
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Figura IV.6.2.7 - Método de Ritz, iteracdo inversa, ponto B.
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Figura 1V.6.2.8 — Método de Ritz, iteracdo inversa, ponto C.
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Figura 1IvV.6.2.9 — Método de Ritz, iteracGo direta, 15 vetores.
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i1) Anilise da precis3o da resposta

Pode-se observar, nas figuras (1vV.6.210) para o
ponto A, (dV.6.2110) para o ponto B e (IV.6.212) para o
ponto C, que a correlagio ent.re os resultados da integracao
direta e do método de Ritz com iteragio inversa e 15
vetores ¢ boa. Entretanto, os resultados para o método de
Lanczos com iteragdo direta e 20 vetores apresentam erro
nas condi¢Bes inicials porém, uma boa representagiio da
variag3o da temperatura ¢ alcangada. Isso pode ser
verificado pela translagio da curva de um valor

aproximadamente constante de temperatura.

- '3(%'00 G880 Lanczos direta 20 vetores
444+ Ritz inversa 15 vetores
¥0004X Integragdo direta

02 ©3 04 05 06 07 0B 08 1.0
Tempo (milhdes de anos)

200.00 +
00 01

Figura iIv.6.2.10 — Comparacdo: Métodos modais x Integragcdo direta, ponta A.
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Figura IV.6.2.11 — Comparagdo: Métodos modais x IntegragGo direta, ponto B.
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Figura IV.6.2.12 -~ Comparagdo: Métodos modais x Integragdo direta, ponta C.
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1i1) Andlise da sequéncia de vetores gerados

Tom=andc comc referéncia a sequéncia de vetores gerada
pelo método de Ritz com iterag3o inversa, apresentado na
figura (1v.6.2.13> observa-se uma faixa de espectro
estreito e concentrada nas frequéncias mais baixas,
indicandc que neste problema as frequéncias mais batvas sZo
dominantes para uma boa resposta. A sequéncia de
frequéncias gerada pelo método de Lanczos com iteragfo
direta possui caracteristicas semethantes, porém com poucas
frequéncias baixas, observe na figura ((V.6.2.14). SZo
apresentados também os resultados para o método de Ritz com
iteragio direta ( figura ddV.6.2.15) > e para o de Lanczos

cz: iteraglo inversa (¢ figura dV.6.216> D .

16.00

“©12.00 4
~N
o
° ]
|
Sy
.0 8.00
3)
s ]
po |
F 400
W ]
GEodD 4 vetores
. AdAAA G vetores
+++++ 15 vetores
Q.00 — T T T T ¥ ™4 7 — .
o 12 3 4 s 6 77 8 9 1d 11 1Z 13 14 15 16

Numero de vetores

Figuro 1V.6.2.13 — Método de Ritz, iteracGo inversa.
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Figura IV.6.2.14 — Método de Lanczos, iteracdo direta.
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Figura IV.6.2.15 — Método de Ritz, iteracao direta.
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§ OO0 4 vetores

o
o
o
e IR [l

2 3 4 5
Nimero de vetores

Figura 1V.6.2.16 — Método de Lanczos, iteracdo inversa.

Observa-se também, como no exemplo numérico JI1.6.2),
que o método de Lanczos produz um espectro de frequéncias
mais disperso ( figuras ({dV.6.214) e ({V.6.216> > que o

método de Ritz ( figuras (IV.6.2.13) e IV.6.2.15> > .

iv) Analise com relagio ao tempo de processamento

0 tempo de processamentc obtidoc para a integragZo
direta Ca 1) é& de 206,7 segundos, os demais resultados
serao dados em porcentagem relativos a este tempo.
Analisando os resultados da tabela (IV.6.2.2) observa-se
que o tempo de processamento para o método de Ritz com
iteragXo inversa e 15 vetores ¢é aproximadamente metade do
método de integragio direta. SZo também apresentados nesta

tabela os resultados para a iterago direta com 4, 9 e 15

modos térmiccs, apesar deste nX¥c ter alcangado boa
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resposta. Os resultados da tabela (IV.6.23) s3o para os

métodos de Lanczos, estes resultados indicam que este

problema n3Io possui um numero de graus de liberdade muito

grande, pois apesar da utilizacido de um método de

ortogonalizagcio mais simples os resultados foram pouco

inferiores aos do método de Ritz que utiliza um esquema de

ortogonalizacio completa.

NIMERO RITZ
DE
VETORES INVERSA DIRETA
4 28,2 28,3
9 37,0 37,0
15 47,3 47,8

Tabela 1V.6.22 - Tempos de processamento relativo a 1007%

Tabela 1V.6.2.3

para a integragic direta
N O LANGZOS
VETORES INVERSA DIRETA
4 28,1 28,4
10 ] 38,6
20 - 56,9

Tempos de processamento relativo a 1003

para a itegrag¢io direta.
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v) Analise do nimero de iterag@Ses do método da

pseude-ferga

Da mesma forma que no exemplo numérico (IV.6.1), neste
problema, o processo iterativo da pseudo-forga nos métodos
estudados nio apresentou nenhum problema de ordem numérica.
O numero médio de iteragdes atingido foi dois, para todos

os métodos.

vt) Escolha do vetor de partida

Para este problema foi escolhido o vetor de partida
proposto por CARDONA [ 4], descrito no item 1I15.3, pelo
fato deste problema ter temperatura inicial nZo uniforme. O
vetor de partida convencional foi utilizado, e apresentou
resultados pouco satisfatérios sendo abolida a sua
utilizagZo, por nZo conseguir representar a distribuigZo

inicial de temperatura.

vii) Anilise dos resultados dos critérios de avaliagio

Observando os resultados de c_e L ., para o metodo de
Lanczos com iteracgio direta, mostrados na figura
(0V6.23), e os do Ritz com iteragZo inversa, mostrados na
figura (IV.6.2.62, verifica-se que os resultados alcangados

{m =Nn bons, enquanto os demals fcram deficientes.
Indicando que a solugio seri2 bem representada para valores

de (¢ proximos da unidade e vetores associados as baixas
™

frequéncias.
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De fato pode-se dizer que ha uma correlagio entre m €
r:m e o espectro de frequéncia, onde { - esta geralmente
associado as baixas frequéncias (primeiros modos), pois a
capacidada tépmica ¢ distribuida pele dominic e .sm as altas
frequéncias (modos particulares, com boa representagiao em
pontos especificos), pois esta associado a distribuigio
espacial do fluxo de calor, que geralmente ¢ distribuido

por pontos especificos do contorno. Desta forma, para cada

tipo de problema havera um critério mais eficiente.
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(@)

>
ey,

PITULC V

V.1 - CONCLUSOES

Ao término deste trabalho conclui~se que a utilizag3o
dos métodos de redugio modal dependentes do fluxo de calor
apresentam resultados com precisao, estabilidade numérica e
bom desempenho computacional, de tal forma que pode-se
dizer que estes métodos s3do eficientes para a solugd3o dos
problemas de transferéncia de calor com condiges de

contorno de convecgao e de radiagdo.

Com respeito aos dois métodos de redugio modal
descritos no capitulo III, mostrou-se que a diferenciag3o
entre o método de Lanczos e o de Ritz era na
ortogonalizacZo de Gram-Schmidt adotada. O método de
Lanczos utiliza um esquema de ortogonalizagZo mais simples,
enquant.o que o de Ritz utiliza um processo de
reortogonalizacdc total através da técnica de Gram-Schmidt
modificada. De posse dos resultados obtidos, verifica-se
que a geracio dos vetores pelo método de Lanczos perde

rapidamente a ortogonalidade. Contudo, observa-se que na

método apresenta bons resultados, devido principalmente as
propriedades da sequéncia de vetores gerados que neste

caso, apresentam uma boa ortogonalidade. Por outro lado,
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acredita-se que para um melhor desempenho do método de
Lanczos, deve ser implementado um esquema suplementar de
verificacao da ortogonalidade dos vetores de forma que,
quando for detectada perda de ortogonalidade, esta seja
recuperada através de uma reortogonalizagio. Entre as
técnicas encontradas na literatura, as mais eficientes sZo
a reortogonalizagao seletiva, como proposta por

PARLETT [20,33], ou parcial, proposta por SIMON [33,34).

Outro ponto importante a ser citado 6 a oscolha do
vetor de partida para a geragio de base. Em anilises
ndo-lineares pelo método da pseudo-forga, esta escolha
possul muita importancia pois, nestes problemas a
pseudo-forca deve ser bem representada pela matriz de
transformacao de coordenadas. Isto pode ser observado pelos
resultados do exemplo numérico (IV.6.1), onde verifica-se
no método de Ritz com iterag3o direta uma perda de precis3o
ao longo do tempo, devido a consequente perda de qualidade

de representagZo da pseudo-forga.

A partir dos resultados obtidos na analise nZo-linear
pode-se dizer que para problemas com n3o-linearidade no
contorno, o método da pseudo-forga, extraido da analise
estrutural! e implementadc na analise de transferéncia de

calor, & simples, eficiente e numericamente estavel.

Um outro ponto a ser explorado ¢ a aplicagio a
problemas tridimensionais de transferéncia de calor. Assim

comgc, outros tipos de problemas que sejam governados por
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equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, como
problemas de esceoamentce de fluidos ( inviscido,
incompressivel e irrotacional >, condugio de eletricidade e

etc.

A anilise nio-linear pode ser ext.endida facilmente
para nio-linearidades na convecgio de calor. Estudos podem
ser feitos para n3o-linearidades do material utilizando-se

o método da Pseudo-Forga.

Esquemas de integragXo mais eficientes com relagio ao
incremento de tempo podem ser implementados utilizando-se
incrementos de tempo variidvel selecionados automaticamente.
Sabendo-se gque as equagles diferenciais ordiniriais de
primeira ordem s3o governadas por fun¢des exponenciais,
isso implica gque, em instantes c¢nde ¢ gradiente de
temperatura ¢ grande, necessita-se de incrementos de tempo
menores e em momentos onde o gradiente de temperatura ¢

pequeno, o incremento de tempo pode ser aumentado.

Além disso, pode-se verificar que os mét.odos modais
baseados na 1iteragdo inversa e direta tem vantagens e
desvantagens. Dest.a forma, sugere-se para pesquisas futuras
o aproveitamento das vantagens dos dois tipos de iteragio.
Istc & possivel através da utilizagZe de duas matrizes de

transformagio de coordenadas, uma gerada pela iteracgio

inversa e outra pela iteragZo direta.
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APENDICE A

ELEMENTOS FINITOS UTILIZADOS NA ANALISE

A1 - ELEMENTO DE CONDUCAO

10 elemento de condug3o utilizado é do tipo

quadrilatero sdélido isoparamétrico de quatro nés conforme
figura A1
Elemerto d2 Convecgdo
E'ementodeRodupco
y s I
2 (+] 1
-1 T
- 37 1 4
3*
amerto da Conduplo
— 4 -
: X
I
Figura A1 - Elemento finito de condu¢3o, convecgZio e

radiagcao de calor.

As coordenadas dos nés ser3ao definidas como ( X yi)

onde i indica o nimero do nd® correspondente. As fun¢@es de
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interpolagio adotadas ser3o bilineares, dadas por:

h & —— 1+ XX1+s) (A1)

h,‘n—-—(i-r)(1+s) CA.2)

(A3

)
4]
v

h n —C1-1r 3C1

h #« ——C1+1XX1-s85) A4

As fun¢gBies de interpolagio do elemento s3Zo definidas
no sistema de coordenadas natural onde as variiveis r e s ,
que variam de -1 a +1, correspondem a um uUnico ponto (x,y)

no sistema global.

A coordenada de um ponto genérico qualquer dentro do

elemento de condug3o sera dado por:

xnZ h x C(A.DD

ynZ h y C(A.6)

onde x e y s3o as coordenadas do ponto, x ey s3io as
coordenadas dos quatro né¢s do elemento, hAL s3o as fungles
de interpolag3o calculadas no ponto (,s) em coordenadas
naturais correspondente ao ponto ((x,y) no sistema de

coordenadas globais.
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A matriz de interpolagao de temperatura do elemento e,

1
ljo n — [(1+r)(1+s) aA-r>d+s) A-r>d-s (1+r)(1-s)]

4

CA.7D

Pode-se escrever as seguintes relagdes para a

temperatura e a sua derivada,

+
t A’Lea

+
g° = g g CA82)
t+At e t+AL
)
°r & e (A.8b
+AL +
t ﬁtga o ga t At? CA.8S)
t+At
onde 6 & o vetor das temperaturas nos pontos nodais no

instante de tempo t+At e o superescrito ¢ denota o indice

do elemento, cuja forma matricial é:

123 2

teat,r [ t+Ar,  t+at t+at
’ 1 z n

CA.?

A matriz lj; ¢ a matriz de interpolagi3o para a
temperatura na superficie do elemento ¢ onde o subescrito [©
dennota superficie e a matriz §° contém as derivadas

parciais das fun¢dSes de interpolagzo Eo com respeito as

coordenadas globais, que ¢ definida como,
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G
ne

e | CA100

Q@ Q
nE X

i)
M
n

Q
<

A partir da formulag3o de Galerkin descrita no

capitulo II obtém-se a matriz de condutividade,

nal

K =« ¢ ¢K°» CA11ad
st
K n [{g:] (A11b)
T

K = [ _ Bk B”do (A110)
k 0

k = * C(A11dd
0 k

onde ls ¢ a matriz de condutividade total; k € a matriz
constitutiva, se kx s ky ., tem~se um material isotrépico;
Q

'S,. ¢ 2 matriz de ccndutividade asscciada, lg° ¢ a matriz de

*¢ a matriz de gradiente de

condutivida expandida; B
temperatura; 0° & o dominio de integrag3o correspondente ao
volume do elemento. O superescrit.o e« representa o indice do
elemento, nsl ¢ o0 nuimero de elementos do corpo e os

colchetes na equag3ao C(A.11c) representam a expansio da

matriz de condutividade do elemento para os graus de
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liberdade correspondente no sistema de equag¢@es completo.

O célculo da integral na equagao (A.11c) pode ser
facilitado se o mesmo for feito em coordenadas naturais.
Isto ¢ feito da seguinte forma, sabendo-se que o sistema de
coordenadas naturais ¢ um subespago com outra base do

global, para o qual pode-se escrever,

xn f (,s) CA122D

y v g (r,s) (A.12b>
A relagio inversa, de maneira analoga, é,

r=f1f xy (A.13ad

s =g xW CA.13bD

0O necesssdrio s3o as derivadas parcials @ /78x e @ /78y e

para isso aplica-se a regra da cadeia,

a a dr a 4 s

= + - —— CA14a)
4 x dr & x ds 0 x
] a dr 9 a8 s

o + C(A.14b)
9y dr Jdvy ds Jdy

QO célculo de @r/dx e J8s/dx ¢é necessirio e portanto
significa que a relag3o inversa em (A.13a,b) deve ser
calculada. Esta relagao inversa em geral ¢ dificil de ser

estabelecida explicitamente e port.anto, o calculo das
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derivadas parciais deve ser obtido pelo seguinte caminho.

Pela regra da cadelia obtém-se,

[ 8 ) ax ay 117 o T
ar & r ar d x
n CA1SD
a3 a x dy a9
| 9 s ~ds d s JL 2y

Separando a matriz da equag3o (A.15),

Y dy ]
dr dr
J = (A.16)
a x 0y
_as a s ]

Sendo ] o operador Jacobiano que relaciona as
derivadas parcials no sistema de ccordenzadas naturals ao

global

O operador Jacobiano ¢ obtido através das equagSes

(AS) e (A.6) e para se obter @ 7 dx utiliza-se a relaglo,

a a

CAID
o x dr
Isto implica que a inversa de || deve existir. Se a

inversa existir existiriA uma relagio uUnica entre o sistema

de coordenadas natural e ¢ global
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A.2 - ELEMENTO DE CAPACIDADE TERMICA

0O elemento de capacidade térmica ¢ obtido de forma

aniéloga,
nel
c = ¢ ¢c> CA.18a)
o=1
¢ = [ c ] (A.18b)
@ OT 9
G, = J;P H pc H do (A.18¢c)

onde C € a matriz de capacidade total;, poc € a capacidade
térmica do elemento; goé a matriz de interpolag3o do
elemento ¢; 0 ¢ o dominio de integraglio do elemento de

volume.

A3 - ELEMENTO DE GON‘.’EG(}KO

A convecg3io de calor ¢ fornecida ao sistema pela

condigSo dada pela equagfo (1I1.1.6),

qrc = hC6a-8 5 CA.19)

onde h ¢ o coeficiente de convecg3o, 8« a temperatura do
fluido clrcundante, er a temperatura da superficie sob

convecgHo e qrc é o fluxo de calor por convecg3o.
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O elemento de convec¢3ao implement.ado ¢ de dois nos e
se superpfSe a um dos lados do elemento de condug3io, com
normal no plano x-y .A matriz ‘Sc do elemento de convecglo é
obtido pela integragZo do fluxo que atravessa a &rea de
elemento. O c&lculo do fluxo ¢ feito ao longo do
comprimento do elemento ( com espessura constante ).
Portanto, ¢ necessario saber a variag¢3o da temperatura ao
longo do comprimento, a qual ¢ obtida multiplicando-se as

t.emperaturas dos nés pelas fun¢des de interpolag3o.

A matriz de interpolagio de superficie para o elemento
de convecg3o representado na figura A1 é a matriz de
interpolag3o §° cidlculada em r = + 1,

1

HY = —— [(1+s) 0 0 (1-5)] A.20)
4

Reescrevendo a equag3o (A19> na forma matricial

tem-se:

Q¢ = @ - ke A.21)
Sendo
nec
Q" n T Q%> (A.222)
o=1
Q@ Q
g [ 9,1 (A.22b)
@ QT Q@
0N - A
Q J » 8. HL ar 2a (A.220)
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nec

K° = £ cK®» (A.232)
o=
r [~
K = [ ISP] (A.23b>
T
K = h HZ HZ dr (A.230)
~P “T T
r

onde gc é o vetor com o fluxo de calor proveniente da
temperatura do fluido sob convecgZo; !::c ¢ a matriz de
convecg3io que sera somada a matriz de condutividade
térmica; nec € 0 numero de elementos de convecgio e Qrc é o

fluxo de calor trocado por convecgZo.

Para o célculo da integral das equagdes (A22c) e
(A.230) necessita-se do diferencial de superficie dar
expresso no sistema r,s de coordenadas naturais. Se t é a
espessura, considerada constante, logo dI' a t dl , onde dl

¢ um diferencial de comprimento, para o qual ¢é valida a

relagio,
dl = det [Jl" ] ds CA.24)
Sendo
3 x z oy z . 1sZ
det [Jl" ] n +
8 s 2 s
C(A.2D)

Pelas equag@es CA5) e (A.6) pode-se escrever X e y

como:



127

1

X = — [ U+rX(1+=) x1 + (1-rX(1+=) x2 +
4

A-r>1-s2 xS + (1+r)(1-s) x4 ]

CA.26a>

1

y % —_— [ +rX(1+s) y1 + (A-r1+s) yz +
4

1-rx{1-s0 y, * +r)d-s Y, ]

(A.26D

A derivag3ao parcial de (A.26a,b) resultara em:

a x 1
3] [ a+m xt + G- x2 -

d s 4
1-r x - A+ x ]
3 )
CA.27ad
oy 1
= [ U#r> y + U-rd>y -
a s %
- Yo ~ Ci+rD y‘ ]
CA.27bD
Emr n + 1 chtém—-se:
d x 1
= [ x, + x ] (A28a)
d = 2 * ¥
vy 1
n [ y, * v, ] (A.28b)
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A4 - ELEMENTO DE RA!)IA(}KO

O elemento de radiagio ¢ obtido de forma aniloga ao de

convecgdo. A diferenga ¢ a utilizagZio da temperatura elevada

a quarta poténcia ao invés da temperatura simplesmente.

Reescrevendo a equagio

tem-se:

Sendo

@ T
gp"fh'frgr
r

ner
K' = L CK°)
o=1
K° = [K‘]
~ ~P
T
K, = J b B oH
r

(I1117> na forma matricial

CA.29

(A.30a)

C(A.30b>

CA.30c

CA.31a)

CA.31bd

dr (A310

onde gn ¢ o vetor com o fluxo de calor proveniente da

temperatura da fonte de radiac?o; lgn é¢ a matriz de

radiacio; ner € o0 numero de elementos de radiagio térmica e
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gra ¢ o fluxo de calor trocado por radiagio térmica. O

4
produto !fn [ er ] corresponde a pseudo-for¢a utilizada nos

algoritmos descritos no capitulo IV.

Em termos computacionais a sua implementagio requer um
aljoritmo 1iterativoc e portantc hia a nessecildade de se
armazenar as propriedades fisicas e geométricas do elemento
de radiago, pols serZc necessarias posteriormente para o

Cilculo iterativo da solugZo.
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APENDICE B

INTEGRACAO EXATA

B.1 - INTEGRA()KO EXATA DE EQUA(}KO DIFERENCIAL ORDINARIA DE

PRIMEIRA ORDEM

Sera descrito agora a forma de obtengio da fdérmula de
integrag3o exata para a equagiao diferencial ordinaria de
primeira ordem aplicada a problemas de transferéncia de
calor com o carregamento definido em segmentos de reta,

confoerme mostra figura (B.1).

Dada a equag3o de transferéncia de calor para um grau

de liberdade,

X 4+ Ax n a + bt (B.1)
Sujeita a condi¢Zo inicial,

x(to2 = xo (8.2>

f luxo

L

fCttod) —N\—/—

ot tempo

Figura B.1 - Fung¢3o do fluxo de calor.
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De acordo com a figura b.1) os coeficientes do

carregamento s3o definidos por:

a n fdto) (B.3
b n Cft) -~ ftod D>/ At (.1
At = t = to (B.5

Por verificagZo observa-se que uma simplificagd3o pode

ser obtida multiplicando-se a equag¢3o (B.1) por eM' ’

At At

eM' ne Ca + bt (B.6>

Ho
+
1]
b3

Simplificando o lado esquerdo da equagio (B.6) que ¢ a

derivada do produto de e)\t' x, ent3o,

a
a

[ektx‘)ne)\t(a'?bt) B.7
dt

Integrando (B.7) tem-se:

gktxifeht(a*bt)ﬁﬁ (B.8

Efetuando a integral, obtém-se:

<B.9>

i’
I
+
)

+

n

3]

O valor de C_ ¢é obtido pela condig3o inicial fornecida

pela equagio (B.2) em to = 0 ,
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1 b
Co E X0 T —— a ~ — (B.10»
A A

Substituindo Co em (B.9) tem—se finalmente,

(e )] e

+ xo e-)\ At

B8.11>

Este esquema de =solug@o nfo apresenta instabilidade

numérica e a qualidade dos resultados obtidos dependera

inteiramente da matriz de transformagio de coordenadas

utilizada para desacoplar o sistema original.

B.2 - INTEGRACAO EXATA PARA A ANALISE NAO-LINEAR

A 1integracdo exata das equagBes nZo-lineares

oordenadas modais ¢ feita da seguinte forma,
CALCULOS INICIAIS

a) Montagem das matrizes K , C e f .

b) Geragao dos vetores de redug¢io modal

c) Solugzo do problema de autovalor reduzido.
d> Calculo das matrizes A e ¢ .

e) CAalculo de QT )

em



133

CALCULO DA RESPOSTA EM COORDENADAS MODAIS

1) Leitura da temperatura inicial 8o e calculo de xo.

g) Calculo das pseudo-forga t.og e to-Atg .

De nt = 1 até o numero total de intervalos de tempo

faca:

INfCIO DO PROCESSO ITERATIVO
De ¥k »n 1, 2 .. até a convergeéncia faga:
h) Calculo da pseudo-forga tg(k).

De i+ 7 1 até o numero de modos da analise faga:

i) Calculo dos coeficientes de carregamento para a

analise n3ao-linear,

j> Calculo da solug3o x:b pela equagZo (B.11D.
Fim do loop i
1D CGAlculo das temperaturas nodais,

enegx
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m) Calculo da norma relativa de temperaturas,

(k-1
|

t®
*
(qn]

n) Controle da tolerancia atingida.
Se £ > TOL voltar para o infcio do processo iterativo.
Se ¢! £ TOL passe para o prdximo intervalo de tempo nt.

Sendo TOL uma tolerancia pré-estabelecida.

FIM DO CALCULO DA RESPOSTA
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METODO DE PRESCREVER A TEMPERATURA

C1 - METODO DO NUMERO GRANDE

A prescricio da temperatura pelo método do numero
grande ¢ feita somando~se ao elemento da diagonal da matriz
de condutividade no grau de liberdade correspondente a
temperatura prescrita um ndmero de valor grande C(A) que
seja cerca de 105 vezes superior aos valores encontrados na
diagonal da matriz e ao vetor de fluxo de calor o mesmo

valor (A multiplicado pelo valor da temperatura prescrita.

No mét.odo de int.egragiao direta do sistema de equagdes
este método de prescrever a temperatura se mostra
eficiente. Entret.anto, no método de redugio modal este
método altera o espectro de autovalores e autovetores. Isto
influi de tal forma, que altera a sequéncia de vetores
gerados, obtendo-se uma sequéncia com uma tendéncia para os

autovalores mais elevados.
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C.2 - METODC DO "0 E 1" MODIFICADO

O método de "0 e 1" modificado consiste no método do
"0 e 1" convencional que ao invés de se trocar o valor do
elemento da diagonal da matriz de condutividade por 1"
(um) mantem-se o valor ali encontrado. O método pode ser
sumarizado da seguinte forma, soma-se ao vetor de fluxo de
calor um vetor de equilibrio que consiste dos elementos da
coluna da matriz de condutividade correspondente ao grau de
liberdade da temperatura prescrita multiplicado pela
temperatura prescrita com o sinal trocado com excessio do
elemento que ¢ multiplicado pelo elemento da diagonal. Apds
isto os elementos da linha e coluna correspondente ao grau
de Illberdade d=a temperatura prescrita da matriz de
condutividade s3o substituidos por "0" (zero) com excessZo

do elemento da diagonal, que ¢ mantido inalterado.

Este método tem a vantagem de n3Io alterar o espectro
e z=utovalores e autovetcres. Tornando-se eficiente para os

métodos de integragio direta e método de redugio modal

C.3 - ATRAVES DE ELEMENTOS DE CONVEC(}XO DE CALOR

Este método, proposto por BATHE [ 1,26]), consiste em
se colocar elementos de convecg3ao no nés com temperatura
prescrita e escolhendo para coeficiente de convecgao de
calor um valor grande em relagio a ordem de grandeza

encontrada na matriz de condutividade, este método ¢
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analogo ao método do nimero grande, possuindo também as

mesmas caracteristicas numéricas.



