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Resumo da tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias ( M. Sc.)

UMA ESTRATEGIA ADAPTATIVA PARA

PROBLEMAS DE CONTATO EM ELASTICIDADE
Afonso Celso de Castro Lemonge

Junho de 1992

Orientador : Helio José Corréa Barbosa

Programa : Engenharia Civil

Nesse trabalho uma estratégia adaptativa é usada para resolver problemas de
contato com atrito de Coulomb. Um gerador de malhas bidimensionais baseado na
técnica de avango frontal é usado para a construcio da malha inicial de elementos

triangulares.

O problema de contato é entdo resolvido usando uma sequéncia de sub-
problemas P1,P2,P1,P2,... onde P1 é correspondente ao problema sem atrito com
forcas tangenciais dadas ao longo da superficie de contato e P2 é associado ao
problema de Duvaut-Lions com forgas normais prescritas e atrito tipo Coulomb

como condigoes de contorno ao longo da regido de contato.

Quando a convergéncia é encontrada, estimativas de erro sio calculadas e

procede-se a um refinamento do tipo h.
O processo é repetido até que o erro pré-estabelecido seja satisfeito.

Exemplos numéricos do procedimento sao apresentados.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fullfilment of the

requirements for the degree of Master of Science (M. Sc.).

AN ADAPTIVE STRATEGY FOR

CONTACT PROBLEMS IN ELASTICITY
Afonso Celso de Castro Lemonge

June, 1992

Thesis Supervisor : Helio José Corréa Barbosa.
Department : Civil Engineering

In this work an adaptive remeshing scheme in used to solve contact problems
with Coulomb friction. An existing 2D mesh generator based on a frontal technique

is used for the construction of the initial mesh of triangular elements.

The contact problem is then solved using a sequence of sub-problems
P1,P2,P1,P2,.. where P1 is the corresponding frictionless problem with given
tangential forces along the contact area and P2 is the associated Duvaut-lions
problem of given normal forces and Coulomb-type friction boundary conditions

along the contact region.

When the convergence is achieved error estimates are computed and new values

for the size of elements in the mesh are determined.
The process is repeated until a pre-assigned error level is reached.

Numerical examples of the procedure are presented.
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Capitulo 1

Introducao

Quando dois corpos deformaveis entram em contato existira uma transmissao de
forgas, deformacoes , deslocamentos, distribuigdo de tensoes e possiveis movimen-
tos. Essa ocorréncia é bastante frequente em sistemas mecanicos e estruturais.

A analise de problemas de contato é caracterizada por dificuldades conceituais,
matematicas e computacionais. Pode-se dizer que dentro da elasticidade linear
esses problemas nao sao tratados frequentemente. Algumas dificuldades podem
ser citadas: n8o se conhece “a priors” a superficie de contato, as reais condi¢des de
contorno no contato e muito menos as deformacgtes, deslocamentos e tensoes nessa
regidao. As formulagdes para os modelos matematicos, geralmente, se apresentam
através de sistemas de equages ndo lineares ou sistemas de inequacoes. Além
dessas dificuldades, incluem-se ainda, aquelas introduzidas quando se estuda o
problema com atrito.

O fato de nao se conhecer “a prior?’ a superficie de contato torna bastante
complexa a andlise do problema, isto porque, essa superficie desconhecida passa a
fazer parte da solugao .

O ponto de partida ou condi¢éo bésica para a formulagao é a condicio de nao
interpenetracao entre os solidos que resultard em condicoes de contorno em forma
de desigualdades. Por exemplo, o deslocamento de pontos de um corpo deformével
préximos a uma superficie rigida nédo pode ser maior que a distancia entre o corpo
deformavel e essa superficie.

Um breve histérico para os problemas de contato em elasticidade se encontra

a seguir e apresentado com mais detalhes em (1] e [2], por exemplo.



Os primeiros trabalhos sobre problemas de contato em elasticidade sao devi-
dos a Poisson, Saint-Venant e Hertz desenvolvidos no século XIX. Destacam-se
entre esses os estudos de Hertz introduzidos em 1882. Esses estudos tratavam
de problemas de impacto, equilibrio de dois corpos em contato e expressoes que
avaliavam pressGes na area de contato. Além disso, Hertz introduziu o primeiro
modelo aceitavel para alguns problemas em elasticidade.

Deve ser ressaltado, também, o trabalho de Signorini (1933), que estudou o
problema de contato entre um sdlido e uma superficie rigida sem consideracio
de atrito. Em 1963 surgiram os resultados das pesquisas de Prager na andlise
de problemas unilaterais em elasticidade. Fichera, também em 1963, analisou
rigorosamente o problema de Signorini. Em 1964 Stampachia contribuiu com uma
ferramenta matematica onde analisava, principalmente, formas bilineares coercivas
nao-simétricas em espacgos de Hilbert.

Em 1972 Duvaut e Lions [3] publicaram um importante livro sobre inequacdes
variacionais na mecénica ¢ na fisica. Foram tratados, entre outros, problemas
de contato formulados através de inequagdes variacionais, problemas com atrito
de Coulomb, problemas em dinamica e viscoclasticidade. Ainda na década de
setenta, Glowinski, Lions e Tremoliéres apresentaram esquemas de aproximagao e
algoritmos de resolugao para inequagtes variacionais.

Na década de oitenta destacam-se trabalhos importantes como os de Panagio-
topoulos [4] que estudou inequagdes para problemas em mecénica e suas aplicacdes
e, também, estudos conjuntos de Kikuchi e Oden [2] sobre inequacdes variacionais
e o método dos elementos finitos. Atualmente, nota-se a atuacio de diversas areas,
como a da matemaética aplicada e varios campos da engenharia, com contribuicées
frequentes para o estudo dos problemas de contato.

Os problemas de contato analisados nesse trabalho estdo amplamente discuti-
dos em [1]. A formulagio utiliza inequagdes variacionais e faz uso do método dos
elementos finitos para obten¢io de solugdes aproximadas. Para resolucio dos pro-
blemas de otimizagio forma foram utilizadas técnicas de programacio mateméatica.

O avango dos métodos numéricos para engenharia. associados as técnicas com-
putacionais tem possibilitado a melhoria dos processos para obtencio de solugtes

aproximadas para varios tipos de problemas como, por exemplo, aqueles resolvidos



através do metodo dos elementos finitos.

Uma das linhas de pesquisa.que tem recebido grande contribui¢io de pesqui-
sadores nessa area se refere as técnicas adaptativas. Destacam-se trabalhos de
Babuska, Rheinboldt, Zienkiewicz, Zhu, Kelly, Carey, Gago entre outros [5],[6],
[7],[8],[9],[10],[11] e [12]. Historicamente [13], trés fases importantes podem repre-
sentar o desenvolvimento nessa drea, quals sejam: uma primeira fase de 1958 a
1975 cuja linha de pesquisa estava direcionada ao estudo de principios variacionais
e programagao matematica para otimizagdo da malha de elementos finitos; uma
segunda fase de 1976 a 1984 com Babuska e Rheinboldt apresentando o desen-
volvimento de uma teoria matematica aplicada a adaptatividade no método dos
elementos finitos e por tltimo uma terceira fase que se caracteriza pela aplicacio
de recursos computacionais aliados as técnicas adaptativas orientadas para a re-
solugao de problemas especificos.

O erro, inerente a uma solugiio numérica aproximada, é a soma de algumas
contribui¢des como o erro na escolha do modelo matematico que representa o
problema, erro na discretiza¢ao do dominio e erro de arredondamento.

Um dos objetivos de se estudar o erro é a busca de uma medida que quantifique
a qualidade da solugéo de certo problema. Resultados de pesquisas sobre o erro
deram origem 3 criacao das estimativas de erro. A analise dessas estimativas pode
ser feita “a priors” ou “e posteriors”. A primeira torna-se bastante complexa pois
necessita de um estudo prévio da solucdo do problema antes de sua obtencio. A
segunda é a mais frequentemente utilizada em métodos adaptativos por ser de
obtengdo mais simples j& que se conhece a solugao aproximada do problema antes
da andlise. As estimativas de erro séo fundamentais para o desenvolvimento de
estratégias de refinamento para uma malha de elementos finitos.

Trés estratégias basicas sao utilizadas para a melhoria na geracio de uma ma-
lha, denotadas por técnicas 7, b e p. A primeira () busca um reposicionamento
dos nés sem introdugio de graus de liberdade adicionais. A segunda (&) se carac-
teriza pela diminui¢io dos tamanhos dos elementos, existindo introdugio de graus
de liberdade adicionais. A terceira (p) se identifica pelo aumento seletivo do grau
dos polinémios de interpolagdo . Atualmente, é bastante comum a combinacio

dessas estratégias basicas, como as técnicas h-p e r-A, ou até mesmo a aplicagio



isolada de algumas delas em etapas diferentes de resolucao do problema, de forma.
conveniente.

O objetivo principal deste texto é a busca de uma metodologia que permita ao
analista o tratamento de problemas de contato desde o lancamento da primeira
malha de elementos finitos até a obten¢ao de uma solugio aproximada, com nivel
de erro pré-estabelecido e através de um caminho eficiente. Para isso, adotou-se um
estimador de erro proposto por Zienkiewicz e Zhu {5],[6],[7] e [8] ¢ uma estratégia
adaptativa do tipo h. Procede-se a uma regeracdo das malhas utilizando-se o
gerador automatico de malhas ARANHA[14] e [15].

O texto esta dividido em seis capitulos. No segundo capitulo encontra-se a for-
mulagdo para problemas de contato com e sem atrito, entre um sélido deformavel
e uma superficie rigida e entre dois sélidos deformaveis. Ainda nesse capitulo,
mostra-se um procedimento iterativo para a solugéo do problema de contato com
atrito.

No terceiro capitulo as correspondentes solugdes numéricas via elementos fi-
nitos bem como os algoritmos utilizados sao apresentados. No quarto capitulo o
estimador de erro e a técnica adaptativa utilizada nesse trabalho siao detalhadas.
No quinto capitulo apresentam-se alguns resultados numéricos obtidos pela meto-
dologia proposta. Em seguida, no sexto capitulo, estao as conclusdes e sugestdes
para futuros desenvolvimentos. Inclui-se ainda, para comodidade do leitor, dois
apéndices: o primeiro com a descri¢ao do algoritmo de Gauss-Seidel com relaxagio
e projegao e o segundo com algumas informagcdes adicionais e regras de utilizagio

para o gerador automaético de malhas ARANHA.



Capitulo 2

Problemas de Contato

2.1 Introducao

Considere-se dois corpos quaisquer se encontrando em determinado instante através
de uma superficie comum de limites desconhecidos a priori. Existird o fenémeno
de contato entre os dois corpos que tem ocorréncia bastante comum em sistemas
mecanicos e estruturais.

O fato de néo se conhecer a prior: a superficie de contato entre os corpos torna
complexa a analise do problema, pois a determinagiio dos limites dessa superficie
passa a fazer parte da solugdo. Quanto &s condigtes de contorno da regifo passivel
de entrar em contato pode-se dizer que essas sio ditas ambiguas, pois nio se
conhece o limite exato onde devem ser prescritas forcas ou deslocamentos.

O ponto de partida das formulagdes é a condigao de ndo interpenetracio entre
08 corpos, o que torna obrigatério um tratamento especial através de inequagoes
variacionais.

Algumas poucas solugdes analiticas podem ser encontradas na literatura, mas
a maioria dos problemas deste tipo sdo resolvidos através de solugdes numéricas
aproximadas. Além disso quando considera-se o atrito entre as superficies, o estudo

do problema torna-se bastante complexo.



2.2 O problema de contato entre um sélido de-
formavel e uma superficie rigida

Imagine-se um sélido em sua condigao indeformada com contorno regular submetido
a um campo vetorial de forgas de volume em I', for¢as de superficie em T'4, deslo-
camentos prescritos em I', e que pode entrar em contato com uma superficie rigida
através de uma parte denominada de I'.. O seu contorno pode ser decomposto por

trés partes disjuntas, representadas por I, I'y e I, | tais que:

Paili =T Al,=T:0l =)

onde () representa o conjunto vazio. Define-se entao:

—  parte do contorno onde os deslocamentos sio prescritos;
Iy — parte do contorno onde as forgas sao prescritas;

I, —  parte do contorno passivel de entrar em contato.

A parte do contorno denominado I'. é aquele que apresenta condicbes de contorno
ambiguas pois apés a aplicacao das cargas, podem os seus pontos entrar em contato
ou nao com uma superficie rigida S ou permanecer em contato ou separar-se desta

mesma superficie.

Fig. 2.1



A condi¢do de nao interpenetracao dos corpos deve ser satisfeita e pode ser escrita

no regime de deformacoes e deslocamentos infinitesimais, como:

u(z) -n(z) —s(z) <0 VzeTl,

ou

Uy — s <0 em T,

onde n{z) é o vetor normal exterior ao corpo em z € I'; e 5(z) é a funcao que fornece
a distancia entre os pontos de I, e S. Essa expressao mostra que a diferenca entre a
componente normal do deslocamento (u,) de um ponto qualquer de T, e a distancia
(s) existente entre esse mesmo ponto e a superficie rigida S deve ser menor ou jgual
a zero.

Devido a nao consideracdo do atrito, até o momento, as tensdes tangenciais nos
pontos que entraram em contato sao nulas. E havendo contato surgird uma reacio

Tn, que tem diregao coincidente com a normal interior & superficie S e pode-se

€sCTever:
Thp =T N r, <0
ou ainda:
se Up — 5 < 0 — T =0
se Uy —s5=10 — rn <0

corpo deformavel

sup.rigida S

Fig. 2.2



Todavia, a introdugao do atrito modifica as tensdes tangenciais nos pontos per-
tencentes a I'. que, agora, deixam de ser nulas.

Em toda formulagdo apresentada nesse texto serdo utilizadas caracteristicas de
atrito do tipo Coulomb discutidas com mais detalhes em [1], por exemplo.

O contato entre um sélido deformavel e uma superficie rigida, pode ser modelado

pelo problema de valor de contorno:

dive(u)+5=0 em 2.1
clun=f em Ty (2.2
v=0 em T, (2.3)
(vu-n—3)a, =0 )
se u-n<s entao:
o, = 0
a; = 0
_ " ¢ em I'; (2.4 —9)
se u-n =235 entao:
o, < 0
se |log]| < pllen|| entaor w =0
se |ou)l = pllon]| entdor IA>0:u = —Ao,

Com

oy = o(uln — oun

o, =0o(un-n

e u representa o coeficiente de atrito de Coulomb.
Para o problema de valor de contorno em sua forma variacional, o conjunto de

solugoes cinematicamente admissiveis pode ser escrito como:
K={w:w ésuf regular, w=0 em T, e w-n—5<0 em T'e}

A equacdo do trabalho virtual deve ser satisfeita para todo v € IK e pode ser

escrita como se segue:

/ﬂa-e(v)dr - /Qb-vdﬂ-l-/rff-vdl‘—}—
+ fr(an-vn—l—at-vi)dI‘ (2.10)

8



Observa-se que a ultima integral nio pode ser calculada, pois nio se conhece
“a prior?” I';, que faz parte da solugdo. Escrevendo (2.10) também para v = u e

subtraindo-se uma da outra, tem-se:

/J-a(v—u)dﬂ = /b-(v—u)dﬂ—l— f-(v-—wydl +
Q Q Ty
+ / [a(vn — tn) + 00 (v, — w)]dT Yo € K (2.11)
r.
As equagdes {2.8) e (2.9) podem ser representadas pela inequagao:

oy - v+ plon|(|v] = |we]) 200wy YoeIK (2.12)

Retomando-se (2.11) e levando-se em conta (2.12), escreve-se:
/a-a(v—u)dﬂsz-(v—u)dﬂ-l- frlo—u)dl +
0 o r;

+/1~ (00 (vn — tn) — plou|(loe] — )] AT ¥ € K (2.13)
COImoG

On(Un —uy) = 0n(vy—8)— 0y (Un — )

= Op(vn—38)2>0

e ja que u € solucao do problema e v € IK, a inequagio que governa o problema

pode, entdo, ser escrita:
alu,v — )+ j(u,v) — j(u,u) > (v —1u) VoelK (2.14)
onde:
alu,v) = /ﬂ o(x) - £(v) dO)
Hwv) = [ wlo(wn-nluds

I(v) = /nb-vde— [ foar

Mostra-se também [1], que se u satisfaz a inequagdo (2.14) entdo u é a solucdo

do problema de valor de contorno (2.1-9).

9



Toda a formulagao apresentada é valida para deformacées e deslocamentos in-
finitesimais e para qualquer relacdo constitutiva. Mostra-se ainda [1], que u minimiza.

a energia potencial total

F(v):%/ﬁps(v)-e(v)dn—fﬂb-vdr— [ fovar

no conjunto dos deslocamentos cinematicamente admissiveis IK.

2.2.1 O problema de Signorini

Imaginando-se a mesma situagao apresentada na segio anterior excetuando-se a
consideracao do atrito, define-se o problema de Signorini. Neste caso as tensoes

tangenciais sao nulas em I'; o que acarreta simplificactes substanciais. Assim, tem-

se:
(o(u)n), =0 (2.15)
ou
a(u)n = (o{u)n - n)n
No contexto da elasticidade infinitesimal tem-se o seguinte problema de valor de
contorno:

divo(u) +b=0
o(u) = De(u) em (} (2.16 — 18)
e(u) = 2(Vu + Vul)

o{lujn=f em I} (2.19)
u=0 em T, (2.20}

(e(ujn)y = 0

r, =olujnn < 0
Ezn)— s <o (™ L. (2.21 — 24)

Ta(tn—8) = 0

Onde D éo tensor de 4.* ordem constitutivo da Elasticidade Linear e que satizfaz

as propriedades usuais de simetria e elipticidade.

10



A equacao constitutiva pode ser escrita:
o= De

A solugao do problema pertence ao conjunto dos campos de deslocamentos cine-

maticamente admissiveis:
={w:w ésuf regular, w=0 em T, ¢ w-n—5<0 em TI.}

Usando-se os teoremas dos trabalhos virtuais e da divergéncia escreve-se:
/J-E(U)dQ:]ﬂb-vdﬂ-{—/ f-'udI‘—i-/orn-vdF welK (2.25)
0 ry T.

Admitindo-se u como solugio do problema e fazendo-se v = u na equagio anterior

e subtraindo-se uma da outra tem-se:
/cr-&:(v—u /b (v —u)dQ+ f (v —u)dl
Q
+ /P on-(v—uw)dl  WoeK (2.26)

Respeitando-se a condi¢do de ndo interpenetracio sabe-se que:
O (v—u) = r(v, —u,) =
= 7ro(vy —3) —rp(u, —s) =
= ralvn—38) 20

Assim, sendo u solugdo do problema de valor de contorno (2.16-24), também

deve satisfazer a seguinte inequagio variacional:
/ﬂa(u)  e(v — u)dl’ zfnb-(u_u)dmr frlo—wdl  WwekK (227)
Fy

Por outro lado, se u satizfaz a inequagio variacional (2.27) entio é solugio do
problema de valor de contorno (2.16-24). De fato, aplicando-se o teorema da di-

vergéncia em (2.27) obtém-se:

[@ivew)+8) - w-wdr < [ (o) (v -wd +

Ty

4 /r o(uln- (v —u)dll YvelK (2.28)

11



Fazendo-se v = u + w com w € Co(N), e
Co(R)={h:h ésuf regular, =0 em T}

tem-se que v € IK e a equacio (2.28) reduz a:
/Q (diva(u) +8) - wd2 <0 Yw e Co(®)

A expressao acima deve ser valida para w e —w ja que Cy(Q) é um espago vetorial

e assim:

fn (divo(u) 4+ B)-wd =0 Y e Co(f)

dive(u) + b= 10 em (2.29)

Procedendo-se como anteriormente e fazendo-se w € C}({Q2), sendo:
Co(@)={h:h ésuf. regular, h=0 em I,UT.}

chega-se a:

oclujn=f em Ty (2.30)

Levando-se em conta (2.29) e {2.30) a inequagao (2.28) se reduz a:

/ o(un-(v—u)dl' >0 Yo e K (2.31)

&

Admitindo-se, ainda, outro espago vetorial C§(Q) e fazendo-se v = u + w, onde
we G e

Ce(Q)={h:h ésuf regular, h,=0 em T}

tem-se que v € IK e

j (o‘(u)njt cuwydl’ >0 Yw € C3(0)

<

Como --w € C}(Q), com o mesmo raciocinio do procedimento anterior:
(c(u)n)y=0 em T, (2.32)

12



r=r,n=oc(un em I,
indicando que as reagbes em I'. devem ser normais & superficie de contato, e a
expressao (2.31) fica:

/ Pa(vn —un)dl >0 VoK (2.33)

[+

Agora, fazendo v = u + w com w em C{'(£2), tal que:
Cy' (%) = {h:h ésul regular, ndo identicamente nulo, A, <0 em T}

tem-se que v € K e

/ raw, dl >0 Ywe CM(Q)

[

levando a:

rm <0 em T, (2.34)

1

Adotando-se campos de deslocamentos v' e v* em (2.33) tais que v} = s e

2 _ : i
vi = 2u, — s, obtém-se:

/ rolun —s)dl =0

<

e, finalmente :
To(tn —8)=0 em I, (2.35)
As equagdes (2.29), (2.30), (2.32), (2.34) e (2.35) mostram que, havendo regula-

ridade suficiente, a solugdo « da inequagdo variacional (2.27) é também solucio do

problema de valor de contorno (2.16-24).

2.3 O problema de Duvaut-Lions

Imagine-se um sélido elastico linear com contorno suficientemente regular, que em
sua condig¢io indeformada ocupa o dominio 2 C IR?, sendo ) aberto com o contorno
dividido em trés partes disjuntas I'y, T', e .. Introduz-se, agora, uma prescricio de
tensoes normais em I, do tipo o, = F'y, como mostra a Fig. 2.3. e mantendo-se os

mesmos carregamentos como nas situagOes anteriores.

13



dn

Fig. 2.3

Os deslocamentos tangenciais em ', devem obedecer as condigdes:
se |0y < p[Fy| entio wu, =0

se |oy| = p[Fn| entio IX>0:u, = —Ao,

onde p representa o coeficiente -de atrito. Em sua formulagio forte o problema de

Duvaut-Lions pode ser representado por:

divo(u) +b=10
o(u) = De(u) } em (1 (2.36 — 38)
e(u) = 3(Vu + V)
v=0 em T, (2.39)
olun=f em Ty (2.40)

olujn-n="Fy
o] < p|lFn] — w=0 em I, (2.41 - 43)
log| = plFy| — X220 : uy =)oy

Como na segao anterior, é possivel mostrar a equivaléncia entre o problema de

valor de contorno e a inequagao variacioanl:

/Qa(u)~5(v—u)dQ+Lcy|FN|(|vt|—Iut|)df‘2fnb-(v—u)dﬂ+

+Lff-(u—u)dl"-i-]I:CFN(vn—un)dF YoeV  (2.44)
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onde V é o espago dos deslocamentos cinematicamente admissiveis:
V = {v:vésuf. regular,v =0 em T,}
Como no problema de Signorini, também pode-se escrever {2.44) na forma:
a(u,v —u) + jg(v) = jg(u) > l(v —u) + I, (v —u) YwelK (2.45)
introduzindo-se os funcionais:
o(v) = [ gluder

lfN('U) = /F-FN'UndP

onde:
9= plFn]|

Se u é solucao do problema de valor de contorno (2.36-43), entdo, pode-se mostrar

(3] que v minimiza em V o seguinte funcional:

1 —
P(v) = 5/995(@)-5(1;)6{9 _ Lb-vdF—LIf-UdF—LCFNURE
+ /F i Fx|[vg| T (2.46)
que também pode ser escrito na forma:
F(v) = w(v) + jy(v)

onde:
w(o) = 5a(v,v) ~ (v) ~ k5, (v)

As questdes relativas a convexidade e diferenciabilidade do funcional sio discu-
tidas em [1]. O problema de Duvaut-Lions nao é, em esséncia, um problema de
contato, mas sua formulagio fara parte de solugdes intermediirias de um procedi-

mento iterativo para a solugdo de problemas de contato com atrito de Coulomb.
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2.4 Contato entre dois solidos deformaveis

Imagine-se dois corpos ocupando os dominios ° e 0 em suas configuracdes inde-
formadas com ° e ° disjuntos, abertos, limitados e simplesmente conexos com
contornos regulares T'* e I'°. Nos contornos sao feitas prescrigoes de forgas de su-
perficie f, e fo em I'} e F‘}, forcas de volume g, e g, e deslocamentos em T'® e T?,
respectivamente, além de um possivel contorno de contato I'* e I, definido para
cada corpo.

Analogamente aos casos anteriores tem-se:

Nl =T NI =T;NT5=0

para s = a, b.

X1

Fig. 2.4

No caso bidimensional, pode-se definir a geometria da regiao do contato através

de duas fungdes:
T =¢a(z1) ,  (zi,@) €T
T2 = dp(z) ) (z1,29) € FZ

A condig¢do de nio interpenetracio entre os sélidos pode ser escrita de maneira

aproximada como [1]:
Uap < B (2.47)
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onde:

b b
Uy, = u;ng + un,

{tb - ¢an2 + ¢bn2

Admitindo-se a existéncia do atrito de Coulomb, pode-se escrever o seguinte

problema de valor de contorno:

dive*{v*) +¢°=0 em Q°
o’ (wln’ = f*  em T%

u® =10 em [7
(u;b - ab) ( ) =0 ]
se ug — ¢, <0 entao:
o) = 0
% (tf ) =0 em I',
se u; = 0 entao:
of(u®) < 0
se [log(u®)|| < pllon(w®)|| entdo: uy =0
se ||of(uw®)| = plloz(v®)|] entio: dIAZ0:u] = —Aoy |

s=a,b e também:

op(u’) = o*(u’)n’ - n’

T _ .4 b
Uy = Uy T U

o = o7(u®) = o} (u’)

(2.48)
(2.49)
(2.50)

(2.51 — 56)

O conjunto dos deslocamentos cinematicamente admissiveis (v°,v%), pode ser

escrito como [1]:

K={"v")e(VoxV):v°=0 em T e o},—¢,<0 em r.}

com V® e V? espacos de funcdes suficientemnente regulares em Q° e Q°, respectiva-

mente.

Denotando por (u*,4") a solucio do problema e repetindo procedimentos usados

anteriormente, chega-se a:



Z/ (v —w)d= 3 [ g (o' —u)dR+

s=a,b s=a,b
+Zf £ —u dr+] s (v — ) dl V(o°,0") € K (2.57)
s=a,b ¢ s=a,b

onde, usou-se:
> [od=[ 0
s=a,b S ¢ s=a,b

Levando-se em conta que as condigdes de atrito podem ser escritas na formas:

or- (v —ug) F ploal(lvf| - jui]) 20 em T, (2.58)
e também que :
Tulug — $up) =0 em T (2.59)
onlvy, — @) >0 em T, (2.60)
onde:
op = a®(u®) = ol (ub) (2.61)

a equacdo (2.57) se escreve:

Z/, v—u)dQEZ/ v—udQ-{-Z]fsv_u

s=q,b s=a,b s=ab

= [ elonl(lerl - A Vet ) e K

[}
e, como anteriormente, a inequagao variacional que governa o problema pode apre-

sentar-se como:
u = (u“,ub) €K
a(u,v—u) + j(u,v) — jlu,u) > (v —u) Vo= (v"0") €K (2.62)

onde:

a(u,lv) = 3. / o*{u®) - e(v*) dQ

s=a,b Qe

i) = [ aloalrldr

i(v) = U 7 vdﬂ+/ 3 vdl“]

s=a,b
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De forma analoga ao ja discutido em seg¢Ges anteriores pode-se mostrar a equi-

valéncia entre o problema de valor de contorno (2.48-56) e a inequagéo (2.62).

2.5 Um procedimento iterativo para o contato
com atrito

Descreve-se aqui um procedimento iterativo introduzido por Panagiotopoulos [21]
para resolugdo do problema de contato com atrito. O procedimento apresenta em
sua esséncia uma sequéncia de problemas anteriormente formulados, chamados sub-

problemas P1 e P2. Eles se definem como:

e Pl : O problema sem atrito com carregamento adicional de forgas prescritas
contidas no plano tangente em cada ponto do contorno T, onde pode vir a

ocorrer confato;

e P2 : O problema de Duvaut-Lions correspondente ao atrito de Coulomb no
contorno I'; onde supde-se conhecida uma distribuicao de forgas normais com-

pressivas.

A Fig. 2.5 (a) e (b), representa os dois sub-problemas.

'y | L'e

T

on = pFN

Problema P1 Problema P2
(a) (b)

Fig.2.5
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Esse processo iterativo cria uma sequéncia de sub-problemas P1,P2,
P1,P2,..., controlada por um critério de convergéncia, que pode ser definida pelo

seguinte algoritmo:

1. Resolver o problema de contato sem atrito P1, com uma dada distribuigao de

forcas tangenciais em I',. Calcular as tensoes normais desenvolvidas em T,

2. Resolver o problema de Duvaut-Lions, P2, com as tensoes normais obtidas
em (1) aplicadas como for¢as externas em I',. Calcular as tensdes tangenciais

desenvolvidas em T';

3. Verificar a convergéncia do processo. Se nao atendida voltar ao passo (1).

Através da introdug¢ao do funcional

(1) :]F F,-vdl

sendo F; uma dada distribuicio de forgas tangenciais em I';, pode-se representar o

algoritmo anterior por:
1. Dado ?f_l calcule ©* solucio de P1
uk € K
a(uk,v — uk) > (v~ uk) + l?k—l(?) — uk) Vv e K
2. Calcule Fﬁ = o,.(u*) e g = plo, (u¥)]
3. Calcule u* solugdo de P2
u eV
alu’, v —u”) 4+ Jg(v) — 1o(u”) 2 v — ") + lx (v —w”) Vo eV
4. Caleule Fr = oy(u*)
. s T o |
5. Verifique se o critério de convergéndia ||[F, — F, || <ee |[F, = F, || <e,

foi satisfeito. Se ndo: k — & 4 1 e volte ao passo 1.
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Capitulo 3

Algoritmos de Solucao

3.1 Introducao

Os problemas formulados a dimensdo infinita, apresentados no capitulo ante-
rior, constituem-se basicamente na resolu¢io de uma inequagdo variacional, mi-
nimizagao de um funcional ou busca de um ponto de sela. Neste capitulo serdo
apresentados algoritmos numéricos para obtengao de solugoes aproximadas em um
espago a dimensio finita.

Os problemas de contato serao resolvidos através de uma sequéncia de sub-
problemas P1, P2, P1, P2... por meio de um procedimento iterativo, como descrito
anteriormente. O problema P1 corresponde ao problema sem atrito e o problema
P2 corresponde ao problema de Duvaut-Lions caracterizado pela introducao de
forcas normais e consideragio de atrito do tipo Coulomb em toda extensio da
regido passivel de contato. A essa situagao estdo relacionadas restricbes na forma
de um sistema, de inequactes lineares. Durante a obtencio da solucio serd utilizado
o algoritmo de Gauss-Seidel com relaxagao e projegao (GSRP) com um critério
de convergéncia associado. Os passos de resolugdo do algoritmo encontram-se

detalhados no apéndice A2.
E v4lido lembrar que nessa etapa podem ser utilizados, também, algoritmos
com terminagao finita, como o de Lemke [1], que determina o elemento minimizante

apds um numero finito de iteragoes.
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3.2 Aproximacgoes via elementos finitos

Através da formulacao cldssica dos elementos finitos sio apresentadas nessa secao
algoritmos para obtencdo de solucbes aproximadas para o problema de contato en-
tre um solido e uma superficie rigida e o problema de contato entre dois sélidos
deformaveis.

Serao introduzidas funcgdes de interpolagdo globais, construidas a partir de in-
terpolantes locais (elementos finitos), denotadas por ¢%(z) que geram o espaco de

aproximacao:
vh= {v" ot =) fidl(z), BiER, z¢ Q’*}
=1
3.2.1 Contato entre um solido deformavel e uma superficie
rigida

No caso do problema de Signorini a forma bilinear simétrica a(-,-} e o funcional

linear {(-) se aproximam por:

ap(u,v) = /ﬂh De(u) - e(v)dl’
zfrhf.verr/mb-vdn

onde D) representa o tensor elasticidade para os materiais lineares homogéneos e
isotrépicos em regime das pequenas deformacoes e deslocamentos.

As expressbes anteriores podem ser avaliadas em V" por:

hu v)—zzau@}/ ¢)‘5(¢?)dﬂ

i=1 j=1

vh)=§ﬂj [[Fhf-¢?dr+/(zhb-¢?dﬂ]

sendo

Ks‘j—] De(g}) - e(41)dQ
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o elemento genérico da matriz de rigidez do problema e
— h h
_L?f-¢jdr+/glhb-¢jdﬂ

o vetor de forgas nodais equivalentes.

A solugao aproximada corresponde ao elemento minimizante do funcional:

i > BiBiK ;- Zn: Bi fi
t=13--1 =1

MI)—I

no conjunto de deslocamentos cinematicamente admissiveis, que garante a condi¢io

de nao interpenetragdo entre o corpo e a supertficie rigida em m pontos z; € T,:

K" = {vh ot = iﬁ@? com fﬁ@?(xk) nf(zy) - sMap) €0, k=1,2, m}
=1 i=1
(3.1)

Os pardmetros f3; ficam entao submetidos a restrigdes lineares do tipo:
> AwBi < by k=1,2,..,n (3.2)

Outra alternativa (1], seria encontrar a solugio através da busca do ponto de sela

u®, A*) do Lagrangeano com a restri¢io de nao-negatividade sobre p:
grang g p

%/QDE(U).E(U)dQ—/Qb-'udﬂ—~/rff-vdI‘—l—/Fcp(U-n—s)dI‘

Definindo uma aproximagio independente para o multiplicador p
m
phert = {ph 1" =3 yidl(z) com >0, yER, z¢€ FC}
i=1

o Lagrangeano se aproxima em V* x T'* por

Lh'

= 13y BBk - Zﬁ;fﬁrZanﬁ.Mu Sus (33)

=1 j=1 i=1j=1

I.\le—'

sendo:

Mi; = /Fh(qb?'nh

s = jrh ;5T
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3.2.2 Contato entre dois sdlidos deformaveis

Neste caso, a energia potencial total do sitema:

SRS ST RPEPE

l\DIH

deve ser minimizada em:

K" = {(v:, v)rvk =3 B¢;, s=a,b, com Y [Zﬁmf;—bz
i=1

s=a,b Li=]

gok&@

k=1,2,...,m

onde:
Aje = 6i(zk) - n°(31) e b = ¢o(ai)ni(al)
E se a solugdo do problema pertence a esse campo de deslocamentos cinemati-

camente admissiveis, ¢ satisfeita, a condi¢do de nio interpenetragio entre os corpos,

Jé apresentada no capitulo anterior, ou seja:

> (W) n(a) — dolatdng(ei)] < O

s=a,b
zpell, k=1,2,...,m

Outra alternativa, como no problema de Signorini, seria a busca do ponto de sela

bbb
[(af, 03, ..., 0%, af, b, ...,a2,), (11,72, -, Tm )] do Lagrangeano que se escreve:

Lalfva,v), "] = 30 w0} + 20 D wuBiMG - vidl (3.5)
s=a,b s=a,bt=1 j=1 i=1

onde:

My = [ (@ m e dy= [ 5 snty,dr (3.6)

€ s=a,b

3.3 Algoritmos Numéricos

3.3.1 Contato entre um sé6lido deformadvel e uma superficie
rigida

Nessa secao sera detalhado o algoritmo de solucao do problema de contato entre

um solido deformavel e uma superficie rigida, j4 inicialmente comentado na secio
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2.2, que utiliza um procedimento iterativo em uma sequéncia de sub-problemas
P1,P2,P1,P2,....

O algoritmo tem, em sua esséncia, os seguintes passos de resolucao:

1. Dado Ff_l calcular u* solugio de

L. 1
1)1€nf EG(U’U) —{(v) — l?f_l (v)

2. Calcular F = oa(uf) e g = plon(u*)]

3. Calcular u* solugao de

1
inf 5a(v,v) + jy(v) = U(v) - L (v)

4. Calcular F? = oy(u”)
5. Verificagao de convergéncia. Se nao atendida k « &k + 1 e voltar ao passo 1.

Pode-se mostrar que a primeira etapa é equivalente a busca do ponto de sela;

inf sup ;a(v v) = I(v) -I-f (v-n-—s)dl (3.7)

vEV 3, >0

e a segunda (Problema de Duvaut-Lions) é equivalente a

1
;g‘f/ fili 2a(v v) — l(v) — i('b) + -/Fc At - v dl (3.8)
sendo:
3
A= {)\— Al,/\g,)\g Z,\? <g2 , T C Fc} (39)
=1

Nesse ponto, podem ser introduzidas fungdes de interpolacio em uma notacio
matricial, via M.E.F., para um campo de deslocamentos v ¢ multiplicadores A, e ),,

ou seja:

v = ¢g (3.10)
An = Up (3.11)
Ay = ot (3.12)



onde:

¢  -—  matriz com as fungdes de interpolacio para v
(0 — matriz linha com as fungoes de interpolacao para A, e A,.
Os multiplicadores de Lagrange introduzidos A, e A, estio associados as tensdes

normal e tangencial, respectivamente, devidas ao atrito em T',.

Assim, os problemas (3.7) e (3.8) sao aproximados por:

1
minmax —¢Kq—¢'f — ¢ fF1 +¢Mp+¥tp (3.13)
g A0 2
€
: 1 ¢ ’ t ok 1
minmax oq'Kq —¢'f — ' f; + ¢ At (3.14)

onde K é a matriz de rigidez do problema, f,f, e f; sdo as cargas nodais equivalentes
as acOes externas, reagdes normais e forcas tangenciais devidas a presenca de atrito
na regiao de contato, respectivamente, onde ' denota transposicio e as matrizes M

e A e o vetor b sdo definidos por:

M=, & [Zj b dl (3.15)
A= ¢ [Z]WP (3.16)
b:/F? #'s dT (3.17)

Como a minimizagdo na varidvel ¢ é irrestrita, pode-se elimina-la fazendo uso
das condigdes de estacionaridade e assumindo a matriz de rigidez K como positiva-

definida. Tem-se, entio:

Kg—(f+ )+ Mp=0 (3.18)

Kg— (f+Ff)+At=0 (3.19)
As seguintes expressdes serdo obtidas combinando-se (3.18) com (3.13) e (3.19)

com (3.14) :

.1, _
min 5p'Pp ~ p'di™! (3.20)

26



. 1 7 ! gk
gl?é% §t It —1tdy (3.21)
onde:
P=MK'M
T=AK'A

df—l — M!k—l (f + ftk_l _ b)

ds = AR (f+ )

Observa-se que os multiplicadores de Lagrange A, e A, podem interpolados
através de func¢des seccionalmente constantes ao longo dos lados dos elementos em
rh,

Uma outra alternativa seria considerar multiplicadores de Lagrange concentrados
nos pontos nodais ao longo de I'*, conservando-se a mesma forma para M, A e b
contanto que a matriz de interpolacdo ' contenha deltas de Dirac associados aos
nés pertencentes a ',

Além disso, o trabalho virtual de deformagio para um dado deslocamento v = ¢g
em I'? é o mesmo tanto para as cargas nodais equivalentes f¥1e fF quanto para os
multiplicadores A5~! e A, estabelecendo-se, assim, uma relacao entre os MesInos, e

€scCreve-se:

N7 = [ A tvdr =g [ ¢ [ ]garp
T, Te N,
i :/ Ao, dl = q'/ ¢ [tl] Ydl't*
T. I
Com auxilio de (3.15) e (3.16) tem-se que:
fEt= My e ff = Al

Em resumo, o problema de contato entre um sélido deformével e uma superficie

rigida com atrito de Coulomb fica definido por:
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1. Dados os multiplicadores *~!, encontrar p* solucio de

1 ! ! 1k—1
min op'Pp —p d;
sendo  d¥' = M'K'f — b4+ MK AtF-!
2. Encontrar os multiplicadores ¢* solucio de
: 1 ! s gk
min =Tt —t'dk
—gr<i<gt
sendo df=AK'f+AK 'Mpt e g* = pup"

3. Verificar critério de convergéncia para p e t. Se nao atendida £k — k+ 1 e

volta-se ao passo 1.

E interessante ressaltar que o algoritmo GSRP utilizado na solugio dos proble-
mas de minimiza¢do acima admite como vetor de partida para o calculo dos mul-
tiplicadores p* e t* os vetores obtidos na iteragdo anterior, ou seja, p*~! e tF~1

facilitando a convergéncia do processo [1].

3.3.2 Contato entre dois sélidos deformaveis

Identicamente a se¢ao anterior é apresentado um algoritmo numérico para um prob-
lema de minimizacio de um funcional. Utiliza-se o mesmo procedimento iterativo
adotado para obtengao das solugdes dos problemas estudados nesse trabalho.

O algoritmo se escreve:

1. Dado Fi~ " encontrar u* = (ug,u) € IK solugio de

inf ‘%a(v, v) — {(v) - lff_](v) (3.22)

ve
2. Calcular F: =ol(u})=cl(d)eg= ,uFfL
3. Calcular u* = (u?,u!) solugio de

| .
vlenﬁf{ 70(v,0) + 75(v) = {(v) — s (v) (3.23)
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4. Calcular F = o?(u®) = af(ul)

5. Verificar o critério de convergéncia. Se nao foi atendida, entdio k¥ — k+ 1 e

voltar ao passo 1.

A primeira etapa, equivalente ao problema (3.22), é o problema sem atrito. O

procedimento se inicia pela introducio do seguinte Lagrangeano:

L [(v“,vb) ,pn] = +f pn (v dP""I—k 1(v)

s:ab

onde 7°(v*) representa a energia potencial total:
ng Y dgt — /b wdl — [ f.vedl
ry

Utilizando-se tamhém interpolagées do tipo:

VY = $sqs, S=a,b (3.24)
e = dp (3.25)
Ao o= ot (3.26)

obtém-se o Lagrangeano em sua forma discreta:

1, )
Ly =(g.p)= ¢ Kusqg— ¢ fur + ¢ Mup — d'yp — ¢ f51

2
sendo:
Ga K, 0 fa
= B Ka. = [ ] 3 ab — [ :l
q [qJ b 0 K, fas 5
d, M,
dap = [de e M, = [MJ
e ainda:

M, = / [ ]wr , dszjrhgb'qﬁsn;dl“, s=a,b

sendo K, e K as matrizes de rigidez dos s6lidos a e b, repectivamente, f, e f; sio

os vetores de cargas nodais equivalentes as acdes externas atuantes nos dois sélidos
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e ff7! o vetor de cargas nodais equivalentes as forcas tangenciais ao longo de rt,

obtidas na iteragao anterior.
Como no problema de Signorini, a minimizacao na variavel ¢ é irrestrita. Uti-
lizando as condigoes de estacionaridade e supondo as matrizes K, e K; positivas

definidas, tem-se:

1 / ! k—1
min op Pp—p'd;
sendo:

P=[M M) [I{a‘l Ol [Ma]

0 K;! My

K' 0

gm0

l {fab'l'ftkul}_dab

A segunda etapa, referente a expressdo (3.23), se inicia pela introducgio do La-

grangeano:

Ly [(va,vb) ,Pt] = = (v)+ jl:c proy dl' — I?f.(v)

s=a,b

e, com as mesmas fungdes de interpolagéo definidas em (3.24, 25 e 26), obtém-se o

Lagrangeano em sua forma discretas:

! : :
L3[9,9) = 50'Kag = 41 + 4 Aut —d'f;

A t
A= || A,:/ U ap —a,b
b [Ab] rg¢s{t§}¢ » $T 4

definindo-se f¥ como sendo o vetor de forcas nodais equivalentes as forgas normais

sendo:

em I', obtidas na iteragdo anterior.
E, novamente, eliminando-se a varidvel ¢ através das condicdes de estacionari-

dade, tem-se:

.1

min

! 4t gk
—g<i<y tht td;
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onde:

, STEZD 0 4.
T'=4 "][ 0 K;l] [Ab]

. [ES 0
d = [4, ,,1[ ; Kb_l] {F+1}

Em resumo, o procedimento iterativo para solu¢ao do problema de contato entre

dois sdlidos com atrito de Coulomb se escreve:

tk_l

1. Dado o multiplicador encontrar p* solucao de

: 1 / ! gk—1
min o p Pp—pd;
com di™t = MUKZ! (fas + Aat*™) — duy
2. Encontrar o multiplicador #* solugio de

1
_min__ —t'Tt—t'df
-g*<tZgK

com dg - A;b‘[{a-bl (fab + Mabpk) € ?k = p’pk

3. Verificar critério de convergéncia. Se atendida encerra-se o processo. Senao:

k «— k + 1 e voltar ao passo 1.
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Capitulo 4

Estimativa de erro e refinamento
adaptativo

4.1 Introducao

Em problemas resolvidos através de solugdes numéricas aproximadas, o erro é,
uma. caracteristica inerente ao procedimento. O erro é a soma de varias parcelas
que podem ser, por exemplo, aquelas provenientes das simplificacdes do modelo
matematico, erros de truncamento em processos iterativos, na precisao da maquina
e em alguns casos na discretizagdo do dominio em anélise.

Devido a ocorréncia do erro séo criadas estimativas para avalid-lo. Em uma
malha de elementos finitos, um dos objetivos das estimativas é procurar uma
indicagdo local, em cada elemento, e global, em todo o dominio, da ocorréncia
do erro. Em fungio dessa indicagao consegue-se visualizar em quais regides a
discretizagdo ndo € a adequada.

Apds essa informacdo utiliza-se uma estratégia de refinamento para tornar
essa discretizagdo mais préxima da adequada. Procura-se uma malha étima. Uma
forma de avaliar esse refinamento se faz pelo controle do erro global estimado, em
comparag¢ao com limites requeridos, e, localmente, através de uma boa distribuicio
do erro, ou seja, deseja-se que o erro esteja distribuido pelos elementos da forma
mais uniforme possivel.

No desenvolvimento desse trabalho, serd utilizada uma estimativa de erro
posterior: proposta por Zienkiewicz e Zhu [5], [6],[7], [8] e [9], amplamente difun-

dida na literatura.
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4.2 Estimativa de erro em problemas de elasti-
cidade plana |

Seja um problema de elasticidade linear plana representado por suas equacdes de

equilibrio e condig¢des de contorno:
dive(u) +b=0 em Q
on=f em Iy
u=0 em I,

onde u representa o campo de deslocamentos admissiveis e ¢ as deformagées que

podemn ser expressas por:

€= Bu

sendo B o operador deformacao.

As tensdes podem ser obtidas por:

c=DBu

onde D é a matriz de elasticidade.
Solugdes aproximadas obtidas através do método dos elementos finitos podem

ser representadas por:
uy = Z N,"U.l' (41)
=1

onde N; sdo as fungdes de interpolacao utilizadas correntemente pelo M.E.F. e u;
sao as incognitas do problema a resolver.
O erro € dado pela diferenca existente entre a solugio exata e a solucio aproxi-

mada de um certo problema:

e=u—uy (4.2)

ou, no caso das tensdes:

€ =0 — O (4.3)
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onde u, e o), representam os deslocamentos e tensdes, respectivamente, obtidos por
um método aproximado.
Na verdade, grande parte dos problemas nao apresentam solugao analitica exata,

fazendo com que se aproxima a expressio (4.2) por:

e” R Uy — up (4.4)

ou ainda, no caso das tensdes:

ey & o) — oy (4.5)

onde o, e uj, sdo campos de tensdes e deslocamentos, respectivamente, obtidos por
um processo de suavbizacao. As solugGes obtidas para as tensoes, formam, em geral,
um campo descontinuo.

No intuito de se obter uma solugio mais proxima da exata procede-se a uma
suavizagio desse campo descontinuo de tensbes. A suavizagao segundo [5], [6] e [7],

pode ser obtida por diferentes processos. Destacam-se aqui, dois:

1. O campo de tensdes suavizadas pode ser encontrado por projecao fazendo-se:
oy = Noj, (4.6)

onde N s3o as fungdes de interpolagio continuas, da mesma ordem das funcdes

do M.E.F. . Requerendo-se, ainda, que:
| /QNT(U;; — o) =0 (4.7)

e substituindo (4.6) em (4.7), vem:

/ﬂ NT(N7, — 04) dOY = /Q (NTN7, — NT04)d = 0 (4.8)
e
—_— -1 T
7= A fn NT oy d0) (4.9)
onde:
_ T
A= /Q NTNdR
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¢ uma matriz quadrada simétrica. Para utilizagio desse processo de projecao
sugere-se que a matriz A seja diagonalizada para redugao do custo computa-

cional na resolugao do sistema de equagoes (4.9).

2. Um outro critério seria o da obtencao das tensdes suavizadas por média dos

valores nodais dos elementos concorrentes em cada nd.

O processo adotado nesse texto sera o segundo, que oferece resultados satis-
fatorios e que nao degrada procedimentos posteriores [5], [6] e [7].

Na norma da energia, o erro pode se escrito por:

le]l = [ [ (o= a" Do - a,,)dn] : (4.10)

e € aproximado por:
1

e = [ /Q (07 —02)T D"\ — ah)dﬂ} : (4.11)

onde T significa transposigio.

Outras normas, como aquelas obtidas em L, podem também ser escritas:

1
2

leull, = | [ (w = ) (u = wa)is] (4.12)

leolzs = | [ (o= n(o - ah)dn]% (4.13)

Procedendo-se a uma avaliagao local do erro em cada elemento ||e*]];, o erro

global & dado pela simples soma dessas parcelas locais:
) = 2
Nl = 2 Ml ; (4.14)
i=1

4.3 Refinamento tipo h

Apds a obtengdo do erro global estimado, mostrado na segio anterior e através
de critérios estabelecidos pelo usuério, analisam-se os limites de precisio requerida

para o problema. Obviamente, se os valores encontrados para o erro satisfazem esses
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limites, da-se por encerrado o processo, caso contrario, estabelece-se um critério de
refinamento.

Aplica-se aqui uma estratégia de refinamento do tipo h [7], [8], [9] e [11], que se
mostra a seguir.

O método h é caracterizado pelo refinamento da malha em regides onde existe
uma malor concentracdo de erro através da diminuicao do tamanho dos elementos.
A diminuicio dos tamanhos pode ser feita por uma subdivisao dos elementos ou
uma nova geracdo da malha. A simples subdivisio da malha pode ser executada
sem a necessidade de um gerador de malhas. A convergéncia é alcancada mais
rapidamente na existéncia de um gerador automatico capaz de receber informagdes
que contenham dados sobre os novos tamanhos de elementos {5].

Aqui, se executard uma reéeragéo da malha com a utiliza¢do do gerador au-
tomatico de malhas Aranna, [14], que dispoe de uma interface que pode ser apro-

veitada para métodos adaptativos.

4.3.1 Medidas de erro

E muito comum a determinagdo de algumas medidas que avaliam os resultados dos
estimadores € o préprio processo escolhido. A seguir apresentam-se as principais.
Define-se como percentual relativo 7 ou erro relativo na norma da cnergia a

razao:

= M x 100% (4.15)
que pode ser estimado através da expressao:

bl 100%
(Ne=ll* + flua]|?)2

7= (4.16)
Para cada iteracdo do processo adaptativo um valor para  ou 7 é analisado
através de uma simples comparagio com o limite estabelecido pelo analista. I co-
mum limitar para 7 um valor em torno de 5 % para problemas usuais em engenharia
[16]. Dessa forma, se > 7 continua-se o refinamento.
Chama-se indice de efetividade a razdo entre o erro estimado e o erro exato:

[[e”]]
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com limites razoaveis de variagdo entre 0.8 e 1.1 [5] para muitas sitnacdes praticas e
observando-se que @ deve tender para I quando o nimero de elementos tende para
infinito.

Considera-se uma boa distribui¢io de erros numa determinada malha quando
esses estdo proximos de um mesmo valor em todos os elementos. Uma maneira de

avaliar essa distribui¢io se faz pela introducio do calculo do erro médio definido

por:
& = (———-—”“’LHZ : “8'”2) 7 (4.18)
m
onde:
[ — erro meédio;
luall —  norma do deslocamento ;

m —  numero de elementos.

De posse do erro médio €, determina-se a relacio entre esse e o erro local em

cada elemento ||e;|:

& = @ (4.19)

€m

Devem ser refinados os elementos que nao satisfacam a condigio:
5-;‘ <1 (420)

Admitindo-se a seguinte taxa de couvergéncia, que nio leva em conta a presenca
de singularidades:

llefl: = ChE (4.21)

onde p representa o grau do polindmio das fungdes de aproximacio, pode-se deter-

minar uma expressao que calcule o novo tamanho do elemento:

h=¢ %h,- (4.22)

sendo h; o tamanho antigo do elemento.
Em regides préximas as singularidades, com uma nova taxa de convergéncia, os

tamanhos dos elementos podem ser obtidos por:

h=€ %k (4.23)



Geralmente, valores usuais para A, se encontram no intervalo 0.5 < A < 1l e
segundo sugestdo de [17], pode-se adotar A = 0.5 com obtengao de resultados satis-
fatorios e sem grande custo computacional.

Para uma sequéncia de malhas obtidas por uma estratégia de refinamento, o erro

pode ser limitado por:
le]] < CNTEmREA) (4.24)

onde C é uma constante positiva, N é o nimero de elementos, p é a ordem do
polinémio das fungdes de interpolacao e A representa o peso das singularidades. O
expoente de N, pode também ser definido como razao assintdtica de convergéncia
ligado a solucdo exata e a malha de elementos finitos.

A expressao (4.24), pode ser aproximada por:
llell < ChmmEA (4.25)
e com um valor para A sempre menor do que 1, chega-se a:

lel <CN"2 =~ T (4.26)

4.4 Técnicas adaptativas

As estimativas de erro fornecem o erro em cada elemento, o erro global em todo o
dominio e a indicagao da necessidade ou nao de refinamento em cada elemento.

Basta, entdo, através dessas informagdes, estabelecer uma estratégia de refi-
namento e um critério de parada para o processo adaptativo. Mas, nesse ponto,
depara-se com varias dificuldades e uma delas seria: de posse dessas informacdes,
qual seria a melhor forma de se executar esse refinamento?

Para essa questao, existem hoje duas linhas bésicas de tratamento: a primeira se
refere a uma simples subdivisao de elementos que precisam ser refinados e a segunda,
a geragao de uma nova malha através de geradores automaticos capazes de receber
informagdes do refinamento proposto.

Varias técnicas de refinamento tipo h apoiadas em critérios de subdivisio sao
encontradas na literatura e a seguir comenta-se sobre algumas delas. Discuie-se
em [18} padroes de subdivisio de elementos quadrilaterais e triangulares com opgao

de suavizagao da malha. Em [19] sugere-se um critério de subdivisio de elementos
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quadrilaterais e um processo adaptativo com convergéncia controlada por um nivel
maximo de refinamento e um custo computacional pré-estabelecido. Além desses
trabalhos, encontram-se algumas variagoes dessas idéias basicas. Pode-se encontrar
em {20}, por exemplo, uma estratégia baseada na subdivisao do dominio em regides
e ndo a subdivisao de elementos. Essas regides contém elementos triangulares com
tamanhos proximos de umn mesmo valor e calculados pela indicagao da estimativa.

Quando se dispde de um gerador automatico capaz de receber informagdes sobre
a indicagao do refinamento é conveniente a sua utilizagio dentro do processo adap-
tativo e a convergéncia para limites requeridos deve ser alcancada mais rapidamente
(5]-

Em funcio da disponibilidade do gerador automatico de malhas Arawma[l4] e
[15], que dispbe de uma interface conveniente para estratégias adaptativas, decidiu-
se nesse trabalho pelo desenvolvimento de um refinamento tipo h com utilizagio
desse gerador.

A utilizagdo do gerador automético AraNmafoi muito conveniente nessa etapa.
Por intermédio dele, gera-se elementos com tamanhos calculados por interpolacio a
partir de fungdes seccionalmente lineares que controlam os tamanhos dos elementos
em uma determinada regido (tamanho médio do elemento). Nota-se que essa carac-
teristica ¢ uma vantagem para procedimentos adaptatives, principalmente do tipo
h. Isto porque, se se dispde de indica¢es locais de tamanhos dos elementos, essas
podem, facilmente, serem informadas a esse gerador.

Partindo-se dessa vantagem oferecida, criou-se uma interface entre os resultados
obtidos na estimativa de erro e a nova geragao.

B importante ressaltar um das caracteristicas principais do gerador. A malha
de elementos finitos triangulares ou quadraticos é sempre gerada a partir de uma
malha de parametros que é uma simples malha de elementos finitos triangulares
lineares. A cada ndé dessa malha estdo associadas as suas coordenadas, tamanho
médios dos elementos, fator de estiramento e angulo de estiramento. Com esses
dados define-se o tamanho e uma medida da forma que devera ter um tridngulo
em certa regiao da malha. Mais detalhes sobre o gerador automatico Aranmase
encontram no Apéndice 2. Basta, entdo, informar a essa malha de parametros qual

a distribuicdo dos tamanhos dos elementos que se deseja ao longo do dominio.
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Observa-se que o tamanho médio de elemento é fornecido a partir de cada né6 da
malha [14] e [15]. Em funcao dessa caracteristica houve a necessidade de se determi-
nar umn valor que representasse a distribui¢do dos tamanhos indicada pela estimativa,
também a partir de cada no. Assim, imaginou-se fazer com que a primeira malha de
elementos finitos gerada pelo Aranua fosse a malha de parametros para a préxima
geracao e asslin sucessivamente.

Resultados da estimativa de erro podem indicar uma subdivisdo como mostra
a Fig. 4.1. Torna-se complexa. a insercao desses tamanhos em uma nova malha.
Decidiu-se, entdo, calcular a média desses tamanhos e fornecer esse valor para a
malha de parametros da proxima geragao. Com isso, o trecho apresentado na Fig.
4.1, provavelmente, tera o aspecto mostrado na Fig. 4.2. A opgao de se calcular
uma média para os novos tamanhos dos elementos pode ser justificada por uma
outra caracteristica do gerador. Caso se queira, a matha gerada pelo Arannapode
apresentar uma suavizagao (regularizagdo) em todo o dominio, fazendo com que
os elementos concorrentes em um determinado né tenham tamanhos préximos de
um mesmo valor. E feita uma regularizacdo Laplaciana que tenta situar o né no
centro de gravidadde do poligono formado pelos elementos concorrentes nesse né.
Consequentemente, é de se esperar que, se a malha é regular em todo dominio, os
novos tamanhos dos elementos calculados devam, também, estar préximos de um

mesto valor.

N \/ malha original

subdivisao indicada

Fig. 4.1
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A média nodal dos novos tamanhos pode ser escrita:

RV R AN+ RNy

R o = {4.27)
médio MmN
sendo:
RY  —  novo tamanho do i-ésimo elemento concorrente no né N;
hgédio ——  média dos novos tamanhos de elementos concorrentes no né N;
my — numero de elementos concorrentes no né N.

N/

Fig. 4.2

As vantagens desse procedimento também se identificam com um possivel desre-
finamento pois se existe em um determinado né uma média de tamanhos novos supe-
rior a média de tamanhos antigos, automaticamente serdo amplificados os tarnanhos
préoximos a esse no.

Pode-se definir uma variavel, que é controlada pelo usuario, identificada como
fator de amplificagdo maxima ou ampmaz. Esse fator foi criado para estabelecer um
critério de amortecimento visando o controle do tamanho méaximo do elemento a ser
gerado em uma regiao que deve ser desrefinada. Isto porque, pode-se atingir um
valor de tamanho de elemento superior a uma dimensio do dominio o que provocara
uma falha na geragéao. O fator de amplificagio méxima dependers de cada problema
e das malhas geradas para a solugao. A sua escolha deve ser criteriosa e o seu valor

pode ser alterado durante a sequéncia de malhas do processo adaptativo de um dado
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problema.
Um algoritmo global pode ser estabelecido para os procedimentos bésicos de

estimativa de erro e adaptatividade considerando-se o critério anteriormente apre-

sentado:
1. construir malha de parametros;
2. gerar malha de elementos finitos;
3. obter solugao do problema de contato:

(a) estimativa de erro;

b) calculo dos novos tamanhos dos elementos;
(c) calculo da média nodal dos novos tamanhos dos elementos;
)

(d) célculo do erro global.
se o erro global for menor que o desejado entdo encerrar o processo, se nio:

4. geragao de nova malha de parametros para o gerador automatico e voltar ao

passo 2;
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Capitulo 5

Resultados Numeéricos

Neste capitulo serao apresentados os resultados numéricos obtidos pela formulagao
anteriormente desenvolvida. Na analise de alguns exemplos foram utilizados micro-
computadores da linha IBM-PC com processadores, 80286, 80336 e 80486 e para
problemas de maior porte, foram utilizadas estagdes de trabalho Sun Sparcstation
+1, sendo equipamentos disponiveis no LNCC/CNPq e parte deles na U.F.J.F..
As malhas de elementos finitos foram geradas pelo gerador automético ARA-

NHAe sdo constituidas por elementos triangulares lineares.

5.1 Exemplo 1

O primeiro exemplo corresponde a um semi-cilindro circular longo de raio R = 8
apoiado sobre uma superficie horizontal rigida. Na face superior do cilindro atua
uma carga vertical uniforme de intensidade ¢ = 3.73, com efeito de compressio
sobre o mesmo, como mostra a Fig. 5.1. O semi-cilindro é constituido por material
isotropico homogéneo com médulo de Young E = 1000 e coeficiente de Poisson
v = 0.3. Adota-se para o problema um estado plano de deformagdes e despreza-se
o atrito. Faz-se uso da simetria do sélido para obtencio das malhas de elementos
finitos. Adotou-se a metade do arco de circunferéncia para o contorno de contato
L.

Nas figuras 5.2, 5.3 e 5.5 encontra-se uma sequéncia de malhas referentes ao
refinamento adaptativo para este exemplo. Nas figuras 5.4 e 5.6 estdo detalhes am-
pliados {zoom) das regides préximas ao contato correspondentes, respectivamente

a segunda e terceira malhas.

43



q=3.75

Fig. 5.1 - Exemplo 1

As caracteristicas referentes a estimativa de erro sdo apresentadas na Tabela
5.1 que inclui, também, o nimero de graus de liberdade unilaterais nglu gerados
na regiao passivel de contato I';, bem como o ndmero de nds que entraram em
contato nnc. Ainda, nessa tabela, encontra-se o niimero de iteracdes necesséarias
para verificagdo do critério de convergénica para solugio do problema de contato.
No procedimento adaptativo foi requerida uma taxa de erro da ordem de 5%.

Neste exemplo particular, a distribui¢do das tensdes normais dada pela teoria
de Hertz [1], constitui uma boa aproximagio para a solucio exata e é entdo feita
uma comparagao com os resultados obtidos na sequéncia de malhas como mostra
a Figura 5.7 . A obtengdo das tensdes nos nds que entraram em contato com a
superficie rigida se faz por média das tensdes dos elementos concorrentes em cada
no.

No grafico da Fig. 5.8 de log(n) x log# é avaliada a convergéncia do processo
adaptativo para esse caso.

Durante a resolugédo do problema de contato utilizou-se no processo iterativo
(GSRP), um valor de w = 1.8. O fator de amplificacio maxima teve o seu limite
fixado em 4.0 devido a néo capacidade de geracio de uma nova malha com valores

acima desse. Esse valor foi mantido em toda a sequéncia de malhas.
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Fig. 5.3 - Malha 2.
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Fig. 5.4 - Malha 2 - Regifio ampliada préxima ao contato.
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Fig. 5.5 - Malha 3.
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Fig. 5.6 - Malha 3 - Regido ampliada préxima ao contato.
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TENSOES DE CONTATO NORMALIZADAS

o/
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—— Sol. Exata
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O Malha 2
*  Malha 3
0 1 i 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
x/R
Fig. 5.7
g
100
10
1 1 [ 1 1 1 1 11 1 1 1 1 ] ] H {1
100 1000 10000

nimero de equagdes (n)

Fig. 5.8
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malha nglu nnc n  iteragdes  ||lusl| l|le*|! (%)

1 27 8 322 206 1.800927 0.24615090 13.542
30 16 2109 363 1.808587 0.08937141 4.928
3 69 24 3187 503 1.812042 0.07001140 3.861

[xV]

Tabela 5.1 - Convergéncia do processo adaptativo.

5.2 Exemplo 2

O segundo exemplo é uma placa longa apoiada sobre fundagio rigida. A placa
tern uma espessura ¢ = 10 e um comprimento { = 80 e esta submetida a um
carregamento uniformemente distribuido em sua regido central de valor ¢ = 40000
como mostra a Fig. 5.9. Seu material é isotrépico homogéneo com médulo de
Young E = 107 ¢ coeficiente de Poisson v = 0.3. Assume-se um estado plano
de deformacdes e despreza-se o atrito. Faz-se uso da simetria da placa para a

discretizagdo em elementos finitos.

N

LI
Ie

+aag = 10

TP 77777777777 777777 77777 P77 77 Y 777 7 a7 77 i 77 77l P77 77 rr7rr s

80 a =15

Fig. 5.9 - Exemplo 2.

Para o contorno I'; escolheu-se um comprimento de 17.5 medidos a partir do
eixo de simetira da placa. Nasfiguras 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13 encontra-se a sequéncia

de malhas que acompanha o refinamento adaptativo. Nessas figuras, além das ma-
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lhas propriamente ditas, e para uma melhor visualizacio, apresentam-se detalhes
ampliados das regides com alta densidade de elementos.

Nesse exemplo foi considerada uma singularidade situada no né que recebe a
ultima parcela de carga nodal equivalente, que pode ser justificada pela diferente
ordem de grandeza das tensdes pertencentes a elementos concorrentes nesse no.
Na Fig. 5.14 esta a deformmada correspondente a quarta malha. Na tabela 5.2
mostram-se valores que representam a estimativa de erro na sequéncia de malhas
onde foi requerido um erro da ordem de 5 %. Na Fig. 5.15 encontra-se a solugéo
para o problema de contato onde sdo analisadas as tensdes de contato entre a
placa e a fundacdo rigida. Essas tensoes sao obtidas por média nodal nos nods
pertencentes ao contorno I'c. Na Fig. 5.16 encontra-se o grafico que mostra a
convergéncia do processo.

Para o segundo exemplo adotou-se w = 1.8 e o numero de iteragdes para a
verificagdo do critério de convergéncia, em cada malha, estd na Tab. 52. O
fator de amplificacdo maxima teve seu valor fixado em 1.5 o que possibilitou o
desrefinamento sem dificuldades. Esse valor foi mantido em toda a sequéncia de

malhas.

Fig. 5.10 - Malha 1.
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(b)

Fig. 5.11 - (a) Malha 2 - (b) Regido ampliada préxima ao contato.
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Fig. 5.12 - (a) Malha 3 - (b) Regido ampliada préxima ao contato.
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malha nglu nnc n  iteragdes Il ] lle*]| %)

1 13 10 112 289 95.06973 15.72620 16.320
2 9 7 975 199 97.28593 6.478742 6.645
3 20 16 812 435 155.9564 7.045469 4.513
4 22 17 933 455 155.9803 6.515711 4.174
Tabela 5.2 - Convergéncia do processo adaptativo.
n
100
10 |-
1 1 { | 1 1 I3 1 !
160 1600

numero de equagdes (n)

Fig. 5.16
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5.3 Exemplo 3

Nesse exemplo analisa-se dois corpos em contato, ambos com as mesmas dimensoes
e mesmas caracteristicas elasticas, ou seja, material homogéneo e isotrépico, médulo
de Young E = 1000, coeficiente de Poisson v = 0.3. No corpo que se encontra na
parte superior estd aplicada uma carga uniformemente distribuida de valor ¢ = 4,
como mostra a Fig 5.17. E desprezado o atrito entre os corpos, adota-se um estado
plano de tensdes com espessura igual a 1 para ambos os corpos, e faz-se uso da

simetria da pega para a discretiza¢do em elementos finitos.

e

o=t
s 3 3 ——
12.5 ' 2.5 |
T T 5
i e
i
' 5
L A LSS //{//// LSS ST ST S I cZ2nu
20
! L
T T

Fig. 5.17 - Exemplo 3

Para esse exemplo o contorno de contato I'. foi considerado como toda extensdo
horizontal de interface entre os corpos

Nas figuras 5.18, 5.19 e 5.20, encontram-se, respectivamente, as malhas obtidas
no processo adaptativo e na Fig. 5.21 estd a deformada referente a malha 3.

A respeito do procedimento iterativo para a obtencdo da solugao do problema
de contato, encontram-se na Tab. 5.3 as iteragdes para a verificacdo da con-

vergéncia em cada malha. Foi utilizado w = 1.2 para o algoritmo GSRP.
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Para a obtengdo da segunda malha utilizou-se um fator de 1.5. Nesse exem-
plo verificou-se que o erro relativo na norma da energia, calculado na terceira
iteragdo, ndo atingiu a porcentagem requerida com um fator de amplificagao igual
a 1.5, mesmo sendo menor que o obtido na iteragido anterior. Foi adotade para
a geragdo da terceira malha um fator igual a 1.0. Essa diminui¢ao no fator de
amplificagio pode ser justificada pela tentativa de se acelerar a convergéncia do
processo adaptativo, sem prejuizos na eficiéncia do mesmo.

Na Fig. 5.22 sao mostradas as tensdes normais de contato entre os corpos, na
ultima malha, obtidas por média nodal das tensdes dos elementos concorrentes em
cada no pertencente a I'.. Na tabela 5.3 estao representados os valores das normas
do erro dessa sequéncia, observando-se que foi requerida uma porcentagem de 5%
para o erro estimado. Na Fig. 5.23, esta a analise da convergéncia.

Vale lembrar que os multiplicadores de Lagrange sio os mesmos para ambos
0sS corpos, 0 que nao necessariamente deve ser satisfeito para as tensdes de con-
tato (calculadas a partir do campo de deslocamentos), desenvolvidas em cada um
isoladamente. Observa-se entretanto, a qualidade da solu¢io quando essas tensoes

sdo comparadas na Fig. 5.22.
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Fig. 5.18 - Malha 1.

60



LV AVaVAVATAVA

AVAVAVAVA
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28 —— Tn—Corpo inf.
™ -5~ Tn-Corpo sup.
-3 L L 1 L L
0 2 4 6 8 10 12

Fig. 5.22 - Tensdes normais de contato em cada corpo.

malha nglu nne n  iteragdes Il wnll el (%)
1 6 4 75 24 0.4798459 0.1191029 24.090
2 21 17 1129 126 0.5008626 0.0327921 6.533

3 30 22 2248 156 0.5016330 0.0204009 4.061

Tabela 5.3 - Convergéncia do processo adaptativo.
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Fig. 5.23

5.4 Exemplo 4

Considera-se um corpo deformavel com o formato préximo ao de uma cunha
simétrica contido por duas superficies rigidas em suas laterais, como mostra a
Fig. 5.24. O material do corpo € isotrépico e homogéneo com médulo de Young
E = 1000 e coeficiente de Poisson v» = 0.3. Para essa situacéo considerou-se um
coeficiente de atrito no valor de u = 0.25 e obteve-se a discretizacio em elementos
finitos somente em uma parte simétrica. Assume-se um estado plano de tensdes
com espessura igual a 1 para o cuntha. Na menor de suas faces paralelas foi imposto

um campo uniforme de deslocamentos na dire¢io horizontal de valor § = 0.5.
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Fig. 5.24 - Exemplo 4.

A regido passivel de entrar em contato foi tomada como sendo toda a extensao
da cunha paralela a superficie rigida.

Para essa situagao considerou-se w = 1.5 na utilizago do algoritmo GSRP
durante o procedimento iterativo. Para a geragdo da segunda malha da sequéncia
foi utilizado um fator de amplifica¢do maxima igual a 3.0. Esse valor foi adotado
para permitir essa geragio e constatou-se que em uma tentativa de se aumentar
esse limite ndo se obteve sucesso. Na Fig. 5.25 estd a primeira malha e a seguir na
Fig. 5.26 a segunda e ultima malha da sequéncia, acompanhada de uma ampliacio
da regido com alta densidade de elementos. Na tabela 5.4 encontram-se resultados
referentes as normas do erro e, na Fig. 5.28, mostra-se a convergéncia do processo
adaptativo. Observa-se que o erro relativo obtido na segunda malha, apesar de
préximo, foi um pouco superior ao limite requerido de 5%. Consequentemente,
haveria a necessidade de se continuar com o processo adaptativo para se alcancar
esse limite. Na verdade, nao foi possivel a geracio da terceira malha por um
problema apresentado pelo gerador. Optou-se por admitir como satisfatéria a
solugdo do problema obtida na segunda malha, que pode ser analisada na Fig.
9.27 . Estao representadas graficamente as tensdes normais e tangenciais em T,

consideradas como a solugao do problema de contato.
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Fig. 5.27 - TensGes normais e tangenciais no contato.

malha nglu nne n [lreal] (le*]| (%)

1 11 8 130 9.924582 3.571672 33.862
2 28 27 2385 0.378414 0.8170862 8.68

Tabela 5.4 - Convergéncia do processo adaptativo.
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Capitulo 6

Conclusoes

Foram estudados neste texto problemas de contato em elasticidade plana, com e
sem atrito, entre um solido deformével e uma superficie rigida e entre dois sélidos
deformaveis e utilizou-se um procedimento iterativo [21] para solu¢ao do problema
com atrito. Os algoritmos para resolugdo desses problemas estio amplamente
discutidos em [1].

A esses problemas foi aplicado um estimador de erro com analise “a posteriors”’
proposto por Zienkiewicz e Zhu, com divulgacao bastante difundida na literatura.
Procedeu-se ao refinamento por uma técnica adaptativa do tipo h. A geracdo das
malhas durante o processo adaptativo foi feita através de um gerador automatico.
A eficiéncia do processo foi verificada na obten¢io de resultados numéricos sa-
tisfatorios. Observou-se um processo adaptativo com convergéncia rapida, geral-
mente em poucas iteragoes, para limites de erro pré-fixados. Isso se deveu em
parte as facilidades oferecidas pelo gerador. A sua interface para desenvolvimento
de estratégias adaptativas se mostrou bastante versatil. Uma das vantagens esta
na qualidade das informacées fornecidas ao gerador e o dado mais importante é
a forma conveniente da distribui¢do de novos tamanhos de elementos ao longo da
malha.

Durante o desenvolvimento da técnica adaptativa aqui utilizada, fez-se ne-
cessario definir um parametro que controlasse o méximo tamanho dos elementos
a serem gerados. Criou-se, entdo um fator de amplificagdo méxima, estipulado
pelo usuario, que pode variar durante o processo adaptativo e cuja utilizacio deve

ser criteriosa. Essa medida limita a geracao de elementos que podem vir a ter
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tamanhos superiores a algumas dimensoes do proprio dominio o que, obviamente,
impossibilita uma nova gera¢do. Observou-se, também, que pode-se acelerar a
convergéncia do processo adaptativo, quando esse aproxima-se dos valores reque-
ridos, fazendo-se com que o fator de amplificagdo maxima seja unitario. Isto pode
ser justificado, sabendo-se que ndo mais havera desrefinamento e sim refinamento
de elementos onde for necessario. Os elementos possiveis de serem gerados sdo os
triangulares lineares e quadraticos. Em fungao dessa capacidade foi implementado
no codigo o elemento triangular linear.

Algumas linhas de trabalho devem ser prosseguidas em futuras pesquisas como

as que s€ seguern.:

e Verificou-se que em regides proximas as singularidades foram gerados ele-
mentos extrememente pequenos. Em cada iteragfo constatava-se a necessi-
dade de diminui¢do desses elementos. A presenca de singularidades é muito
incoveniente, pois tendem a direcionar o refinamento para as regides onde
estdo localizadas, prejudicando a obten¢io de uma melhor solugio em ou-
tras regides da malha. Uma forma de contornar esse problema seria limitar
os tamanhos minimos de elementos a serem gerados [29] e [30]. Assim, os
elementos com tamanhos iguais ou menores que o minimo devem ser expur-
gados do calculo do erro global, encerrando a coniribuigiao das parcelas de

erro dos elementos préximos as singularidades.

¢ A implementagio de um elemento mais refinado, como o triangular quadratico

deve ser estudada visando uma convergéncia mais rapida.

o Por fim, técnicas mistas de refinamento devem ser testadas, em especial, as
combinagbes h-p e r-h. Pode-se aplicar, por exemplo, nas iteracdes iniciais a

técnica b e em seguida a teénica p.
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Apéndice 1

Algoritmo de Gauss-Seidel com relaxagao
e projecao

Eo algoritmo usado para a resolugao de problemas de programacao quadratica

com restrigoes da forma a < u < b, ou seja,

1
min —u'Ku —u'f

e<u<h 2
e consiste em:
1. Inicializacéo
(a) escolhauw® € K : "a<u’<b

(b} escolha w € (0,2)
2. Iteracao

Repita para £ =0,1,2...

para: =1,2,...,n faga:

1 i-1 n
i = g {h- B - 5wt
11 j=1

j=t+1

ubtl = P, [(1 —w)uf +wu:-‘]
até que

”uk+1 _ ukH S €
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Com as seguintes definicoes:

e P,[a] = min[b;, max(a;,a)], @ € IR, chamado operador de projecio sobre o

intervalo [a;, b];

¢ w € o parametro de relaxa¢do do método:
0<w<l — sub-relaxacdo

l<w<«<?2 —— sobre-relaxagao

® € € uma tolerancia pré-estabelecida pelo usuério.

O critério de convergéncia pode ser também implementado como:

[l — wf]]
Wl I~
onde || - || denota uma norma em IR" como, por exemplo:
1
ull = (w'v)® e lullo = max |uil

1<i<n
Observagoes:

1. Quando se faz w = 1 e elimina-se a operag¢ao de projecdo [P], tem-se a forma
classica do algoritmo iterativo de Gauss-Seidel utilizado para resolucio do

sistema de equagdes lineares Ku = f.

2. O parametro w nao tem uma determinagao trivial “a priori”, sendo interes-

sante a obtenc¢ao de um valor 6timo durante o procedimento iterativo.
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Apéndice 2
O Gerador de malhas ARANHA

Nesse tdpico encontra-se uma sintese sobre o funcionamento do gerador ARA-
NHA , desenvolvido no LNCC, baseada em relatdrios de pesquisa [14] e manuais de
utilizacdo [15], onde sdo encontradas informagdes mais detalhadas sobre o mesmo.

Consiste em um gerador capaz de criar malhas de elementos triangulares em
dominios bidimensionais. A geragio das malhas se faz através de técnicas de
avanco frontal e o critério de geragio se baseia em técnicas de triangularizagio ou
também chamadas teénicas néo estruturadas, devido a nao necessidade de uma
diregao preferencial na orientagao dos elementos dentro da malha. Tem-se a van-
tagem de um custo computacional exclusivamente ligado ao niimero de elementos
gerados ¢ totalmente independente da complexidade do dominio a ser gerado.

A defini¢ao do corpo pode ser feita através de contornos retos, circulares,
elipticos, b-spline, etc, e é possivel também a divisio dos dominios em regides
se houver necessidade.

As etapas de geragao séo:

i) define-se, primeiramente, o dominio a ser discretizado através de contornos
e regioes como mostrado na Fig. A.1;

ii) em seguida, define-se uma malha de pardmetros, que é uma simples malha
de elementos finitos triangulares que deve envolver todo o dominio. Observa-se
que a malha de pardmetros pode ocupar trechos onde nao serdo gerados elementos

mas, no entanto, deve conter todo o dominio como mostrado na Fig. A.2;
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A cada nd devem ser associadas suas coordenadas, o tamanho médio de cada
elemento (6), o fator de estiramento (s), o dngulo de estiramento (&), além do

numero de elementos e incidéncia da malha de parametros.

z
J TAMANHO MEDIO DO
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4 3
/ x
/
/
/
/
/
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Fig. A3

Serao gerados elementos com as caracteristicas mostradas na Fig. A 4.
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Apéds a geragao de nés no contorno e triangularizagdo dos elementos no dominio
¢é possivel uma regularizagao da malha chamada regularizag¢do Laplaciana com o
posicionamento do né no centro de gravidade do poligono formado pelos elementos
concorrentes neste né. Além disso € possivel uma renumeragéo dos nds com o
intuito de diminuir a largura de banda da matriz de rigidez a ser criada pelo
método dos elementos finitos.

Uma das facilidades oferecidas pelo gerador sio as saidas criadas, ou seja, arqui-
vos que contém além das coordenadas dos nés, incidéncia de elementos por grupos
e lista de nds pertencentes a cada contorno. Graficamente, existe uma etapa exe-
cutada na tela (microcomputadores e/ou estacdes de trabalho), com uma perfeita
visualizagdo da malha gerada e sfo disponiveis, também, utilitarios integrados,
na mesma linha do ARANHA(Pregraf2, Promalha, Campovet, etc), capazes de de-
senhar as malhas geradas, deformadas, trechos com efeito zoom, visualizagio da

numeracao dos nos e elementos, ete.

82



