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Resumo da tese apresentada à COPPE/UFRJ como 

parte dos requisitos necessários à obtenção do grau de 

Mestre em Ciências CM.Se.). 

AHÁLISE ESTRUTURAL DE DUTOS SUBMARINOS DURANTE A OPERAÇÃO 

DE LAHÇAMENTO 

Diana Wainer Sega! 

Abril de 199Z 

Orientador: Agustin Juan Ferrante 

Programa : Engenharia Civil 

Neste trabalho, o problema estrutural 

envolvido na operação do lançamento de dutos submarinos é 

estudado. 

Apresenta-se uma formulação de elemento 

finito para a análise não linear tridimensional estática e 

dinâmica de dutos submarinos durante o lançamento, 

considerando-se diversas caracteristicas especificas dessa 

est.rut.ura, incluindo-se a dedução das dos: 

elementos. 

Estuda-se a influência do peso próprio, 

empuxo e da força de tração, aplicada pela máquina 

tracionadora, sobre o comportamento estrutural do duto. A 

teoria adotada e o cálculo de forças de onda e corrente 

são também apresentados. 
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Descrevem-se detalhadamente os procedimentos 

numéricos de resolução do problema e os correspondentes 

algoritmos implementados nos programas computacionais 

desenvolvidos para os estudos estático e dinâmico. 

Analisam-se diversos casos de lançamento de 

dutos submarinos sujeitos ao peso próprio. 

deslocamentos impostos e às rorças de onda e corrente. 

Resultados obtidos são comparados a outros existentes. 

Estudam-se também as inrluências da rorça de tração, da 

curvatura do siinser e das constantes de mola do solo do 

rundo do mar. 
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Abstract or Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial 

rulrillment or the requirements ror the degree or Master 

or Science CM.Se.). 

STRUCTURAL ANALYSIS OF SUBMARINE PIPELINES DURING THE 

LAYING OPERATION 

Diana Wainer Segal 

April, 1992 

Thesis Superior: Augustin Juan Ferrante 

Department Civil Engineering 

In this work, the structural problem involved 

in the submarine pipelaying operation is studied. 

A rinite element rormulation is presented ror 

the dynamic and estatic nonlinear three-dimensional 

analysis or submarine pipelaying, considering many 

speciric characteristics or this structure, including the 

deduction or the element matrices. 

The inrluence or weight, upthrust, and tension 

applyed by the tension machine on the pipeline behavior 

are studied. The theory adopted and the calculation or 

curren~ and wave ~orces are also presen~ed. 

The numerical methods ror the solution or the 

problem and the corresponding algorithms implemented in 

the developed programs ror the static and dynamic studies 

are rully described. 

Many cases or laying underwater pipelines 

subjected to their own weight, upthrus:t, imposed 
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displacements and wave and current forces are analyzed. 

Results obtained are compared to already existing others. 

The influence of tension, stinger curvature and spring 

coefficients of the ocean floor are also studied. 
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CAPITULO I 

1.1) INTRODUÇÃO 

A instalação de sistemas de &secamente de 

hidrocarbonetos em águas cada vez mais proCundas devida à 

crescente damanda de petr6lao, exige o desenvolvimento de 

uma tecnologia avançada e de métodos analiticos que 

parmitam o aproveitamento completo dos beneCicios desta 

tecnologia.. 

Dutos submarinos são um dos meios mais 

económicos de transporte de óleo e gás em ambiente 

marinho. No entanto, se não houver soluçtses conCiáveis e 

eCicientes que garantam a segurança e integridade da 

estrutura, o rompimento da tubulação signiCicará alto 

capital e tempo perdidos. 

Para a instalação de linhas submarinas, a 

análise estrutural do duto deve ser Ceita durante a 

operação do lançamento e após a tubulação estar assente no 

terreno do Cundo do mar. Na presente tese, 

nosso estudo no problema do lançamento. 

concent.ramos 

Operações de lançamento devem ser abandonadas 

em condições ambientais severas. No entanto, se o duto é 

abandonado precocemente, perde-se tempo e elevam-se os 

custos. Por outro lado, demorando-se para abandoná-lo em 

condições adversas, causam-se excessivas tensões e 

deCormaçõas e até o colapso da estrutura. Assim, é 

essencial simular condições operacionais: seguras e 

determinar condiçtses de abandono do duto. 

Os principais métodos de lançamento podem ser 

classiCicados em: 
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método com duto enrolado em carretel C "Reel 

Method"); 

método de arraste C "Pull ldethod"); 

método de lançamento ver ti cal C "J. Lay") ; 

método com barcaça de lançamento C "S. Lay" 

ou "Lay Barga Mst..hod"). 

O método com duto enrolado em carretel 

consiste em linhas gerais no enrolamento do duto em um 

carretel e seu lançamento através de uma embarcação que 

possua um dispositivo para retiricar o duto. No método de 

arraste, o duto é arrastado pelo rundo, junto ao rundo, a 

meia água ou na superricie até o local da instalaç~o. O 

método de lançamento vertical envolve o lançamento da 

tubulação a partir de uma posição vertical, ou próxima à 

vertical, sendo especial para águas prorundas. 

O método com barcaça de lançamento consiste na 

rabricação do duto a bordo da balsa, através da soldagem 

dos tubos e no lançamento do duto ao mar, à medida que a 

barcaça se desloca com auxilio de âncoras. As principais 

rases de rabricação de dutos são: o armazenamento dos 

tubos; alirnentaç~o de tubos; o acoplamento; a soldagem; a 

inspeção radiográrica e a inspeção após lançamento. Este 

método é largamente utilizado por ser praticamente viável 

para qualquer diâmetro, por admitir ser lançado em grandes 

prorundidades, admitir tubos com revestimento de concreto 

e não ter limitação quanto ao comprimento do duto a ser 

lançado. 

Na presente tese, daremos enroque ao método de 

lançament.o com barcaça C"S. Lay" ou ºLay Barge")• a qual 
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possui rampa de lançamento e stinger (estrutura acoplada à 

rampa para diminuir o vão livre do duto). O duto durante o 

lançament.o, assume uma con:figuraç~o em 11 S 11
, composta de 

uma curva na saída da balsa C"over bend") e out.ra inversa, 

em seguida C "sag bend"). A f'i gura 1 mostra uma situação 

tipica dessa estrutura. Para reduzir as tensões axiais de 

f'lexão no duto devidas ao peso próprio e _às demais cargas 

ambientais a que ele está sujeito e evitar o escoamento do 

material do tubo e colapso da tubulação, traciona-se o 

duto através de màquina tracionadora existente na barcaça. 

Com uso de máquinas de tração e de stingers curvos (mais 

curtos que os retos), possibilita-se o lançamento em águas 

mais prof'undas. Na f'igura a, podem ser vistos alguns 

detalhes de uma barcaça de lançamento. 
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O duto durante o lançamento é submetido a uma 

grande variedade de ações ambientais, como por exemplo, o 

peso próprio, o empuxo, as Corças de onda e de corrente. 

Ele é apoiado pelo stinger e pelo terreno do Cundo do mar, 

apresentando um longo comprimento sem apoios. Sobre o duto 

podem também atuar deslocamentos impostos pela barcaça. 

Assim, para se prever seu comportamento, que pode ser 

estático ou dinâmico, é necessário se eCetuar uma análise 

complexa, onde se escolham um modelo matemático realístico 

e um método numérico apropriado para o problema. 

O que caracteriza a análise de dutos 

submarinos durante o lançamento são os eCeitos não 

lineares inerentes ao problema. As principais Contes de 

não linearidades são: a não linearidade geométrica 

devida a grandes deslocamentos em presença de Corças 

axiais; a não linearidade dos apoios e as interações 

Cluido-estrutura resultantes de Corças viscosas. A teoria 

de onda utilizada no presente trabalho é a linear de Airy 

e portanto não se constitui em Cator de não linearidade na 

resposta da estrutura. 

Para análises estática e dinâmica do problema 

não linear, tridimensional do lançamento, utiliza-se o 

método dos elementos Cinitos devido a sua eCiciência e 

Cacilidade de implementação. O elemento Cinito adotado, de 

pórtico espacial com não linearidade geométrica, tem sua 

Cormulação desenvolvida no capitulo III. Na análise 

estática não linear, aplica-se o método de resolucão por 

etapas de carregamento, incremental, com ou sem iterações 

de Newt.on Raphson. A análise dinâmica não linear é Ceita 

no dominio do tempo, pelo método implícito de integração 
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direta de Newmark, envolvendo-se modiricações adicionais 

pois a rorça hidrodinâmica, calculada pela equação de 

Morison, não depende somente do instante de tempo t, mas 

da velocidade relativa entre o rluido e a estrutura. 

Iterações de Newt.on Raphson são essenciais nesta análise. 

Para tratar do problema de contato do duto com 

seus apoios Cstinger e terreno do rundo do marJt 

desenvolve-se um método iterativo que permite simular 

diversas condiç5es de contorno passiveis do problema. 

Este trabalho, portanto, tem como principal 

objetivo permitir o estudo e esclarecimento dos diversos 

aspectos envolvidos no problema estrutural do lançamento 

de dutos submarinos. Para isso são desenvolvidos programas 

computacionais de análise estática e dinâmica onde são 

implementados os procedimentos numéricos de resolução 

adequados bem 

problema. 

como caracteristicas 

Através dessas rerramentas 

especiricas do 

comput.aci anais;;. 

pode-se simular uma grande variedade de situações de 

lançamentos:, variando-se os diversos: parâmetros: que 

inrluem na análise estrutural. 

1.2) O LANÇAMENTO DE DUTOS SUBMARINOS 

A instalação de sistemas: de escoamento de 

hidrocarbonetos através: de dutos submarinos: implica 

rabricar o duto na s:uperricie, através da soldagem dos 

tubos a bordo da balsa de lançamento ou em um canteiro de 

terra e lançá-lo ao mar, segundo uma diretriz 

pré-estabelecida. 
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Um mét.odo amplament.e utilizado no lançament.o 

de dut.os: submarinos: é o da "Bals:a de LançalD=!'nlo'' 

e 11Lay Barge 11 ou "S. Lay"). Cons:is:t.e no des:lizament.o 

do dut.o para o int.erior da água, à medida que a embarcação 

s:e desloca com auxilio de âncoras:. 

Como já roi mencionado na int.rodução, o duto, 

durante o lançament.o, dependendo da prorundidade da água, 

apres:ent.a uma rorma de "S" compos:t.a de uma curva na s:aida 

da balsa C "over bend") e out.ra inversa logo a seguir C .. sag 

bend"), repres:ent.ada na rigura 3. 

Para evit.ar a ocorrência de excessivas 

derormações: nas regiões: de "s:ag bend" e de "over bend", as: 

bals:as: de lançament.o dispõem de equipament.o para mant.er o 

dut.o t.racionado durant.e a ras:e de lançamento C"t.ens:ion 

machine"). Em maiores: lâminas: d'água, is:t.o normalment.e não 

é s:uricient.e, exigindo que o número de apoios: ao dut.o s:eja 

aument.ado. Para t.ant.o, acopla-s:e à rampa de lançament.o, na 

popa da bals:a, o "s:tinger" estrutura que pode s:er 

cons:tituida de diversas: s:eções: articuladas: entre s:i, 

dependendo da lâmina d'água e do pes:o do duto a s:er 

lançado. Sua posição relativa à s:uperricie do mar pode s:er 

garantida através: da introdução de maior ou menor 

quantidade de ar comprimido em tanques: de rlutuação que 

nele s:e podem acoplar. A seleção apropriada da geometria 

do s:tinger, bem como da tensão de tração a s:er aplicada ao 

duto, contribuem para que as tens:5es: máximas: atuantes: no 

duto não ultrapassem as: tensões admiss:iveis: do material 

que o cons:titue. A incapacidade de manter conrigurações 

geométricas: adequadas: no duto, durante o lançamento, 

causar colapso da estrutura por instabilidade e 

pode 

tot.al 
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perda do sisLema de escoamenLo. 

Overbend 

~Stinger 

· ... ,: . , ·., : . , , , :r ' ... ::,_,_; .,··.···.·.·.··.·.·.,.· .. ·.-.-.··: . .-.,· . .-.=.~:','.': :·.,·.·, ,.,;:;,f;":f: :·_.:;_,.?_:,.···.'.· :_:_:_:":_,;;:: . ..-.::-. · · •.,~·;;;;;;- :· :.:·:!:~- -:_. __ :,., .• :_:_:;: :;·~ •:: · ·: .... ;_.._-;:.-.. --·· . ---,-:;~~·-:.:.=::.= 

Figura 3 - Lançamento com barcaça - conf"iguração deCormada 

típica do duLo. 

1.3) PROCEDIMENTOS DE LANÇAMENTO 

No passado, quando a instalação de sistemas de 

escoamento de hidrocarboneLos era executada principalmente 

em águas rasas, as técnicas utilizadas para o lançamento 

de dutos em ambiente marinho eram simples e 

satisCat6rias. Atualmente, desenvolvem-se técnicas mais 

soCisticadas no procedimento de lançamento de dutos, tendo 

em vista que esta operação se realiza em águas cada vez 

mais prorundas e em ambientes marinhos mais hostis. 

Os principais méLodos de lançamento de dutos 

submarinos são apresentados a seguir: 
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1) Lançament-o com o dut,o enrolado em carret-el C "Reel 

barge"). 

Consist-e na rabricação do dut,o em um cant-eiro 

de obras em t-erra, enrolament-o do mesmo em um carret-el e 

lançament-o at-ravés de uma embarcação que possua um 

dispositivo para ret-iricar o dut-o, à medida em que o mesmo 

é desenrolado do carret-el. A rigura 4 mostra uma sit-uação 

t-ipica dest-e mét-odo. 

Est-e procediment-o pode ser ut-ilizado em águas 

prorundas e t-em a vantagem de t-odo o serviço de soldagem e 

revest-iment-o ser reit-o em t-erra. Por out-ro lado, limit-a-se 

a t-ubos com diãmet-ros de at-é cerca de dezesseis polegadas; 

a t-ubulação não pode receber revest-imento de concreto e 

t-ubulaçêSes mais longas devem ser lançadas por t-rechos, 

havendo necessidade de ser reit-a post-erior conexão. 

Carretel 

• 

~Barcaça 

Figura 4 - Mét-odo de lançamento com dut.o enrolado em 

carretel. 
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2) Arrast.e C "Pul.1 ") 

Consiste na fabricação do duto em um canteiro 

em terra ou numa balsa, e o arraste do mesmo até o local 

da instalação. O duto pode ser arrastado pelo fundo, junto 

ao fundo, a meia âgua ou na superficie, dependendo de 

variá.veis, t..ais como, t.opograf'ia do l<>ito marinho. 

correntezas de superficie, zona de influência das ondas, 

congestionamento do local, etc ... 

Nos métodos de arraste junto ao fundo e a meia 

âgua, a manutenção do duto a uma determinada cota do fundo 

do mar é obtida através de uma relação conveniente entre o 

empuxo e o peso da tubulação e de correntes nela presas. 

As vantagens do método de arraste estão 

associadas à montagem do duto em terra ou em âgua rasa e à 

utilização de rebocadores para a instalação. 

Problemas associados a este método são o 

rompimento do cabo de reboque e o dano da tubulação 

durante o arraste. 

A figura 6 mostra as quatro possibilidades 

deste procedimento mencionadas. 
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-

ARRASTE PELO FUNDO 

BARCAÇAS DE ARRASTE 

~-CABO DE ARRASTE 

ARRASTE JUNTO AO FUNDO 

-
---CORRENTES 

:•ir·,/:-•,-, •.•.. ,,,..,,,·.;::-:,'/;i;';;)/ti}•://:;.::<.-',•· .. ,·;"·-·,,.·i,:t':\:\·}\).);f//-:-Yi-::··-:--: .. _._,.,,~.
ARRAsTE A MEIA ÁGUA 

4;z ? 'O 9 e 9 
DUTO_/ 

rSISTEMA 

9 5i' R 

DE FLUTUAÇÃO 

5&--> ...!Í!0 
ARRASTE PELA SUPERFÍCIE 

Figura S - Mé~odo de arra~~•-
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3) Balsa de lançamento C "Lay Barge" ou "S. Lay") 

Como jà Coi mencionado, consiste na Cabricação 

do duto a bordo da balsa através da soldagem dos tubos, à 

medida que esta se desloca com o auxilio de àncoras, 

lançando-se o duto ao rundo do mar. 

As Cases: de Cabricação do duto são: 

a) Armazenamento dos tubos no convés da barcaça; 

b) Colocação de tubos na esteira de alimentação através de 

guindaste; 

e) Acoplamento; 

d) Soldagem; 

e) Inspeção radiogràCica do cordão da solda; 

C) Revestimento da junta; 

g) Inspeção ap6s lançamento. 

A Cigura 6 apresenta um esquema da barcaça 

correspondente às: etapas a e b de Cabricação descritas 

acima. 

Figura 6 - Barcaça de lançamento armazenamento e 

ali111Sntação de tubos. 
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Os principais equipamentos utilizados são: 

Embarcação de lançamento com rampa lateral ou central: 

se move com auxilio de âncoras; 

a r-ampa de f'abricação de dutos é constituída de 

esteira de alimentação de tubos, cabines de soldagem, 

possui guindastes para manuseio dos tubos; 

possui equipamc,nto para manter o duto ~racionado 

durante o lançamento C "tension machine"); 

é equipada com guincho para abandono e recuperação do 

duto; 

dispe!e de alojamento e cozinha. 

A f'igura 7 apresenta esquemas de barcaças com 

rampa lateral e central. 

- ~~-.-.-:.-:.,:.,:.~....,--...... ==.....,,1 

-;,/ -
' 

-
/ 

Figura 7 - Barcaças de lançamento com rampas lateral e 

central. 



15 

. St.inger 

Estrut.ura que é acoplada à rampa de lançamento 

com objet.ivo de aumentar o número de apoios ao dut.o. 

Pode apresent.ar as seguintes conrigurações: 

r et.o, curvo com deter mi nado raio de curvat..ura e 

art.iculado. 

O st.inger ret.o é limitado normalmente a 

lançamento em águas rasas. O st.inger art.iculado consist.e 

de diversas seções art.iculadas entre si, dependendo da 

lãmina d'água e do peso do dut.o a ser lançado. O st.inger 

curvo é um caso especial do st.inger art.iculado com 

geomet.ria especirica pré-rixada, normalment.e utilizado 

para uma det.erminada prorundidade de água do mar, não 

podendo ser ut.ilizado em qualquer out.ra. A rigura B mostra 

exemplos de lançament.o com st.ingers ret.o e art.iculado. 

Sagbend 

Stinger 

Fundo do Mar 

'-----Stinger 

Fundo do Mar 

Figura B - Lançamento com barcaça st.ingers ret.o e 

art.iculado. 
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Es:t.e mét.odo é largament.e ut.ilizado no 

lançament.o de dut.os submarinos e t.em as vant.agens de ser 

prat.icalllént.e viável para qualquer diàmet.ro, poder ser 

lançado em grandes prorundidades, admit.ir t.ubos revest.idos 

com concret.o e não t.er limit.ação quant.o ao compriment.o do 

dut.o a ser lançado. 

I.4) REVISÃO DA LITERATURA 

Diversos mét.odos numéricos vêm sendo 

desenvolvidos para solucionar o problema do lançament.o de 

dut.os submarinos. A rormulação de element.os rinit.os t.em 

sido ut.ilizada por vários pesquisadores devido as suas 

caract.erist.icas de grande generalidade e precisão nos 

resul t.ados. 

Dixon C19SB) publicou um t.rabalho onde propôs o uso 

da cat.enária enrigecida em problemas de lançament.o de 

dut.os. A sua geomet.ria é similar à da 

excet.o que as condições de ext.remidade 

cat.enária comum. 

são modiricadas 

para permit.irem a aplicação de condições de cont.orno de 

moment.o, enquant.o que a cat.enária comum não apresent.a 

rigidez à rlexão. 

Powers e Finn (1969) analisaram o problema est.át.ico 

de pequenos deslocament.os em dut.os submarinos durant.e o 

lançament.o at.ravés do mét.odo de element.os rinit.os. Em sua 

análise, as condiçlSes de cont.orno assumidas inicialment.e 

para o t.erreno do rundo do mar são modiricadas num 
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procedimento iterativo até que as condições de contorno na 

barcaça sejam sat.isf'eit.as. 

Ovune e Mallareddy (1970) resolveram o problema 

esLálico de pequenos deslocamentos tridimensionais em 

dutos submarinos na f'ase de lançamento através do método 

de elementos f'init.os. 

Wilkins: (1970) incluiu a curvatura não linear no 

método de dif'erenças f'i ni las 

análise 

em modelo estático 

bidimensional para a estrutural de dutos 

submarinos durante a f'ase de lançamento. 

Hall (1975) publicou um trabalho onde estudou o 

problema estático e dinâmico de um duto submarino sujeito 

à tensão axial e com um trecho apoiado em uma f'undação 

elástica. Seu trabalho serviu de base para o programa 

"Sag", para análise estrutural estática e dinâmica de 

dutos durante o lançamento. 

Gnone (1975 e 1976) comparou dados experimentais com 

resultados numéricos obtidos de um modelo tridimensional 

que considera a não linearidade geométrica dependente das 

tensões axiais, desprezando as demais não linearidades na 

análise estática e dinâmica de dutos em águas prof'undas. 

Larsen e Kavlie (1978) trataram do problema estático 

bi dimensional de pequenos deslocamentos em dutos 

submarinos durante a f'ase de lançamento, através de 

minimização da energia potencial. Eles desprezaram a 

rigidez devida à f'orça axial e se concentraram em resolver 

as dif'iculdades relativas à modelagem do terreno do f'undo 

do mar e do stinger através de molas. 

Konulc C198Z) desenvolveu um modelo estático, 

t.ridimensional. não linear para dutos durant.e o 



18 

lançamento. Aspectos de ext.ensibilidade, implementação de 

condiçc3es de contorno e influência de cargas 

hidrodinâmicas nos deslocamentos não foram discutidos. 

Suzuki e Jingu C1982D utilizaram um modelo 

bidimensional, de pequenos deslocamentos e realizaram uma 

análise dinâmica no dominio da frequência. Compararam os 

resultados numéricos obtidos com dados experimentais de 

dutos submarinos durante o lançamento. 

Bryndum, Colquhoun e Verway (1982:) utilizaram o 

método de diferenças finitas para resolver um problema 

dinâmico linearizado. Adotaram determinados coeficientes 

para descrever as restrições impostas ao duto pelo terreno 

do fundo do mar e pelo stinger. 

McNamara e Lane (1984) apresentaram um método de 

análise linear e não linear, estático e dinâmico no 

domi ni o do tempo, para sistemas offshore, 

Método dos Elementos Finitos, utilizando 

locais que acompanham o elemento (que 

baseado no 

coordenadas 

os autores: 

denominaram coordenadas convectivas) levando em conta 

grandes deslocalnQntos. 

Oliver e Onate C198S e 1986) abordaram a análise 

estática, bidimensional, não linear geométrica, através de 

uma formulação de elementos finitos de arco, Lagrangeana 

total. Para a resolução do problema de contato entre o 

duto e o terreno do fundo do mar, adotaram um método 

numérico iterativo no qual as condições de contorno eram 

impostas através de deslocamentos nodais prescritos. 

Bernitsas e Vlahopoulos (1990) estudaram o problema 

estático, tridimensional de grandes deslocamentos. O duto 

Q modelado como uma viga-coluna de paredes finas sujeito à 
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gravidade, às cargas hidrodinâmicas e às condições de 

conlorno imposlas: pelo s:linger e pelo fundo do mar. O 

problema é resolvido numericamenle alravés 

de elemenlos: finilos: não lineares, com 

de formulação 

aplicação de 

incremenlos de carga e ulilizando condensação na resolução 

dos sis:lemas de equações:. 

Como jà foi mencionado, as reslrições 

geomélricas são imposlas ao dulo pelo slinger da barcaça e 

pelo lerreno do fundo do mar, caracterizando um problema 

de contato entre o dulo submarino e essas superfícies de 

conlorno, duranle a fase de lançamento. Par a r esol ver 

problemas de conlalo, lêm sido desenvolvidos diversos 

mélodos numéricos. Um trabalho a esse respeito é o de 

Hughes, Taylor, Sackman, Cernier e Kanoknukulchai (1976), 

onde eles ulilizaram multiplicadores de 

desenvolveram elemenlos de conlalo. 

Lagrange 

Talaslidis 

e 

e 

Panagiotopoulos: (1980) formularam o problema de contalo em 

inequaç&s var i acionai :ã • resolvendo-as alravés de 

algorilmos padrões de otimização quadràtica. Mahmoud, 

Salamon e Marks C1QB2) desenvolveram um mélodo da 

resolução incremental para dois corpos linearmente 

elàsticos em conlato e sujeitos a cargas externas. Stein e 

Wriggers C19B4) utilizaram uma formulação de elemenlos 

finilos, Lagrangaana atualizada, para anàlise estrulural 

de hasles com reslrições unilaterais. Yagawa a Hirayama 

C19B4) desenvolveram elemenlos de conlalo inseridos enlre 

duas superfícies. Karacostas, Bani otopoul os e 

Panagiotopoulos: C19B6) as:ludaram o comporlamanto dinâmico 

de um cabo submarino restringido pelo lerreno do fundo do 

mar rigido e sem alrilo. Formularam um problema de conlalo 
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uni la t.er al como uma sequência 

var i ac i on.ai s:: solucionadas at.ravés: 

quadrát.i ca. 

CAPITULO II 

de 

de 

desigualdades: 

programação 

11.1) OS PROBLEMAS ESTRUTURAIS 

II.1.1) INTRODUÇXO 

A análise est.rut.ural do "pipeline" é 

Cundament.al à segurança da operação de lançament.o que s:e 

realiza em águas cada vez mais proCundas. 

A Cigura 3 apresent.a uma conCiguração 

deCormada t.ipica do dut.o que será considerada em sua 

an.ã.lis:e est.rut.ural. Como pode ser vis:t.o, o dut.o é apoiado 

em uma das ext.remidades: pelo s:t.inger da barcaça e na out.ra 

pelo Cundo do mar, apres:ent.ando longo t.recho sem apoio. 

Es:t.a "longa viga cont.inua", sujeit.a ao peso próprio, 

empuxo e às Corças de ondas e de corrent.es marit.imas:, 

soCre grandes deslocament.os t.ridimens:ionais: não lineares:. 

Esses deslocament.os são reduzidos pelo esCorço 

de t.ração aplicado ao dut.o pela máquina de t.ração da 

barcaça e pela escolha adequada da geomet.ria do st.inger. 

Supondo-se que as: propriedades do mat.erial 

variem linearment.e, o comport.ament.o não linear desse t.ipo 

de est.rut.ura pode s:e dar at.ravés: da geomet.ria, dos apoios 

ou de carregament.os: não cons:ervat.ivos. 
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II.1.2) O MODELO MATEMÁTICO DO DUTO 

O problema não linear, t.r i dimensional do 

lançament.o do dut.o é est.udado at.ravés de um modelo 

mat.emát.ico que consist.e no mcdelo do dut.o submet.ido às 

condições de cont.orno e rest.rições geomét.ricas impost.as 

pelo t.erreno do rundo do mar e pelo st.inger da barcaça. 

O dut.o é modelado como viga-coluna t.ubular, 

esbelt.a e ext.ensivel, sujeit.a à gravidade, às cargas 

hidrodinàmicas e ao esrorço de t.ração aplicado pela 

~quina t.racionadora. 

As seguint.es hip6t.eses são reit.as: 

Assume-se que o mat.erial do dut.o é homogêneo, is6t.ropo e 

linearment.e elást.ico. 

Embora no àmbit.o de grandes deslocament.os e rot.ações, 

admit.em-se deCormações especiCicas pequenas em relação 

à unidade. 

Os dut.os apresent.am seção t.ransversal em rorma de anel 

circular e são localment.e rigidos. 

As seções t.ransversais planas na geomet.ria inderCormada 

permanecem planas ap6s as deCormações. 

Na condição sem carregament.o, os dut.os são supost.os 

ret.os e livres de imperCeições. 

As derormações por cisalhament.o são desprezadas. 

Os eCeit.os da t.orção na t.ensão axial são desprezados. 

Náo há at.rit.o ent.re o dut.o e o st.inger. 

O Cundo do mar é admit.ido plano. 

Ut.ilizando essas hip6t.eses, 

desenvolver um modelo mat.emát.ico não linear, 

dimensões para análise do lançament.o do dut.o. 

podemos 

em t.rês 
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II.1.3) VANTAGENS DO MODELO TRIDIMENSIONAL 

Uma das principais características do 

desenvolvimento de um projeto conriável e seguro de um 

duto submarino durante a rase de lançamento ó a escolha da 

um modelo matemàtico realistice para o problema e de um 

método numérico apropriado. 

Apesar de estruturalmente o duto submarino ser 

bem simples, os diversos ratores que inrluenciam a sua 

resposta, como por exemplo os ereitos de correntes a 

ondas, obrigam a eretuar uma análisa complexa para se 

prever seu comportamento. Esta análise se torna ainda mais 

importante à medida que as atividades de perruração e 

produção caminham para grandes prorundidades. 

Em vários trabalhos publicados, assumiu-se um 

modelo bidimensional para a análise estrutural de dutos 

durante o lançamento. Adotando-se esse modelo 

simpliricado, obriga-se o duto submarino a permanecer em 

um plano vertical. As rorças de ondas e correntes ricam 

também limitadas a atuarem somente nesse plano vertical. 

A resposta de um duto submarino que está sendo 

lançado, no entanto, depende dos ângulos de incidência das 

rorças de ondas e correntes. A situação mais desravorável 

costuma ser aquela em que ambos, onda e corrente, atuam 

perpendicularmente ao duto, enquanto que a direção 

paralela à da barcaça é, em geral, a menos desravorável. 

adotou-se um modelo Na presente 

matemàtico tridimensional. A conriguração derormada do 

duto submarino é rererida ao sistema global de eixos 

ortogonais X, Y e Z que derinem um espaço tridimensional. 

O elemento rinite utilizado é unidimensional, re~o. com 
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seis graus de liberdade em cada um de seus nós. 

O modelo espacial assumido permite a simulação 

de diversos problemas de lançamento de dutos submarinos ou 

de quaisquer outros problemas semelhantes devido as suas 

características de generalidade e precisão nos resultados. 

Utilizando-se o modelo em tr~s dirnenseses, 

torna-se possível: 

aplicar ao du~o ~orças de ondas Q corran~as 

em quaisquer direçaes; 

impor deslocamentos no trecho superior do 

duto, em urna direção qualquer, para simular 

o eCeito na estrutura do deslocamento da 

barcaça; 

introduzir condiçaes de contorno em 

quaisquer direçaes através dos apoios 

generalizados da estrutura; 

estudar os eCeitos da torção e da Clexão 

combinados na estrutura. 

II.1.4) O PROBLEMA DA NÃO LINEARIDADE GEOMJ::TRICA 

A não linearidade geométrica é consideraç~o 

rundarnental na análise estrutural do duto durante a Case 

de lançamento. A incapacidade de manter urna conCiguração 

deCorrnada adequada durante a instalação pode levar a 

estrutura ao colapso por instabilidade. 

Além de determinar a carga critica, a solução 

do problema de estabilidade envolve a construção da curva 

não linear carga-deClexão da estrutura. No capitulo IV, 

mostraremos os conceitos básicos e a metodologia empregada 
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na presente tese para determinação de curvas não lineares:, 

carga-derlexão, pelo método dos elementos: rinites. 

Os problemas: não lineares: geométricos: direrem 

dos lineares por ocorrerem grandes derlexões e por 

existirem tensões: axiais que na presença de deslocamentos: 

laterais têm uma inrluência s:igniricativa na rigidez da 

estrutura. 

II.1.5) O PROBLEMÃ DE CONTATO COM O SOLO 

Para a conriguração derormada tipica da 

estrutura em rorma de "S", o problema de contato entre a 

extremidade do duto e o solo do rundo do mar deve ser 

anal i s:ado. 

Os pontos de apoio ao duto podem variar no 

decorrer do lançamento. Um certo trecho apoiado no solo, 

comprimindo-o, poderá se aras:tar do terreno, ao mesmo 

tempo que outros trechos do duto podem atingir o rundo do 

mar, durante o lançamento. 

Um método de resolução iterativo será 

utilizado para o problema de contato do duto com o terreno 

do rundo do mar. Esse método de simulação do verdadeiro 

renõmeno será apresentado no capitulo IV. 

II.1.6) O STINGER 

Originalmente, o duto era suportado pelo 

s:tinger em grande parte de sua extensão durante a operação 

de instalação no rundo do mar. 

Esse s~inger, inicialmente reto, limitava-se a 
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lançamentos: em pequenas: pr of"undi dades:. Acima de 

determinado comprimento, tornava-se dif"icil s:eu controle e 

era severamente af"etado por correntes marinhas: e por ondas: 

moderadas. 

Criaram-se, então, os stingers articulados:, 

menos s:us:cetiveis aos danos: provocados pelas solicitaçl5as 

ambientais:. Na região de "over bend", as tensões podem ser 

controladas pela geometria do s:tinger. Isto permitiu o 

lançamento de dutos em maiores prof"undidades:. 

Uma redução no comprimento do stinger pode ser 

compensada com aumento da tração aplicada pela máquina 

tracionadora. 

ll.2) AS ANALISES ESTATICA E DINÃMICA 

Sobre o duto submarino durante o lançamento, 

podem atuar deslocamentos impostos pela barcaça além de 

cargas ambientais como o peso pr6prio, correntes e ondas. 

As cargas: estáticas: originam-se da f"orça normal de arraste 

causada pela corrente marinha e pelo peso pr6prio. Cargas 

dinâmicas: são causadas basicamente pela ação das ondas. 

Em alguns casos., uma análise estática 

f"ornecerá bons resultados, desde que os ef"eitos: de 

ampl i f"i cação dinâmica não sejam importantes. No entanto, 

quando a f"reqtiência da f"orça atuante, causada pelo mar, 

f"or igual ou pr6xima de uma das primeiras: f"reqtiências 

naturais: do duto submarino, é necessário f"azer uma análise 

dinâmica para se avaliar a resposta da estrutura. 

Inicialmente, f"az-s:e uma análise estática, sem atuação de 
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onda, determinando-se uma conriguração derormada do duto, 

utilizando-a, em seguida, como conriguração inicial em sua 

an.àl i se dinâmica. 

Os ereitos não lineares são inerentes ao 

problemas do lançamento. No caso especirico da an.àlise 

dinâmica de dutos submarinos submetidos a ondas, a rorça 

de arraste hidrodinâmico, que tem uma inrluência muito 

rorte na resposta, é proporcional ao quadrado da 

velocidade relativa entre o mar e a estrutura e origina, 

então, uma não linearidade na equação de movimento. 

Em principio, em an.àlis:e dinâmica, 

considera-se o equilíbrio est.àtico em um determinado 

instante de tempo, incluindo os ereitos das rorças de 

inércia e das rorças de amortecimento. Em anàlise 

es:t.à ti ca, desprezam-se os ereitos de inércia e de 

amortecimento. A hipótese de an.àlis:e est.àtica, no entanto, 

deve ser justiricada, especialmente quando se trata de 

an.àlise não linear. 

Em an.àlise dinâmica não linear, conrorme Bathe 

(1982), é de se esperar que a convergência seja mais 

r.àpida que na est.àtica, devido à contribuição da matriz de 

massa na rormação da matriz de rigidez. Essa contribuição 

se torna dominante quando o intervalo de tempo é pequeno, 

de modo que a converg•ncia em an.àlis:e dinâmica é sempre 

alcançada, desde que o intervalo de tempo seja pequeno. 
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11.3) OUTROS PROBLEMAS SEMELHANTES 

Os: programas de computador desenvolvidos na 

presente tese podem ser utilizados para as análises 

estática e dinàmica de vários problemas relativos à 

instalaçSo de dutos submarinos: 

problemas usuais de lançamento de dutos com stinger. As 

riguras 1, 3 e 8 apresentam situações típicas destes 

casos:;. 

problemas de lançamento onde não é usado o stinger e o 

duto é apoiado sobre uma rampa na barcaça. 

apresenta um esquema deste problema. 

' .•.. . ·,·: .... _: ·.:· :,.; ·.f.-~.- .. !:.·:_:.-. 

A rigura 9 

Figura Q - Lançamento com barcaça sem uso de stinger. 



problemas onde o duto é abandonado, devido às condições 

ambientais adversas. O término do lançamento tem 

operação semelhante ao abandono da tubulação. Como pode 

ser visto na sequência da rigura C10), é soldada uma 

cabeça de abandono ao último tubo. e passado um cabo 

nas~a cabgça que ~ica preso ao guincho da abandono e 

recuperação. A barcaça vai se deslocando no sentido do 

lançamento e o guincho de abandono e recuperação mantém 

uma tensão de tração semelhante àquela do tensionador 

durante um lançamento. A tubulação vai sendo abandonada 

e ao apoiar no rundo, o cabo é abandonado com uma bóia 

presa em sua ext.remidade. Est~ terminado o serviço ou 

aguarda-se a melhoria das condições do mar para 

recuperar o tubo através do cabo e reiniciar os 

serviços. 

,-

·.,: • • .t;-, '-~" ,., ~ .. :: ; ·.-•!'lo•-.,-~:;~·, .. ' : :~;,::.•.-.. ~ .. : ,--.-.:-~ .. •;,. ,:· .. -. ·'. :,:,.·.• :--· ., •.'. ·· ...... • .... ' :- , .. , .-: ! : :·-·' ,_. .... ,. :·.·: ~ ;· .. · .. ~::; ,.-:.:.-., ·:-: .. ,: ·-: ,.,., : . · ... ' -· ~- .• . ... • ~ ,, ... ',• . . '. 

o 
·, 

,-1 ' 
,~! ' ........ '-' 

..... ,,,;•.e,.-· .. ,., .... ·., ...... ,···,.,. ,s., .. , ...... :::-..... ,. :··.·. ' .. ,, ,., . .,,,_,,,,,,,""·., ... ' ........ , ....... c.,.-.... s,.,., ..... . 

Figura 10 - Término de lançamento ou abandono. 



29 

problemas de recuperação da tubulação. Para recuperação, 

podemos utilizar o mesmo desenho do abandono, em sentido 

contrário. Apanha-se a bóia, recolhendo-se a ponta do 

cabo. Faz-se a união desta ponta do cabo com o cabo do 

guincho de abandono e recuperação, e movimentando 

adequadamente a barcaça, puxa-se novamente a tubulação 

pela rampa, através do tensionador, até a estação de 

montagem, onde então a cabeça de abandono é cortada, 

entrando em seu lugar um novo tubo, reiniciando-se a 

seqüência de trabalho para o lançamento. 

problemas de içamento lateral do duto e execução de 

interligação C "t.ie-in"). Consiste em suspender duas 

pontas de tubulações direrentes que estejam no rundo do 

mar, ap6s terem sido lançadas, conectá-las através de 

soldas e devolv6-las ao rundo do mar, conf'orme os 

esquemas da rigura C11). 

• • E1 
'---1 

;f---:__.:_--i 
• 1 
• • • • 
: • 1 

1 1 :-
' ' ' : 

1 t 1 ' 

r.,,,,,c' •. ~-"'-..... "'-'"':i?i-. ·-JJ- .;. =· ,:, ... .;,-.1! ...... • 
1
.:c. __ .,. L .. ,..,~:::? .... ! ..... ,_ ., .... __ :_·~'~ .. _._ ....... .. ,oi·..1..1~·-::.· .. •::.··~ •• -.· :'.-

-1-1--1 1--1 
1 

.• • .. ·. :•., ... , ~ .. \.'' : .. ,: ! .. .'. !.•. J:, ......... : • •• • •': ,,; f. ... 'F}' :.J..C ).! • .,,1.\. (,• .. < ,.•;\;J,.•,:!,,:'\l ,i ;-:•,*; ;. ( •.-~·-· f••,.· .• ~, • -;~·-·.•. 

Figura 11 - Içan&nt.o lat.eral e int.erligação de dut.os. 
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Para estudar os problemas de abandono, 

recuperação e içamento lateral do duto, basicamente 

bastaria acrescentar aos programas da presente tese, 

modiricação rererente à direção variàvel da rorça do cabo. 

problemas de lançamento vertical CJ-Lay). Este lllétodo 

envolve o lançamento da tubulação a partir de uma 

posição vertical, ou próxima a vertical, permitindo 

assim atingir prorundidades superiores ao "S-Lay" (vide 

rigura C12)). 

Stinger 
Barcaça 

Figura 12 - Método de lança..,..nto vertical. 

problemas de risers. Um importante componente do sistema 

de exploração dos recursos existentes no subsolo 

marinho, é o riser: tubulação que liga o poço à unidade 

rlutuante. O riser rica quase na sua totalidade submerso 

e està sujeito a uma série de ações ambientais, como os 
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ereitos de rorça axial, peso próprio, movimentos da 

embarcaç~a. ondas a correntes. É conectado à unidade 

rlutuante por uma junta telescópica e, no rundo, ao BCP 

CBlow Out Preventer) por uma junta esrérica ou rle><.ivel. 

A rigura C13) mostra uma situação tipica dessa 

estrutura. A rorça aplicada no topo do riser dá-lhe 

resistência lateral ao carregamento devido ao ereito de 

viga-coluna. As técnicas de análise numéricas bem como 

os principies de modelação implementados nos programas 

de análise estática g dinâmica da presente 

permitem o estudo de risers. desde que sejam 

implementados alguns aspectos especiais que caracterizam 

a estrutura, tais como a tração eretiva e o rlex-joint. 

Corrente ---
-+ 

.. 
• 
• 

Flex-joint 

I· . 
1 

Offset •I 
~ no Topo 

I Movimento da Emborcação 

• 

1 . 
1 . 

Figura 13 - Condiç~o Típica de um riser. 
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Il.4) PROGRAMAS D1SPON1VEIS 

Grande parte dos problemas relativos a 

estruturas "of'f'shore" apresentam sol uçí'5es computacionais 

com variáveis graus de sof'isticaçí'5es. 

Diversos problemas de lançamento de dutos 

submarinos podem ser simulados através de f'erramentas 

computacionais analiticas. A maioria das anális .. s 

computacionais são iterativas. Algumas apresentam modelos 

bidimensionais, outras, tridimensionais. Alguns programas 

se restringem à análise estática, enquanto outros, incluem 

a análise dinàmica. 

"Sag" é um programa de computador desenvolvido 

em "Battele's Columbus Laboratories", (1976), para análise 

estática e dinâmica do trecho do duto submarino abaixo do 

ponto de inf'lexão C"sagbend"), durante o procedimento de 

lançamento. Assume-se um modelo matemático bidimensional 

para o problema. A região inf'erior em contato com o 

terreno do f'undo do mar é modelada como uma viga sobre uma 

f'undação elástica semi -i nf'i ni ta. Ambas asa rotinas 

analiticas estática e dinâmica são baseadas no trabalho 

publicado por Hall C1Q75). 

"Pipelay. Ns. 3D" (Pipeline Laying Nonlinear 

Static 3 Dimensional Analysis) é um programa de 

computador que utiliza o método dos elementos f'initos na 

análise estática, não linear geométrica, tridimensional de 

dutos durante o lançamento. O algoritmo de solução do 

problema, implementado neste programa, f'oi f'ormulado por 

Bernitsas e Vlahopoulos (1990). 
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"Pipeline" é um programa dis:ponivel na 

Pet.robrás: para análise es:t.át.ica não linear geom6t.rica, 

t.r i di mens:i onal , 

s:ubmar i nos:. 

dos: problemas: de lançament.o de dut.os: 

"Bat.elle" ir. um s:is:t.ema dis:ponivel na Pet.robrás: 

para cálculo es:t.rut.ural de dut.os: submarinos: na rase de 

lançament.o s:endo cons:t.it.uido de s:ubs:is:t.emas: para: 

análise es:t.rut.ural es:t.át.ica CBat.elle/Pips:t.at.); análise 

es:t.rut.ural dinâmica devida aos: moviment.os: da barcaça 

CBat.elle/Pipdyn) e t.raçado de curvas: "t.ens:ão " derormação" 

CBat.elle/Fi t.). 

Exis:t.em out.ros: programas: de empresas: não 

divulgados: t.ecnicament.e. 

CAPITULO III 

IIl.1) A FORMULAÇÃO DO ELEMENTO 

III.1) INTRODUÇÃO 

As: não linearidades: pres:ent.es: em um s:is:t.ema 

es:t.rut.ural podem derivar de várias: ront.es:, i ncl ui ndo as: 

não linearidades: geomét.ricas:, as: não linearidades: rts:icas:, 

apoios: não lineares: ou des:cont.inuos: e 

não-cons:ervat.ivos:. 

carregament.os: 

Num problema em que os: des:l ocament.os: e 

rot.ações: não s:ão pequenos:, as: equações: de equilibrio devem 

s:er es:t.abelecidas: com relação à conriguração derormada da 

es:t.rut.ura, que é de ant.emão desconhecida. Além dis:t.o, os: 

t.ermos: de ordem superior nas: relações: ent.re derormações: 
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especiricas e deslocamentos não podem ser desprezados, 

gerando ereitos não lineares na rormulação do elemento. 

Assim. em problemas não lineares geométricos. 

os termos da matriz de rigidez. 1 Kl , que relacionam as 

rorças, E• atuantes na estrutura com seus deslocamentos. y 

na equação, IKl x U= E• dependem dos deslocamentos 

desconhecidos U. Logo. a equação é do tipo IKCU)J x U • F. 
N - N N 

O estudo de vigas e pórticos com não 

linearidade geométrica tem sido realizado nos últimos anos 

de rorma intensa. O método dos elementos rinitos 

contribuiu decisivamente para esse rim, tornando-se o 

principal método empregado nesse tipo de análise. devido a 

sua ericiência e racilidade de implementação. 

Uma análise não 1 i near pelo método dos 

elementos rinitos apresenta três componentes principais: 

um modelo para o elemento derinido pelas runções de 

interpolação e pelas relações derormação-deslocamento; um 

sistema de coordenadas para o elemento e um procedimento 

de resolução do sistema de equações não lineares de 

equilíbrio. Na presente tese. adotam-se a interpolação 

linear para os deslocamentos longitudinais e a cúbica para 

o~ ~ran~ver~ai~. que correspondem ao modelo usado em qua~e 

Lodos os trabalhos publicados sobre elementos rinitos não 

lineares para vigas. Os polinómios assim escolhidos 

permitem que sejam garantidas as condições de convergência 

do método dos elementos rinitos. Para derivação da matriz 

de rigidez do elemento. 1 Kl , serão derinidos adiante, 

alguns dos direrentes sistemas de coordenadas para o 

elemento, dentre os quais estão os sistemas de coordenadas 

Lagrangeanas e o de Euler. Com relação aos procedimentos 
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de resolução do sistema de equações: não 1 i neares: t 

utilizam-se métodos: incrementais: com ou sem iterações, na 

presente tese. 

A relação incremental rorça-des:locamento pode 

s:er derivada da teoria convencional de viga-coluna desde 

qua sajam assumidas: pc,quenas rotações: das: axtramidades: dos 

elementos: relativos: ao segmento que une seus: extremos:. 

Grandes rotações e translações: nos n6s: do elemento s~o 

per mi ti das:. 

111.1. 2) SISTEMAS DE COORDENADAS DO ELEMENTO 

Há três: sistemas: de coordenadas: que s:ão 

comumente us:ados: nas: rormulações: de elementos: rinites: com 

não linearidade geométrica. Eles: s:e distinguem pela 

conriguração de rarerência adotada onde s:ão medidas: as: 

grandezas: rts:icas:. 

111.1.2.1) COORDENADAS EULERIANAS 

Nes:te s:is:tema, os: graus: de liberdade bás:icos: 

s:ão rereridos: ao segmento que une as: extremidades: do 

elemento na pos:ição derormada, como é mostrado na rigura 

14. Embora a descrição das: grandezas: nes:te s:is:tema seja 

mais: precis:a, um grande número de operações: matriciais: é 

neces:s:ário na trans:rormação da matriz de rigidez des:te 

s:is:tema para o global. 
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V 

,._-----------------x 

Figura 14 - PosiçSo de:formada da um ela1111tnto génerice AB. 

III. 1. 2. 2) COORDENADAS LAGRANGEANAS TOTAIS 

Na :formulação Lagrangeana total, a 

con:figuração de re:ferência é a original inde:formada da 

est.r ut. ur a. Apesar da :facilidade de implement.ação do 

procediment.o dest.a :formulução, ele conduz a uma descrição 

imprecisa, axcet.o am problemas de pequenos deslocamant.os e 

rot.ações. 

III.1.2.3) COORDENADAS LAGRANGEANAS ATUALIZADAS 

Nest.a :formulação, que t.ambém podemos denominar 

Lagrangeana para pequenas rotaçê5es, a últ.ima con:figuração 

de equilibrio at.ingida é t.omada como con:figuração de 

re:far•nci a. 

Est.e sist.ema pode ser adot.ado em problemas que 

envolvem grandes deslocament.os e rot.ações. 
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A formulação de coordenadas Lagrangenas para 

pequenas rotaç8es é apropriada para a análise não linear 

incremental. As coordenadas dos nós: dos elementos são 

atualizadas somente no inicio de cada incremento. Essa 

formulação tem a vantagem computacional de que as 

transformações das matrizes de rigidez para o referencial 

global não variam no procedimento iterativo que busca o 

aquilibrio. 

Adotaremos, portanto, este sistema na presente tese, cuja 

descrição detalhada será apresentada mais adiante. 

IIl.2) DEDUÇÃO DAS MATRIZES CARACTERlSTICAS DO ELEMENTO 

III,2.1) PRELIMINARES 

A relação força-deflexão para um elemento de 

pórtico espacial geometricamente não linear pode ser 

determinada a partir da aplicação do principio dos 

deslocamentos virtuais. Ele estabelece que se as tensões 

estão em aquilibrio com as forças aplicadas, o trabalho 

virtual realizado pelas forças ext.ernas CôWe), será igual 

ao trabalho virtual realizado pelas forças internas C6Wi), 

ou seja: 

ôWe = ôWi (1) 

Reescrevendo-se a equação acima em notação 

matricial e expressando-a em função dos deslocamentos 

nodais do elemento, chega-se, através da aplicação do 

cálculo 

desejada: 

variacional, à relação força-deslocamento 
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(2) 

III. 2. 2) MATRIZ DE RIGIDEZ INCREMENTAL 

A malriz de rigidez incremenlal do elemenlo, 

tK'"J, pode ser interpretada como sendo o limite da taxa 
z 

acr~scimo de Corça 
acréscimo de deslocamenlos • 

ôF" 

ôu" 
• l K'"l 

z 
(3) 

O limile desla lax.a. pode ser represenlado 

geomelricamenle pela tangenle em um ponlo da curva de 

equilibrio que relaciona a Corça ao deslocamenlo. 

Sabemos que o trabalho virtual das Corças 

inlernas é igual ao produlo das Corças pelos deslocamenlos 

incremenlais, islo é: 

(4) 

A parlir das expressões C3) e C4), a matriz de 

rigidez incremenlal do elemenlo, 1 K "l z • ou mais 

precisamente, a matriz da rigidez incremental tangente do 

elemenlo, pode ser escrila da seguinle maneira: 

[ K"l .. 
z 

indice li .. .. . 

• (5) 

No reslanle desle capilulo, omite-se o super-

Cicando ele subentendido, pois todas as 
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grandezas estudadas são tomadas em relação ao sistema 

local de eixos do elemanto. 

Como já roi mencionado, a matriz de rigidez do 

elemanto será deduzida utilizando-se o sistema de 

coordenadas Lagrangeanas atualizadas. 

Denominaremos as conrigurações rinais do 

elemento nos incrementos Ci) e Ci +1) por e 

respectivamente. A rigura 15 apresenta as projeções destas 

conrigurações no plano XY de um espaço tridimensional, 

cujos eixos X, Y e Z, do sistema global de coordenadas, 

têm sentidos derinidos pela regra da mão direita. 

y 

d+1 

v\ 
ai 

1 

1- ui 
1 e; 

• 
• 
• 

eº c1 

X 

Figura 15 - Coordenadas de Lagrange Atualizadas - plano 

XY. 
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Sejam x, y e z os eixos do sistema de 

raCar~ncia local do elamen~o. Denominamos dQ u, v e w 05 

deslocamentos na direção dos eixos X, y e z 

respectivamente; e de~. ~ e a, as rotações em torno dos 

eixos x, y e z, respectivamente. 

para a 

primeira deve ser considerada como Cixa. As componentes 

rotações: do elc,mento em s::S:o 

medidas com relação ao segmento que une os: extremos do 

elemento em Ci. Nas extremidades do elemento elas 

i u, • 
i. i. 

V • W • • • 
i i. i. i i. i. i. i. i. <P• l/J• e eu, v, "'• </), v, ea. 
1 1 1 Z 2 Z Z 2 2 

valem: 

Normalmente em uma conCiguração Ci, embora os 

deslocamentos medidos neste novo reCerencial sejam nulos, 

as deCormações especiCicas não são nulas. 

Sejam i +1 
& 

• 
a deCormação espec1Cica 

i.+.t i. correspondente a C e & a deCormação espec1Cica 
• 

axial 

axial 

i correspondente a C, supostamente conhecida, o acréscimo 

de deCormaçi'5es & vale: 
o. 

i +, 
& = & 

o. • 
i 

& 
• 

CB) 

O trabalho das Corças internas é dado por: 

w, • ( J A [ ( + < 

0 

ad& l dA dx (7) 

onde: A é a área da seção transversal do elemento; 

L é o comprimento do elemento; 
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Utilizando-se a Lei Constitut.iva do material 

e, integrando-se em relação as, tem-se: 

i. 

"' • s dA dx + 
a. 

onde: E é o módulo de 

elemento. 

s 2 dA dx 
a. 

(8) 

elasticidade longitudinal do 

As xiguras 16 e 16 apresentam as projeções de 

um elemento nos planos XY e XZ, respectivamente no espaço 

tridimensional xormado pelos eixos X. Y e Z do sistema 

global de rexerência. 

z 

A 

* A 

* _:r;__ __ _:3,B ___ _ 

B ~.i..._-+--------------1------lL-___ _. X 

Figura 16 - Posição deformada de um elemento genérico AB 

- plano XZ. 
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Para a anális:e por elemenlos: rinilos:, us:aremos: 

as: seguintes: runçaes: de inlerpolaç~o us:uais: para os: 

des:locamenlos: lransversais e longiludinais: do elemento e 

que valem lambém para os: deslocamenlos incremenlais: 

V= a 
" 

w = a 
7 

+ a X 
2 

+ a x + a x
2 + a x

3 

.. 5 6 

2 +ax+ax 
a " 

" + a X 
10 

(9) 

Ulilizando-s:e as: condiçaes de conlorno das 

extremidades: dos: elemenlos:: 

Em x = O: u = u . v = v • w = w • • • • 
dv 
dx 

dw --ax = 'li, 

Em x = L: u = u • v = v • w = w • 
Z 2 Z 

dv 
dx 

C1 • e 

(10) 

C1 
z 

e 

(11) 

oblém-se as s:eguinles runçaes a parlir das: 

express&s: CQ): 

u .. X 

--r-

2 
9 X 

L2 
+ z x" ] 

L" 
V • + 

2 
2 X 
~+ C1 • + 



" 2 X 

2 
!I X --+ 
L2 

3 
2 X 

L" 

a X 

[ 

2 

+ 7-
3 

2 X 

L" 
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2 
X 

--e- + 

] W< - [ X -

2 
X 

--e- + 

z 
2 X 
y- + 

C1 
2 

V' + • 

(12) 

A contribuição dos deslocamentos transversais 

do elemento em sua deformação especirica axial serà 

avaliada na presente tese, através de um modelo no qual a 

relação deformação-deslocamento é a clàssica da teoria da 

elasticidade não linear. No trabalho publicado por Wen 

C1983), utilizou-se um outro modelo em que se determina 

uma contribuição média, ao longo do comprimento do 

elemento, dos deslocamentos t..ransvers:;ai s. para a 

derormação axial especirica. Resultados numéricos 

demonstraram que o elemento rinite resultante, no trabalho 

publicado por Wen (1983), é menos rigido que o elemento 

rinite obtido no presente trabalho. 

III.2.3) MODELO COM RELAÇXO DEFORMAÇXO-DESLOCAMEHTO DA 

TEOR! A DA ELASTICIDADE NXO LINEAR 

A relação deformação-deslocamento para um 

elemento de viga coluna tridimensional é: 
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du 1 
ea = dx + ã y 

dx2 
- z 

(13) 

sendo pequeno o valor de du 
dx o lermo ( du)

2 

dx é 

desprezivel. Assim, a expressll'.o (13) resulta em: 

e 
a 

Uma vez que 

dv 
dx 

e é 
a 

dw 
dx 

uma 

- z 

variação na deformaçll'.o 

(14) 

axial 

especifica, u, v e w representam correspondentes variaçaes 

nos deslocamentos e nll'.o deslocamentos lotais. 

Substituindo-se a 

obtém-se: 

- y 

1 
+ ã 

- z 
dx

2 

( 
dw )

2 

_ 
dx y 

[ 

du 1 
dx + ã 

- z 

equação 

du 1 
dx + ã 

(14) em (8) 

(15) 

Efetuando-se o quadrado do integrando da 

segunda parcela e integrando-se ao longo da seçll'.o 

Lransversal. rasulla: 



L 

J pCx) { 
Q 

+ I yz 

du 1 
dx" + 2 

I z 

4.S 

[ 
dv ]

2 

+ 
dx 

I 
y 

A du 
dx 

dx + 

[ 
dw ]

2 

dx + 

(16) , 

onde: I é o produt.o d& inércia em relação aos: eixos: 
yz 

locais y e z. 

I e I são os moment.os de inércia da seção em relação aos 
y z 

eixos locais y e z, respect.ivament.e. 

i pCx) = & Cx) x E x A é a !'orça axial no element.o, no 
• 

inicio do increment.o, cuja dist.ribuição serâ considerada 

linear ao longo do element.o. 

III. 2. 4) MATRIZ DE RIGIDEZ INCREMENTAL 

A expressão (16) pode ser escrit.a como: 

C17), onde: 



+ 

WG"' 

I yz 

I 
z 
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)( __! X __.!: dX [ d
2 

d
2 

] } 
dx2 dx2 

L 

pCx) x { [ )2+ J du 1 dv 
dx + 2 X dx 

o 

du 
-x 
dx [ 

dv ]

2 

dx 
du 

+ dx 

1 
+ 2 

1 
2 X 

I 
y 

[ dw 
dx 

(18) 

)2} dx C1Q) 

(20) 

(21) 

As matrizes de rigidez obtidas a partir das 

W através 
2 

da aplicação do 

principio dos deslocamentos virtuais s:11'.o denominadas, 

respectivamente, de CKLl, CKal, EAC~l e EA[K2l. 

A matriz de rigidez incremental tangente do 

elemento, que relaciona os acréscimos de deslocamento aos 

acréscimos de rorça, é rormada pela soma de quatro 

parcelas: 

C K 1 "' ! K 1 + ! K 1 + EA! K 1 + EA! K l (22) • 
I L O !l 2 
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onde: IK I é a matriz de rigidez linear usual, 
L 

cujos 

termos dependem apenas das caracteristicas fisicas e 

geométricas da seção transversal do elemento. Não 

apresenta acoplamento entre os termos de rigidez axial e 

1 K 1 
a 

á a matriz de rigidez normal mant.e 

conhecida como matriz de tensc5es iniciais ou matriz 

geomátrica. Ela dà uma aproximaç~o de primGira ordem para 

a interaç~o entre a força axial, p, e os deslocamentos 

transversais. Seus termos são funções lineares de p 

existente no inicio do incremento. 

EAIK 1 - Matriz de rigidez cujos termos são 
t 

funções lineares dos acréscimos de deslocamentos do 

elemento. 

EAIK 1 - Matriz de rigidez que contém termos 
.z 

que são funções quadráticas dos acréscimos de 

deslocamentos do elemento. Na dedução dessas matrizes, 

adotaremos as seguintes notações para primeira e segunda 

derivadas: 

f 
XX 

.. 

df 
dx 

onde fé uma função de x .• 

III. 2. 4.1) DETERMINAÇÃO DA MATRIZ I K J 
t 

A express~o (20) pode ser escrita como: 



w = w ... w 
• •Cxy) •Cxz) 

onde: 

w •Cxy) 

W a EA 
•Cxz) 2 

o 

L 

I 
o 

u 
X 

u 
X 

4.8 

(23) 

(24.) 

(25) 

A parcela W C ) é !'unção das derivadas dos 
• xy 

deslocamentos: u e v. O deslocamento w não contribui para 

essa parcela. Assim, ela dará origem a uma parcela da 

matriz de rigidez Clúl cujos termos são !'unções lineares 

dos acréscimos dos deslocamentos no plano xy e que 

chamaremos ClúJCxy)" 

Analogamente, a parcela da matriz de rigidez 

CK J cujos termos são !'unções lineares dos acréscimos dos • 
deslocamentos no plano xz, será originada a partir de 

W•Cxz) e a chamaremos CK1 1Cxz)" 

Portanto, a matriz de rigidez CK J será obtida 
i 

pela soma das duas parcelas: 

C K 1 
i 

Essa simplif'icação na dedução de C K 1 
i 

(26) 

f'oi 

possivel por não haver acoplamento entre as derivadas dos 

des:locamentos transversais v e w na expressão de W . 
i 
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III.2.4..1.1) OBTENÇÃO DE C K
1 

ICxz) 

No apêndice I, deLermina-se a maLriz 

a parLir da parcela w 1Cxz)' aLravés; da aplicação do 

càlculo variacional e com base no principio dos Lrabalhos 

virLuais. 

Not.e-se que o sub-índice ''xz'' s:e ref"ere ao 

plano xz do espaço Lridimensional rormado pelos eixo x, y 

e z do sisLama de rererência local do elamenLo. 

A rigura C17) apresenLa um elemenLo riniLo 

da p6rLico espacial cujos graus de libardada esL/lo 

numerados de rorma usual. Os: Lermos da maLriz CK) 
1. (XZ) 

corre~pondem aos: graus: da liberdada ímpares:. ou s:aja. o~ 

do plano xz. 

L 
z ----z 

11 / 

' 10/ X 

'// 

..._ 

z: 
~/ 

1 

1 

1 

--.J 

X 

Figura 17 - ElemenLo Cinito de pórtico 

n1.D11eração dos graus de liberdade. 

espacial 
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III.2.4.1.2) OBTENÇÃO DE C K JC ) 
1 xy 

A mat.riz [K J " obt.ida analogamente. 
s. <xy> 

Seus 

t.ermos serão apresent.ados no apêndice I. Eles correspondem 

aos graus de liberdade 1, 2, 6, 7, 8 e 12 da Cigura (17). 

A mat.riz [K lxy calculada é também apresent.ada 
1 

no t.rabalho publicado por Gonzalez (1990). 

Convém observar que a matriz C K 1 <xy> é 
1 

o 

dobro das mat.rizes [k ), apresent.ada por Chajes (1987), e 
1 

cK11, por Ebner (1972). Ist.o está de acordo com a equação 

C40), jA que as mat.rizes de rigidez desses dois trabalhos 

publicados são increment.ais secant.es, enquant.o a da 

present.e t.ese e a do trabalho de Gonzalez (1990) são 

increment.ais t.angent.es. 

III. 2. 4. 1. 3) MATRIZ C K J 
1 

Os: t.ermos C52) e (53) do apêndice I, Corroam a 

mat.riz de rigidez [K I desejada. 
1 

Est.a mat.riz é t.ambém 

apresent.ada no trabalho publicado por Wen (1983). 

III.2.4.2) DETERMINAÇÃO DA MATRIZ C K J 
a 

Sejam~ª o vet.or de deslocament.os nodais do 

element.o e~ o vet.or de Cunções de int.erpolação que 

relaciona~ com ~e deCinidos a seguir: 
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u 
:l 

V • 
w 

:l 

"':l 

"':1. 
o 

:l .. 
u ;;; 

u 
2 

V 
2 

w 
2 

"'2 

"'2 

o 
2 

podemos, escrever: 

u = N x uº 

derivando-se a equação (66), obtemos: 

u -x "' N -x X U -.. T ;;; u -.. 

(64) 

(66) 

(66) 

(67) 

Substituindo-se as expressão (57) em (19), 

obtém-se: 



w 
a 

6 W 
a 

62 

T 
u" x NT + 1 

.... )( 2 

A primeira variação de W será: 
a 

T 
6u" x NT + 1 

-x 2 

Como já roi dito, a matriz IK J a 

(68) 

(59) 

dá uma 

primeira aproximação do ereito dos esrorços axiais nos 

deslocamentos transversais. Assim, no cálculo de 6W , 
a 

só 

há variação de deslocamentos devidos à rlexão do alemento 

T T 
e por tanto, o produto 1 6u x N J dessa expressão é igual a 

.... -x 

zero. A expressão (59) então rica: 

6 W 
a 

V 
X 

w 
X 

A expressão (60) pode ser escrita como: 

6 W • 6 W + 6 W 
O O<xy> acxzl 

onde: 

(60) 

(61) 
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L 

ó w = ~IP,,., " ó ( V )

2 

dx G<xy> " 
(62) 

o 

e 

L 

ó w 1 J P,,., " ó ( )

2 

dx = 2 w 
0(.XZ) X 

C63) 

o 

A parcela óW é f'unç!l'.o d<> v ., n!l'.o 
acxy> x 

dG>pendG> 

de w. Assim, ela originará uma parcela da mat-riz IKal que 
X 

dará uma primeira aproximação ent-re o esf'orço axial e o 

deslocament-o t-ransversal "v" e que denominaremos [ Kal xy. 

Da mesma f'orma, óW originará out-ra parcela da mat,riz 
0 ( X:Z.) 

!Kal que dará aproximação de 
a 1- ordem ent-re o esf'orço 

axial e o deslocam.ent..o lrans:vers::al '1 w' 1 e que chamaremos de 

!Kal A mat-riz de rigidez !Kal será a obt,ida pela 
(X:Z.) 

dessas duas parcelas: 

] = [ K 
a ],xy> + [ K 

a 

Essa simplif'icação na dedução de 

soma 

(64) 

f'oi 

possivel por não haver acoplament-o ent-re v e w em C60). 
X >< 

III.2.4.2.1) OBTENÇÃO DE! K l E DE! K l 
a <x2.> a <xy> 

No apêndice CI), é f'ei t,a a dedução de 

[ K 
a 

] (X2) t cujos t-ermos correspondem aos graus de 

liberdade impares da f'igura C1 7), a part,i r de óW com 
a<xz> 

base no principio dos t-rabalhos virt-uais. 

A mat-riz IK l é obt-ida analogament,e e seus a xy 
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termos corresponderão aos graus de liberdade 1, 2. 6, 7, 8 

e 12 da figura C17). 

III.2.4.2.2) MATRIZ I K J 
a 

Somando-se as matrizes IK 1 

obtém-se, então, a matriz IK J, 
a 

a xy 

simétrica, 

n•o nulos s•o aprQsantados no ap6ndica CI). 

e 1 K 1 , 
a xz 

cujos termos 

As. matrizes geométricas obtidas nos trabalhos 

publicados por Wen (1983) e Alkoush (1978) diferem da 

obtida na presente tese, 

constante e igual a p. 

pois aquelas consideram p(Xl 

O trabalho publicado por Gardner 

(1976) apresenta, para o caso plano, os acréscimos devidos 

à consideração da carga P,x, linear, aos termos da matriz 

geométrica calculada considerando 

a p. 

III.2.4.3) DETERMINAÇXO DE C K2 J 

constante e igual 

Devido à existência de acoplamanto entre as 

derivadas dos deslocamentos transversais v e w no termo 

2 2 v w do integrando da expressão (21), esta não poderà 
X X 

ser simplificada em duas parcelas, correspondentes aos 

planos xy e xz, portanto, a expressão C21) serà escrita 

como a soma de 3 parcelas: 

= w 
2<X}') 

onde: 

+ w 
2<Xyzl 

+ w 
2CXZ) 

(71) , 
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L 

w EA J 1 .. 
dx = 4 2 X V 

2 e xy> X 

• 

L 

w EA J z z 
dx .. 

4 V X W 
2CX)'Z} X X 

• 

L 

w EA J 1 .. 
dx = 4 2 X w 

Z<XZ> X 

• 

Denomina.remos de ! K J z cxy,• 

! K 1 
2 cxz,• 

as parcelas da mal.ri z de 

det.erminadas a parlir das parcelas (72), 

respect.ivament.e. 

! K 1 z cxyz, 

rigidez 

(72) 

(73) 

(74) 

e 

! K 1 
z 

(73) e (74), 

Assim, a mat.riz [K I ser:. obt.ida pela soma de 
z 

t.rês parcelas: 

[Kl•[KJ +[Kl +IKJ (75) 
2 2 cxy, 2 cxyz> z cxz> 

III.2.4.3.1) OBTENÇÃO DE [ IC2 JCxyz) • E 

[ IC2 JCxy) 

No apêndice CI), det.ermi na-se ! K J z cxyz> 
a 

part.ir de W alravés da aplicação do càlculo zcxyzi 

variacional e com base no principio dos 

virt.uais e apresenlam-se seus t.ermos não nulos. 

Det.er mi na-se lambém [ K J cxz, a 
2 

lrabalhos 

part.ir de 

W <XZ>t z 
at.ravés do càlculo variacional e com base no 

principio dos t.rabalhos virt.uais e apresent.am-se seus 

lermos não nulos. Eles correspondem aos graus de liberdade 

ímpares da figura (17). 

Como Wcxz, E função de w 
2 X 

e nã:o dependa 
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de v , os t.ermos de lK l<xz, serão :funçeies 
X 2 

quadrát.icas 

dos acréscimos de deslocament.os no plano xz. 

A mat.riz simét.rica lK I é obt.ida de :forma 
2 , xy> 

análoga à que det.erminamos l K 1 
2 < XZ> 

Os: t.ermos de 

l K I são :funçeies quadrát.icas dos 
2 < xy, acréscimos de 

deslocamen~o~ no plano xy. Eles correspondem aos graus de 

liberdade 1, 2. 6, 7, 8 e 12 da :figura (17). Seus 

valores n~o nulos são aprosent.ados no ap~ndicQ CI). 

Os t.ermos calculados da mat.riz lK l<xy> 
2 

most.rados em (114), são t.ambém apresent.ados na Tese de 

Gonzalez (1900). 

Convém 1 embr ar que l K 
2 

1 <Xy> E o t.r i pl o das 

mat.rizes lk J apresent.ada Chajes (1987) e 1K21, por 
2 

Ebner 

(1972). Ist.o con:fere com a equação (89), já que as 

mat.rizes de rigidez desses dois t.rabalhos publicados são 

increment.ais secant.es, enquant.o que a da present.e t.ese e a 

do t.rabalho de Gonzalez (1990) sso increment.ais t.angent.es. 

III.2.4.3.2) MATRIZ l K 1 
2 

Reunindo-se os t.ermos de (103), C113) a C114) 

do apêndice I, :forma-se, ent.ão, a mat.riz de rigidez IK I. 
2 

III.2.4.4) DETERMINAÇÃO DEI K 1 
L 

No apêndice CI), apresent.am-se os t.ermos da 

mat.riz de rigidez linear, simét.rica, cuja simples dedução 

dispensa maiores coment.ários. 

A mat.riz l~l é t.ambém apresent.ada no t.rabalho 

publicado por Wen (1983). 
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III. 2. 4. 5) MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE 

Nos casos em que os ereitos não lineares devidos às 

variações dos esrorços e derormações ocorridas durante o 

incremento de carga são muito pequenos se comparados com o 

ereito da não-linearidade das rorças internas e 

da~ormações que exis~em no inicio do incramen~ot as 

matrizes llúl e !Kzl podem ser desprezadas e a matriz de 

rigidez do elemento resulta: 

[KJ:J • [KTJ • IKLJ + !Kal (116) 

Como [ KTJ s6 depende das rorças internas e 

derormações existentes no inicio do incremento de carga, 

ela é usualmente denominada de matriz de rigidez tangente 

do elemento. 

III.2.4.6) MATRIZ DE ROTAÇÃO 

Para transrormar as grandezas rereridas do sistema 

global de coordenadas para o sistema local de coordenadas 

do elemento, utiliza-se a matriz de rotação IRªJ. 

As matrizes de rigidez deduzidas anteriormente, 

rererem-se ao sistema local de coordenadas do elemento. 

para transformá-las para o sistema global, 

seguinte relação: 

onde: 

usa-se a 

(117) 
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lC" é a matriz de rigidez do elemento no sistema local de 

coordenadas; 

K° é a matriz de rigidez do elemento no sistema global de 

coordenadas. 

Na transrormação do vetor de rorças do elemento do 

sistema local para o global, usa-se a matriz de rotação 

• • IR"IT. ... ranspos .. a Essa transrormação apresenta a seguinte 

rorma: 

(118) , 

onde: 

F" é o vetor de rorças do elemento no sistema local de 
-L 

coordenadas; 

F" é o vetor de rorças do elemento no sistema global de 
-a 

coordenadas. 

Seja o elemento em uma direção qualquer, exceto a 

direção vertical, representado na rigura (18) a seguir: 

p 
YL / ~t·, 

/ 

1 ' 

1 

Figura 18 - Elemento em uma direção qualquer 

dos eixos. 

rotaçtles 
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Os: termos: não nulos: da matriz de rotação desse 

elemento, CR*l 12~12, s:~o apresentados: no apêndice CI). 

Para o elemento vertical, conforme os: casos: 

mostrados: na figura (19), os: termos: da matriz de rotação 

dos: elementos são também apresentados no apêndice I. 

1 Y,"1,"L 

k 

y 

y=90º ....-r-.._ y=270º 

JC 
Yr 

YL 
ZL 

z,z7 

Pigura 1Q - Elemento vertical - rotaç~es dog eixos. 

A transformação da matriz de rigidez associada ao n6 

do contorno da estrutura que possui apoio elá.stico, do 

rafarencial local para o global~ tambóm do tipo: 

[ Kª 
mel 

i<'" 
mol (120) 

[~
01

1 é a matriz de rigidez associada ao nó que possui 

apoio elá.s:tico referida ao sistema local de 

coordenadas:; 

CRI é a matriz de rotação associada ao n6 que possui apoio 

el á.s:ti co; 

CKª 1 é a matriz de rigidez associada ao nó que possui 
mol 
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apoio elástico rererida ao sistema global de 

coordenadas. 

Os termos não nulos da matriz lRJ são apresentados 

no apêndice CI). Os ângulos a,~. e r desses termos estão 

representados na rigura C18). 

No caso da seção transversal do elemento ser 

circular, pode-se tomar a rotação a igual a zero, pois 

qualquer eixo no plano da seção é eixo principal de 

inércia. 

III.2.4.7) A MATRIZ DE MASSA 

A matriz de massa da estrutura é necessária a 

sua análise dinâmica. Ela é obtida a partir da soma da 

matriz de massa consistente com a matriz de massa 

adicional. A massa adicional do sistema é a que se deve à 

aceleração normal relativa entre as particulas rluidas e a 

estrutura. 

III. 2. 4. 7.1) MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE 

Pode-se determinar a matriz de massa 

consistente do elemento do pórtico espacial a partir da 

seguinte expressão utilizada para membros prismáticos: 

e p " HT " H dAdx 
~ 

(122), onde: 



61 

e p é a massa especirica por unidade de volume do 

element.o. 

H - é o vetor de runções de interpolação dos 

deslocament.os do element.o em termos dos deslocament.os 

e rotações de seus nós. 

Int.egrando-se a expressão (122) ao longo da 

ãrea, A, da seção transversal do elemento, considerando-se 

e o valor de p constante, obtém-se: 

L 

[ têJ = e 
p ><Â>< J HT H dx 

o 

(123) 
c 

No apêndice CI), determina-se a mat.riz ctêJ a 
c 

part.ir da expressão (123). 

III.2.4.7.2) MATRIZ DE MASSA ADICIONAL 

No presente t.rabalho, as rorças hidrodinâmicas 

são calculadas at.ravés da r6rmula de Morison, a qual 

cont.ém parcelas de inércia e de arrast.e. Considerando-se a 

parcela de inércia da equação de Morison no sist.ema local 

de coordenadas, a rorça por unidade de comprimento pode 

ser escrita como: 

= tê ü q a n (137) , 

ü é a aceleração transversal local do membro; 
n 

tê é 
a 

a massa adicional do element.o por 

compriment.o. 

unidade 

A derinição matemática de tê é a seguinte: 
a 

onde 

de 



t.r = 0.25 x CCm - 1) x p 
a 

z xnxD 

Cm é o coericiente de inércia; 

e 138), onde: 

D é o diâmetro ext.erno correspondente ao elemento. 

A matriz de massa adicional pode s:ar 

obtida a partir da seguinte expressão: 

L 

['l.rl = Me J GT x G dx 
a a 

(139), onde 

o 

G é o vetor de runç~es de interpolação dos deslocamentos 

transversais do elemento em termos dos deslocamentos e 

rotaç~es de seus n6s. 

A obtenção da matriz [ t.rl 
a 

a partir da 

expressão (139), encontra-se no apêndice CI). 

A soma da matriz de massa consistente, cujos: 

termos roram obtidos em (128), (132) e (136), no apêndice 

I, com a matriz de massa adicional, obtida em (141), 

também no apêndice I, resultará na matriz de massa total 

do elemento. 

III.2.4.8) MATRIZ DE AMORTECIMENTO 

Tendo em vista que a determinação do 

amortecimento viscoso ao longo do elemento é muito diricil 

e às vezes impraticável, utiliza-se, no presente trabalho, 

a matriz de amortecimanto proporcional, 

representada por: 

[ Cl = OI X [ Ml + "1'l X [ K J 

[ CJ ' que 

(142) 
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Dados dois parâmetros de amortecimento critico 

modais, e ... ez' 
diferentes 

correspondentes a duas freqüências 

naturais do duto, e w • z 
é possível 

determinarmos os coeficientes a e~. a partir do seguinte 

sistema de equações representado sob a forma indicia!: 

- 2 a + ~w. = 2w {, ' . . (143) 

Resolvendo o sistema (143) para os pares 

Cw, { ), Cw, {),obtêm-se as seguintes expressões para 
S. i. Z 2 

õi e {i: 

a= 

ri = 

2w w 
• z 

z z 
"' - "' z • 

2Cw z e - "' z • 
2 Z 

"' w z • 

(144) 

e ) • (146) 

Devido à presença da parcela de arraste na 

equaç~o de Morison, que depende do quadrado da velocidade 

relativa entre o fluido e a estrutura, há o amortecimento 

hidrodinâmico. Sua contribuiç~o ao amortecimento total do 

sistema estrutural pode ser computada através de iterações 

sobre a velocidade do duto, como será visto adiante, no 

procedimento de resoluç~o 

dinâmicas. 

do sistema de equaçZSes 
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III.3) CARGAS ATUANTES 

A avaliação das: cargas: atuantes: no duto durante a 

f'as:e de lançamento é essencial para sua análise 

estrutural. Nessa f'as:e, ele está sujeito ao es:f'orço de 

traçSo aplicado pela màquina tracionadora e às: açaes: 

ambientais. Essas açaes precisam ser bem entendidas: a f'im 

da ~a avi~ar probla~~. como por oxemplo o mal 

tensionamento do duto e erros: no cálculo das tensões 

limites:, o que poderia provocar sérias: perdas. 

As principais cargas: ambientais: atuantes: no duto 

durante o lançamento são o peso próprio, o empuxo e as de 

onda e de corrente. 

III.3.1) PESO PRÓPRIO 

Durante o lançamento, um valor alto de peso 

especif'ico do duto, implica grandes: def'ormaçaes: em suas 

regiaes de "sag bend" e "over bend". 

quando o duto atingir o f'undo do mar, 

Em contrapartida, 

especif'ico se torna desejável 

estabilidade. 

um grande pos:;o 

por contribuir para sua 

Assim, no dimensionamento da espessura da parede do 

duto, procura-se obter um peso próprio que evite 

def'ormaçaes excessivas: e ao mesmo tempo garanta a 

estabilidade do duto quando ele estiver no f'undo do mar. 

Muitas: vezes: com intuito de aumentar o peso próprio 

do duto para que f'ique estável no f'undo do mar, sem 

alterar as dimens:~es: do mesmo, usa-se revesti menta, 

normalmente de concreto, que também pode s:er utilizado 
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para proteção contra corrosão no duto de aço. O peso 

próprio do revestimento deve ser somado ao peso próprio do 

duto. 

III.3.2) O EMPUXO 

O principio básico de Arquimedes arirma que um corpo 

totalmente ou parcialmente submerso em um liquido serre a 

ação de uma rorça igual e contrária ao peso do rluido 

deslocado. 

Portanto, à medida que o duto vai sendo lançado ao 

mar, atuam sobre sua ext.ensão submersa, rorças de pressão 

distribuidas cuja resultante é o empuxo. 

Durante o lançamento, o empuxo atuante no trecho 

submerso do duto, contribui para a diminuição das 

derormações: nas regiões de "sag bend" e de "over bend" da 

tubulação, por atuar em sentido contrário ao peso. 

III.3.3) CARGAS DE ONDA E DE CORRENTE 

III.3.3.1) PRELIMINARES 

Na determinação das rorças devidas à onda e à 

corrente sobre a estrutura, são necessárias as velocidades 

e acelerações da particula rluida. 

Uma vez adotado um perril de distribuição de 

velocidades de corrente ao longo da direção vertical, 

desde o rundo até a superricie do mar, calculam-se, 

através da rormula de Morison, as rorças distribuidas 

devidas às ações simultâneas de onda e de corrente, 

somando-se vetorialmente as velocidades de onda e de 

corrente. 



Com intuito de desenvolver um modelo matemâtico para 

o estudo da cine~tica da onda, utilizaremos a teoria 

linear de Airy. 

A hipótese bãsica da teoria de Airy é que a 

amplitude da onda seja muito menor que o comprimento da 

onda. Esta suposição é normalmente veriricada no caso de 

âguas prorundas. 

A teoria de onda utilizada na presente tese é 

descrita no apêndice CII). 

Para o cãlculo das rorças de onda e de corrente é 

importante se ter um entendimento claro dos diversos 

sistemas de rererência usados no processo, que são o 

sistema de rererência global da estrutura, o sistema de 

rarerência local do elemento e o sistema de rererência da 

onda. 

O sistema de rererência global da estrutura é 

derinido quando especiricadas as coordenadas dos pontos 

nodais da estrutura. O eixo Z coincide com a direção 

vertical, enquanto os eixos X e Y coincidem com direções 

relevantes: do plano horizontal. 

O sistema de rererência local é derinido para cada 

alemanto da estrutura. O eixo x coincide com a linha 

baricêntrica do elemento orientado do n6 inicial para o nó 

rinal do elemento, derinido quando es:peciricadas: as 

incidências do elemento. Os eixos y e z no caso de seção 

transversal circular. podem ser as:col hi dos: 

arbitrariamente. 

No sistema de rererência usado para onda, o eixo z 
" 

coincide com o eixo Z global. O eixo x é horizontal mas: 
" 

normalmente não coincide com o eixo global X. Ass:i m, um 



ângulo~ é necessário para referir a direção de incidência 

da onda ao eixo global X. 

A origem do sistema de referência da onda é 

usualmente localizada no nival de águas tranqüilas e na 

direção da crista. A origem desse sistema normalmente não 

coincide com a origem do sistema de referência global. 

Assim, é necessário especificar-se um valor de "oft'set". 

III. 3. 3. 2) CALCULO DAS FORÇAS NA ESTRUTURA 

Através da t'6rmula de Morison, calculam-se as forças 

distribuidas na tubulação, a partir das velocidades e 

acelerações das particulas fluidas. 

A fórmula de Morison á aplicável quando a forma da 

onda incidente é pouco afetada pela presença do duto. 

Na literatura são encontradas várias proposições 

para aplicação da t'6rmula de Morison. 

Na técnica aplicada a seguir, é proposto que somente 

ao componentes normais de velocidade e aceleração produzam 

forças, desprezando-se as componentes axiais. 

Considerando-se o elemento de seção transversal em 

forma de anel circular, a força total por unidade de 

comprimento resulta na seguinte expressão: 

Vn Vn + Cm pn an (175) 

onde a primeira parcela corresponde à Corça de arraste 

enquanto a segunda, corresponde à força inercial, em que: 

~ e an são as componentes normais ao elemento. da 
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velocidade e da aceleração totais, respectivamente; 

p é a massa especirica do rluido 

D é o diâmetro externo do duto 

Cn é o coericiente de arraste 

Cm é o coericiente de inércia 

Os: coaricientes Cm Q Cn s~o runçl!Ses do númaro da 

Reynolds, Re. Assim, uma das rormas de determinA-los é 

através dos seguintes grAricos: 

Cn 

1. 2 

0.6 

onde. 

Re • 

• - - -.-
5 

2xt0 
5 

5xtO 

2 

1. 6 

e .. 

~ - - - -. - - ~---

5 
2x10 

5 
5xl0 

em que v é a viscosidade cinemAtica do rluido. 

Para utilizarmos a r6rmula de Morison 

(1 76), 

(1 76), 

lorna-se necessário o cálculo das componentes normais ao 

Sejam os vetores: 

{ Un } Vn • Vn 
Wn (163) e 

{ un } an = vn 
~ 

wn (1 77) , 



69 

re:feridos ao sist.ema global de coordenadas. As 

componen~e~ da ~orça E• normal ao elemen~o. Fx. Fy e Fz. 

nas direções X, Y e Z do sist.ema de re:ferência global, 

respect.ivament.e, valerão: 

D 
Fx ~ CD x p x 2 x l!nl x Un + Cm p X ÍJn (178) 

D 1 1 nrr Fy • CD x p x 2 x yn x Vn + Cm p """"i"" x vn (179) 

D 
Fy • CD x p x 2 x l!nl x wn + Cm p wn (180) 

port.ant.o, a :força normal será 

(181) 
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A seguir adotaremos a técnica de Bergman (1968), onde 

somente as componentes de velocidade e de aceleração das 

particulas rluidas normais ao elemento contribuem para as 

rorças de onda e de corrente. 

A partir das coordenadas das ext.remidades de um 

elemento, obtem-se o vetor unitàrio, Ç, em sua direção: 

C s Cxj; + Cy .J. + C:zk (182) 

onde Cx, Cy e C:z são os cossenos diretores do elemento. 

Veririca-se que a componente normal ao elemento do 

vetor de velocidade,!• Vxj; + vyj_ + v:z~, pode ser 

através da seguinte expressão: 

vn • e x lv x e] 

que desenvolvida resulta em: 

vn = Cvx - CxRJ i + Cvy - CyRJ J + Cv:z - C:zRJ k 

onde R • Cxvx + Cyvy + Czvz 

Analogamente, obtém-se: 

~" • Cax -CxSJ i + Cay - CySJ J + Ca:z - C:z.SJ k 

onde S • axCx + ayCy + azC:z 

Veririca-se ainda que 

obtida 

(183) 

(184), 

(186) 

(186) 
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Substituindo-se (184), (185) e (186) na equação de Morison 

apresentada em (175), tem-se, 

vetorial procurada: 

rinalmente a expressão 

{ ~~} Dz [ ª" CxS 

] + F .. .. Cm p n 4 ay CyS 

ª"' CzS 

i 

D [ ]ix [ 
Vx CxR] +Cdxpx 2 + 2 + 2 - Rz CyR 2 V>< vy Vz vy 
vz CzR 

(187) 

As rorças de onda e corrente podem, portanto, ser 

calculadas pela r6rmula de Morison. 

geral, nos eixos locais, é dada por: 

Sua expressão mais 

F"' e D I!~ + cor 
"l 1 Cv~ + cor sal) + " p " ~ Vn - !n " Vn Vn 

D 

+ p TI 
rr [Cm o - CCm - 1) "l ) e 1 BB), onde 4 an " an 

Os super i ndi ces "0 11 
• "cor" e 11st." si gni f'i cam onda 

corrente e estrutura, respectivamente. 

A r6rmula de Morison acima considera também a 

velocidade e a aceleração de um rluido em relação à 

estrutura, que também está em movimento. Se desprezarmos o 

movimento da estrutura, os Lermos '"v~L II e· '"a~L .. se anulam 

e a r6rmula (188) recai na (175). 

A partir da r6rmula (188), observa-se que a parcela 

de arraste é proporcional ao quadrado da velocidade 

relativa entre as particulas de água e a estrutura e, por 

isso, é não linear. 
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A parte inercial da equação 

composta de duas parcelas, Cm p n 

C188), por sua vez, é 

r,2- º ""T x !,n que repres:ent.a 

a força aplicada pela massa de um fluido acelerado em um 

cilindro fixo, rr sal 
e p n <L C Cm - 1) =" , que corresponde à 

força inercial causada por um cilindro acelerado em um 

fluido em repouso. A primeira é uma ação aplicada à 

estrutura, enquanto a segunda é uma resistência inercial. 

Es:ta resistência pode ser entendida como uma massa 

adicional de água acelerada juntamente com a massa do 

cilindro. 

O coeficiente Cm - • que multiplica ..t 

ª" N 
está 

acordo com o trabalho publicado por Garrison (1980), 

de 

onde 

ele concluiu que o coeficiente de inércia de um fluxo 

acelerado sobra um cilindro fixo excede de 1 o coeficiente 

de inércia de um cilindro acelerado em um fluido em 

repouso. 
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CAPITULO IV 

IV.1) Mr:TODOS DE RESOLUÇÃO UTILIZADOS 

Nes:te capitulo, descrevemos os: procedi mantos 

numéricos: que roram implementados: nas análises estática e 

dinàmica da presente tes:e. 

IV.2) ANALISE ESTATICA NÃO LINEAR 

Nes:s:a análise, utilizamos o método incremental sem 

i ter ações e o método incremental com it.,rações:, 

denominados de método incremental linear e método 

incremental não linear, respectivamente. 

Em ambos os procedimentos:, a carga é aplicada em uma 

sequência de pequenos incrementos: calculando-se, em cada 

um deles, o incremento de deslocamento. A direrença entre 

os: dois métodos: é a rorma como neles se determinam os: 

i ncrementos de deslocamentos. Enquanto, 

incremental linear, utiliza-se a matriz 

no 

de 

método 

rigidez 

tangente da estrutura e se raz uma análise linear em cada 

incremento de carga, no método incremental não linear, 

utiliza-se a matriz de rigidez incremental da estrutura e 

se aplica um procedimento iterativo am que se checa a 

convergência. A rigura C23) mostra como cada um desses 

dois: métodos: aproxima a verdadeira curva carga-derlexão. 

Os algoritmos desses métodos são apresentados no capitulo 

V. 
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--- Lln1u lr,-:r•ff'llntal 
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Oa•locm1e.nto 

Figura 23 - Métodos incrementais linear e n:lo linear 

Como o princípio da superposição de efeitos só é 

vãlido para estruturas que apresentem comportamento 

linear, implementaram-se nes:s:es métodos: de resolução as: 

etapas de cargas, isto é, as cargas podem não s:er 

aplicadas simultaneamente e a solução final correspondente 

a uma etapa pode servir de ponto de partida para outra. 

Nos próximos parãgrafos e nos algoritmos desses métodos, 

consideraremos uma etapa de carga genérica, 

desnecessãrio um índice para identificã-la. 

tornando-se 

A configuração inicial da estrutura que s:e adota é 

de grande importãncia na converg~ncia desses dois métodos. 

Na presente tese, assume-se que o duto s:e encontra 

inicialmente horizontal, em um nivel próximo ao das Aguas 

tranqüilas:. 
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IV. 2. 1) Ml::TOOO INCREMENTAL SEM I TERAÇOES C LINEAR ) 

Neste método, para calcular os das! ocamentos 

incrementais, utiliza-se a matriz de rigidez tangente da 

estrutura, [KTI. Como já foi visto anteriormente. esta 

matriz é obtida pela soma das matrizes de rigidez linear, 

[KLJ e geométrica, [Kol e seus termos s6 dependem dos 

esforços internos e deformações existentes no inicio do 

incremento da carga. 

incremento. 

permanecendo constantes durante o 

No inicio de cada incremento de carga, atualiza-se a 

matriz de rigidez tangente, a partir da geometria 

deformada e dos esfoços internos existentes. Os esforços 

internos são usados para formar a matriz de rigidez 

geométrica, enquanto a estrutura deformada é usada para 

atualizar a matriz de rotação e o comprimento do elemento. 

Obtida a nova matriz de rigidez da estrutura, 

calculam-se os deslocamentos incrementais, através da 

resolução da equação 

notação matricial, 

[KTI .õ.U • ~· que representa em 

um sistema de equações algébricas 

lineares, onde IKTI é a matriz de rigidez tangente da 

estrutura; .õ.U é o vetor de deslocamentos nodais 

incrementais e t.F é o vetor de cargas nodais incrementais. 

Estes deslocamentos incrementais obtidos são então usados 

para calcular os acréscimos nos esforços internos. Novos 

valores de deslocamentos, reações e esforços internos são 

então determinados, somando-se as quantidades incrementais 

aos valores totais previamente existentes. A partir 

destes valores atualizados de esforços e deslocamentos 

totais, forma-se a matriz de rigidez tangente para o 

pr6ximo incremento de carga. 
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A vantagem deste método é que em cada incremento de 

carga aplicado, a resolução do sistema de equações s6 é 

necessária uma única vez. Por outro lado, como a matriz de 

rigidez tangente não considera os efeitos das variações 

nas deformações e forças internas que ocorrem ao longo 

dos incrementes, para que a solução numérica se aproxime 

da solução exata, devem-se usar incrementas de carga 

menores, ao se aplicar o método. 

IV. 2. 2) MJ::TODO INCREMENTAL COM ITERAÇCES C NÃO LINEAR ) 

Es:te método utiliza a matriz de rigidez incremental 

da estrutura, 1 KIJ • na deter mi nação dos deslocamentos 

incrementais. Como já foi visto, esta matriz é determinada 

pela soma de quatro parcelas: IKIJ • IKLJ + IJCal + IKtl + 

+ IKzl. Seus termos dependem dos deslocamentos e esforços 

internos que ocorrem durante a atuação do incremento de 

carga. Como es:ses deslocamentos e esforços internos são 

desconhecidos no inicio do incremento de carga, um 

procedimento iterativo é necessário para se atualizar 

continuamente a matriz IKil. 

Na presente tese, utilizaremos o método iterativo de 

Newt.on-Raphson cuja principal vantagem é a eficiência na 

obtenção de uma solução convergente. 

O primeiro passo, no método incremental não linear, 

é semelhante ao método incremental linear: a partir da 

geometria deformada e dos esforços internos existentes no 

inicio do incremento de carga, formam-se as matrizes 1 KLI 

e IKal da estrutura. Os termos de IKtl e IKzl são zerados. 

A matriz IKII • lKLI + IKal é então usada para determinar 
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uma primeira estimativa dos deslocamentos incrementais 

correspondentes ao incremento de carga aplicado. 

Inicia-se, então, O procedimento iterativo de 

Newt.on-Raphson, através do qual a matriz de rigidez 

incremental da estrutura é continuamente atualizada. 

Os; termos da matriz de rotação não se alteram 

durante as iterações. Eles só são atualizados no inicio do 

incremento de carga aplicada. o procedimento de 

Newt.on-Raphson consiste na determinação das direrenças 

entre as cargas externas e as rorças internas que existem 

nos nós dos elementos, no rinal de cada iteração. Essas 

rorças desequilibradas são então usadas para se calcularem 

acréscimos aos deslocamentos incrementais obtidos. 

Quando os valores das rorças desequilibradas rorem 

despreziveis, o procedimento iterativo é rinalizado. Os 

deslocamentos incrementais então obtidos, são usados no 

câlculo dos incrementes aos esrorços internos. Essas 

quantidades incrementais de esrorços internos e 

deslocamentos são somadas aos valores de esrorços internos 

e deslocamentos previamente existentes, 

obtendo-se os valores totais atualizados, 

respectivamente, 

a partir dos 

quais rormam-se [Kt.J e [Kal para o próximo incremento. 
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IV.3) ANALISE DINÂMICA NÃO LINEAR NO DOM1NI0 DO TEMPO 

As equações de equilíbrio que governam a resposta 

dinàmica de um sistema 9strutural discretizado por 

elementos finitos, em um determinado instante t + At, são: 

l Ml O + 1 CJ U + 1 Kl U ,. R 
-l+Ál -l+Ál -l+Ál -l-+Ál 

C 189) , onde: 

IMJ, (CJ e IKJ são as matrizes de massa, de amortecimento 

e de rigidez, respectivamente, deduzidas no capitulo CIII) 

para o elemento; 

o 
""l+.6.l. !!l+Al' 

vet.ores de acel ar ações:. de 

velocidades e de deslocamentos, respectivamente, 

do elemento no instante t+Át. 

dos nós 

~l+Ál é o vetor de cargas nodais atuantes no instante 

l+Ál. 

Associam-se às equações (189) as seguintes condições 

iniciais: 

u • u e u • u ClQO) 
""l=O -'0 -t=O "'0 

As parcelas IMJU • , ICJU • e IKJU • , 
-l+ül -l+ul -l+ul 

são os 

vetores de forças de inércia, de forças de amortecimento e 

de força elâsticas (reações), 

instante t+At, respectivamente. 

nos nós do elemento, no 

Em anâlise dinâmica, portanto, consi dar a -s:a o 

equilíbrio estâtico em um deter mi nado instante, 

incluindo-se os efeitos das forças de inércia e das forças 

de amortecimento. 
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MaLemaLicamenLe, a expressão (189) represenLa um 

sisLema de equações diraranciais de segunda ordem. Em 

anâlise por elemenLos riniLos, a solução dessas equações 

pode ser obLida por dois méLodos: o de inLegração direLa 

e o de superposição modal. 

No méLodo numérico de inLegração direLa, as equações 

(189) são inLegradas passo a passo. O t..ermo "diret.o" 

signirica que nenhuma Lransrormação inicial das equações 

(189) é necessâria. 

Em essência, o méLodo de inLegração direLa é baseado 

em dois principias: 

Primeiro, ao invés de LenLar saLisrazer as equações 

(189) em qualquer insLanLe de Lempo L, seu objeLivo é 

saLisrazê-las apenas em alguns insLanLes, com inLervalos 

de Lempo AL. IsLo signirica que o equilibrio é procurado 

em pontos discreLos do inLervalo de Lempo analisado. 

Assim, as Lécnicas uLilizadas para anâlise esLâLica 

podem ser uLilizadas nesse méLodo. 

Segundo, ass:ume-s:;e uma variação de deslocamenLos, 

velocidades a acelerações em cada inLarvalo de Lempo AL. 

Os procedimentos de inLegração direLa nos quais a 

solução das equações no insLanLe L+AL, é baseada em 

condições de equilibrio no insLanLe L, são denominados 

méLodos de integração expliciLa. O méLodo das direrenças 

canLrais 6 o seu operador da inLegração mais comum, Por 

outro lado, os méLodos de integração direLa que uLilizam 

as condições de equilibrio no instanLe L+At são chamados 

de méLodos de inLegração impliciLa e neles se enquadram os 

méLodos de HouboulL, Wilson e Newmark. 
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Considerando-se a estabilidade do método de 

integração, os procedimentos podem ser condicionalmente ou 

incondicionalmente estáveis. Um método de integração é 

dito incondicionalmente estável, se a solução, para 

quaisquer condições iniciais, não crescer ilimitadamente 

para qualquer intervalo de tempo ~t. Um procedimento de 

integração é condicionalmente estável quando o mesmo só 

ocorre para At JDQnor quQ um daterminado valor. u~ualmento 

chamado de limite de estabilidade. O método de diferenças 

centrais é condicionalmente estável, enquanto os métodos 

de Houboult, Wilson e Newmark são incondicionalmente 

estáveis. 

No método de superposição modal, modificam-se as 

equações de equilibrio através da transformação a seguir, 

que nada mais é que uma mudança de base: 

U<t> • [ PI X<t> C1bl1), onde: 
N N 

U<t> são os deslocamentos nadais 

[PJ é uma matriz de transformação 

~<ll são os deslocamentos generalizados 

O objetivo desta transformação é reduzir o esforço 

computacional. Um exemplo de matriz de transformação é a 

que utiliza os modos de vibrações livres da estrutura. 
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A escolha de um método de integração direta 

apropriado vai determinar a precisão. estabilidade e o 

custo da solução. 

A limitação do uso do método de diferenças centrais 

para problemas de vibração estrutural é devida à 

necessidade de restrição do intervalo de tempo At, para 

que haja estabilidade. O valor de At deve ser menor do que 

T , onde T é o período natural da estrutura. 
n/n n 

Em análise não linear, o período natural, T, não é 
n 

constante, uma vez que a matriz de rigidez varia durante 

os cálculos, o que dificulta ainda mais o atendimento a 

esta restrição. 

Na presente tese, utiliza-se o método implícito de 

integração direta de Newmark, comumente adotado em análise 

dinâmica não linear, por ser incondicionalmente estável e 

eficiente na resolução de equações dinâmicas não lineares. 

JV.3.1) MÉTODO IMPLÍCITO DE INTEC3RAÇÃO DIRETA DE 

COM MODIFICAÇÕES ADICIONAIS 

NEWMARK 

O procedimento geral do método de integração direta 

consiste em se dividir o intervalo de tempo em estudo, de 

O a T, em n incrementes de tempo At iguais a T/n. Através 

da integração numérica no tempo, obtém-se uma solução 

aproximada nos instantes O, At, 2At, 3At, . . t, t+l>.t, 

... , T. O algoritmo, apresentado no capitulo V, calcula a 

solução no instante de tempo seguinte a partir das 

soluções nos instantes anteriores, ou seja, 

as soluções nos instantes O, l>.t, ati.t, ... , t, 

conhecendo-se 

obtém-se a 
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solução no instante t+At. 

Visando-se atingir a convergência p.ara a 

configuração de equilíbrio, tendo em vista a não 

linearidade do problema, utiliza-se o método iterativo de 

Newt.on-Raphson. 

A equação de equilibrio dinâmico para o problema de 

lançamento pode ser escrita da seguinte forma: 

!MJU • -t [CJU • + IIOU • • f.Ct+At, U U ) 
-l+ul -l+ul -l+ul ·· -l+At' -L+Ál 

associada as condições iniciais U • Uo e 
""l=O <Y 

u • 
-t=O 

Uo 

C192), onde: 

FCt+At U U ) ~ o vetor de cargas atuantes no 
- • -l+Ál. -l+Ál 

instante t+At e que depende do 

deslocamento e da velocidade da 

estrutura. 

O procedimento de Newmark é geralmente aplicado 

quando o vetor~ depende somente de t. Como no caso de 

estruturas offshore, a força hidrodinâmica depende da 

velocidade relativa entre o fluido e a estrutura, uma 

modificação envolvendo iterações adicionais se faz 

necessária ao método, já que ele não se aplica diretamente 

ao problema aqui estudado. 

Inicialmente, precisa-se fazer algumas suposições 

para resolver o sistema de equações dinâmicas, pois os 

deslocamentos, velocidades e acelerações da estrutura são 

desconhecidos no instante t+At. As suposições usadas 

nesse método são as seguintes: 
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u 
Nl-tâl = u 

-l + [ (1 - 6) u + 6 u ] At (193) 
-t "'l+âl 

u = u + U At + [ ( ~ - a) u + a u ] At
2 (194) 

-L+AL -L -L -l -t+Al 

onde a e 6 são parâmetros que inrluem na precisão e 

estabilidade da integração. O método de intagração ó 

incondicionalmente 

a2: 0.26(6+0.6) 2
. 

estável para 6 2:: 0.6 e 

Através de algumas manipulações algébricas, nas 

equações (192), (193) e (194), obtêm-se as seguintes 

expressões para U e Ü • em runção do deslocamentos 
-t+At -t+ .. t 

u . 
- t +At. 

U = a x CU - U ) + a U + a U 
... t+At o -t+ât "'t i"'t z ..... t 

onde: 

6 .. 1 ó 
( 1 

6 ) a .. 
aAt • a - , a .. -o 1 a 2 2a 

1 1 = 1 
1 

a = , a = - aAl • a -
" aAt 

2 ' 
,. 2ot 

(196) 

(196) 

At 

(197) 

Utilizando o método iterativo de Newt.on-Raphson, a 

equação (192) pode ser expressa como: 

()( JU< lc-1 > 
X -t+Al 

(1Q8) 
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onde: 

(199), em que o indice k 

representa o número da iteração. 

Combinando-se as relações (196), (196) e (199) e 

substituindo-se em C1Q8), 

equi 11 brio dinâmico: 

obtém-se a equação rinal de 

(200), onde: 

lK 1 = [ K 1 + a C CJ + a [ Ml (201) 
aq I l o 9 

F .. 
-•q 

F e t. + .õ.t, y l+.Õ.l' 
u ) 
-l+.Õ.l 

[K JU 1 k-i > 
I -l+.Õ.l 

+ 

- l CJ ca cu<k-i> u ) + a u + a O 1 + 
O ""L+ât -l 1-l 2-l 

- 1 Ml ca cu<k-i> u ) + a u .. a O 1 (202) 
" -l+.Õ.l -l ,-l 5-l 

A equação (200) de análise dinàmica não linear 

iterativa apresenta a mesma rorma que a equação (2) 

utilizada na análise estática não linear. Sendo assim, 

pode-se concluir que as técnicas iterativas para análise 

estática podem ser também aplicadas para a análise 

dinâmica. No entanto, a análise dinàmica não linear exige 

um maior rigor nas iterações que a análise estática, pois 

qualquer erro comatido em um determinado instante do 

processo de resolução aretará todas as demais soluções que 

vierem a ser obtidas nos intervalos subseqüentes. 

Como F -•q 
estrutura 

é runção não linear da velocidade da 

desconhecida no instante t+.At • são 
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necessárias iterações adicionais rererentes à velocidade 

da est.rut..ura. u •. 
-l +ul 

O processo s:e inicia com a 

determinação de Yl+t:.l' através da rórmula (196), que será 

usada no cálculo das rorças de onda e corrente. Obtido o 

vetor t:.IJ'k>, calcula-se o vetor de deslocamentos e 

compara-se este vetor com o obtido na iteração adicional 

anterior. Se a direrença entre eles ror menor que a 

tolarància estabelecida, avança-s:.e para o próximo 

intervalo de tempo; caso contrário, atualiza-se o vetor de 

velocidades da estrutura introduzindo o novo vetor de 

deslocamentos na equação (196) e reinicia-se o processo. 

Obtido U • , calculam-se os vetores de velocidade e 
,., t +ul 

aceleração através das expressões (196) e (196) e parte-se 

para o intervalo de tempo seguinte. 

Uma questão importante é a escolha de um intervalo 

de tempo t:.t apropriado. Ele deve ser pequeno o suriciente 

para se obter uma solução precisa, mas não deve ser menor 

que o necessário, pois encarece a solução. 

A convergência em análise dinâmica é sempre 

alcançada, desde que o intervalo seja suricientemente 

pequeno, uma vez que a contribuição da matriz de massa na 

rormação da matriz de rigidez eretiva, torna-se dominante. 

IV.3.2) ANÁLISE DE VIBRAÇÕES LIVRES 

Na presente tese, desenvolveu-se também um programa 

que determina as rrequências naturais e os modos de 

vibrações livres de estruturas espaciais de barras sob 

tensões iniciais considerando não linearidade geométrica, 

pelo método dos elementos rinites. 
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A análise de vibrações livres de um sistema 

estrutural submetido a um estado de tensões iniciais é• 

consiste na resolução do problema de autovalor. 

{ [ K 
T ] ( u6 (203) 

sendo que w corresponde às rrequências naturais, C MJ à 

matriz de massa,~ aos autovetores ou modos de vibração e 

[K] à matriz tangente. 
T 

As matrizes CMl e C K l 
T 

jà roram deduzidas no 

capitulo III e seus termos se encontram no apêndice I. 

Para resolução do problema de autovalores .. 
autovetores da equação (203), implementou-se a subrotina 

de Jacobi do livro do Bathe, ao programa. 

A análise de rrequências naturais é reita a partir 

dos resultados rinais da anàlise estática do lançamento do 

duto. O procedimento é o seguinte: ao rinal da análise 

estática, guardam-se a conriguração derormada da estrutura 

bem como seus esrorços internos e reações em um 

deter mi nado arquivo. Ao se iniciar a anàlise de 

rrequéncias, a primeira tarera é a leitura deste arquivo 

para recuperação dessas grandezas e dai se poder calcular 

a matriz de rigidez da estrutura. Em seguida, procede-se 

ao cálculo de rrequências naturais e modos de vibração da 

estrutura. 
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IV.4) PROCEDIMENTOS NUMÉRICOS DE SIMULAÇÃO DO PROBLEMA 

DE CONTATO 

Estes procedimentos permitem que as condições de 

contorno do problema sejam modiCicadas no Cinal de cada 

incremento de carga aplicado, através da utilização dos 

seguintes tipos de apoios especiais nos nós do contorno da 

estrutura: 

a) Apoio elástico, descontinuo em uma determinada direção, 

que só se torna eCetivo quando a coordenada nesta 

direção do nó em que está conectado, atingir um valor 

previamente deCinido. Isto representa que Coi 

estabelecido contato em uma região do contorno da 

estrutura, nesta direção; 

b) Apoio semelhante ao anterior, mas que só Cunciona à 

compressão. No caso de tração, o deslocamento do nó em 

que está conectado, na direção de descontinuidade deste 

apoio, Cica sem restrições. 

O procedimento numérico reCerente ao apoio elástico 

descontinuo consiste em se comparar a nova coordenada do 

nó do contorno da estr ut ur a, na direção de 

descontinuidade, obtida da correção de coordenadas no 

Cinal do incremento de carga, à coordenada previamente 

deCinida que representa um limite ao deslocamento nodal, 

em Cunção do problema que se está analisando. Associa-se 

então, à direção cujo limite Cor atingido ou ultrapassado, 

a constante elástica do apoio, previamente deCinida para 

essa direção de descontinuidade. 

No caso do apoio elástico descontinuo que só 

Cunciona à compressão, veriCicamos se a reação na direção 
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da descontinuidade no nó a ele conectado, calculada no 

~inal do incremento de carga aplicado, é de natureza 

trativa ou compressiva. O grau de liberdade correspondente 

à direção de descontinuidade tracionada deixa de ser 

restringido. Veri~ica-se também, em cada iteração, a 

natureza da reação, aplicando-a, com sinal contrãrio, à 

conriguração derormada da iteração imediatamente anterior, 

liberando, em seguida, o grau de liberdade correspondente. 

Para que a restrição ao deslocamento nodal, em uma 

determinada direção seja praticamente total, podemos 

atribuir ao apoio elãstico descontinuo uma grande rigidez. 

~ o que se raz no caso dos apoios 

correspondentes ao terreno do rundo do mar, 

rígido, qua apoia o duto. 

elãsticos 

suposto 
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CAPITULO V 

V.1) IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 

V.1.1) INTRODUÇÃO 

Baseado no trabalho descrito nas: s:eç~es: anteriores:, 

desenvolveram-se dois programas de computador para as 

análises estruturais estática e dinâmica tridimensionais 

de dutos durante a rase de lançamento. Através deles, é 

possivel a deter mi nação das: curvas carga-derlexã'.o 

aproximadas:, bem como da carga critica de instabilidade da 

estrutura. Além de toda a implementação necessária ao 

elemento rinito de pórtico tr i dimensional com não 

linearidade geométrica, introduziram-se no programa 

caracterislicas: es:peciricas: do problema a ser estudado e 

que serão apresentados no presente capitulo. 

V.2) APOIOS ESPECIAIS 

No capitulo anterior, descreveu-se o procedimento 

num~rico da simulação do problema tridimensional de 

contato no contorno da estrutura e apresentaram-se os: 

apoios: elásticos: des:continuos: úteis a es:s:a rinalidade. 

A direção de um apoio elástico descontinuo é 

derinida por três: ângulos: que permitem a rormação da 

matriz de ralação, CRJ, obtida em (121), no apêndice !, 

correspondente ao n6 em que o apoio está conectado. 

A constante de mola correspondente ao apoio pode ser 

de deslocamento ou de rotação. Se a mola que representa o 
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apoio elástico f"or do tipo linear, a sua rigidez é 

const.ant.e. 

Associamos ao nó que possui apoio el.ástico 

des:conti nuo uma matriz de rigidez diagonal, [ Kmoll, 

apresentada a seguir: 

Kx 

JCy o 

JCxx 

o Kyy 
~ 

(204) 

onde 

Ky e Kz são as: constantes: de mola de 

deslocamento das direções: x, y e z, respectivamente, do 

sistema de ref"erência local. 

Kxx, Kyy e Kz:z são as constantes: de mola de rotação 

em torno dos eixos x, y e z, respectivamente, 

de ref"erência local. 

Para implementar o apoio descontinuo 

f"azemos inicialmente a transformação da matriz 

sistema local para o sistema global de 

do sistema 

elástico, 

do 

coordenadas 

apre~antada sm (120) s quQ rgpgtiremos a seguir~ 

Em 

L 

Kmol 

seguida. acrescentamos os Lermos 

(120) 

da matriz 

[ ~ol ] obti da, aos termos: da matriz de rigidez da 
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estrutura correspondentes aos graus de liberdade de 

V.3) CALCULO DAS FORÇAS DE ONDA E DE CORRENTE 

Para o cálculo das forças de onda e de corrente 

através da formula de Morison, implemanlamos a técnica 

publicada por Borgman (1968), na qual, conforme já foi 

dilo no capitulo III, somente as componentes de velocidade 

e de aceleração das partículas fluidas normais ao elemento 

contribuem para essas forças. 

Na avaliação das forças de onda e de corrente, 

determina-se inicialmente se o elemento está seco. 

totalmente molhado ou parcialmente molhado. No primeiro 

caso, não se computam forças. No último caso, o ponto de 

interseção entre o elemento e a água do mar é 

determinado. Nos dois últimos casos, as intensidades de 

força, Fx, Fy e F%, podem ser avaliadas em quantos pontos 

se desejar. No presente trabalho adotamos cinco pontos que 

dividam cada elemento em quatro parles iguais e utilizamos 

interpolação linear para essa carga dislribuida. 

Calculam-se, então, as cargas nodais equivalentes 

para os membros que, por sua vez. são devidamanle 

computadas no vetor de cargas nodais que será utilizado na 

análise. 

Os programas de análises estática e dinâmica 

desenvolvidos no presente trabalho utilizam as fórmulas de 

Morison (175) e (188), respectivamente, para calcular as 

forças de ondas e de correntes. 
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Implementaram-se, no programa de análise estática, 

as seguintes possibilidades para ações de 

correntes: 

onda~ 

ação do peso próprio, em uma primeira etapa, e então, 

à configuração deformada do duto atingida, aplicam-se as 

rorça~ de corrente e/ou onda. em uma segunda et.apa; 

ação de forças de corrente, além do peso próprio, na 

primeira etapa e sobre a configuração alcançada pelo 

duto, introduzem-se as forças de onda, na segunda etapa; 

uma única etapa de cargas incluindo as ações simultàneas 

do peso próprio e das forças de corrente e/ou onda. 

V.4) CALCULO DO EMPUXO 

Foi previsto também o cálculo automático do empuxo. 

Uma vez determinado se o elemento está seco, molhado 

ou parcialmente molhado procede-se da seguinte maneira: Se 

o elemento estiver seco, não se calcula empuxo; se ele 

estiver totalmente molhado, calcula-se o empuxo por 

unidade de comprimento do element.o; se estiver 

parcialmente molhado, calcula-se o empuxo por unidade de 

comprimento do trecho submerso do elemento. 

Os valores de empuxo calculados, são descontados do 

peso distribuído, obtendo-se um peso efetivo atuante. 

Na presente tese, para simular o lançamento, 

adotamos uma configuração inicial para o duto, horizontal, 

próxima ao nivel das ~guas tranqüilas, e aplicamos a carga 

através de sucessivos pequenos incrementes. Assim, não 

utilizamos o cálculo automático do empuxo, nos exemplos 
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estudados, nos quais descontamos o empuxo do peso antes de 

iniciarmos a anàlise. 

V.5) ALGORITMOS IMPLEMENTADOS 

Descrevem-se, a seguir, os algoritmos utilizados nos 

programas de computador re~erentes às análises estática e 

dinâmica que roram explicados anteriormente. 

V.5.1) ANÁLISE ESfÁTICA 

V. 5.1.1) METODO INCREMENTAL LINEAR 

1- Leitura dos dados 

2- Formação do vetor 1>.F1 de incrementos de 

aplicadas diretamente aos nós 

3- INC = O 

4- Incremento INC: INC = INC + 1 

cargas 

5- Cálculo do vetor Af2 de incrementos de cargas nodais 

equivalentes às cargas de membro devidas ao peso 

próprio, à onda e à corrente, etc ... 

6- Formação do vetor 1>.F de incrementos de cargas a partir 

da soma 1>.F = AF1 + 1>.F2 - -
7- Formação da matriz de rigidez linear de cada elemento, 

8- Formação da matriz de rigidez geométrica de cada 

elemento, [ K:], a partir da geometria e esrorços 

internos existentes 

9- Determinação da matriz de rigidez tangente do elemento, 

uti 1 i zando-se a equação [ K: ] '" [ ~ ] -t [ K: ] 
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10- Formação da matriz de rotação de cada elemento 

11- Transrormação da matriz de rigidez tangente de cada 

elemento do sistema de rererência local para o global 

12- Montagem da matriz de rigidez tangente da estrutura, 

[ KTJ, no sistema global de coordenadas 

13- Introdução das condições de contorno 

14- Procedimento da resolução do sistema de equações 

representado pela notação matricial [KTI x .õ.D • ~· 

onde lú) é o vetor de deslocamentos incrementais 

15- Teste do sinal dos termos da 

matrizes de rigidez. Se 

diagonal principal das 

houver sinal negativo, 

signirica que se atingiu a carga critica e então, 

imprimem-se resultados e interrompe-se a execução 

do programa; caso contrário, prossegue-se 

16- Determinação dos incrementes de esrorços internos e 

dos incrementes de reações nodais pela soma das 

variações de esrorços internos e de 

calculadas a partir de Ap, aos incrementes de esrorços 

de engastamento perreito referidos ao sistema local e 

global da coordenadas, respectivamente 

17- Cálculo dos novos deslocamentos, esforços internos e 

reações totais através da soma das 

incrementais 

existentes 

obtidas aos valores 

quantidades 

previamente 

18- Atualização das coordenadas e das condições de 

con~orno 

19- Retorno ao passo 4 até que a carga total seja aplicada 

20- Impressão dos resultados rinais após aplicação da 

carga total 
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V. 5.1. 2) MIITOOO NÃO LINEAR INCREMENTAL 

1- Leitura dos dados 

2- Formação do vetor l>F1 de incrementes de cargas 

aplicadas diretamente nos nós 

3- INC = O 

4- incremento INC: INC = INC + 1 

5- Càlculo do vetor l>F2 de incrementes de cargas nodais 

equivalentes às cargas de membro devidas ao peso 

próprio, à onda e à corrente, etc ... 

6- Formação do vetor l>F de incrementes de cargas a partir 

da soma l>F = AF1 + l>F2 
N N 

7- Formação da matriz de rigidez linear de cada elemento, 

8- Formação da matriz de rigidez geométrica de cada 

elemento, [ K:1 • a partir da geometria e esforços 

internos existentes 

9- Deter mi nação da matriz de rigidez do elemento, 

utilizando-se a equação [ K; ] 11 [ K: ] • [ ~ ] + [ K: ] 
10- Formação da matriz de rotação de cada elemento 

11- Transformação da matriz de rigidez de cada elemento, 

[ K; ] • do sistema de referência local para o global 

12- Montagem da matriz de rigidez 

[ Júl, no sistema global de coordenadas 

13- Introdução das condições de contorno 

14- IT = O 

15- Iteração IT: IT = IT + 1 

da est.rut.ura, 

16- Procedimento da resolução do sistema de equações 

representado pela notação matricial [Júl x [~l • 
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17- Teste do sinal dos termos da diagonal principal das 

matrizes de rigidez. Se houver sinal negativo 

significa que se atingiu a carga critica e então, 

imprimam-se resultados: e interrompe-se a execução do 

programa; caso contrário, prossegue-se 

18- Atualização do vetor de deslocamentos incrementais, 

Ap, através da soma: .l:.D = Ap + àd 

[ I(~] 19- Formação das matrizes ~ de cada 

elemento a partir do vetor de deslocamentos 

incrementais atualizados, .60. 

20- Formação da matriz [K;] de cada elemento, a partir 

da soma [ K; ] = [ ~ ] + [I(:] + [I(:] + [~] 

21- Transformação da matriz [K:] de cada elemento do 

referencial local para global com utilização da matriz 

de rotação de cada elemento, calculada no passo 10 

22- Determinação dos vetores de acréscimos de esforços 

internos de cada elemento, àa!r. e de acréscimos de 

reações nodais, Ar!!ª• a partir do vetor àg, com 

utilização das matrizes [ K; ], obtidas no passo 20 

23- Formação da matriz de rigidez incremental tangente da 

estrutura, 1 )(z 1, no sistema global de coordenadas 

24- Introdução de condições de contorno 

25- Cálculo do vetor de cargas nodais desequilibradas, 

descontando-se o vetor de acréscimos de reações 

nodais, Ar!!"· do vetor de incrementas de carga, 

usado no passo 16, ou seja, àF = .õ.f 

26- Adaptação do vetor àf, obtido no passo 26, 

condições de contorno introduzidas no passo 24 

àF· -· 
às 
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27- Atualização dos vetores de variações de esforços 

internos de cada elemento, ~ESF' e de variações de 

reações nodais, ~REA' através das somas: 

1:,_ ___ "' A 
~ -ESF + e 

respectivamente 

~EA = ~EA + A -rea 

28- Determinação dos vetores de incrementas de esforços 

internos de cada elemento e de incrementos de reações 

nodais pela soma de ~ESF e de ~REA aos vetores de 

incrementos de esforços de engastamento perfeito nos 

referenciais local e global, respectivamente 

29- Repetem-se os passos 16 a 28 até que a convergência 

seja atingida 

30- Cálculo dos novos deslocamentos, esforços internos e 

reações totais através da soma das quantidades 

previamente incrementais obtidas, aos valores 

existentes 

31- Atualização das coordenadas e de condições de contorno 

32- Retorno ao passo 4 até que a carga total seja aplicada 

33- Impressão dos resultados finais após aplicação da 

carga total 

V.5.2) ANÁLISE DINÂMICA 

V.5.2.1) MÉTODO DE NEWMARK COM ITERAÇÕES DE NEWTON-RAPHSON 

1- Leitura dos dados 

2- Cálculo das constantes de integração Ca , a , a , 
O i 2 

a e a) 
• 5 

3- TMP = O 

4- Tempo TMP: TMP = TMP + At 

a • 
3 
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5- Formação das matrizes de rotação, de massa. de 

amortecimento, de rigidez linear e geométrica de cada 

elemento 

6- ITBAS = O 

7- Iteração ITBAS: ITBAS = ITBAS + 1 

8- Se ITBAS = 1, o vetor de valocidades V§L correspondente 

ao instante TMP é igualado ao vetor de velocidades do 

instante anterior, V§LT 

9- Se ITBAS ~ 1, o vetor V§L é calculado pela rórmula 

(195) 

10- Formação do vetor de carregamento 

nodais estáticas e/ou dinâmicas 

DF com as cargas 
-1 

11- Cálculo do vetor DF de cargas nodais equivalentes às 
-2 

cargas de membro devidas ao peso próprio, à onda e à 

corrente, etc ... 

12- Formação do vetor DF a partir da soma DF = DF -• + DF -z 

13- ITINT = O 

14- Se ITBAS = 1, rormação da matriz global de rigidaz 

equivalente da estrutura sem as parcelas [K l e [K l: 
• 2 

[ K l = [ K l + [ K l + a [ Cl + a >< [ Ml 
eq L a o " 

15- Iteração ITINT: ITINT = ITINT + 1 

16- Determinação das parcelas 

matrizes [Ml e [Cl 

de F -•q relacionadas às 

17- Cálculo do vetor de cargas nodais desequilibradas, 

F , a partir da rórmula C202) -•q 
18- Se ITBAS = ITINT = 1, introdução das condições de 

contorno 

19- Se ITBAS > 1 e ITINT = 1, rormação da matriz global de 

rigidez equivalente da estrutura, sem as parcelas 

e [ K l: [ K l = [ K l + [ K l + a [ Cl + a x [ Ml 
2 aq L a o a 

[ K l • 
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20- Se ITINT > 1, rorm.ação da matriz global de rigidez 

equivalente da estrutura. com as parcelas [K l e CK l: 
• 2 

[ K l = [ K l + [ K ] + [ K J + [ K J + a [ CJ + a x [ MJ 
eq L a 1 2 o 3 

21- Se I TBAS > 1 ou I TI NT > 1 , introdução das: condi çõe.s: de. 

contorno 

22- Procedimento de resolução do s:is:tem.a de equações: 

re.pres:entado pela notação matricial: [K J x AU = F 
aq - ""aq 

23- Teste do sinal dos termos: da diagonal principal das 

matrizes: de rigidez. Se houver s:i nal negativo, 

s:ignirica que, se atingiu a carga critica e então 

imprimem-se. os resultados: e interrompe.-se a e.xecução 

do programa; cas:o contrário, prossegue-se 

24- Atualização do vetor de incrementas de deslocamentos: 

nodais: totais:, po, no intervalo de tempo em questão, 

através: da som.a: DD = DD + ~U. onde AY é o vetor de 

deslocamentos: obtidos: da solução do 

equações: Cpas:s:o 22) 

sistema de 

25- Formação das: Matrizes: [KªJ e [KªJ de cada elemento a 
• 2 

partir do vetor po 

26- Atualização dos: es:rorços: de ext-remidade de membro e 

das reações: nodais: através: da som.a das quantidades: 

incrementais: obtidas aos: valores previamente 

existentes: 

27- Repetição dos: passos: 14 a 26 até que a convergência 

s:eja atingida 

28- Se ITBAS = 1: retorno ao passo 7· • caso contrário: 

comparação entre o vetor de deslocamentos: obtidos: na 

iteração ITBAS com o obtido na iteração ITBAS - 1. Se 

a direrença ror menor que a tolerância estabelecida: 

atualização dos: vetores: de deslocamentos, velocidades 
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e acelerações totais da estrutura acumulados até o 

instante TMP, a partir do vetor po, obtido no passo 

24, e retorna-se ao passo 4 até que se chegue ao ~im 

do intervalo de tempo analisado, 

retorno ao passo 7. 

caso contrãrio: 



101 

CAPITULO VI 

VI.1> EXEMPLOS 

Apresentam-se a seguir, os: principais: exemplos: 

numéricos: analisados: com objetivo de demonstrar e avaliar 

a capacidade e precisão dos: programas: computacionais: 

desenvolvidos:, bem como de estudar o lançamento de dutos: 

submarinos:. A apresentação de resultados: é feita através 

de gráficos: e tabelas:. 

No primeiro exemplo, analisa-se um problema real de 

lançamento. Trata-se de um duto com diâmetro externo de 

0.9144 m, revestido de concreto, instalado com utili2ação 

de barcaça e s:tinger de lançamento em uma lâmina d'água de 

30 m. Os resultados: da análise estática do duto sob ação 

do peso próprio, empuxo e tração são comparados: com os: 

apresentados: no manual do programa comercial 

Este programa não foi acessado. 

"Pi pel i ne". 

No segundo exemplo, estuda-se um outro caso real de 

lançamento de um duto com diâmetro nominal de 0.4064 m 

revestido de concreto, em uma lâmina d'água de 100 m. 

Foram feitas: diversas: análises:, variando-se os: principais: 

parâmetros: do problema: força axial, deslocamento imposto, 

corrente, onda, constante de mola do solo e curvatura do 

s:tinger. Comparam-se resultados: da análise do duto sob 

ação do peso próprio, empuxo e tração 

existentes: obtidos por programa comercial. 

houve acesso a este programa. 

com outros: 

Também não 

No terceiro exemplo, é feita análise dinâmica de uma 

viga engastada num extremo e livre no outro, sob carga 

uniformemente dis:tribuida. O objetivo desta análise é 
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t.est.ar a implementação do método de integração direta de 

Newmark para o estudo do problema dinàmico não linear da 

presente tese. Também se raz uma comparação entre as 

soluções: linear e não linear do problema. Os: res:ul tados: 

obtidos: s:ão comparados com outros existentes: na literatura 

CBat.he, 1976). 

O quarto cas:o é uma extensão do segundo. São 

reitas: análises: dinàmicas: a partir de 

derormadas: e es:rorços internos: obtidos 

conrigurações: 

de análises 

estáticas do segundo exemplo, escolhidas: de rorma a 

permitir um estudo adequado da inrluência da onda de Airy 

na análise. 

As. tensões axiais máximas são obtidas, no programa, 

através: da soma das: tensões: axiais: de extensão com as: 

de rlexão. São comparadas: ao valor da tensão de escoamento 

do material que constitui o duto (critério de projeto 

t.radicional mente 

orrshore). 

utilizado na área de es: t r ut ur as 

A análise dos resultados obtidos nesses exemplos e 

comparações: são reitas: no item VI.6. 
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Vl.2) ANALISE ESTATICA DE UM DUTO DURANTE O LANÇAMENTO EM 

LÃMINA D' AGUA DE 30 m 

Apresenta-se a seguir, a análise do lançamento de um 

duto de diàmatro externo de O.Q144 m com 0.016Q m da 

espessura e 300 m de comprimento, vazio, em uma lâmina 

d'água de 30 m de prorundidade, com utilização de barcaça 

e sti nger de 1 ançamento C "S-Lay") . 

O duto apra~Qnta duas camada~ dQ revestimanto: 

- A primeira, com diâmetro exLerno de 0.9244 m, 

compõe-se de material de peso especirico de 

" 11. 06 kN/m . 

- A segunda, de 1.0'104 m de diàmetro exLerno é 

constituida por material com peso especirico de 

a 
30. 4.4 kN/m . 

O aço que constitue o duto tem peso especirico de 

78.6 kN/m8 e módulo de elasticidade de 2.1x10
8 

kN/m
2

. Sua 

" " tensão de escoamento é de 4.13x1 O kN/m . 

a 
A massa especirica da água do mar é de 1026 kg/m. 

A rorça de tração aplicada pela máquina tracionadora 

é de 360 kN. 

O stinger de lançamento apresenta um raio de 

curvatura de 467.2 me comprimento de 08.06 m. 

O ângulo inicial que o stinger rorma com a 

horizontal é igual a soma do ângulo da rampa relativo à 

barcaça cujo valor é 4..6° com o ângulo que a barcaça rorma 

com a horizontal, ajustado neste caso para o valor de 0°. 

Utilizaram-se 120 incrementes de carga e em cada 

incremento roram necessárias de 2 a 3 iterações de 

equi 1 i brio. 



104 

- O duto é discretizado em 60 elementos com 

comprimentos aproximadamente iguais entre si. A numeração 

de nós e elementos é sequencial, a partir de 1; 

- Adotam-se para as direções horizontal e vertical, 

as direções dos eixos X e Z do sistema de referência 

global, respectivamente. O sentido positivo do eixo X é 

definido do nó 1 ao último ext.remo do duto. O sentido 

positivo de eixo Zé definido como sendo para cima, com 

origem no terreno do fundo do mar; 

- Considera-se uma configuração inicial horizontal 

para o duto correspondente a coordenada vertical Z de 

localização da máquina tracionadora na barcaça cujo valor 

é 33.20 m; 

As translações do nó 1 são 

portanto, corresponderá ao ext.remo 

impedidas. 

superior do 

O n6 

duto. 

1 

A 

figura 24 apresenta um esquema do sistema estrutural numa 

configuração deformada; 

- O stinger é modelado através de molas inclinadas 

em relação a vertical, que apresentam descontinuidade em 

suas rigidezes e só funcionam à compressão. Essas molas só 

se acoplam aos nós do duto quando eles atingem coordenadas 

pré-fix.adas, definidas a partir do ângulo de saída, do 

comprimento e do raio de curvatura do stinger. 

- O terreno do fundo do mar é modelado por molas 

verticais com descontinuidade em suas rigidezes. Tais 

molas s6 se acoplam aos n6s do duto quando eles alcançam 

as coordenadas do terreno do fundo do mar. Essas molas só 

funcionam à compressão. 
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z 

o 

de conf'iguraçllío 

t.ubulação. 

51 

def'ormada 

E 
o 
g 

da 

O método utilizado rei o de análise incremental não 

linear. Os: resultados rinais obtidos são apresentados nas 

tabelas 1 a 3. 

!'regrama da iese !"'regrama "Pipeline" 
coordenadas: (m) coordenadas Cm) 

X y z X y z 
N6 Choriz.) Choriz.) Cvert.) Choriz.) Choriz.) Cvert.) 

01 -10.05 0.00 33.20 -10.05 0.00 33.20 
02 - 4.07 0.00 32.75 - 4.07 0.00 32.74 
03 1. 93 0.00 32.25 1. 92 0.00 32.26 
04 7. 91 0.00 31. 72 7.90 0.00 31. 72 
05 13.88 0.00 31.10 13.87 0.00 31.10 
06 19.84 0.00 30.41 19.83 0.00 30.41 
07 25.80 0.00 29.64 26.7Q º·ºº 29.64 
08 31. 76 0.00 28.79 31. 73 0.00 28.79 
09 37.68 0.00 27.87 37.66 0.00 27.87 
10 43. 61 0.00 26.86 43.68 0.00 26.86 
11 49.62 0.00 26.78 49.49 0.00 26.78 
12 65.41 0.00 24.62 66.38 0.00 24.62 
13 61. 28 0.00 23.38 61. 26 0.00 23.38 

X 
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Programa da lese !"'regrama r-ipe.Ll.ne" 
coordenadas (m) coordenadas Cm) 

X y z X y z 
Nó Choriz.) Choriz.) Cvert..) Choriz.) Choriz.) e vert..) 

14 67.16 0.00 22.06 67.11 0.00 22.06 
16 72.99 0.00 20.67 72.96 0.00 20.67 
16 78.82 0.00 19.22 78.77 0.00 19. 21 
17 84.64 0.00 17.72 84.69 0.00 17.72 
18 90.46 0.00 16. 21 90.40 0.00 16.22 
19 96.26 0.00 14.70 96. 21 0.00 14.72 
ao 102.07 0.00 13.22 102.03 0.00 13.24 
21 107. 90 º·ºº 11.78 107.86 0.00 11. 81 
22 113. 74 0.00 10.40 113. 70 0.00 10.43 
23 119.69 0.00 9.08 119. 66 0.00 9.12 
24 126.47 0.00 7.84 126.44 0.00 7.89 
26 131. 36 0.00 6.69 131. 33 0.00 6.74 
26 137.27 0.00 6.64 137. 24 0.00 6.69 
27 143.19 0.00 4.68 143.17 0.00 4.74 
28 149.13 0.00 3.83 149.11 0.00 3.89 
29 155. 09 0.00 3.09 155.07 0.00 3.14 
30 161. 06 0.00 2.45 161. 04 0.00 2.60 
31 167.04 0.00 1. 92 167. 01 0.00 1. 97 
32 173. 02 0.00 1. 49 173. 00 0.00 1. 53 
33 179. 01 0.00 1.15 178. 99 0.00 1.18 
34 186. 01 0.00 0.89 184. 99 0.00 0.93 
36 191. 01 0.00 0.72 190.99 0.00 0.74 
36 197. 01 0.00 o. 61 196.99 0.00 0.63 
37 203. 01 0.00 0.56 203.00 0.00 0.57 
38 209.01 0.00 0.54 209.00 0.00 0.54 
39 215. 01 0.00 0.56 215.00 0.00 0.53 
40 221. 01 0.00 0.58 221. 01 0.00 0.54 
41 227.01 0.00 0.63 227.01 0.00 0.54 
42 233.01 0.00 0.70 233. 01 0.00 0.64 
43 239. 01 0.00 0.77 239.02 0.00 0.55 
44 245.02 0.00 0.82 245.02 0.00 0.55 
45 261. 02 0.00 0.85 251. 02 0.00 0.65 
46 257.02 0.00 0.83 267.02 0.00 0.55 
47 263.02 0.00 0.74 263.03 0.00 0.55 
48 269. 01 0.00 0.55 269.03 0.00 0.55 
49 276.00 0.00 0.55 275.03 0.00 0.55 
60 280.99 0.00 0.66 281. 04 0.00 0.65 
51 286.99 0.00 0.55 287.04 0.00 0.55 

Tabela 1 - Anfllise est.Atica - Deslocamentos no plano XZ -

l Anai na d' Agua de 30 m. 

Apresenta-se comparação entre os resultados obtidos 

at.ravés do programa desenvolvido na present.e tese e os do 

programa comercial "Pipeline". 
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Programa da Tese r,ograma "Pipeline" 
Tensão axial Tensão axial Tensão axial Tensão axial 

exl,ensão f'lexão exl,ensão f'lexão 
N6 CMPa) CMPa) CMPa) CMPa) 

01 8.11 0.00 7.97 0.00 
02 7.98 -62.02 7.80 -66.82 
03 7.83 -128.42 7.60 -139.77 
04 7.66 -244.86 7.37 -198. 12 
05 7.50 -207.92 7.16 -213.52 
06 7.32 -209.28 6.98 -214.79 
07 7.11 -205.40 6.86 -210.98 
08 7.06 -210.24 6.82 -210.46 
09 7. 01 -220.64 6.78 -210.03 
10 6.96 -213. 27 6.73 -212.15 
11 6.90 -211.20 6.67 -214.14 
12 6.83 -215.08 6.61 -216.56 
13 6.76 -216.25 6.57 -214.63 
14 6.70 -197.32 6.54 -201.47 
15 6.64 -186.59 6.55 -167.24 
16 6.58 -111. 91 6.57 -105.54 
17 6.52 -45.82 6.55 -42. 21 
18 6.46 14.37 6.48 16. 85 
19 6.39 67.30 6.39 68. 51 
20 6.32 113.46 6.28 113.67 
21 6.26 153. 50 6.15 152.80 
22 6.19 187.72 6.02 186.28 
23 6.13 216.46 5.90 214.40 
24 6.07 239.98 5.79 237.46 
25 6.02 258.47 5.67 255.60 
26 5.97 272.08 5.58 269.00 
27 6.92 280. 91 6.64 277. 71 
28 6.89 284.99 5.47 281.79 
29 6.86 284.33 6.43 281. 26 
30 6.83 278. 91 6.44 276.05 
31 5.81 268.62 6.43 266.08 
32 6.80 253.37 6.45 261. 28 
33 6.79 232.96 6.49 231. 43 
34 6.78 207.21 6.64 206.37 
35 6.78 175. 84 6.60 176.82 
36 5.79 138. 55 5.66 139. 41 
37 5.79 94.97 5. 71 97.74 
38 5.78 74.05 6.76 56.06 
39 6.78 67.11 6.77 20.39 
40 6.78 53.46 6.76 2.62 
41 6.78 32.65 6.78 -3.16 
42 6.78 4.53 6.78 -3.30 
43 6.77 -3. 21 5.76 -2.35 
44 6.77 -7.49 6.76 -1. 69 
45 6.76 -12.70 5.78 -0.98 
46 6.74 -18.80 6.76 -0.54 
47 6.71 -25.86 6.76 -0.24 
48 6.82 -33. 91 6.80 -0.07 
49 6.82 -12.33 6.76 0.00 
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r'rograma da ,ese r'rograma "'f"ipeline .. 
Tensão axial Tensão axial Tensão axial Tensão axial 

ext. .. nsão f'lexão extensão f'lexão 
N6 CldPa) e ldPa) CldPa) CldPa) 
50 5.82 4.20 5.74 0.02 
51 5.82 0.00 5.82 0.00 

Tabela a - ~lise eslãlica em làmina d'ãgua de 30 m -

Tensaes axiais de extensão e de f'lexão. 

Aprasanla-se comparação enlre as lensões axiais 

obtidas do programa desenvolvido na presenle tese e as do 

programa comercial "Pipeline". Convenção de sinais para as 

tensé5es: negativo para compressão; positivo para tração. 
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~regrama da lese Programa "'Pipeline"' -

t.ensã.o axi al Y. t.ensão t.ensã.o axial Y. t,ensã.o 
combinada es::c:oament.o combinada escoamento 

CMpa) CMpa) 

01 8.11 2 7.97 2 
02 60.01 15 74.62 18 
03 132. 25 33 147. 37 36 
04 252.52 61 205.49 50 
05 215.42 52 220.68 53 
06 216.60 52 221. 77 54 
07 212.52 51 217.84 53 
08 217.30 53 217.28 53 
09 227.64 55 216. 81 52 
10 220.23 53 218.88 53 
11 218.09 53 220.81 53 
12 221. 90 54 223.17 54 
13 223.01 54 221. 20 54 
14 204.02 49 208. 01 50 
15 193. 22 47 173.79 42 
16 118.49 29 112. 11 27 
17 52.35 13 48.76 12 
18 20.83 5 23.33 6 
19 73.69 18 74.90 18 
20 119. 79 29 119. 95 29 
21 159. 76 39 158.95 38 
22 193.92 47 192. 30 47 
23 222.59 54 220.30 53 
24 246.05 60 243.25 59 
25 264.49 64 261. 27 63 
25 278.05 67 274.58 66 
27 286.83 69 283.25 69 
28 290.87 70 287.26 70 
29 290.19 70 286.68 69 
30 284.74 69 281. 49 68 
31 274.43 66 271. 51 66 
32 259.16 63 256.73 62 
33 238.75 58 236.92 57 
34 212.99 52 211. 91 51 
35 181. 62 44 181. 42 44 
36 144.34 35 145.07 35 
37 100. 76 24 103.45 25 
38 79.83 19 60.80 15 
39 72.90 18 26.16 6 
40 59.23 14 8.38 2 
41 38.43 9 8.94 2 
42 10. 30 2 9.08 2 
43 8.98 2 8.11 2 
44 13. 26 3 7.35 2 
45 18.46 4 6.76 2 
46 24.54 6 6.30 2 
47 31. 56 8 6.00 1 
48 39.73 10 5.87 1 
49 18.15 4 5.76 1 
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Programa da ies:e Programa "Pipeline" 

t.ens:ão axial Y. t.ens~o t.ens:ão axial % t.ens:ão 
combinada es:coament.o combinada es:coament.o 

Nó CMPa) CMPa) 

50 10.02 2 5.76 1 
51 5.82 1 5.82 1 

Tabela 3 - AnAlis:e est.ãt.ica em lâmina de 30 m - Tensaes 

axiais combinadas: Valores mãximos. 

Apresenta-se comparação ent.re os: resultados: do 

programa desenvolvido no presente trabalho e os: do 

programa comercial "Pipeline". 
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Visando melhorar a compreensão dos resultados 

obtido~. ~oram traçadas as curvas de deslocamen~os no 

plano XZ, de valores máximos de tensões axiais do duto e 

de percentuais da tensão de escoamento do aço do duto, 

apresentadas nas figuras 25, 26 e 27, respectivamente, 

para os resultados obtidos pelo programa desenvolvido 

nesta tese e pelo programa comercial "Pipeline". 
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VI.3) ANALISE ESTÁTICA DE UM DUTO DURANTE O LANÇAMENTO EM 

LAMINA D' AGUA DE 100 m 

Neste exemplo, resultados: de 4.0 análises: 

são apresentados a seguir: 

es:tâticas 

VI.3.1) LANÇAMENTO SOB AÇOES DE PESO PRôPRIO, EMPUXO 

E FORÇA DE TRAÇXO 

Este exemplo trata de um duto com 0.4.064. m 

de diâmetro externo, de 0.0127 m de espessura, lançado, 

va2io, em lãmina d'âgua de 100 m de profundidade, com 

barcaça e stinger. 

O peso por metro linear do duto revestido é 

de 3.62 kN/m ao ar livre e de 1.4.4. kN/m, quando submerso. 

o módulo de elasticidade do aço qu .. 

duto é de 2.1 10
8 2 Sua tensão de cons:ti t.ui o X kN/m. 

escoament.o é de 4.22 X 109 kN/m2
. 

A força de t.ração aplicada pela mâquina 

traciona.dora é de 600 kN. 

A figura as apresent.a o st.inger de 

lançament.o ut.ili2ado. 

Foram ut.ilizados 200 increment.os de carga e 

em cada incremento foram necessârias: a iteraçe!es d .. 

equilibrio. 

Na modelagem do sist.ema es:t.rutural são 

feit.as as seguintes consideraçe!es:: 

- O duto é discret.izado em 60 element.os de 

compriment.os: aproximadament.e iguais entre si. A numeração 

dos element.os é sequencial, a part.ir de 1. 
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A conriguração inicial 

horizontal na cota vertical Z = 108.32 m. 

do duto 

- O nó 1 tem suas translações impedidas. 

é 

- O stinger é modelado através de molas 

inclinadas com rigidezes descontinuas, que se tornam 

eretivas quando os nós do duto correspondentes às molas 

atingem coordenadas pré-estabelecidas. Tais rigidezes se 

anulam quando há tração nesses nós. 

O terreno do rundo do mar é modelado por 

molas verticais com rigidezes também descontinuas. 

molas só runcionam à compressão. 

Essas 
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Utilizou-se o método de análise incremental 

não linear. Os: resultados ~inais obtidos são apresentados 

nas tabelas 4 a 6. 

i-r ogr ama da 1ese i-r ogr ama <..omer ci al 
coordenadas (m) coordenadas Cm) 

X y z X z 
Nó Choriz.) Choriz.) CverL) Choriz.) e vert..) 
01 0.00 0.00 108.32 0.00 108.32 
03 6.40 0.00 108.28 6.40 108.28 
06 22.40 0.00 108.20 22.40 108. 20 
07 28.80 0.00 108. 16 28.80 108. 16 
09 36.12 0.00 108. 13 36.12 108. 13 
11 46.60 0.00 108. 12 46.60 108. 07 
13 63.80 0.00 107.87 63.80 107.87 
16 61.26 0.00 107. 41 61.26 107. 41 
17 69.86 0.00 106. 61 69.86 106. 61 
19 83.20 0.00 104. 40 83.20 104.40 
21 94.42 0.00 101.89 94.40 101. 89 
24 112.83 0.00 96.13 112. 80 96.13 
26 123.98 0.00 91.62 123. 93 91. 62 
28 134. 91 0.00 86.66 134.86 86.66 
30 146.66 0.00 81.27 146.69 81.27 
32 166. 26 0.00 76.66 166. 14 76.60 
34 164. 86 0.00 70.32 164.76 70.32 
36 173. 38 0.00 64.83 173. 26 64.83 
38 183.46 0.00 68.30 183. 31 58.27 
39 193. 66 0.00 61.93 193.47 61. 89 
40 203.99 0.00 46.83 203.80 46.78 
41 214. 51 0.00 40.03 214.29 39.96 
42 226.20 0.00 34.65 224.97 34.48 
43 236.06 0.00 29.43 236. 81 29.36 
44 247.08 0.00 24.67 246.83 24.68 
45 268.26 0.00 20.29 268.00 20.19 
46 269.69 0.00 16. 30 269. 31 16. 21 
47 281.06 0.00 12. 73 280.77 12.63 
48 292.64 0.00 9.59 292.36 9.49 
49 304.33 0.00 6.89 304.04 6.78 
60 316. 12 0.00 4.63 316.83 4.53 
61 327.99 0.00 2.83 327.69 2.74 
62 339. 91 0.00 1. 49 339.62 1. 41 
63 361.88 0.00 o. 61 351. 69 0.66 
64 363.88 0.00 0.14 363.68 0.10 
66 376.88 0.00 0.00 376.68 -0.02 
66 387.88 0.00 0.00 387.58 -0.02 
58 411.88 0.00 0.00 411.68 -0.02 
60 436.88 0.00 0.00 436.68 -0.02 
61 447.87 0.00 0.00 447.68 -0.02 

Tabela 4 - An.àlise estática - Deslocamentos no plano XZ -

lãmina d' água de 100 m. 

Apresenta-se comparação entre os resultados obtidos 

na presente t.ese e os do programa comercial. 
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Programa da ,ese Programa <..,;omercial 

tensão axial % t..ensão t.ensão axial Y. t.. ens ão 
combinada escoamento combinada escoament..o 

Nó CMPa) CMPa) 

1 38.5 9 o.o o 
3 46.4 11 51. 6 12 
5 45.5 11 60.9 14 
7 38.7 9 34.1 8 
g 66.1 16 48.0 11 
11 71. 6 17 151. 5 36 
13 352.8 84 268.5 64 
15 315.4 75 279.8 66 
17 259.5 62 262.7 62 
19 328.2 78 287.9 68 
21 335.7 80 304.4 72 
24 347.3 82 304.5 72 
26 193.0 46 174. 8 4.2 
28 192.9 46 183. 7 44 
30 126. O 30 160.1 38 
32 317.2 75 208.2 49 
34 14.7.1 35 207.4 49 
36 50.1 12 44.3 11 
38 93.9 22 92.0 22 
39 122. O 29 116.3 28 
4.0 133. 7 32 126. 2 30 
41 139.8 33 131. 5 31 
42 144.1 34 135. 3 32 
43 147.7 35 138.6 33 
44 151. O 36 141. 6 34. 
45 154.1 37 144. 5 34 
46 157.0 37 147.3 35 
47 159. 7 38 14.9.8 36 
48 162.0 38 152.0 36 
49 164. O 39 154.0 37 
50 165. 3 39 155. 3 37 
51 165.4 39 155. 5 37 
52 162. 7 3g 153.3 36 
53 153.3 36 145.0 34 
64 126.3 30 120.0 29 
55 53.4 13 50.5 12 
56 38.0 9 33.1 8 
58 64.4 13 31. O 7 
60 66.1 13 30.4 7 
61 27.4 6 30.4 7 

Tabela 6 - An.ãlise estática em lãmina d'água de 100 m 

Tensaes axiais combinadas - Valores máximos. 

Apresenta-se comparação ent.re as t.ensões axiais 

obt.idas no programa desenvolvido na present.e t.ese e as do 

programa comercial. 
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Para a visualização dos resultados obtidos, f'oram 

traçadas as curvas de deslocamentos no plano XZ, de 

valores má.ximos de tensões axiais do duto e de percentuais 

da tensão de escoamento do material do duto, apresentadas 

nas f'iguras 29, 30 e 31, respectivamente, para o programa 

da tese e para o programa comercial. 
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Programa da tese Programa Comercial 

Nó apoio condição separação condição separação 

em Z Cm) em Z Cm) 

3 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
5 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
7 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
9 stinger aberto O. 001 f"echado 0.000 
11 s:tinger aberto 0.045 f"echado 0.000 
13 stinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
15 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
17 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
19 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
21 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
24 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
26 stinger f"echado 0.000 fechado 0.000 
28 s:tinger f"echado 0.000 f"echado 0.000 
30 s:tinger aberto 0.001 fechado 0.000 
32 stinger fechado 0.000 fechado 0.000 
34 s:tinger fechado 0.000 fechado 0.000 
36 s:tinger f"echado 0.000 aberto 0.017 
55 solo fechado 0.000 fechado 0.000 
56 solo fechado 0.000 fechado 0.000 
57 solo fechado 0.000 fechado 0.000 
58 solo f"echado 0.000 f"echado 0.000 
59 solo fechado 0.000 fechado 0.000 
60 solo fechado 0.000 fechado 0.000 
61 solo fechado 0.000 fechado 0.000 

Tabela 6 - Anfklis:e es:t.At.ica em lâmina d'Agua de 100 m 

Apoios:. 

Apres:enta-s:e comparação entre as: condiç~es: de 

contorno finais: do programa da tese e do programa 

comercial. 
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VI.3.2) ESTUDO DA INFLUl::NCIA DA FORÇA DE TRAÇXO 

Neste sub-item, são feitas análises. 

variando-se a intensidade da força de tração aplicada 

pela mAquina tracionadora, mantendo-se invariantes os 

demais parâmetros da análise do exemplo anterior. 

São aplicadas forças de tração menores e 

maiores que a do exemplo anterior, comparando-se os 

valores máximos das tens&.s axiais obtidos das análises 

com a tensão de escoamento do 

buscando-se um valor ótimo de 

material 

força 

correspondente a tensões axiais minimas. 

do 

de 

duto, 

tração 

Determinou-se o valor da força de tração 

minima para não se atingir a tensão de escoamento do 

material do duto. Buscou-se também o valor da força de 

tração para a qual ocorre flambagem na estrutura. 

Os resultados obtidos são apresentados a 

seguir, na tabela 7. 

O valor ótimo da força de tração obtido 

correspondeu ao valor da força aplicada no exemplo VI.3.1 

C600 kN). 

A força de tração minima que deve ser 

aplicada ao duto para que não atinja a tensão de 

escoamento é de 620 kN. 

A flambagem da estrutura ocorreu para a força 

de tração de 280 kN. 

A força de tração foi aumentada até 1060 kN. 

Para este valor, a tensão máxima atingiu a de escoamento 

do material do duto. 



124 

Percentuais da tensão de escoamento de 422 x 109 kN/m2 

Força de tração aplicada CkN) 
Nó 310 400 600 620 600 700 1050 

01 6 6 8 8 9 11 17 
02 7 8 9 9 11 12 17 
03 6 8 10 11 11 14 19 
04 6 9 11 10 12 14 19 
05 8 8 8 10 11 12 19 
06 6 6 9 8 9 11 17 
07 6 6 8 8 9 11 18 
08 6 7 9 9 9 11 19 
09 5 10 14 10 16 16 24 
10 7 16 18 16 16 15 22 
11 16 17 9 9 17 23 26 
12 20 7 26 26 43 61 65 
13 17 28 59 55 84 93 104 
14 8 62 106 95 72 67 76 
15 31 108 78 87 75 58 69 
16 75 89 63 69 69 67 63 
17 137 81 67 70 62 77 83 
18 81 49 46 45 48 49 53 
19 62 53 66 58 78 67 80 
20 54 56 59 59 61 62 67 
21 68 86 82 89 80 93 102 
22 49 53 52 55 50 65 57 
23 51 48 52 52 53 53 57 
24 71 60 75 71 82 79 96 
25 51 49 49 48 53 52 58 
26 44. 56 4.2 4.3 46 4.8 55 
27 32 38 37 38 37 39 40 
28 30 36 47 48 46 48 47 
29 28 30 31 32 31 34 23 
30 24 35 29 29 30 37 19 
31 25 33 39 4.0 4.3 4.2 24. 
32 36 44. 66 66 76 66 26 
33 66 43 45 45 48 36 27 
34. 83 61 37 36 35 18 28 
36 124 71 39 36 20 12 28 
36 181 105 51 48 12 19 28 
37 113 57 23 21 16 24 28 
38 66 27 7 9 22 26 28 
39 10 17 25 26 29 29 28 
4.0 27 32 33 33 32 30 28 
41 44 41 36 36 33 31 29 
4.2 57 46 39 38 34. 31 29 
43 67 50 41 40 35 32 29 
44 76 53 42 41 36 32 29 
46 84 56 43 42 37 33 29 
4.6 91 69 4.5 44. 37 33 29 
4.7 96 61 4.6 4.5 38 34. 29 
4.8 99 62 4.7 4.6 38 34. 29 
49 98 63 47 46 39 34 29 
50 92 62 4.7 4.6 39 35 29 
51 79 58 46 45 39 35 29 
62 57 49 43 42 39 35 29 
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Percentuais da tensão de escoamento de 422 x 109 kN/m2 

Força de tração aplicada CkN) 
N6 ~10 40u ::,00 ::,20 t>OO IUU 1u::,O 

63 18 30 34 36 36 36 29 
64 62 14 14 16 30 34 30 
66 167 92 44 39 13 32 30 
66 66 27 6 6 9 26 30 
67 15 7 6 6 12 10 30 
68 3 24 10 8 13 11 29 
69 24 17 6 10 46 9 29 
60 14 16 39 7 13 29 26 
61 2 3 6 5 6 8 14 

Tabela 7 - Anfklise est.ãt.ica em lâmina d'ãgua de 100 Ili 

Variação da rorça de t.ração. 

Apresentam-se percentuais de tensão de escoamento 

do material do duto atingidos para cada rorça de tração 

aplicada. Estão destacados os valores que ultrapassam 

100Y.. 
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VI.3.3) INFLUl::NCIA DA CURVATURA DO STINGER 

Foram reitas 5 análises variando-se a 

curvatura do stinger de lançamento para valores menores e 

maiores que a da análise do exemplo VI.3.1, 

constantes os demais parâmetros. 

mantendo-se 

A conriguração geométrica do stinger roi 

aproximada por uma parábola do segundo grau, obtida a 

partir das coordenadas dos pontos da curva da rigura 28, 

onde estão representados os eixos Xs e Ys de rererência. 

A equação da parábola obtida é: 

2 Ys = - 0.00156 Xs + 0.112 Xs + 2.57, com Ys e Xs 

em metros. 

O coericiente angular da equação da 

parábola roi variado de rorma a se determinar a curvatura 

ótima do stinger, correspondente às 

mini mas. 

tensões axiais 

Os resultados obtidos são apresentados na 

tabela e. 

A curvatura ótima obtida correspondeu à 

curvatura do stinger do exemplo VI.3.1 

-• angular de -0. 00166 m ) . 

Ccoericiente 
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Percentuais da tensão de escoamento de 422 x 109 kN/m2 

-~ Coeficiente angular da parábola Cm ) 
N6 -0.00078 -0.00109 -0.00156 -0.00203 -0.00312 

01 9 9 9 9 9 
02 11 11 11 11 11 
03 11 11 11 11 11 
04 12 12 12 12 12 
05 11 11 11 11 11 
06 9 9 9 10 10 
07 9 9 9 9 10 
08 9 9 9 9 9 
09 16 16 16 16 16 
10 16 16 16 16 16 
11 17 17 17 17 17 
12 43 43 43 43 43 
13 84 84 84 84 84 
14 72 72 72 71 71 
15 76 76 75 74 74 
16 58 58 59 60 60 
17 58 58 62 65 65 
18 51 51 48 44 44 
19 89 89 78 65 66 
20 44 44 61 80 79 
21 29 29 80 130 132 
22 42 41 50 67 66 
23 83 79 53 38 39 
24 51 53 82 29 31 
25 42 49 53 33 38 
26 52 67 46 49 58 
27 34 37 37 43 101 
28 32 24 46 56 69 
29 19 23 31 51 63 
30 16 36 30 68 82 
31 10 22 43 42 41 
32 13 20 76 33 18 
33 22 22 48 30 10 
34 38 32 35 37 18 
35 66 53 20 18 23 
36 110 89 12 10 26 
37 57 45 15 19 29 
38 27 19 22 25 30 
39 17 20 29 30 32 
40 27 28 32 32 33 
41 31 32 33 33 34 
42 33 33 34 34 35 
43 34 34 35 35 35 
44 35 36 36 36 36 
45 36 36 37 37 37 
46 37 37 37 37 38 
47 37 37 38 38 38 
48 38 38 38 39 39 
49 38 39 39 39 39 1 
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3 2 Percentuais da tensão de escoamento de 422 x 10 kN/m 

CoeCiciente angular -• da parábola Cm ) 
NO -u. ,,_,....,....,f ~ ·U. uu.1 u~ ·U. UUJ.~CJ -U.vv.:::v3 -U. vv.:s1i:::: 
60 39 39 39 39 39 
61 39 39 39 39 39 
62 39 39 39 38 38 
63 38 38 36 36 35 
64 36 35 30 28 26 
66 29 27 13 9 12 
56 10 8 g g g 

67 11 8 12 11 9 
68 9 10 13 10 8 
69 8 11 46 31 12 
60 18 7 13 14 13 
61 6 6 6 6 6 

Tabela 8 - AnAlise estática em lâmina d'âgua de 100 m 

Variação da curvatura do stinger. 

Apresentam-se percentuais da tensão de escoamento do 

aço do duto atingidos para cada conCiguração de stinger 

considerada. Destacam-se os valores maiores que 100%. 
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VI.3.4) INFL\JE:NCIA DA RIGIDEZ DAS MOLAS VERTICAIS 

00 SOLO 

Analisaram-se 3 casos correspondentes a 

diferentes valores de constante de mola vertical do solo, 

sem variações nos demais parâmetros do exemplo VI.3.1. 

Para esses valores de con$lante de mala 

vertical do solo de 10
5 kN/m a 10

7 kN/m, praticamente não 

houve variação nos resultados de tensões e deformações do 

duto. Os percentuais da tensão de escoamento do aço do 

duto portanto, resultaram iguais nos três casos. 

Os resultados obtidos são apresentados na 

t..abela 9. 

const..ante de mola vertical do solo CkN/m) 

10
5 

10
6 

10
7 

separa- separa- separa-
condi- ção em condi- ção em condi- ção em 

Nó apoio ção z (m) ção z (m) ção z Cm) 

66 solo fechado 0.00000 fechado 0.00000 fechado 0.00000 
56 solo f .. chado 0.00000 fechado 0.00000 f<>chado 0.00000 
67 solo fechado 0.00000 fechado 0.00000 fechado 0.00000 
68 solo abert..o 0.01313 aberto o. 01313 abert..o 0.01314 
69 solo fechado 0.00000 fechado 0.00000 fechado 0.00000 
60 solo ab<arto 0.05608 aberto 0.05618 abert..o 0.0561'1 
61 solo abert..o 0.07767 aberto 0.07774 abert..o 0.07776 

Tabela 9 - Análise estàtica em lâmina d'àgua de 100 m 

Apoios Variação da constante de mola 

vertical do solo. 

Apresenta-se comparação ent..re as condições de 

cont..orno correspondent..es aos solos dos diferentes casos 

analisados. 
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VI.3.5) LANÇAMENTOS SOB AÇOES DE PESO PRóPRI O, 

EMPUXO, FORÇA DE TRAÇXO E DESLOCAMENTOS 

IMPOSTOS NO TRECHO SUPERIOR DO DUTO. 

NesLe exemplo, inLroduzem-se deslocamenLos 

no Lrecho superior do duLo na direção Y do sisLema global 

de rererência. Eles são aplicados de rorma incremenLal 

simulLaneamenLe às ações dos incremenLos de peso próprio, 

empuxo. 

EsLes deslocamenLos são devidos ao movimenLo 

da barcaça e são aplicados nos 20 primeiros n6s do duLo, 

parLindo-se de um valor máximo no n6 1, do Lopo, para o 

valor zero no n6 21, de rorma linear. 

São reiLas 6 análises, variando-se a 

inLensidade dos deslocamenLos, manLendo-se consLanLes os 

demais parâmeLros da análise do exemplo VI. 3. 1. 

Comparam-se os valores máximos das Lensões axiais obLidos 

das análises com a Lensão de escoamenLo do maLerial do 

duLo. 

Os resulLados obLidos são apresenLados a 

seguir, na Labela 10. 

uesl :V. da uesl :V. da uesl Y. da Desl :V. da Desl :V. da 
imp. Lens imp. Lens imp. Lens imp. Lens imp. Lens 

(m) 
de 

(m) 
de 

(m) 
de 

(m) 
de 

Cm) 
de 

N6 es:c. esc. esc. esc:. esc:. 

1 1. 00 9 2.00 9 3.00 9 4.00 9 6.00 9 
2 0.97 13 1. 93 16 2.9 17 3.86 18 4.83 20 
3 0.93 12 1. 87 14 2.8 16 3.73 17 4.67 18 
4 0.86 13 1. 70 14 2.64 16 3.39 16 4.24 17 
6 0.76 12 1. 63 13 2.29 14 3.06 16 3.82 16 
6 0.73 12 1. 46 14 2.19 17 2.92 20 3.66 23 
7 0.70 12 1. 3Q 16 2.09 19 2.79 23 3.48 26 
8 0.66 12 1. 33 14 1. 99 17 2.66 19 3.32 22 
9 0.63 16 1. 26 17 1. 89 18 2.62 19 3.16 19 
10 0.67 16 1.16 17 1. 73 18 2.30 18 2.88 19 
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Desl ~ da uesl Y. da uesl Y. da uesl % da uesl ~ da 
imp. t.ens imp. t.ens imp. t.ens imp. t.ens imp. t.ens 

Cm) 
de 

Cm) 
de 

Cm) 
de 

Cm) 
de 

Cm) 
de 

Nó esc. esc. esc. esc. es:c. 

11 0.52 19 1. 04 20 1. 56 22 2.08 23 2.60 25 
12 0.48 44 0.95 45 1. 43 46 1. 90 46 2.38 47 
13 0.43 84 0.87 84 1. 30 84 1. 73 84 2.16 83 
14 0.39 73 0.79 75 1.18 77 1. 58 79 1. 97 81 
15 0.35 76 o. 71 77 1. 06 79 1.42 80 1. 77 82 
16 0.31 60 0.62 62 0.93 63 1. 24 65 1. 55 67 
17 0.26 62 0.53 62 0.79 62 1. 05 62 1. 32 62 
18 0.19 48 0.38 48 0.58 49 0.77 49 0.96 49 
19 0.12 81 0.24 84 0.36 86 o. 48 90 0.60 92 
20 0.06 70 0.12 78 0.18 87 0.24 94 0.30 103 
21 0.00 84 0.00 89 0.00 94 0.00 97 0.00 102 
22 0.00 53 0.00 55 0.00 57 0.00 60 0.00 62 
23 0.00 54 0.00 55 0.00 56 0.00 60 0.00 61 
24 0.00 83 0.00 83 º·ºº 83 0.00 89 0.00 89 
25 0.00 53 0.00 53 0.00 53 0.00 51 0.00 51 
26 0.00 46 0.00 46 0.00 46 0.00 36 0.00 36 
27 0.00 38 0.00 38 0.00 38 0.00 36 0.00 37 
28 0.00 46 0.00 46 0.00 47 0.00 53 0.00 53 
29 0.00 31 0.00 31 0.00 32 0.00 35 0.00 35 
30 0.00 30 0.00 31 0.00 31 0.00 32 0.00 33 
31 0.00 44 0.00 44 0.00 44 0.00 45 0.00 45 
32 0.00 75 0.00 77 0.00 75 0.00 76 0.00 77 
33 0.00 48 0.00 48 0.00 49 0.00 48 0.00 48 
34 0.00 35 0.00 33 0.00 36 0.00 34 0.00 32 
35 0.00 20 0.00 19 0.00 20 0.00 19 0.00 18 
36 0.00 12 0.00 12 0.00 11 0.00 12 0.00 12 
37 0.00 16 0.00 15 0.00 16 0.00 16 0.00 16 
38 0.00 22 0.00 22 0.00 23 0.00 23 0.00 23 
39 0.00 29 0.00 29 0.00 29 0.00 30 0.00 30 
40 0.00 32 0.00 32 0.00 32 0.00 32 0.00 33 
41 0.00 33 0.00 33 0.00 34 0.00 34 0.00 34 
42 0.00 34 0.00 35 0.00 35 0.00 35 0.00 35 
43 0.00 35 0.00 35 0.00 36 0.00 36 0.00 36 
44 0.00 36 0.00 36 0.00 36 0.00 37 0.00 37 
45 0.00 37 0.00 37 0.00 37 0.00 37 0.00 37 
46 0.00 37 0.00 38 0.00 38 0.00 38 0.00 38 
47 0.00 38 0.00 38 0.00 38 0.00 39 0.00 39 
48 0.00 39 0.00 39 0.00 39 º·ºº 39 0.00 39 
49 0.00 39 0.00 39 0.00 39 0.00 40 0.00 40 
50 0.00 39 0.00 40 0.00 40 0.00 40 0.00 40 
51 0.00 39 0.00 40 0.00 40 0.00 40 0.00 40 
52 0.00 39 0.00 39 0.00 39 0.00 39 0.00 40 
53 0.00 37 0.00 37 0.00 37 0.00 37 0.00 37 
54 0.00 30 0.00 31 0.00 31 0.00 31 0.00 31 
55 0.00 13 0.00 14 0.00 14 0.00 14 0.00 14 
56 0.00 9 0.00 11 0.00 11 0.00 12 0.00 12 
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ues:l Y. da ues:l % da Des:l % da Des:l :V. da ues:l :V. da 
imp. t.ans: imp. t.ens imp. t.ens: imp. t.ens imp. t.ens 

(m) 
de 

(m) 
de 

(m) 
de 

(m) 
de 

(m) 
de 

Nó esc. es:c. es:c. es:c. es:c. 

67 0.00 12 0.00 12 0.00 12 0.00 7 0.00 7 
68 0.00 13 0.00 13 0.00 13 0.00 8 0.00 8 
69 0.00 4.6 0.00 4.6 0.00 4.6 0.00 4.6 0.00 4.6 
60 0.00 13 0.00 13 0.00 13 0.00 13 0.00 16 
61 0.00 6 0.00 6 0.00 6 0.00 6 0.00 6 

Tabela 10 - Anlllise estática em lãnú.na d•água de 100 m 

Introdução de deslocamentos: prescritos. 

Apresentam-se percentuais: da tensão de escoamento do 

material do duto, de 4.22 x 109 2 kN/m , atingi dos para 6 

casos de deslocamentos impostos aos 20 primeiros nós. 

Estão destacados: os valores: que ultrapassam 100:V.. 

VI.3.6) LANÇAMENTOS SOB AÇOES DE PESO PRôPRI O, 

EMPUXO, FORÇA DE TRAÇÃO E CORRENTE 

Este exemplo é uma extensão do exemplo 

VI.3.1. Introduz-se ação de corrente em uma segunda etapa 

de carregamento, ou seja, aplicam-se as :forças de 

corrente, de :forma incremental, a partir da con:figuração 

de:formada, es::forços internos: e reações: devidos: ao peso 

próprio, empuxo e :força de tração aplicados em uma 

primeira etapa de carregamento. 

Isto é possivel pois :foi implementada no 

programa de análise estática, a opção de carregamentos por 

etapas. 

São :feitas 6 análises variando-se 

separadamente a velocidade e direção da corrent.e. 

mantendo-se invariantes: os demais parâmetros da análise do 
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exemplo VI.3.1. Os: valores: máximos: das: t.ens:ões: axiais: 

obt.idos são comparados com a t.ensão de escoament.o do 

mat.erial do dut.o. 

Os: perris das velocidades: de corrent.es são 

lineares variando de zero, no rundo do mar, at.é um valor 

máximo na s:uperricie. 

Os: res:ult.ados: obt.idos: são mos:t.rados nas: 

t.abelas 11 e 12. 

Percent.uai s: da t.ens:ão de escoament.o de 422 x 103 kN/m2 

Velocidade de corrent.e na direção y CnormalJ na 
superricie d'água 

Nó 1 m/s: 2 m/s: 3 m/s: 

01 g g g 

02 11 11 11 
03 11 11 11 
04 12 12 13 
05 11 11 11 
06 9 9 10 
07 9 10 11 
08 9 9 10 
09 16 16 17 
10 16 17 18 
11 17 18 17 
12 43 44 42 
13 84 84 82 
14 72 73 72 
15 75 77 78 
16 59 61 62 
17 62 64 65 
18 49 50 50 
19 78 79 78 
20 62 62 61 
21 80 80 81 
22 51 54 59 
23 55 60 69 
24 84 51 103 
25 55 62 75 
26 48 56 72 
27 40 47 60 
28 48 55 69 
29 33 39 51 
30 32 38 49 
31 45 51 60 
32 77 82 92 
33 50 55 65 
34 37 43 57 
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Percentuais: da tens:ão de es:coamento de 422 " 10
3

kN/m
2 

Velocidade de corrente na direção Y (normal) na 
s;uperficie d'água 

Nó 1 m/s; 2 m/s: 3 m/s: 

35 21 27 39 
36 14 20 34 
37 17 21 27 
38 24 28 34 
39 30 35 41 
40 33 37 43 
41 34 38 43 
42 35 38 43 
43 36 39 42 
44 37 39 42 
45 37 40 42 
46 38 40 42 
47 39 40 42 
48 39 41 43 
49 39 41 43 
50 40 41 43 
51 40 41 43 
52 39 40 42 
53 37 38 40 
54 30 31 33 
55 13 15 19 
56 10 13 19 
57 16 24 38 
58 21 46 88 
59 48 54 65 
60 14 15 18 
61 6 6 6 

Tabela 11 - An.ális:e es:t,át,ica em lâmina d'água de 100 m 

Corrent,e na direção Y. 

São apres:ent,ados: percentuais: de tensão de escoamento 

atingidos: para cada corrente aplicada. Es:tão destacados: os: 

valores: maiores: que 100Y.. 
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Percent.uais: da t.ens:ão de es:coament.o de 422 x 109 kN/m2 

Velocidade de corrent.e na direção X (paralela) 
na s:uperf'i ci e d'água 

N6 13 m/s: 14 m/s: 14.6 m/s: 

1 10 10 11 
2 12 12 13 
3 12 12 12 
4 13 14 14 
6 12 12 12 
6 10 11 11 
7 10 10 11 
8 10 11 11 
9 16 16 17 
10 17 17 17 
11 18 17 18 
12 44 43 44 
13 86 86 87 
14 71 76 73 
16 71 83 74 
16 66 60 34 
17 82 36 13 
18 22 22 36 
19 26 38 46 
20 36 43 46 
21 36 41 41 
22 22 26 26 
23 13 11 11 
24 24 23 23 
26 32 30 30 
26 37 36 37 
27 41 40 40 
28 43 43 43 
29 .46 47 47 
30 48 49 49 
31 60 62 62 
32 61 64 66 
33 62 66 67 
34 61 67 69 
36 60 66 69 
36 49 66 69 
37 47 64 68 
38 43 62 66 
39 37 46 62 
40 29 39 46 
41 20 31 38 
42 12 22 29 
43 11 13 20 
44 17 10 11 
46 23 17 12 
46 27 22 18 



136 

Percentuais da tensão de escoamento de 422 >< 109 kN/m2 

Velocidade de corrent.e na direção X (paralela) 
na superficie d'água 

Nó 13 m/s 14 m/s 14. 5 m/s 

47 30 26 23 
48 33 30 27 
49 35 32 30 
60 36 34 32 
61 37 36 34 
62 38 37 36 
63 39 38 37 
64 39 39 39 
66 40 41 42 
66 42 47 60 
67 46 61 72 
68 69 99 130 
69 68 68 76 
60 16 18 20 
61 6 6 6 

Tabela 12 - Análise estática em lâmina d'água de 100 m 

Corrente na direção X. 

Apresentam-se os percentuais da tensão de escoamento 

obtidos para cada corrente introduzida. 

valores maiores ou iguais a 100X. 

Destacam-se os 
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A rigura 32 apresenta os deslocamentos do duto no 

plano horizontal XY devidos às ações de correntes na 

direção Y do sistema global. 
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DESL. V - CORRENTE NA DIRECAO V 

Figura 32 - Deslocamentos no plano XY - Lâmina d'âgua de 

100 m - com corrente. 
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VI.3.7) Lançamentos sob ações de peso próprio, 

empuxo, Corça de tração e onda 

Este exemplo é também uma extensão do 

exemplo VI.3.1. ~o aplicadas as forças de onda, de forma 

incremental, em uma segunda etapa de carregamento, após a 

aplicação do peso próprio, empuxo e força de tração em uma 

primeira etapa de carregamento. 

~o feitas: 6 análises variando-s:o 

separadamente a altura e direção da onda, mantendo-se 

constantes os demais parâmetros: do estudo do exemplo 

VI. 3.1. 

Adot.aram-s:e. nas análises: estáticas com 

ações de forças hidrodinâmicas, coeficientes de inércia e 

de arraste, de 2.0 e 1.0, respectivamente. O periodo da 

onda utilizado nessas análises foi fixado em 8 s. 

Os valores máximos das tensões axiais 

obtidos são comparados com a tensão de escoamento do 

material do duto. 

Os resultados obtidos são apresentados: nas 

tabelas: 13 e 14. 

F'oi feita também, análise para uma 

amplitude de onda de 1 m, na direção Y. Os: deslocamentos: 

na direção Y dos nós 2,26 a 28 e 31 a 36 são apresentados 

na tabela 18 do item VI.3.11 para comparações:. 
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Percen~uais da ~ensão de escoamen~o de 422 x 1 o"kN/m2 

Ampli~ude de onda na direção Y (normal) 

N6 2 m 3 m 4 m 

1 9 9 9 
2 11 11 11 
3 11 11 11 
4 12 12 13 
5 11 11 11 
6 9 10 10 
7 9 10 10 
8 9 10 10 
9 16 17 17 
10 16 17 18 
11 18 19 20 
12 44 45 46 
13 85 86 87 
14 73 75 76 
15 76 78 80 
16 60 62 64 
17 63 64 66 
18 49 49 150 
19 78 79 80 
20 62 68 73 
21 83 91 100 
22 54 62 73 
23 57 64 74 
24 87 92 100 
25 56 60 66 
26 48 52 58 
27 39 41 46 
28 48 49 62 
29 31 32 34 
30 30 30 31 
31 43 44 44 
32 76 77 76 
33 49 49 51 
34 35 36 36 
35 20 21 22 
36 13 14 17 
37 15 15 15 
38 23 23 24 
39 30 31 32 
40 33 34 36 
41 34 36 38 
42 35 37 39 
43 36 38 40 
44 37 39 40 
46 38 39 41 
46 38 40 42 
47 39 41 42 
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PercenLuais da Lensão de escoamenLo de 422 X 109 kN/m2 

AmpliLude de onda na direção Y (normal) 

Nó a m 3 m 4 m 

48 39 41 43 
49 40 4Z 43 
60 40 4Z 44 
61 40 4Z 44 
5a 39 41 43 
63 37 38 40 
54 30 31 33 
56 13 13 14 
66 10 11 12 
57 14 18 ªª 68 19 29 43 
59 47 50 53 
60 14 14 15 
61 6 6 6 

Tabela 13 - Anfllise esLáLica em lâmina d'água de 100 m -

Onda na direção Y. 

ApresenLam-se os percenLuais da Lensão de escoamenLo 

obLidos para cada onda inLroduzida. 

valores maiores ou iguais a 100%. 

DesLacam-se os 
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Percentuais da tensão de escoament..o de 422 x 103 kN/m2 

Amplitude de onda na direção X (paralela) 

Nó 8 m 9 m 10 m 

1 9 9 9 
2 11 12 12 
3 11 10 11 
4 12 11 9 
5 11 11 11 
6 9 9 9 
7 9 9 9 
8 9 9 9 
9 16 16 16 
10 16 16 16 
11 17 17 17 
12 43 43 43 
13 84 84 84 
14 72 71 71 
15 76 73 73 
16 68 61 61 
17 60 68 69 
18 49 39 37 
19 83 96 100 
20 56 66 56 
21 83 82 82 
22 52 62 53 
23 66 64 56 
24 71 66 61 
26 67 69 61 
26 47 60 53 
27 40 41 42 
28 40 37 34 
29 30 29 28 
30 31 30 31 
31 44 44 44 
32 76 76 76 
33 48 48 48 
34 36 36 36 
36 20 20 20 
36 14 14 15 
37 16 16 15 
38 23 23 23 
39 30 30 30 
40 32 32 32 
41 33 33 33 
42 34 34 34 
43 36 35 36 
44 36 36 36 
46 36 36 36 
46 37 37 37 
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Percenluais da lensão de escoament.o de 422 x 103 kN/m2 

Amplilude de onda na direção X (paralela) 

N6 8 m 9 m 10 m 

47 38 38 38 
48 38 38 38 
49 39 39 39 
50 39 39 39 
61 39 39 39 
52 39 39 39 
53 36 36 36 
54 30 30 30 
65 13 13 13 
66 9 9 9 
67 12 12 12 
58 13 13 13 
59 46 46 46 
60 13 13 13 
61 6 6 6 

Tabela 14 - Anfllise eslálica em lâmina d'água de 100 m 

Onda na direção X. 

São apresenlados os percenluais de lensão 

escoamenlo alingidos para cada onda aplicada. 

deslacados os valores iguais ou superiores a 100X. 

de 

São 
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A Cigura 3~ mostra os deslocamentos do duto no plano 

horizontal XY devidos às Corças de onda na direção Y do 

sistema global. 
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Figura 33 - Deslocamentos no plano XY - Lâmina d'ãgua de 

100 m - com onda. 
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VI. 3. 8) LANÇAMENTO SOB AÇOES DE PESO PR.ôPRI O, 

FORÇA DE TRAÇXO, DESLOCAMENTOS IMPOSTOS NO 

SUPERIOR. 00 DUTO E COR.RENTE 

EMPUXO, 

TRECHO 

Neste exemplo, o carregamanto é aplicado em duas 

etapas. Na primeira etapa, aplicam-se os incrementes de 

peso próprio, empuxo, e deslocamentos prescritos na 

direção Y do sistema global de referência. Na segunda 

etapa, introduzem-se os incrementes de forças de corrente 

também na direção Y. 

São feitas 3 anAlises, variando-se apenas o perfil 

de velocidades de correntes, mantendo-se constantes os 

demais parâmetros da anAlise do exemplo VI.3.1. Os: 

deslocamentos impostos no trecho superior do duto também 

permanecem invariantes. Eles são devidos ao movimento da 

barcaça. 

Os perfis das velocidades de correntas são 

lineares, variando de zero, no fundo do mar, até um valor 

máximo na superficie. 

Os valores máximos de tensões axi ai s são 

comparados com a tensão de escoamento do material do duto. 

Os resultados são apresentados na tabela 16. 
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Percentuais da tensão de escoamento de 422 x 10
9 

kN/m
2 

Deslocamento 
Velocidade de corrente na direção y 
(normal) na superf'icie d'água 

Nó 
Impost..o Cm) 

1. O m/s 2.0 m/s 3.0 m/s 
1 

01 1. 00 9 9 9 
02 0.97 13 13 13 
03 0.93 12 12 13 
04 0.86 13 13 14 
06 0.76 12 12 11 
06 0.73 12 12 12 
07 0.70 12 13 13 
08 0.66 12 12 13 
og 0.63 16 16 17 
10 0.68 16 17 19 
11 0.62 18 17 16 
12 0.48 44 46 44 
13 0.43 84 86 83 
14 0.39 73 71 71 
16 0.36 77 78 79 
16 0.31 60 69 60 
17 0.26 62 64 66 
18 0.19 49 60 61 
19 0.12 80 78 76 
20 0.06 70 71 70 
21 0.00 84 84 81 
22 0.00 62 61 66 
23 0.00 64 69 68 
24 0.00 84 90 103 
26 0.00 66 62 76 
26 0.00 48 66 72 
27 0.00 40 47 60 
28 0.00 48 66 69 
29 0.00 33 40 61 
30 0.00 32 39 61 
31 0.00 46 61 61 
32 0.00 77 82 92 
33 0.00 60 66 66 
34 0.00 37 43 66 
36 0.00 21 27 39 
36 0.00 14 20 33 
37 0.00 17 21 27 
38 0.00 24 28 34 
39 0.00 30 36 41 
40 0.00 33 37 43 
41 0.00 34 38 43 
42 0.00 36 38 43 
43 0.00 36 39 42 
44 0.00 37 39 42 
46 0.00 37 3g 42 
46 0.00 38 40 42 
47 0.00 38 40 42 
48 0.00 39 41 43 
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Percent.uai s da t.ensão de escoament.o de 422 K 10" kN/m2 

Desl ocament.o 
Velocidade de corrent.e na direção y 
(normal) na super f"i ci e d'.água 

Nó 
Impost.o (m) 

1. O m/s a.o m/s 3.0 m/s 
• 

4.9 0.00 39 4.1 43 
60 0.00 40 4.1 43 
61 0.00 4.0 41 4.3 
62 0.00 39 40 4.2 
63 0.00 37 38 39 
64 0.00 30 31 32 
66 0.00 13 16 19 
66 0.00 10 13 19 
67 0.00 16 24. 38 
68 0.00 21 46 88 
69 0.00 4.8 64. 66 
60 0.00 14 16 18 
61 0.00 6 6 6 

Tabela 16 - Anàlise est..át.ica em lâmina d'.água de 

100 m - deslocament.os prescrit.os e corrent.es 

na direção Y. 

Sã:o apre~ant.ados percent.uais da t.c;,nslio de 

escoament.o do mat.erial do dut.o obt.idos para os t.rês casos. 

Dest.acam-se os valores que ult.rapassam 100%. 
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A rigura 34 mostra os deslocamentos do duto no 

plano horizontal XY devidos às ações na direção Y do 

sistema global de rererência, das corrent.es e dos 

deslocamentos prescritos provocados pelo movimento da 

barcaça. 
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Figura 34 - Deslocamentos no plano XY - Lâmina d'ãgua de 

100 m - com corrente e deslocamentos impostos. 
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VI • 3. 9) LANÇAMENTOS SOB AÇOES DE PESO PR.OPRI O, EMPUXO, 

FORÇA DE TR.AÇXO, DESLOCAMENTOS IMPOSTOS NO TRECHO 

SUPERIOR. DO DUTO E ONDA 

Neste exemplo, o carregamento é também aplicado em 

duas etapas. A primeira etapa é semelhante a do exemplo 

anterior. Na segunda et.apa. introduzem-se os increment.os 

de rorças: de onda na direção Y do sistema de rererência 

global. 

São reitas: 3 análises:, variando-se somente a 

altura de onda, mantendo-se invariant.es os: demais: 

parâmetros: da primeira etapa do exemplo VI.3.8. 

Os: valores máximos: de tensões: axiais obtidos: são 

comparados: com a tensão de escoamento do material do duto. 

Apresentam-se os: resultados: na tabela 16. 
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Percentuais da tensão 
. !I 

de escoamento de 422 x 10 kN/m2 

Amplitude de onda na direção y (normal) 

N6 
Deslocamento 
Imposto Cm) 2.0 m 3.0 m 4.0 m 

01 1. 00 9 9 9 
02 0.97 13 13 13 
03 0.93 12 12 13 
04 0.86 13 13 14 
06 0.76 12 12 12 
06 0.73 12 12 12 
07 0.70 12 12 12 
08 0.66 12 12 13 
09 0.63 16 16 17 
10 0.68 17 18 20 
11 0.62 18 18 20 
12 0.48 46 46 47 
13 0.43 86 86 87 
14 0.39 72 73 74 
15 0.35 77 80 83 
16 o. 31 59 61 63 
17 0.26 63 65 66 
18 0.19 49 50 150 
19 0.12 80 82 84 
20 0.06 69 64 63 
21 0.00 83 86 99 
22 0.00 52 59 68 
23 0.00 56 63 72 
24 0.00 87 92 100 
25 0.00 56 60 66 
26 0.00 49 52 57 
27 0.00 39 42 46 
28 0.00 48 49 51 
29 0.00 32 32 34 
30 0.00 31 31 32 
31 0.00 44 43 44 
32 0.00 76 76 76 
33 0.00 48 49 51 
34 0.00 36 36 36 
35 0.00 20 21 22 
36 0.00 13 14 17 
37 0.00 15 16 16 
38 0.00 23 23 24 
39 0.00 30 31 32 
40 0.00 33 34 36 
41 0.00 34 36 38 
42 0.00 35 37 39 
43 0.00 36 38 40 
44 0.00 37 38 40 
45 0.00 37 3g 40 
46 0.00 38 40 42 
47 0.00 39 40 42 
48 0.00 39 41 43 
49 0.00 40 41 43 
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Percentuais: da tensão de escoamento de 422 x 10
9 kN/m2 

Amplitude de onda na direção y (normal) 

Nó 
Deslocamento 
I mpos:to Cm) 2.0 m 3.0 m 4.0 m 

50 0.00 40 42 44 
51 0.00 40 42 44 
62 0.00 39 41 43 
63 0.00 37 38 39 
64 0.00 30 31 29 
65 0.00 13 13 13 
66 0.00 10 11 9 
67 0.00 15 18 13 
58 0.00 19 29 16 
69 0.00 47 50 47 
60 0.00 14 14 13 
61 0.00 6 6 6 

Tabela 16 - ~lise es:t.ática em l.ãmina d'água de 

100 m - des:locament.os: prescritos: e ondas na 

direç!So Y. 

Apres:entam-s:e percentuais: da tensão de escoamento 

do material do dut.o obtidos: para as três análises. São 

destacados: os valores: maiores: ou iguais: a lOOX. 
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A rigura 35 apresenta os deslocamentos do duto no 

plano horizontal XY devidos às ações na direção Y, das 

ondas e dos deslocamentos prescritos provocados pelo 

movimento da barcaça. 
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Figura 35 - Deslocamentos no plano XY - Lãmina d'~gu.a da 

100 m - com onda e deslocamentos impostos. 
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VI. 3. 1 0) LANÇAMENTO SOB AÇOES DE PESO PRôPRI O, EMPUXO, 

FORÇA DE TRAÇÃO, DESLOCAMENTOS IMPOSTOS NO TRECHO 

SUPERIOR DO DUTO, CORRENTE E ONDA 

No presenle exemplo, aplica-se o carregamenlo 

lambém em duas elapas. A primeira elapa é semelhanle à do 

exemplo VI. 3. 8. Na segunda etapa. introduzem-se os 

incremenlos de rorças de onda e correnle na direção Y do 

sislema de rererência global. 

Comparam-se os valores máximos de lensões axiais 

oblidos com a lensão de escoamenlo do malerial do dulo. 

Os: resullados oblidos são moslrados na labela 17. 

O deslocamenlo máximo oblido na direção do eixo Y 

do sislema de rererência global roi de 4.73 m, nos n6s 31 

e 32 do modelo do dulo na região do slinger próxima a sua 

exlremidade inrerior. Esle valor será ulilizado para 

comparação no exemplo VI.6.2 de análise dinâmica. 

Os: deslocamenlos na direção Y dos n6s 2, 26 a 28 

e 31 a 36 serão represenlados na labela 18 do ilem 

VI.3.11, para comparações. 
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Velocidade de corrent.eCna superricie) = 1 m/s; 
amplit.ude de onda = 1 m (direção Y) 

Deslocament.o Y. t.ensão de Deslocament.o y 

escoament.o de C hor i 2ont.al) 
Nó I mpos.t.o Cm) 

422" 1051 kN/m2 Cm) 

01 1. 00 9 1. 00 
02 0.97 13 1. 09 
03 0.93 12 1.18 
04 0.86 13 1. 40 
05 0.76 12 1. 62 
06 0.73 12 1. 71 
07 0.70 12 1. 80 
08 0.66 12 1. 89 
09 0.63 16 1. 97 
10 0.68 17 2.12 
11 0.62 18 2.27 
12 0.48 46 2.39 
13 0.43 86 2.60 
14 0.39 72 2.61 
16 0.36 78 2.71 
16 o. 31 69 2.84 
17 0.26 63 2.96 
18 0.19 60 3.16 
19 0.12 79 3.34 
20 0.06 70 3.60 
21 0.00 84 3.67 
22 0.00 61 3.87 
23 0.00 67 4.06 
24 0.00 88 4.24 
25 0.00 69 4.37 
26 0.00 61 4.49 
27 0.00 43 4.67 
28 0.00 60 4.64 
29 0.00 36 4.69 
30 0.00 34 4.72 
31 0.00 46 4.73 
32 0.00 78 4.73 
33 0.00 51 4.72 
34 0.00 37 4.70 
35 0.00 22 4.66 
36 0.00 16 4.62 
37 0.00 17 4.67 
38 0.00 24 4. 61 
39 0.00 31 4.37 
40 0.00 34 4.20 
41 0.00 36 4.02 
42 0.00 36 3.82 
43 0.00 37 3. 61 
44 0.00 37 3.38 
45 0.00 38 3.16 
46 0.00 39 2. 91 
47 0.00 39 2.66 
48 0.00 40 2.41 
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Velocidade de corrent.eCna superf'icie) = 1 m./s; 
amplit.ude de onda = 1 m (direção Y) 

Deslocament.o % t.ensão de Des:l ocament.o y 

escoament.o de Chorizont.al) 
N6 I mpos:t.o Cm) 422 103 kN/m2 (m) 

)( 

49 0.00 40 2.15 
50 0.00 40 1. 89 
51 0.00 40 1. 63 
52 0.00 40 1. 37 
53 0.00 37 1. 11 
54 0.00 30 0.85 
55 0.00 13 0.59 
56 0.00 11 0.35 
57 0.00 18 0.13 
58 0.00 28 0.00 
59 0.00 60 0.00 
60 0.00 14 0.00 
61 0.00 06 0.00 

Tabela 17 - Análise es:t.ât.ica em lãmina d'âgua de 

100 m - doslocamen~os prescri~os~ corran~a a 

onda na direção Y. 

da t.ens:l.o da 

es:coament.o do mat.erial do dut.o e os deslocament.os na 

direção Y obt.idos nes:t.e exemplo. 
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A rigura 36 apresenta os deslocamentos do duto no 

plano horizontal XY devidos às ações na direção Y, dos 

deslocamen~os prescriLos. onda e corrente. 
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VI.3.11) COMPARAÇÕES ENTRE DESLOCAMENTOS DO DUTO OBTIDOS 

EM LÂMINA D' AGUA DE 100 m 

Neste item, apresentam-se deslocamentos má.ximos do 

duto na direção Y devidos às solicitações isoladas e 

simultâneas, na direção Y, de onda com amplitude de 1 m do 

exemplo VI.3.7. de corren~e com velocidade de 1 m/s na 

superricie do mar do exemplo VI.3.6 e de deslocamentos 

impostos no trecho superior do duto com valor de 1 m em 

seu topo do exemplo VI.3.!5. 

O objetivo é comparar a soma dos deslocamentos das 

solicitações isoladas 

simultâneas. 

aos das mesmas solicitações 

Escolheram-se os n6s do modelo da estrutura onde os 

deslocamentos roram maiores. 

Os resultados obtidos são mostrados na tabela 18. 

Deslocamentos na direção Y Cm) 

N6 
Desl. prese. Corrente Onda Desl. prese. 

no topo = 1 m V = 1 m/s a = 1 m + corr. + 
Csuperricie) onda 

02 0.97 0.06 0.02 1. OQ 

25 0.00 2.23 0.!54 4.37 
25 0.00 2.31 0.!54 4.49 
Z7 0.00 2.38 0.!54 4.!57 
28 0.00 2.43 0.!54 4.64 
31 0.00 2.!54 0.!52 4.73 
32 0.00 2.!56 O. !51 4.73 
33 0.00 2.57 O. 51 4.72 
34 0.00 2.57 0.50 4.70 
35 0.00 2.57 0.49 4.66 

Tabela 18 - Deslocamentos na direção Y obtidos de anâlises 

estAticas <>m 1.1.mina d'Agua de 100 m. 

Apresentam-se deslocamentos na direção Y devidos a 

solicitações isoladas e simultâneas, para comparações. 



167 

VI.4-) ANALISE DINÂMICA DE VIGA COM GRANDES DESLOCAMENTOS 

Este exemplo trata de um viga engastada em uma 

ext.remidade e livre na outra, sob carga unirormememte 

distribuída, p, ao longo do seu comprimento, 

esquema da rigura 37. 

conf'orme 

A viga apresenta um comprimento, C, de 10 in e seção 

transversal de 1 in x 1 in. O módulo de elasticidade do 

material da viga é de 1. 2 X 10' A sua massa. 

especirica por metro de comprimento é de 10-
6 lb x s

2
/in'. 

A carga aplicada é de 2.86 lb/in. 

A viga roi discretizada em dois elementos de iguais 

comprimentos e roram reitas anãlises linear e não linear 

com iterações de Newton-Raphson. 

No instante de tempo inicial, t = O, assumiram-se 

valores nulos para deslocament.os, velocidades e 

acelerações dos n6s do modelo. O tempo total de integração 

utilizado roi de 90 s. Para anâlise dinâmica não linear, 

adotaram-se os seguintes intervalos de tempo: 

.àt~ = Tv / 126 

.àt2 = Tv/42, onde Tv = 67.3 x 10-, sé o periodo 

rundamental da viga. 

Para anâlise dinâmica linear, adotou-se o intervalo de 

tempo .õ.t2. 
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Adotaram-se, para os parâmetros a e 6 de Newmark, os 

valores de 0.26 e 0.6, respectivamente. 

Os: resultados obtidos são apresentados nos gráCicos 

da Cigura 38. 

/ 

© 2 

L =10 in 

® 

P = 2.85 lb/in 

3 -w 

Figura 37 - Esquema eslrut.ural da viga. 
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VI.5) ANALISES DINÃMICAS DE UM DUTO DURANTE O LANÇAMENTO 

EM LÃMINA D' AGUA DE 100 m 

As análises dinãmicas são reilas a parlir dos 

resullados rinais das análises eslálicas. 

O procedimen~o é o seguin~e: ao ~inal da análise 

eslálica, guardam-se a conriguração geomélrica da 

eslrulura seus esrorços e reações em um arquivo que é lido 

pelo programa de análise dinãmica. A parlir dessas:: 

grandezas. 

eslrulura. 

pode-se calcular a malriz de rigidez da 

Os: periodos nalurais da eslrulura roram calculados 

alravés do programa de análise de rreqtiências desenvolvido 

na presenle lese. Nesle programa lambém é lido o arquivo 

que guarda os resullados rinais da análise eslálica. Os: 

valores oblidos para os primeiro e segundo periodos roram 

de Z4.8 se de 1Z.9 s, respeclivamenle. 

O lempo lolal de inlegração e o inlervalo de lempo, 

Al, ulilizados na análise roram de 3ZO s e 0.1 s, 

respeclivamenle. Adolaram-se, para os parãmelros a e ô de 

Newmark, os valores de O.Z6 e 0.6, respeclivamenle. 

Para o cálculo da rorça hi dr odi nãmi ca, roram 

adolados coericienle de inércia de Z.O e coericienle de 

arrasle de 1.0. Para massa especirica da água do mar 

ulilizou-se o valor de 10Z6 kg/m3
. 

Consideraram-se valores de !3"/. e 3"/. para valores dos 

parãmelros de amorlecimenlo correspondenles às primeira e 

sagunda rreqtiências nalurais do dulos, respeclivamenle. 
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Vl.5.1) ESTUDO DA INFLlffiNCIA DO PERlOOO DA ONDA NA 

AMPLIFICAÇXO DINÃMICA 

partir dos resultados f'inais da análise estática do 

exemplo VI.3.1, valendo, portanto, os mesmos dados de 

entrada. 

Para avaliação da inf'lu~ncia do periodo da onda na 

amplif'icação dinâmica !'oram f'eitas 4 análises dinâmicas e 

4 análises estáticas correspondentes, mantendo-se a 

amplitude da onda constante, igual a 1 me variando-se o 

periodo da onda. 

Os resultados obtidos são apresentados na tabela 

19. O nó 32 f'oi escolhido por apresentar predominantemente 

maiores deslocamentos na direção Y. 

Deslocamentos máximos do nó 32 na direção Y 

Periodo Deslocamentos na direção Fator de 

da 
y Cm) 

amplif'icação 
Análise Análise dinâmica onda Cs) estática dinâmica 

12 0.28 0.17 0.61 
16 0.31 0.23 0.74 
20 0.38 0.40 1. 05 
24 0.42 0.77 1. 83 

Tabela 19 - AnAlise dinâmica em lâmina d'ãgua de 100 m 

inf'luência do período da onda na amplificação 

dinâmica. 

Aprese~tam-se os deslocamentos do nó 32 na direção Y 

obtidos pelas análises estática e dinâmica para cada 

periodo de onda e 

amplif'icação dinâmica. 

os correspondentes !'atores de 
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A figura 39 permiLe a visualização do crescimenLo do 

faLor de amplificação dinâmica, à medida que o periodo da 

onda se aproxima do período fundamenLal da esLruLura. 
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Figura 39 - Variação do período da onda e correspondenLes 

faLores de amplificação dinâmica. 
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VI.5.2) ANÁLISE DINÂMICA DE UM DUTO DURANTE O LANÇAMENTO 

EM LÃMI NA D' ÁGUA DE 100 m SOB A AÇXO DE ONDA, 

CORRENTE E DESLOCAMENTOS IMPOSTOS 

SUPERIOR 00 DUTO, NA DI REÇXO Y 

NO TRECHO 

Neste item, a análise dinâmica é feita a partir 

dos resultados finais da análise estática do exemplo 

VI.3.6 correspondente aos deslocamentos impostos no trecho 

superior do duto com valor de 1 m em seu topo. São 

válidos, portanto, os mesmos dados de entrada do exemplo 

VI. 3. 6. 

A amplitude de onda adotada é de 1 me o seu periodo 

de 8 s. A velocidade na superficie do mar, do perfil de 

velocidades de corrente considerado, é de 1 m/s. 

Um dos objetivos deste exemplo é a realização de uma 

análise completa do problema do lançamento, incluindo as 

etapas estática e dinâmica e aplicando-se as diversas 

cargas ao duto. 

Outro objetivo deste item é comparar o deslocamento 

mãximo obtido na análise estática do exemplo VI.3.10, na 

direção Y, nos nós 31 e 32 do modelo do duto, com o 

deslocamento obtido no presente exemplo correspondente a 

um destes dois nós Coque possuir o maior deslocamento). 

Os valores obtidos para os deslocamentos na direção 

Y do nó 32, correspondentes às análises estática e 

dinâmica foram de 4.73 me 3.18 m, respectivamente. 
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VI.6) ANALISE DOS RESULTADOS 

Os: res:ul t.ados: obt.idos: dos: diversos: exemplos 

es:t.udados: demons:t.raram a adequação da 

apres:ent.ada na pres:ent.e t.es:e para analisar o 

lançament.o de dut.os: submarinos:. 

:formulação 

problema do 

No primeiro exemplo. houve uma boa concord~ncia 

ent.re os: res:ult.ados: det.erminados: a part.ir do programa de 

análise es:t.át.ica da pres:ent.e t.es:e e os: result.ados obt.idos 

at.ravés: do programa comercial "Pipeline"_ Nos: t.rechos: 

apoiados: do dut.o, houve pequenas: di:ferenças: ent.re os: 

res:ult.ados: de t.ens:ões: axiais: desses: programas:. Es:s:as: 

di:ferenças: podem ser explicadas: pelo :fat.o de s:e es:t.arem 

ut.ilizando modelos: de dis:cret.ização para o s:t.inger e para 

o t.erreno do :fundo do mar, di:ferent.es: dos: ut.ilizados: pelo 

programa "Pipeline" e podem ser diminuidas: at.ravés: da 

ut.ilização de malha de element.os: :finit.os: mais: re:finada. 

No it.em VI.3.1.do segundo exemplo, houve t.ambém boa 

concordância ent.re os: res:ult.ados: conseguidos: com o 

programa implement.ado nes:t.a t.es:e e os: det.erminados: pelo 

programa comercial. Dent.re os: :fat.ores: que podem t.er 

in:fluenciado nas: desigualdades: ent.re os: res:ult.ados: de 

t.ens:ões: axiais: desses: dois: programas: na região do s:t.inger, 

es:t.ão: as: :formas: dis:t.int.as: de aplicação da :força de t.ração 

pela máquina t.racionadora, os: modelos: de dis:cret.ização 

t.ambém dis:t.int.os: considerados: para o s:t.i nger e a 

aproximação de sua con:figuração geomét.rica at.ravés: de uma 

parábola do segundo grau, no pres:ent.e t.rabalho. Os: 

di:ferent.es: modelos: considerados: nos: programas: para 
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discretização do terreno do rundo do mar podem ter 

ocasionado as pequenas diCerenças também existentes entre 

as ~ansões axiais na região do duto em con~ato com o solo. 

A utilização de malha de elementos rinites mais rerinada 

permite reduzir essas direrenças. 

No exemplo VI.3.2, variou-se a intensidade da rorç~ 

de tração aplicada pela máquina tracionadora para se 

estudar sua inrluência. Através da tabela apresentada no 

item VI.3.a, pode-se veri'f'icar que aumentando a 

intensidade da Corça de tração, as tensões axiais 

combinadas diminuem até um determinado ponto, passando a 

crescer a partir dele. Para valores pequenos da Corça de 

tração, tensões axiais de Clexão são altas. A medida que a 

Corça de tração aumenta, o duto se enrigece, as tensc3es 

axiais de Clexão diminuem e as tensões axiais de ext.ensão 

aumentam. O ereito Cinal nas tensões axiais combinadas é 

de redução. Acima de um certo valor, no entanto, a Corça 

de tração se torna grande o suriciente para que a tensão 

axial de ext.ensão seja signiCicante, resultando em aumento 

da tensão axial combinada. Assim, pode-se concluir que 

para um determinado duto e prorundidade de lâmina d'ãgua, 

existe uma Corça de tração ótima associada a núnimas 

tensões axiais combinadas e que pode ser obtida através do 

programa desta tese. No exemplo VI.3.2 a Corça de tração 

ótima obtida rei de 600 kN. Observou-se também no exemplo 

VI.3.2, que a Corça de tração é máxima junto à máquina 

tracionadora, decrescendo no sentido do rundo do mar. 
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No exemplo VI.3.3, estudou-se a inCluência da 

curvatura do stinger na análise do lançamento. Variou-se o 

coeCiciente angular da parábola do segundo grau, 

que aproxima a conCiguração geométrica do stinger. 

Concluiu-se que existe uma curvatura ótima para o stinger, 

correspondente a minimas tensões axiais de Clexão e que 

pode ser obtida através do programa desta tese. À medida 

que a curvatura do stinger é desviada de seu valor 6timo, 

as tensões axiais de Clexão aumentam. A geometria do 

stinger domina a distribuição de tensões ao longo do 

trecho do duto apoiado pelo stinger. 

No caso VI.3.4. variaram-se as constantes de mola do 

solo em uma Caixa da 

deCormações obtidas 

a 

praticamente 

kN/m. 

não 

As tensões e 

variaram. As 

condições dos apoios correspondentes ao stinger também não 

variaram. VeriCicou-se que quanto mais rígido o terreno do 

Cundo do mar, maior a separação vertical nos n6s de apoios 

descontínuos do duto 

permanecem abertos. 

correspondentes ao solo que 

No exemplo VI.3.6, introduziram-se deslocamentos 

prescritos no trecho superior do duto, na direção 

perpendicular ao plano do lançamento, aumentando-se seus 

valores até se atingir a tensão de escoamento do material 

do duto em alguma seção. Esses deslocamentos são devidos 

ao movimento da barcaça. VeriCicou-se que as tensões 

axiais máximas ocorreram no trecho do duto apoiado pelo 

stinger. 
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No item VI.3.6, estudou-se o efeito de correntes 

paralelas e perpendiculares ao duto lançado. Direção 

paralela, nest..e caso, é aquela que coincide com a 

orientação da barcaça de 1 ançamento. Este estudo 

comparativo só foi poss1vel devido ao modelo matemático 

tridimensional adotado na presente tese. Nas tabelas 12 e 

13, pode-se verificar a influência, nas tensões axiais, de 

valores crescentes de força de corrente. A velocidade de 

corrente paralela, para qual a tensão de escoamento do aço 

foi ultrapassada em alguns pontos do duto, foi 4.8 vezes a 

velocidade de corrente na direção perpendicular em que a 

tensão de escoamento do aço do mesmo duto foi 

ultrapassada, o que demonstra a importância de um estudo 

tr i dimensional para o problema do 

implementação das etapas de carga foi 

importância nos estudos deste exemplo, 

lançamento. A 

também de suma 

uma vez que as 

forças de correntes puderam ser aplicadas em uma segunda 

etapa. A aplicação destas forças na primeira etapa, 

causaria deslocamentos no duto bem maiores, irreais, jà 

que praticamente toda extensão do duto ficaria sujeita às 

forças de corrente maiores, próximas à superficie do mar, 

em um grande número de incrementos de cargas, tendo em 

vista que o duto parte de uma configuração inicial 

horizontal, próxima à superficie do mar, adotada no 

presente trabalho. 

No caso VI.3.7, analisou-se a influência de ondas 

paralelas e perpendiculares ao duto. A altura de onda 

aplicada na direção paralela para a qual a tensão de 

escoamento do aço do duto foi ultrapassada em algumas 
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seç!Ses correspondeu a 2.6 vezes a altura de onda na 

direção perpendicular em que a tensão de escoamento do 

material do mesmo duto foi superada. Da mesma forma que no 

exemplo VI.3.6, demonstrou-se a importância de um estudo 

tr i dimensional para o problema do lançamento. A 

possibilidade de aplicação das forças de onda em uma 

segunda etapa de carga foi também de grande valia neste 

exemplo. 

No exemplo VI.3.B, foi possivel o estudo da 

influência de correntes perpendiculares ao duto lançado no 

caso de també>m ter sofrido ação de deslocamentos 

perpendiculares ao seu trecho superior devidos ao 

movimento da barcaça. Mantiveram-se constantes os valores 

de deslocamentos prescritos, variando-se somente a 

velocidade de corrente. Comparando-se os grAficos das 

figuras 34 e 32, nota-se que houve variações de 

deslocamentos do duto no trecho inicial correspondente ao 

stinger, sendo praticamente coincidentes os demais 

deslocamentos. A tensão de escoamento do material do duto 

foi atingida em uma seção da região do stinger. 

No item VI.3.9, conseguiu-se analisar o efeito de 

ações de ondas perpendiculares ao duto lançado no caso da 

também ter sofrido ação de deslocamentos perpendiculares 

ao seu trecho superior devidos à embarcação. Mantiveram-se 

constantes os valores de deslocamentos impostos, 

variando-se somente a altura de onda. A partir dos 

grãficos das figuras 33 e 36, nota-se que houve variações 

nos deslocamentos do duto no trecho inicial do st.ingert 
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praticamente coincidindo. os demais. A de 

escoamento do aço do duto ocorreu em uma seção na região 

do stinger. 

No exemplo VI.3.10, analisou-se a inrluéncia da ação 

simultânea de corrente e onda perpendiculares ao duto 

lançado no caso de também ter sorrido ação de 

deslocamentos perpendiculares em seu trecho superior. 

Fez-se, portanto uma anàlise estàtica completa, isto é. 

incluindo os diversos parâmetros que inrluem no problema 

do lançamento. Resultados deste exemplo são usados em 

comparações nos exemplos VI.3.11 e VI.S.2. 

No exemplo VI.3.11, avaliando-se os resultados 

obtidos, concluiu-se que a resposta da anàlise no caso de 

ondas e correntes agindo simultaneamente é direrente da 

soma das respostas das anàlises com ondas e correntes 

agindo isoladamente. Isto é devido ao comportamento não 

linear da resposta da anàlise estrutural do duto durante 

a rase de lançamento. Resultados obtidos demonstram que 

derlexões laterais devidas à ação conjunta de onda e 

corrente são maiores que a soma das derlex5es laterais 

devidas à onda e corrente agindo separadamente. 

No exemplo VI.4, houve concordância satisrat6ria 

en~re os resultados obtidos através do programa 

desenvolvido nesta tese e os resultados apresentados por 

Bathe (1976), demonstrando-se e arerindo-se a capacidade 

do programa do presente trabalho para um estudo dinâmico 

com grandes deslocamentos. Este exemplo mostra também que 



a solução por análise linear se aCasta da solução por 

análise não linear, para problemas estruturais com grandes 

deslocamentos. 

No item VI.6.1, constatou-se que à medida que o 

periodo da onda se aproxima do periodo Cundamental da 

estrutura. de aproximadamente 24.8 s, o Cator de 

ampliCicação dinâmica aumenta. 

No item VI.6.2, conseguiu-se realizar um estudo 

completo do problema do lançamento, incluindo-se os 

inúmaros paràmetrcs e aplicando-se as diversas cargas 

atuantes na análise estrutural do duto, com suas etapas 

estática e dinâmica. Neste exemplo, constatou-se também 

que para o caso da onda com periodo de 8 s, de 

aproximadamente 30% do periodo Cundamental da estrutura. 

os deslocamentos obtidos através da análise estática são 

maiores que os determinados por análise dinâmica. 



171 

CAPITULO VII 

VII.1) CONCLUSÕES 

O presente trabalho !'oi desenvolvido com o objetivo 

principal de se ampliar conhecimentos sobre o problema 

estrutural do lançamento de dutos submarinos. 

Visando-se analisar o problema tridimensional, 

:f'ortemente não linear geométrico, envolvido pelo 

lançamento de dutos, em águas cada vez mais pro:f'undas, 

estudou-se uma :f'ormulação de elementos :f'initos adequada, 

descrita no capitulo III. 

O elemento :f'inito de pórtico espacial :f'ormulado é 

capaz de levar em conta as não linearidades geométricas 

presentes na análise do lançamento. 

O sistema de coordenadas Lagrangeanas atualizadas 

!'oi adotado, devido à existência de grandes deslocamentos, 

sendo indispensável a atualização de coordenadas no 

decorrer da análise. 

Estudaram-se também. dois procedimentos increment..ais 

de resolução de sistemas de equações não lineares, com ou 

sem iterações. No método incremental linear, deve-se usar 

incrementas de carga menores para que a solução numérica 

se aproxime da exata. No método incremental não linear, o 

equilibrio é garantido através das iterações de Newton 

Raphson. 

Partindo-se de um programa de análise estática não 

linear geométrica de pórtico plano, modi:f'icaram-se rotinas 

existentes e acrescentaram-se outras. t..ransf'ormando-o. 

i ni ci al ment..e. em um programa de análise não linear 

geométrica de pórtico espacial. 



1~ 

Através da resolução de exemplos existentes na 

literatura, demonstrou-se a adequação do método de análise 

não linaar geométrica deste trabalho para problemas 

tridimensionais de grandes deslocamentos. Os: resultados 

numéricos obtidos roram substancialmente precisos. 

quando comparados com os dos exemplos publicados em 

trabalhos anteriores. 

Introduziram-se no programa, caracteristicas 

especiricas à rase de lançamento de du~os submarinos. 

possibilitando um estudo adequado do problema. 

Descreveu-se um método numérico capaz de simular 

satisratoriamente o problema de contato do duto com o 

terreno do rundo do mar e com o slinger de lançamento. 

Mostrou-se como roram implementados apoios especiais 

desconlinuos permitindo que as condições de contorno do 

problema se modiriquem durante a análise. O apoio elástico 

descontinuo s6 se torna eretivo quando a coordenada do n6 

em que eslá conectado atinge um valor previamente 

derinido. Isto signirica que se estabeleceu contato em uma 

região do contorno da eslrulura. Na subrotina que introduz 

as condições de contorno ao sistema de equações, 

associam-se ao n6 com apoio descontinuo uma matriz de 

rotação rormada a partir dos lrês ângulos que derinem a 

direção do apoio e uma matriz de rigidez diagonal, cujos 

lermos são as conslanles de mola de deslocamentos e de 

rotações. Transrorma-se a matriz de rigidez diagonal do 

rererencial local para o global e acrescentam-se os lermos 

da matriz obtida à matriz de rigidez da eslrulura. ~ o 

apoio descontinuo ror exclusivamente de compressão, o grau 

de liberdade na direção de descontinuidade do n6 apoiado 
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rica sem restrição, se houver tração. 

Introduziu-se uma subrotina para o cálculo de rorças 

de onda e corrente através da rórmula de Morison, 

apropriada ao problema tridimensional do lançamento. 

Implementou-se a técnica publicada por Bergman (1968), em 

que só contribuem para essas rorças as componentes normais 

de velocidade e aceleração das particulas rluidas. 

Implementou-se também ao programa, a aplicação de 

cargas por etapas, possibilitando uma análise não linear 

geométrica mais precisa. uma vez que o principio da 

superposição de ereitos não é válido para este tipo de 

análise. Assim. as carga~ de correnta e de onda só são 

aplicadas em uma segunda elapa, após a aplicação do peso 

próprio, empuxo e da rorça de tração da máquina 

tracionadora. 

Estudou-se a inrluência na análise estrutural de 

dutos durante o lançamento, das diversas cargas aluantes, 

como o esrorço de tração aplicado pela máquina 

tracionadora e as ações ambientais de peso próprio, 

empuxo, corrente e onda. Analisou-se a inrluência da 

intensidade e da direção das rorças de onda e corrente. 

Com relação à direção de incidência de onda e corrente 

concluiu-se que o caso mais desravorável é aquele em que 

ambos, onda e corren~e. atuam perpendicularmanta ao plano 

do lançamento do duto. 

Estudou-se também o ereito de grandezas como 

curvatura do st.i nger. altura da lâmina d'água, 

deslocamentos impostos no trecho superior do duto devidos 

ao movimento da barcaça a constantes de mola relativas ao 

solo do rundo do mar, no cálculo da deslocamentos a 



es1orços do dulo na rase de lançamenlo. 

Para se esclarecer a in1luência das diversas 

grandezas mencionadas nos paragráros anteriores na análise 

eslrulural do dulo duranle o lançamenlo, rodou-se uma 

série de exemplos, onde 1oram variados e combinados enlre 

si os diversos parâmelros do problema. A análise de 

resullados numéricos oblidos é apresenlada no capilulo VI. 

Em lodos os exemplos eslálicos considerados, os resullados 

oblidos 1oram salis1al6rios. Alravés do programa, podem-se 

delerminar valores ólimos da 1orça de lração aplicada pela 

máquina lracionadora e da curvatura do stinger, 

correspondenles a lensões axiais minimas. 

Desenvolveu-se ainda, um programa de cálculo das 

rrequências nalurais de pórlicos espaciais. 

implemenlando-se a subrolina de Jacobi do livro do Balha 

(1982). Considerou-se o e1eilo dos es1orços axiais no 

cálculo da malriz de rigidez da eslrulura. Permiliu-se, 

portanto, a delerminação das 1requências nalurais da 

eslrulura a parlir de sua con1iguração de1ormada e dos 

es1orços axiais oblidos da análise eslálica. 

Concluiu-se que os periodos de ondas comumenle 

admissiveis duranle o lançamenlo são norrnalmenle menores 

que os primeiros periodos nalurais que se oblêm para os 

dulos lançados, pois para ondas mais allas que aquelas, 

procede-se a operação de abandono do lançamenlo. Islo se 

lorna mais evidenle em águas pro1undas, 

é maior a 1lexibilidade da eslrulura. 

onde normalmenle 

Parliu-se de um programa de análise dinâmica não 

linear para pórlicos planos, sobre o qual 1oram 1eilas 

diversas modi1icações, lanlo allerando rolinas já 
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exi s:tentes:, como introduzindo outras:. Tr ansf'ormou-se. 

então. o programa. original em um programa dQ análise 

dinâmica não linear, tridimensional de dutos: durante a 

ras:e de lançamento. 

A análise dinâmica roi reita por um método implicito 

de integração direta no dominio do tempo, utilizando-se o 

método de Newmark para resolução dos: s:is:temas: da equações: 

do problema. Uma modificação envolvendo iterações: 

internas: adicionais: s:e fez neces:s:ária pois: a rorça 

hidrodinâmica é runção da velocidade relativa 

rluido-es:trutura e a velocidade da estrutura faz parte da 

resolução do s:is:tema de equações:. 

Partindo-se da configuração deformada e dos: esforços: 

internos: obtidos: da análise estática do lançamento do 

duto, raz-s:e então análise dinâmica através: do programa 

des:envol vi do. 

Estudou-se a inrluência na ampliricação dinâmica do 

periodo da onda. Nos: casos: usuais: de ondas: com periodos: 

bem menores: que os: periodos: fundamentais: da estrutura, a 

análise estática é conservadora, uma vez que os: 

deslocamentos: e esforços: resultantes: são maiores: que os: 

obtidos: por análises: dinâmicas:. Nesses: casos:, um estudo 

dinâmico possibilita um projeto econômico. Por outro lado, 

quando as: caracteris:ticas: da onda influenciam uma 

amplificação dinâmica significativa nas: respostas:, o 

estudo dinâmico é indispensável à segurança da operação de 

lançamento. 

Limites: operacionais: para diversas: combinações de 

cargas: ambientais podem ser determinados através das: 

rerramentas computacionais desenvolvidas: na presente tese. 
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Isto torna possivel se prever quando uma operação pode 

começar e quando deve ser abandonada. 

Pelo que roi descrito, acredita-se que os objetivos 

básicos do presente trabalho roram plenamente atingidos. 

Podem-se sugerir os seguintes assuntos para estudos 

ruturos: 

Implementação de stinger rlexivel; 

Operações de abandono e recuperação do duto; 

Operações de tie-in; 

Lançamento vertical ou JLay; 

Estudo da inrluência das rorças dinâmicas devidas 

aos movimentos da barcaça de lançamento. 
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Apêndice I 
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DEDUÇXO DE ! K l 
1 <XZ> 

Com intuito de desenvolver a expressão (26) do 

item III.2.4.1. definem-se os seguintes vetores: 

u • 
w • 

" 
,p. 

C27) u -Cxz) = u z 
w z 
'Pz 

N [ [ 1 - X ] o o X 
o o ] (28) = L L -Cxz) 

[ O (1 
z !I ] -[ X - 2 

z 3 

] o M - 3 
X + 2 X ~+ X 

= -Cxz) Lz L" L L2 

[ 3 

z 3 ] -( - z 3 ] ] X 
- 2 

X X + X (29) - L -
Lz L" Lz 

onde: 
.. 

é vetor dos deslocamentos nodais plano u O no xz 
-Cxz) 

N -Cxz) é O vetor de funções de interpolação que 

relaciona " u com u 

M 
-Cxz) 

é O vetor de funções de interpolação que 

relaciona 
.. 

w com u 

Por simplificação, omitiremos o sub-indice xz, 

ficando ele subentendido nesta dedução. 

Assim, as expressões de~ e w podem ser 

escri t..as como: 
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u = N x uª (30) 

w • M x uª (31) 
~ 

Obtemos, em seguida, as expressões de Ux e 

'!"• derivando-se as equações (30) e (31), respectivamente: 

.. 
Ux X U 

T .. = U X 

onde o superindice "T" signif'ica "t,rans:pos:t.o" 

Wx 

(32) 

(33) 

Elevando-se a equação (33) ao quadrado, chega-se a: 

z 
W>< 

T .. = u 

Substituindo-se 

t.em-se: 

L 
EA J "'1cxz) 

.. 2 u 

• 

as 

T 

" X 

expressões (32), e 

T 
NxT " MxT X Mx X " " u X u 

~ 

A primeira variação de WC ) 1 xz 

L 

(w1)Cxz) 
EA f ( 

T T 

ô ô 
.. 

NxT 
.. MxT = 2 u X X U X 

o 

EA r { ô 

T T .. NxT .. Mx T = 2 u X X U X 

o 

(34) 

(34) em (26), 

dx (35) 

vale: 

) X Mx X • dx u 

X Mx X u .. + 
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T T T 

+ uª M Nx T x ô u 8 
x. Mx T x Mx uª + uª x Nx T x 

N 

T 

x uª x Mx T x Mx x 6uª 

EA 
.. 2 " u 

T 

x NxT Mx 

T T 

+ 6u" x MxT x u 0 x Nx T x Mx x " u + 

EA 
= 2 

T ( 6u" " MxT 
T 

x uª >< Nx T x Mx + 

T 

= 6u" x E: [ J~ MxT X 

T 

uª x Nx T x Mx + Nx T x 

" " u + 

" u 
T 

X 
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• u (36) 

A expressão (36) pode ser sintetizada em: 

6 C Wf.l 
(XZl 

onde: 

"' ÓUQ T >< [ ICts; ] >< 
(XZ) 

.. 
u 

T .. 

(37) 

EA 
z X U X 

T 

>e Mx T x Mx + Mx T x Mx x uª x Nx T (38) 
N 

em que [Kts:l,xz> é a parcela, correspondente ao graus: de 

liberdade do plano xz, da matriz de rigidez incremental 

"secante" cujos termos são f'unções lineares dos acréscimos: 

de desl ocament.os. O sub-i ndi ce "s II 
t portanto, signif'ica 

secante. 

Enquanto a matriz de rigidez secante no 

incremento é obtida a partir da primeira variação do 

trabalho das f'orças internas, a mat.riz de rigidez 

incremental tangente do elemento é a obtida pela segunda 

variação do trabalho das: f'orças internas, como já f'oi 

demonstrado no item III.2.2 do capitulo III. 

A partir das expressões (6) e (20) dos: itens 

III.2.2 e III.2.4, respectivamente, é possível se 

verif'icar que: 
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C JC,.J • 2 x C JC,.s 1 (39) 

e porlanlo, 

[ JC,. 1 <xy> " 2 >< [ JC,.s 1 <xy> (40) 

[ JC,. 1 <xz> = 2 >< 1 JC,.s 1 <xz> (41) 

Subsliluindo-se a expressão C38) em (41), 

oblém-se: 

[ JC,. 1 = EA x J~ [ MxT 
T 

x u• x Nx T x Mx + 
( xz) 

+ Nx T x uª x Mx T x Mx + Mx T x Mx x uª x Nx T dx T T ] 
(42) 

Os: lermos de Nx e Mx são oblidos a parlir da 

derivação dos lermos das expressões 

respec~ivamente. assim: 

Nx = [ - !_ O O 1 
L [ o o ] 

~ • [ O M2 Ms O M5 M.s ] 

onde: 

(28) e (29) 

(43) 

(44) 
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6x 6x2 

Mz .. - + 
Lz L3 

M6 .. -(-2 2 ] 
X X 
[ + 3 Lz (46) 

Em seguida, calcula-se o int.egrando da 

expressão (42). Para simplif'icar as operações:, 

recomenda-se obt.er primeirament.e os seguint.es produt.os:: 

Nx >< uº 
T .. = U X 

T .. = U X 

NxT = U2 

MxT: 

w. 
L 

X M 
2 

+,p xM 
~ 3 

+ w X M 
2 5 

A seguir obt.ém-se: 

o o o o o o 

o Mz2 MzM3 o MzM:s MzMcs 

o MzM3 M2 o M3M:s M3Mcs 
T 

MxxMx= 
3 

o o o o o o 

o MzM:s M3M:s o M:52 M:sMcs 

o MzMcs M3Mcs o M:sMcs M2 cs 

+ 1P 
2 

(46) 

X M 
cs 

(47) 

(48) 
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o -M -M o -M -M 
2 3 5 c5 

o o o o o o 

1 
o o o o o o (49) MT K N • NT K M = L X X X X o M M o M M 

2 3 5 c5 

o o o o o o 

o o o o o o 

Substituindo-se as expressões (46), (47), (48) 

e (49) em (42), eretuando-se os produtos e as somas, 

resulta: 

o k k o k k 
1,3 1,5 1 ... 1 .. u. 

k k k k k 
3 , 3 3,5 3,7 3,P 3,.11 

L 
k k k k 

[K1 ]xz= 
EA J 5,5 5,7 5,P 5 .. u. dx L" • 

o 
SIMf:TRICA o k k 

7,P 7,11 

k k ..... P,11 

k 
11,11 

onde: 

k = - [ w M
2 

+"'MM+ w MM +"'MM] 
1 '" • 2 • 2 " 2 2 5 2 2 c5 

k = - [ w MM +"'M2+ w MM +"'MM] 
• '5 • 2 3 1 3 2 3 5 2 " c5 

k = - [ w MM +"'MM+ w M
2 

+"'MM] . ' .. 1 2 5 1 3 5 2 5 2 5 c5 
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k = - [wMM +y,MM + w MM +y,ic] 
11:lt 12d 13cS 2 5 <S 2 <S 

k = Mz ( u u J "·" 2 2 • 

k = MM [ u u ] ",5 2 " 2 • 

k = k 
3,7 .... 

k = MM ( u u ) "·" 2 5 2 • 

k = M M ( u - u ) 3,11 z <S z • 

k = - k 
5. 7 t, 5 

k = M M ( u - u
1 

) 
5,"9 3 5 2 

k = MM ( u u ) 5.:l:l " <S 2 • 

k = k 
7,P •• p 

k = - k 
7 ,11 , • 11 

k = Mz 
( uz - u ) "·" 5 • 

k = MM ( u u ) "·" 5 <S z • 

k = Mz ( u u ) (60) 
ll,11 <S z • 
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A seguirt e~etuam-~e as integrais dos Lermos 

da maLriz obLida em (60). Para raciliLar essas operações, 

calculam-se deLerminadas inLegrais que aparecem mais de 

uma vez, cujos resulLados são os seguinLes: 

L 

I 
• 

L 

I 
Q 

L 

J 
• 

L 

J 
Q 

L 

I 
Q 

L 

J 
Q 

L 

J 
Q 

L 

I 
• 

M2 dx 6 .. 
5L z 

M2 dx a 2 
X L 

3 15 

M2'
5 

dx = ~ 5L 

li' dx 
cS 

MM 
Z 3 

MM 
Z 5 

MM z cS 

-1 
dx = 10 

dx 

dx 

-6 
= 5L 

-1 
= 10 



L 

J 
o 

MM 
5 .. 

dx 

-L 
= 30 

1 
= 10 
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(61) 

Substituindo-se os resultados das integrais 

(61) em C60), obtém-se a matriz [)(] , 
:l {)('%) 

simétrica, 

termos não nulos são apresentados a seguir. 

TERMOS NAO NULOS DE [ K,] <xz> 

K <1,3) • K <7,0> ;; -K (1,.P) • • • = -1( <3,7) = • ,w - w) ... 
2 • 

K <s., 5> = -K <5, 7> • • 
.. 

= 1d..'w1.- Wz> 
.. 

+ -<V, - '"' l 30 2 1 

K "• 111 "' -K < 7, u > • • 
.. .. --,w 
1cl... • 

K<3,3) = J( <P,P);:: -)( <3,P) .. . . .. 
= --<U 

5L2 2 

u ) • 

u l • 

cujos 



K <5., 5> = • 

K <5, P) = • 

K e:;., tu • 

)( U.:l,.:l:l> • 

K <P, 1:l) 
1 

-· 

2 
=~u .,,, 2 

= -<U - U > 
30 2 i 

Ul • 

Ul • 
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(62) 

A matriz [J( l é obtida analogamente. 
:l <xy> 

TERMOS NAO NULOS DE [ K1 ] <xy> 

K u., 2> = K < 7, a> • • = - K <:l.,B> = • 

1( '1,cS) = - 1( (cS, 7 l 
1 1 

1( (1,12> = 
1 

1( (7,12) • 

1( (2,2) = 1( ( 8 ,8) 
• 1 

= 

K (CS,cS> : I{ ( :l 2 , 1 2 > 
1 1 

1( (d,12) 
1 

= -

1( (2,8) 

• 

u ) • 

= 

K <2,7> = • 

V ) 
1 

V ) • 

6 

Cu 
2 

u ) 
1 

Cv -v) + 
2 • 

4a) 
1 

1 
30 Cai 4a ) 

u ) • 

2 

K <8,12> = 1( <<1.8> = - K 12.<1) = - K ,2, 12) = 
:l :l 1 1 
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Os ter-mos: (62) e (63) :formam a matriz [K J • 

(63) 

DEDUÇÃO DE Ka,xz> 

Sejam os: vetores: uª e M def'i ni dos 
""e xz> ""<xz> 

em 

(27) e (29), respectivamente. Por- s:impli:ficação omitiremos: 

o sub-i ndi ce "xz". :ficando ele subentendido nesta 

dedução. 

Substituindo-se a expressão (34) em (63) do 

item III.2.4.2, obtém-se: 

L 

[ ] dx = 
1 I P,x, 

T T 

6 w >< 6 
.. 

" M " M 
.. .. 

2 u >< u 
O<XZ> -x -x 

Q 

L 

[ 6 ] dX D 
1 I P,x, 

T T 
u" MT M 

.. 
+ u" MT M 6 

.. .. 
2 u u 

-x -x - -x -x 
o 

L 

[ 6 ] dx • 
1 J P,x, 

T T 
u" MT M 

.. + 6 
.. MT M 

.. .. 
2 u u u 

-x -x - -x -x -
Q 

L 
1 J P,x, 

T 

x2x6 
.. MT >< M u" dx = 2 u >< >< = -x -x 

Q 

T 

[ J ~p<Xl dx] 6 
.. M T M 

.. (66) = u " " u 
-x -x 

A expressão (66) pode ser- sintetizada em: 

(66) , 

onde: 
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dx (67) 

Nele-se que desla vez não há dererença entre 

as matrizes incrementais de rigidez secante e a langenle, 

pois [ K
0 

] não varia ao longo do incremento de carga. 

Substituindo-se a expressão (48) em C67), 

obtém-se: 

[ K 
],xz> 

= a 

L 

J P,x, " 
• 

Sejam T 
o 

o o o 

M2 MM 
2 2 3 

M2 
3 

SIME:TRICA 

e T os 
L 

o o o 

o MM MM 
2 5 2 .. 

o MM MM 
3 5 3 .. 

o o o dx 

Mz MM 
5 5 .. 

M2 
6 

(68) 

valores de 
p<O> 

e p<L> • 

respeclivamenle. Partindo-se da hipótese adotada de que 

p é linear em x, obtém-se: 
<X> 

CTL To) x + To (69) 
L 

Substituindo-se a expressão (69) em C68) e 

integrando-se, obtém-se [ K ] . A matriz 
O < XZ> [ Ka] <Xy> 

obtida analogamente. 
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TERMOS NAO NULOS DE [K
0

] 

K Cz,z) = K Ca,a) = K Ce,e) = K (<>,<>) = -K Cz,e) = 
a a a o a 

= -K C "• p) o 
T ) 

o 

K C z, .s) = K C 5, p) = - K C s, 5) :a - K C .s, e) a a a a 

1 
+ 10 xCTJ. T ) 

o 

K C z, 12) = JC C <>, u) = - K C s, u) a o o 

K Cu, u) • K C•z, •z) = 2 
x T x L + • CT a a :a.5 o :a.o L 

K Ca, 12) = 
a 

JC (5,u) = 
a 

l 
- X 
10 

T 
o 

)( C.s, lZ) = 
o 

DEDUÇÃO DE [ K2 ] <xy:a:> 

• - X 

"º 
T 

o 
X L - j, 

60 
CT 

J. 

T ) X L 
o 

T ) X L 
o 

T ) X L 
o 

(70) 

Para desenvolvermos a expressão C73) do item 

III.2.4.3, utilizaremos o vetor de deslocamentos nodais uª 

apresentado em (64) do item III.2.4.2 e deriniremos os 

seguin~es ve~ores: 
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F = [ O Fz O O O Fõ O Fa O O O F1z ] , 

onde: 

2 9 

Fz 1 3 
X + 2~ = -

Fõ = X 

Fa = 3 

F12 = 

- 2 

2 
X 

Lz 

2 
X 

L 

-

Lz L" 

2 " X X 

L + 
Lz 

9 

2 
X 

L" 

M = [ O O M3 O Me, O O O MP O Mu O ] 

onde: 

M9=1-3 

=-[x-2 

Mu=-[-
onde 

2 
X 

9 
X 

L" 

L 

(76) 

(77) , 
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F é o - velar de runções de inlerpolação que 

relaciona v com uª. 

M é o velar de runções de inlerpolação que relaciona 

• w com u . 

Podemos enlão escrever: 

V= F X UQ 

w = M x uª 

(78) 

(79) 

Deternúnamos, em seguida, as expressões de V -x 

e w • -x derivando-se 

respectivamen~e: 

V = F 
-X "'X 

w = M 
""X -x 

• " u 

• 
" u 

as equações (78) 

Elevando-se às equações (80) e 

quadrado, oblêm-se: 

z 
V -x 

z 
w -x 

T .. = u -

T .. 
= u 

e (79), 

(80) 

(81) 

(81) ao 

(82) 

(83) 

Subsliluindo-se as expressões (82), (83) em 

(73) do ilem III.2.4.3, lem-se: 



w 
2(Xy%l 

EA 
"'r s: [ [ 

T .. 
u -

202 

] ] dx 

(84) 

A primeira variação de W vale: 2,xyz, 

EA 
4 

EA •r X r: [ Ó 

X 6 u" -

T .. FT 
X u -x 

L 
EA J 6 = 4 

o 

F 
-x 

T .. 
u X 

.. 
u 

.. 
u 
N 

[ 
T 

" u 

+ 6 

FT 
-x 

" X U 

M " u -x 

T 
" MT M u u 

-x -x N 

T 
F 

.. • MT u u 
-x N -x 

.. 
u 

M u" + -x N 

T 

+ 6 u" MT 
N -x 

T 
" " FT F u 

M 
-x 

u 
-x -x N 

M + FT F 
-x -x -x 

" 

.. 
u 

] 
.. 

u 
N 

X 

dx 

T 
• u 

X 

" 

MT 
-x 

.. 
u + 

M + -x 



.. 
u 

T .. 
u 
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+ 

.. 
X U (85) 

A expressão (85) pode ser sintetizada em: 

6 ( ) 
T 

[ ],xyz, x w 6 
.. 

K 
.. 

(86) = u X u 2,xyz> 2S 

onde: 

[ ],xyz> • 
EA J~ [ ~: 

T 

K F 
.. .. MT M 2 u u + 

2S -x - -x -x 

T 

] dx + MT M • u" FT F (87) u -x -x - - -x -x 

em que [K l é parcela da 
2S <Xyz> matriz de rigidez 

incremental secante, 1 K l . 
2S 

De acordo com o item III.a.a do capitulo III, 

a matriz de rigidez incremental tangente é obtida pela 

segunda variação do trabalho das rorças internas. A partir 

das express5es (5) e CZl) dos itens III.a.a e III.Z.4, 

respectivamente, veririca-se que: 

(88) 

e portanto: 
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(89) 

(90) 

(91) 

Substituindo-se a expressão C87) em (90), vem: 

L 

[ [ EA I. 
T 

K ] • 3 FT F 
.. u" MT M 2 u + 

2 ,xyz> -x -x - -x -x 

T 
] dx MT M • .. FT F (92) + u u 

-x -x -x -x 

Os termos de F e M são determinados a partir -x -x 

da derivação dos termos das expressões C76) e (77), 

respectivamente. 

Para simplif'icar os cálculos a serem 

ef'etuados, serão utilizadas as mesmas igualdades def'inidas 

em C44), repetidas a seguir: 

M = -:z 

M 
3 

M 
5 

= - ( 1 -

= 

4.x -r+ 

= - M 
2 
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M,. '" - ( -
Zx 3x

2 
] 

L- + 
Lz 

(45) 

porLanLo as expressões de F e de M podem ser 
""X -X 

escr i Las como: 

F -x 

M -x 

= [ o M O O O -M 
2 " 

O -M
2 

O O O -M,. ] 

.. [ o o M 
2 

O M 
" 

O O O -M 
2 

O M 
d o ] 

(93) 

(94) 

Em seguida, ereLua-se o cálculo do inLegrando 

da expressão (92). Para simpliricar as operações, 

sugere-se obLer, primeiramenLe, os seguinLes produLos: 

T 

F 
.. uª FT M e- M) e- M) e- M ) u = = V + a + V + a 

-x - -x • 2 • a 2 2 2 d 

(95) 

T 

M 
.. .. MT M M e- M) CM) (96) u = u = w + V', + w + l/12 -x - -x • 2 " 2 2 d 

Por simpliricação, sejam: 

T 

F " .. FT a • u = u 
-x - -x 

T 

b M 
.. .. MT (97) = u = u 

-x - -x 

logo: 

a x b = F u"' M u" (98) 
-x - -x -
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A seguir, obtém-se: 

= ( 

o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o 

o M2 o o o -M M o -M2 o o o -M M 2 2 9 2 2 d 

o o o o o o o o o o o o 

o MM o o o -Mz o -M M o o o -M M 
2 3 9 2 3 3 d 

o o o o o o o o o o o o 
(99) 

o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o 

o -Mz o o o MM o Mz o o o MM 
2 2 9 2 2 d 

o o o o o o o o o o o o 

OMM o o o -M M o -M M o o o -Mz 
2 d 9 d 2 d d 

o o o o o o o o o o o o 

Substituindo-se as expressões (98) e C99) em 

(92), resulta: 



[ K 2 

o 

X 

(98). 

3 X b 
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L 

],xyz, 
3 EA X Ja X b X .. 
2 

g 

o o o o o o o o o o o 

o Mz o MM o o o -Mz o MM o 
2 2 3 2 2 õ 

o o o -M M o -Mz o o o -M M 
2 3 2 2 õ 

o o o o o o o o o 

o -M2 o -M M o o o -M M 
9 2 3 9 õ 

o o o MM o -M M o dx 2 3 3 õ 

o o o o o o 

SIMJ::TRICA o Mz o -M M o 
2 2 õ 

o o o MM 
2 õ 

o o o 

o -Mz 
õ 

o 

(100) 

Ef'etuando-se O produto ( a X b) da <>xpres:s:ão 

chega-se a: 

= (v1.-v2)x (·. W2) X 
Mz + [ l/Ji X (vi - v2) + 2 

)( M X M 
9 cS 

M 
2 

X M 
3 

M xM -(a x,p +a 
2 cS t 2 2 

O' x,p xM2-a x,p xM
2 

1 1 3 2 2 õ 
(101) 

Substituiremos a expressão C101) em (100), e 
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em seguida efetuaremos: as: integrais: dos: termos: da matriz 

obtida. Para facilitar-, 

integrais: que se 

resultados: são: 

repetem 

L 

I M~ dx = !.._ x 72 
2 Lª 35 

o 

L 

I M3 X M 
2 9 

dX = !.._ X 

Lz ( 
-9 ) 
35 

o 

L 

I 
o 

L 

I 
o 

L 

J 
o 

L 

M3 X M 
z " 

M2 X M 
Z 3 

1 
dX = - X 

Lz ( 
-9 ) 
35 

X M 
" 

dx = O 

M2 x M
2 

dx 
Z 3 

J . .2 Mz 1 3 
"z x " dx ,. L x 35 

o 

L 

J 
o 

M 
2 

x M
2 

x M 
3 " 

-1 
dx = 

calcularemos: deter mi nadas: 

nessas: operações:, cujos: 



L 

I M X M" dx 
1 = 140 z " o 

L 

I M X M Mz dx 
-1 

X = 140 z " <i 

• 

L 

I M X M" dx 
1 = 140 z <i 

o 

L 

I M" x M dx 
" <i 

o 

L 

J dx 

o 

L 

I . .z Mz 1 
"',. x 

6 
dx = 210 x L 

o 

L 

J 
• 

M 
" 

x M3 dx = 
<i 

-1 
140 x L 
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(102) 

SubsLiLuindo-se os resulLados das inLegrais 

(102) em (100), obLém-se a maLriz siméLrica ! K J 
2 cxyzi 

cujos Lermos não nulos são apresenLados a seguir. NoLe-se 

que eles apresenLam acoplamenLo enLre os deslocamenLos 
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Lransversais v e w. 

K <2., :a:> :a K <e,. o> 
2 2 

= -K <2,0> = 
2 

-K < 3. e> • 
2 

- 27 X 
e H + I) + e K + 

" X L 

= -K <3,õ> = -K <5,e> = 
2 2 

" [-1oe x 

1 
70 X 

i 
-- " 280 

K ,2,.u.1 = K ,o.u.> = -K <3,1.Z> = -K ,e.1.1.> 
2 2 2 2 

: -- X 
i 

280 

K <5,cs> 
2 

X [-,oa 

.. -- " -· [3õ >< E + 3 ,e CH - I) + 
280 

+ 2 x N) x L] 

-· 2BO 
x {3 x CH + I) + 

X (1( + N)] X L } 

[z X J - 3 >< 

K .... 12, • ~ x [3<> x L2 + 3 " e 1 - ID + (2 x K + 
2 280 

+ 



onde: 

G = ( v
1 

-v 
2 ) ( w • 

H = v,
1 

( v
1 

V 
2 J -

J = - ( 

K = - a • 

N = 

axv,+a 
1 2 2 

O' 
2 

w • 
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(103) 

Para desenvolvermos a expressão (74) do item 

III.2.4.3, utilizaremos os vetores 

em (27) e (29), respectivamente. 

u" e M derinidos 
"'XZ -xz 

Omitiremos aqui também o sub-indice 

1icando ele subentendido. 

11 xz 11
• 

Elevando-se a expres:s:ão (34) ao quadrado, 

obtém-s:e: 

' w 
-x 

.. 
" u 

.. 
" u 

.. 
" u (104) 



a1a 

SubsLiLuindo-se a expressão (104) em (74), Lem-se: 

L 

W <X:Z> a 
2 

EA 
4 I 1 

2 " 
M u" M u" (105) 
-x - -x -

o 

A primeira variação de W <XZ> vale: 

EA JL { ~ 6 [ 6 W <XZl = 4 X u 
2 

o 

X M .. 
X U 

-x 

EA 
= 4 

L 

J. ~ [ 6 

T 

u" x MT x M 
-x -x 

.. " 

2 

T 

" MT X M " X X U X U -x -x 

.. .. 
X U X U 

.. 
X U 

.. 
X U X 6 

.. 
u X U + 

.. 
u X U 

x M x 6 u" ] dx = -x 

EA 
=4 

+ 6 

L 

I. ~ [ 6 

" X U 

.. 
X U 

T 

x u'"' x MT x M 
-x -x 

x uº + 

T 

" MT X -x 

" X U + 

" X U -

X UQ + 

X 

X 



+ ô 

T 
+ ô " MT u X 

-x 

T 
EA .. ô .. 

u X 4 

.. 
)C u 

T .. 
)C u )C 

" .. 
X M X U X U 

-x 

[ r: 1 
X 4. X X 2 

x MT x M dx ] x 
"'X -X 

.. 
u 
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.. 
X U + 

T 

] dx MT M " )C )C X U = -x -x 

T 
MT M 

.. .. 
X )C u X u X -x -x 

(106) 

A expressão (106) pode ser sintetizada em: 

ô ( W <XZ> 
2 

) .. ô K 
2S ] <XZ> >< 

onde: 

].xz, = 

L 

EA J MT M uª 
2 -x -x -

o 

T .. 
u 

.. 
u 

dx 

em que o sub-indice "s:" signif'ica "s:ecante". 

e 107) • 

(108) 

Substituindo-se a expressão (108) em (91) 

obtém-se: 

3 
2 EA M u" 

-x -
M 
-x 

dx (109) 

o 

Partindo-se da expressão (47) anteriormente 

obtida, seja: 



b '" M 
.. 

X U -x 

logo, 

M 
2 
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+ 'IJ • M 
!I 

+ w 
2 

M
2

+2x>/) x (w -w)M 
2 1 1 2 2 

2 
xM xM +'IJ x 

2 .. • 

+2x>/) ><'IJ xM xM 
1 2 3 d 

X M 
!I 

2 

+ 

+ 'IJ " 2 

'IJ " M 2 .. 

(110) 

M2 + 
6 

(111) 

Substituindo-se as expressões (110) e (48) em 

(109), chega-se a: 

o o o o o o 

Mz MM o -Mz MM 2 2 " 2 2 .. 

L M2 o -M M MM 

[K2]0<z> 3 J b2 " 2 " " 6 
= 2 EA x dx 

o o o 
o 

SIMETRICA Mz -M M 
2 2 .. 

M2 
6 

(112) 

Em seguida, substitue-se a expressão (111) em 

(112) e efetuam-se as integrações dos termos da matriz 

obtida, utilizando-se os resultados das integrais C102). 

Obtém-se, então, a matriz simétrica IK l,xz, 
2 

termos não nulos são apresentados a seguir. 

cujos 



K <s.5> = - K <5.o> 
2 2 

K n1.u.> = 
2 

- K <P. 1.:1.) 
2 

1 
= 280 x 

+3x(s-R-zJ] 

216 

[ -180 X 

K<5,5l = 1 x [36 x 
2 

280 

e 
[ + 3 X 

+24xR-3xz) x L] 

K2<5,Ul = 2~0 x { - 3 x ( E + Q )+ [ 2 x Z - 3 x 



1( (11 • 11> z 

216 

+24xS-3xz) x L], 

onde: 

e = ( w
1 

- w 
z 

D = 2 x 'I' 
1 

x ( w, 

Q .. 2 X 'IJ X ( w z • 

R 
z .. "'· 

s z .. 
"'z 

w ] z 

(113) 

A matriz [ K] é obtida de :forma análoga à 
2 e xy} 

que deter mi namos: [ K ] 
2 <xz) 

TERMOS NAO NULOS DE [ K2 ] <xy> 

K <2.,2> = z - K <B, 8 J 
2 

+ 18 

2 
(Y 

2 

L 

=-Kc2,e> 
2 

1 
: 140 X [ 18 X 

2 
(Y • r;-+ 



217 

1 2 2 K ,2, 6> = K (d,B) .. 
280 X [- 3 O' + 3 O' + 6 O' O' + z 

K <2. 12> 
z 

K (cS, 12> 
z 

2 • 2 

( 
2 ct 

( 108 
) - 72 • + V V L V V 

Lz 2 • 2 • 

K <B .. 12) 
1 [ 30'2 3a

2 = = 280 X + 2 • 2 

108 ( 
2 O' 

( + ) - 72 
2 

V V L V V 
L2 2 1 2 

[ 12 X L X 
2 

O' 
1 

+ La
2 

2 
3La a 

• 2 

18 ( +r:-

1 

V 
2 

= 280 X 

- 6 ( V 
2 

[ -

V • 

3La
2 

• 

V ) • ( ct 

V 
2 

V 
1 ) ( 

3La 
2 + 4La a 
Z l 2 

ct ) ] • 2 

K ,12. :12> 
1 

X [ 
La

2 2 
3La a = 140 + 12La - + 

2 1 2 z • 

• 

) ] 

60' O' + 

1 

+ 

ct • 

• 2 

) ] 

- O' 
2 

18 ( ) 
2 

X ( ) X ( + L V V + 3 V - V O' 
2 • 2 1 2 

2 

) ] 

O' • ) ] 
(114) 

Os: t.ermos (103), (113) e (114) f'ormam [K l 
2 
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TERMOS NAO NULOS DE [ KL] 

~<ttU = K <?.?> 
L 

~<2,2> : ~<B,B> 

: - ~,t.7) 
EA =e-

= - ~<2.a> = 
12 x E " Iz 

~<2t6> a: ~<2t:l2): - ~<CS,8): - ~<B,12) 

~Ul,3> a ~<O.,P>: - ~(3,P): 
12 >< Ex Iy 

6 >< E X Iz 
= 

Lz 

~(3,5): ~(3,:1.U: - KL<0,11) : - ~<5,0): 
6 x E x Iy 

Lz 

~ '" t ., • ~ (:10 t :LQ : - ~ ( <C- t 10) = 

~<!5,5> = ~<11 ,u.> 
4 x E x Iy 

= L 

2xExiy 
= L 

2xExiz 
"i..<cs, :121 = --L---

4 x E x Iz 
L 

TERMOS NÃO NULOS DE [Re] 

6 x Ix 
L 

Q • • Q R u.,u = R u.,. ,, = R <7,7> = R <to,. ,o, = Cx 

(116) 



219 

Q a o a 
R <1,2> = R <.c.,5> = R <?,e> • R <10,.s.1> = Cy 

a a a a 
R<s.,3> = R <4,cS> = R <?,P> = R <10,.12> = Cz 

.. - CcDs ex x Cy + sen ex x Cx x Cz) 

f Cx2 + Cy2 

• • a a R <Z, 2) : R < 5, 5 > : R ( 8, 8 > : R ( 11, 1 1 > : 

" R. <z,. 3> 

= C CDS a x Cx - sen ex x Cy " Cz 

= Rª<5,cs> 

" = R , cS., , > 

/ Cx
2 2 + Cy 

" =R<B,P) 

" = R < o, 7 > 

" =R,11,.s.2> 

" =R,12,.tO) 

• sen a " Cy - CDS a " Cx " Cz 

/ Cx
2 + Cy

2 

= 

o o a a 
R <9, 2> • R < cS,. 5 > = R < P,. e > = R < s. 2,. 11 > = 

• R <a,. a> 

ande: 

C sen ex x Cx + CDS a x Cy x Cz) 

/ Cx
2 2 + Cy 

" •R<:1.2,.12> = cosa x 
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Cx = X2 X• 
L 

Cy = Y2 Y• 
L 

Cz = Z2 z. 
L 

(119) 

Para o caso do elemento na direção vertical conrorme 

apresentado na rigura (19), os termos não nulos da matriz 

de rotação são: 

.. .. .. .. 
Cz R <t,. 3> = R ,,, <Sl = R1-;,,p) = R «o, tzl = 

RQ<2,U 
.. .. .. Cz = R <5, •> = R <e, 7 > = R ,u.,. ta = - sen Ol K 

.. .. .. .. 
R <z, 2, = R <5.5> = R ce, e l = R cu, Ul = cos a 

.. .. .. .. 
Cz R <3, t> = R c.s,.., = R ,g,. 7> = R ,12,. 10 = - CDS a X 

.. .. .. " C119a) R cs, 2, = R 1.s, 5l = R CP, 8) = R ,12,. 1u = - sen a 

TERMOS NÃO NULOS DE [ R] 

R<1. u = R,,, ,, s cos: (3 cos: r 

Ret,2) = R",5l '" cos r sen ~ 

R«, !ll = R", d) '" sen r 

Rc2, u '" R<5, ,l • -ecos a x sen ~ + sen a x sen r x cos: ~) 

R.<2, 2> = R<5,. 5> = cos: a x cos ~ - sen a. x sen r x sen /3 
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Rt2, 3> = Rc5., «s> • sen a. x cos r 

R<9, <> = R«s, ,, 11 sen 0t x sen ~ - cos 0t x sen r x cos ~ 

Rlg, 21 • R«s, 51 "' -e sen 0t x cos ~ + cos a x sen r x sen (1' 

Rl3,3> = R,c:s,ai = cos °' x cos r (121) 

DEDUÇÃO DE [ M~] 

A expressão (123) do item III. 2. 4. 7. 1 da 

matriz [!CJ pode s:er escrita como a soma de quatro 
e 

parcelas:: 

L L 

C MeJ e 
X A J NT N dx + e 

X A J !:T F dx + = p p 
e 

o o 

L L 

+ 
e 

A J MT M dx + e 
A J TT T dx (124) p X p X • N 

o o 

onde os: vetores:~. f e M 

os deslocamentos: u, v 

são de runções: que interpolam 

e w do interior do elemento, 

respectivamente, 

rotações: nodais:. 

em termos: de seus: des:l ocamentos: e 

Os: vetores:~. f e~ já roram apresentados: na 

dedução da matriz de rigidez do elemento. Sua expressões: 

s:ão repetidas: a seguir: 

(55) 

F = [ O (1 - 3 + 2 )ooo(x-2 2 
X 
e-+ ) o 



- 2 

M= [oo (1 -3 

- 2 
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o o o [ -
2 

X 

L 

" 
+ 2 :

3 
) 0 - ( X - 2 

2 
X -e+ 

A expressão do vetor Tem runção de N é: 

T = 
I 

y 
+ I 

A 
% 

" N 

2 
X 

L 

(76) 

" + XC ) o o o 

(77) 

(126) 

Para a obtenção dos termos correspondentes às 

primeira e quarta parcelas da expressão (124), raremos a 

seguinte simpliricação no vetor~· passando a chamá-lo de 

iii: 

lil • 

N • 

N 
7 

[N 
• 

X 
= [ 

N J 
7 

correspondem 

l ongi t udi nal 

rigura C17). 

• onde: 

(126), em que os números 1 e 7 

aos graus 

elemento, 

de liberdade na direção 

do conrorme 

T 

Assim, o produto N x iii será: 

! N N 1 
• 7 

= [ N; 
N N 

• 7 

aparecem na 

(127) 
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Em seguida, eretuam-se as integrais dos termos 

da matriz (127) obtida, ao longo do comprimento do 

elemento, cujos resultados são: 

L 

J N2 dx"' 
140 L 

1 420 
o 

L 

J N N dx 
70 L 

= 420 1 7 

o 

(128) 

A partir dos resultados das integrais (128), 

obtêm-se os seguintes termos 

consistente: 

M <t" u = e 

M <t., 7> = e 

M u., ,1 = 
e 

M 
e 

e<?, 7> = p 

M <7,-U 
e = p 

e 

M 110,101 = 
e 

M <,, 101 = M <10, 4> = 
e e 

A X L 
140 X 420 X 

A )( L 70 )( X 420 

I + I 
~Y-A,---"' x Me <1,1> 

I 
y 

+ I 
:a: 

x M <S..7) 
A e 

da matriz de massa 

(129) 

Para obtermos a segunda parcela da expressão 

(124), que corresponde aos graus de liberdade do elemento 

no plano xy, simpliricaremos o vetor f• chamando-o de fxy: 



F • 

F 
2 

F 
d 

F 
e 

F 
12 

.. F 
7 

.. 1 

.. X 

.. 3 

.. -

.. o 

2 

3 
X -
L2 

2 
2 

X - L 

2 
X - 2 
L2 

2 
X 

L 
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• onde 

3 

+ 2 
X 

L" 

3 

+ X 

L2 

3 
X 

t.3 

(130), em que os números 2, 6, 8 e 

correspondem aos graus de liberdade na direção de V • • 
v, 

2 CI ' 2 
respect.ivament.e, 

f'igura (17). 

como pode ser 

T O produt.o fxy x fxy, ent.ão, será: 

o o o o o o 

F2 F F o F F F F 
2 2 cs 2 e 2 <2 

T F2 o F F F F 

vist.o 

12 

na 

fxy X fxy 
cs cs e CS <2 (131) .. 

SI MJ::TRI CA o o o 

F2 F F 
B B 12 

F2 
12 

Em seguida, calculam-se as in~egrais dos 

t.ermos da mat.riz (131) obt.ida ao longo do comprimento do 

element.o, cujos resultados são: 



L 

I 
o 

L 

I 
o 

L 

I 
o 

L 

I 
o 

L 

I 
o 

L 

I 
o 

F 
2 

F 
2 

F 
2 

F 
6 

F 
6 

F 
e 

F 
12 

F 
12 

L 

= I 
o 

F
2 

dx = 
B 

L 

dx = - I F 

o 

54 x L 
dx = 420 

L 

dx = J 
o 

L 

e 

F 
6 

= I dx = 
o 

F 

dx = 3 x L
3 

420 
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156 x L 
420 

12 

F 
B 

dx = 

dx = 

4 x L
3 

420 

22 x L
2 

420 

13 x L
2 

420 

(132) 

A partir dos resultados das integrais, (132), 

obtêm-se os seguinLes termos 

consi s:tente: 

e 
A L 

M M 
p )( )( 

156 (2~ 2) = <B • B> = 420 
X 

e e 

M ,z, cSl M M M = (c5. 2) .. - (8 • 12) = e e e e 

x22xL 

da matriz de massa 

e 
A L p )( )( 

<12 t B> = X 
420 
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e 
__ P xAxLx54 M <z, a> = M <B. 21 

e e 420 

M ,2,. 12> a: M <12 • 21 = 
e e 

x 13 x L 

M<cS,c:5) = M (t.2 • 12) = 
e e 

M <c5. 1.21 .. M u.z .. cS> = 
e e 

e 

M <6,B) : 
e 

p X A X L 
420 

e 
A p X X 

420 

X 

L 

M <B,cS> = 
e 

4 X L2 

X 3 X 
L2 

e p X A X L 
420 

(133) 

Para determinarmos a terceira parcela da 

expressão (124), correspondente aos graus de liberdade do 

plano xz, simpliricaremos o vetor~. denominando-o de ~z: 

Mxz • CM M M M M M 1 (134), 
1 3 5 7 P 11 

A partir das expressões (76), (77) e (130), 

chega-se a: 

M • M • O 
1 7 

M "'F 
3 Z 

M '" - F :, d 

M • F 
p B 



M 11 - F 
l t i.2 

O produt.o 

o o 

F2 
2 

T 

Mxz x Mxz = 
Sl~TRICA 
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T 

M 
wx:z 

x M , port.ant.o, será: 
N X :z 

o o o o 

-F F o F F -F F 2 6 2 B 2 12 

F2 o -F F F F 
6 c5 B c5 <2 

o o o 

F2 -F F a a 12 

F2 
12 

C134a) 

(136) 

A part.ir dos result.ados das int.egrais, (132), 

obt.êm-se os t.ermos rest.ant.es não nulos da mat.riz de massa 

consi st.ent.e: 

M <3,3> • M ,2.2> 
e e 

M <3.5> a M <5.s> = 
e e 

M ,2. 6) 
e 

M <3.~ = M ~.~ = M cz.e> 
e e e 

M (3.j,1) • M (U .• 3) = 
e e 

M <5. 5> • M <d• & 
e e 

M ,2.1.2> 
e 

M 3.~ • M ~.~ a - M ~.m 
e e e 

M (5 t i.U a M (U. t 5) : M <cS. i.2) 
e e e 
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M ,o .. P> = M <a .. a> 
e e 

M '"· U.) li M (U . ., P) • - M 'ª 1 12) e e e 

M e11.11> = M c12.12> (136) 
e e 

Os termos (129), (133) e (136) rorrnam tM"J 
c 

DEDUÇÃO DE [ Me] 
a 

A expressão (139) da rnatr i z [ M"1 pode a 
ser 

escrita como a sorna das 2ª e 3ª parcelas da expressão 

(124) divididas pelo coericiente pe x A e multiplicada por 

M". 
a 

x M dx 

o o 

Os termos não nulos da matriz de 

adicional simétrica, portanto, serão: 

M cz. 21 M M <3.a> M <s>,. P> Me = CB t B> = = = X 
a a a a a 

M M ca.5> M u>,. U.> M c2, d> = (8 t 12) = = = a a a a 

M c2 1 s1 M c:a. o> Me 54 " L = = " 420 a a a 

M ,2.12> = - M ccs.s> = a a M ca.u.> = M <5,.P> = a a 

.. - M" " a 
13 x L 

2 

420 

156 X L 
420 

Me 22 X 
L2 

" a 420 

(140) 

ma.ssa 
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M <cS.cs> M <12. tZl M M <:11., 11) Me 4 >< L3 
= = <5. 5) = = >< 420 a a a a a 

M <cs. s.2> M Me 3 >< L9 
(141) = (5 • t.U = - >< a a a 420 
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Apêndice II 
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TEOR! A DE ONDA 

Consideremos o problema. de uma onda no plano 

como mosLrado na figura (20), onde: 

X Z 

" " 

! 
N.A. 

U, V e W são as velocidades da parLicula fluida 
" " " 

nas direções 

respecLivamenLe, 

X ' 

" y" e z • 
" 

d é a profundidade do fundo do mar em relação ao 

nivel de águas Lranquilas CN.A.); 

n é o deslocamenLo verLical da superfície do mar em 

relação ao N. A. ; 

x e z são coordenadas do sisLema. de referência w w 

da onda. 

z., w. (x,z,tl 

. . k. _/Yw, V. =O 

/ 1 x.,u. --· . 
d 

-----------~ 

Figura 20 - Onda no plano x z 
" " 

As equações fundamenLais que governam esse problema. 

são a de conLinuidade para fluidos incompressiveis 

(conservação da massa) e a de Bernoulli (relaciona campo 

de pressões à cinemáLica do fluido). 

conLinuidade Lemo seguinLe aspecLo: 

A equação de 
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(146) 

A partir da equação de continuidade e da condição de 

irrotacionalidade das partículas fluidas, pode-se definir 

uma função escalar 0Cx,y,z,t), continua e diferenciãvel, 

denominada função potencial de velocidades, tal que 

y0 = 
yx 

a 

Uv 

Wv 

qual introduzida na equação' de 

assumindo-se que Vv = 0, conduz a: 

que é conhecida como equação de Laplace. 

(147) 

(148) 

continuidade, 

(149) 

A equação de Bernoulli pode ser escrita como: 

60 + 1 
6l 2 ( ue + we) + gz +~=o 

onde g é a aceleração da gravidade 

pé a pressão 

(150), 

pé a massa especifica constante no meio fluido. 
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Para obter uma definição matemática completa do 

problema da onda representado pela equação de Laplace, são 

necessárias as condições de contorno do problema. 

A condição de contorno cinemática estabelece que uma 

particula fluida pertencente à superficie livre, não pode 

deixá-la em nenhum instante. 

Definindo-se a equação da superficie livre 

SCx,z,t) • nCx,t) - z = O e tomando-se a derivada de Sem 

relação a t, tem-se: 

DS 6S + U 6S + W 6S = O 
Dt. = 6t 6x 6z 

60 = 0 6z 

(161) 

A condição de contorno dinâmica assume que a 

superficie livre encontra-se à pressão atmosférica. 

Aplicando-se a equação de Bernoulli (160) na superficie 

livre e igualando-se a pressão atmosférica a zero, tem-se: 

~ + ~ ( u3 + w3 ) + 9 nc x, t) = o (162) 

A condição de contorno no fundo do mar supõe um 

fundo horizontal, impermeável e portanto a velocidade 

vertical Wv é nula, isto é: 
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60 
Ww Cx, Cz = - d), t) = 6z Cx, Cz = - d), t) = O (163) 

Teoria Linear de AIRY 

Na tentativa de obter a solução exata para o 

problema descrito, aparecem duas diriculdades. A primeira 

diriculdade é que as condições de contorno são 

estabelecidas na superricie móvel z • n a qual é 

inicialmente desconhecida. A segunda està relacionada à 

não-linearidade dessa superricie. 

Utilizando-se a hipótese de amplitude de onda muito 

pequena quando comparada ao comprimento de onda, de Airy, 

o problema pode ser linearizado, determinando-se uma 

solução analitica. A rigura (21) mostra as variàveis em 

questão, onde: 

a é a amplitude da onda C a= H / 2 ); 

H é a altura da onda; 

L é o comprimento de onda. 
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z,W 

e 
L 

d 

Figura 21 - Características da onda - plano x z .., .., 

Considerando-se a expansão de q, através da série de 

Taylor: 

"' 1 = q, 1 + r, ~ + o ( r,2) 

z•r, z•q, 

(154) 

Introduzindo-se a hipótese simplificadora de Airy de 

que a amplitude da onda é muito menor que seu comprimento 

de onda, os termos da série (154), a partir do segundo, 

tornam-se despreziveis, chegando-se a: 

(155) 

z=O 
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Assim, as condições de contorno cinemática e 

dinâmica podem ser estabelecidas para z m O. 

Além disso, os termos não lineares presentes nas 

condições de contorno cinemática e dinâmica, que estão 

relacionados com a não linearidade da superricie n, podem 

ser desprezados também, a partir da hipótese de que o 

comprimento de onda é bem maior que a amplitude de onda. 

6n Assim, na condição de contorno cinemática (151), 6 x ~ O, 

enquanto na condição de contorno dinâmica (162), 

Uv 2 + Wv
2 ~ O 

Desta rorma, tem-se o seguinte problema de valores 

de contorno a ser resolvido, representado na rigura (22): 

~ + g n = o Cz = O) 

6<f, = o 
ôZ 

Cz = 0) 

Cz = - d) 

Combinando-se (157) e (158), tem-se: 

(166) 

(157) 

(158) 

(159) 
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+ 64' o oz = Cz = 0) (160) 

CONOlÇÂo DE CONTORNO DINÂMICA ~ +Ql\(x,t) :Q 

Õ' 

CONDIÇÃO DE CONTORNO 

11,cx,t) 

d v2ii!! •O 

Figura 22 - Condições de contorno - teoria linear de Airy. 

Aplicando-se o método da separação de variáveis e as 

condições de contorno, podemos chegar a duas expressões de 

potencial, de velocidades correspondentes a ondas 

estacionárias Cnão progressivas). Como a equação de 

Laplace e as condições de con~orno são lineares, a 

superposição é valida. Somando-se as duas expressões de 

potencial de velocidades, obtém-se f"i nal mente, uma 

expressão de potencial de velocidades correspondentes a 

uma onda progressiva: 
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ag cosh lcC z+d) -u- x z t.) = x sen h lcC x - ,.,t,) .,,.. • • w cosh lcd ~ 

onde. 

w--. é a rrequência angular de oscilação 

k--. é o número da onda 

e 1131) 

Aplicando-se a expressão (157) em (1131), obtém-se a 

expressão do deslocamento da superricie do mar na direção 

vertical: 

ncx,t.) = a cosCkx - wt.) e 1132) 

Examinando-se a expressão (162), veririca-se que 

essa onda se propaga para a direita com o tempo, e 

portanto é a solução desejada, na qual a amplitude da onda 

permanece constante e a onda se propaga com uma velocidade 

const.ant.e (celeridade) igual Ã/T, onde T é o periodo. 

Partindo-se da condição de contorno (160), chega-se 

a: 

w2 = g 1c tanh Ckd) e 1133J 

denominada equação de dispersão. 

Resolvendo-se a equação (163) por iterações 

sucessivas, determina-se o número de onda, lc. 

Em águas prorundas, normalmente lcd>>1. de rorma que 

tanh Clcd) • 1. Neste caso, é possivel a determinação 

imediata de rorma aproximada do valor de lc, 

expressão (163) rica: 

pois a 
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z 
W m g X k (164) 

Substituindo-se k nas expressões (161) e (162), 

obtém-se ,t,Cx,z,t) e ncx,z,t), respectivcamente. 

Velocidades e Aceleração de onda 

Uma vez obtida a expressão de ,t,Cx,z,t), calculam-se 

as velocidades horizontal, Uv e vertical, Wv da partícula 

rluida no sistoma local da onda a partir do (147) o C148), 

respectivamente. Assim, 

u 
w 

w 
w 

" 64' " 6x 

64' = 
= 6z 

a w 

a w 

cosh k(z + d) Ck t) COS X - W cosh kChd) 

senh kCz + d) sen(kx - wt) 
senhCkd) 

(165) 

(166) 

Como na teoria linear de Airy o termo convectivo da 

aceleração total é desprezível, as acelerações horizontal 

e vertical da partícula ~luida, no sistema de rererência 

da onda, podem ser obtidas através das derivadas parciais 

de U e W em relação ao tempo, respectivamente. Assim: 
"' "' 

u 
w 

w 
w 

coshCz + d) 
senhCkd) senCkx - wt) (167) 

z 
• a w 

senh k(z + d) 
senh(kd) cosCkx - wt) (168) 

Um ponto de coordenadas X, Y e Z rereridas ao 

sistema global, apresentará as seguintes coordenadas em 

relação ao sistema da onda: 
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x = offset + X cos ~ + Y sen ~ 
w 

z • z - d 
w 

(169) 

As coordenadas x é z são então usadas para o 
w w 

càlculo das velocidades U e W e das acelerações U e W, w w w w 

nas direções x e z do sistema de referência da onda, w w 

respectivamente. Para transformar as velocidades: e 

aceleração da partícula fluida do referencial da onda para 

o referencial global, usam-se as seguintes: relações: 

u .. u cos ~ 
w 

V • U sen ~ 
w 

w • w 
w 

(170) 

. " 
u .. u cos ~ 

w 

. " 
V• v sen ~ 

w 

. " w = w 
w 

• 
onde as velocidades U, V e W e as acelerações U, 

(171) 

• • 
V e W 

correspondem às direções X, Y e Z do sistema global de 

coordenadas:, respectivamente. 

Portanto, o vetor de velocidades: U e o de aceleração 
• 
U de onda no referencial global, serão: 

• 

u. {:} 
(172) (173) 
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Dispondo-se de um perril de dist.ribuição de 

velocidades de corrent.e ao longo da prorundidade, 

adicionam-se. ve~orialmente as velocidades de corrente às 

de onda, ambas rereridas ao sist.ema de coordenadas 

globais. 

Sejam Ucor e Vcor as component.es do vet.or de 

velocidades de corrent.e, nas direções X e Y do sist.ema 

global de coordenadas, respect.ivament.e, o vet.or de 

velocidades t.ot.ais, no sist.ema de rererência global, será: 

! • { :: } . onde 

v = U + Ucor 
X 

v ,. V+ Vcor 
y 

V : W z 
Cl 74) 


