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RESUMO

Resumo da Tese apresentada a COPPE / UFRJ como parte dos
requisitos necessarios para obtengdao do grau de Mestre em

Ciéncias ( M. Sc. ).

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A PROPAGAQAO DE
ONDAS GRAVITACIONAIS NAO LINEARES

Newton Jorge Munareto Zambrozuski
MARGO , 1992

Orientador : Prof Webe Joao Mansur
Programa : Engenharia Civil / Area de Recursos Hidricos

Este trabalho desenvolve o Método dos Elementos de
Contorno ( MEC ) em um espago fisico bidimensional para
aplicagado em problemas de fronteiras fixas ou méveis. A
discretizagao da fronteira é feita com elementos isoparamé-
tricos quadraticos.

No MEC foram utilizados os procedimentos ja conhecidos
como : transformagdo cibica de terceira ordem de Telles [1],
equilibrio de velocidade de Fernando de Paula [15], trata-
mento de descontinuidade de velocidade por elementos com co-
locagdao nao nodal, rebatimento do ponto fonte e periodici-
dade para ondas. E foram desenvolvidos os procedimentos de
integragdo em dois trechos e centralizagdo do né do meio do
elemento.

No caso de fronteiras fixas os procedimentos desenvol-
vidos aplicam-se a escoamento em rios, reservatérios e
condutos abertos.

No caso de fronteiras méveis pode-se estudar a forma-
gdo de ondas lineares e nao-lineares, como também acompanhar
a rebentagdo de uma onda gravitacional nao-linear.

O avango no tempo é obtido com o uso do Método de
Runge - Kutta de Quarta Ordem.

E utilizada a formulagdo Lagrangeana para atualizar as
posigdes das particulas da fronteira em cada nivel de tempo.
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E utilizada a formulagdo Euleriana para o problema de
valor de contorno em cada nivel de tempo, sendo que a
solugao do MEC fornece a velocidade normal e o potencial de
velocidades em cada né da fronteira.

Os resultados dos principais problemas abordados foram
expostos e comparados com solugdes tedricas, quando
possivel.



viii

ABSTRACT

Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial
fulfillment of the requirements for the degree of Master of

Science ( M.Sc. ).

BOUNDARY ELEMENT METHOD APLIED TO PROGRESSIVE NONLINEAR
GRAVITY WAVES

Newton Jorge Munareto Zambrozuski
March , 92

Thesis Supervisor: Webe Jodo Mansur

Department: Civil Engineering

This work presents a boundary element method
formulation in two-dimensions, to be applied either to
moving boundary problems, or to problems with non moving
boundaries. Isoparametric quadratic elements have been
implemented to discretize the boudary.

The procedure developed for non moving boundary
problems can be applied to study the hidraulic flow in
rivers, reservoir and channels ( open or not open ).

The procedure developed for moving boundary problems
can be applied to simulate non-linear gravitational waves,
wave makers and sloshing.

A Lagrangean formulation is employed to update the
boudary fluid particles at each time step.

An Eulerian formulation is employed to solve the
boundary value problem at each time step. Velocity potencial
and normal velocities at boundary nodes, at each time are
obtained by the boundary element method.

The time marching process is carried out through the
fourth order Runge-Kutta method.

A summarized discussion concerning the numerical
results of the most important problems studied is presented,
including comparisons with analytical solutions whenever

possible.
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NOTACAO

valor analitico da fungdo " a "

vetor ou matriz " a "

semiamplitude da onda linear = H/2

celeridade da onda ou velocidade da onda = W/k = A/t
profundidade d’'dgua ( medida entre o fundo e o nivel

médio da superficie )

exponencial
forga
c
ndimero de Froude =
g.d I

amplitude da onda
aceleragao da gravidade
vetor unitédrio na diregao X
vetor unitario na diregao Y

vetor unitario na diregéao 2

| Ip /(M) |, = Jacobiano da transformagdo de
coordenada "I'" para "7n" em "nl" no elemento "e"
= | Jn/y(xﬂ |e = Jacobiano da transformagado de
coordenada "7n"* para "y" em "7‘" no elemento "e"

| Jv/a(ai) |° = Jacobiano da transformagdao de
coordenada "y" para "a" em "al" no elemento "e"
= | JW/B(Bi) |e = Jacobiano da transformagido de
coordenada "y" para "B" em "Bl" no elemento "e"
massa

vetor unitdrio normal ao contorno apontando para fora
do dominio
Fungado de forma de indice "i"
velocidade normal ao contorno
velocidade na diregéao X
velocidade na diregao 2

segmento de reta ligando o ponto fonte " £ " com o
ponto campo "w"
vetor unitédrio de "r"



tempo
potencial de velocidades
velocidade na diregao X

%

velocidade na diregao 2

N

ponto campo

ponto fonte

frequéncia angular = 2w / T
coordenada Cartesiana horizontal

coordenada Cartesiana vertical

VY N X Fm g <& <& g

cota da superficie livre em relagdao ao nivel médio da
agua

coordenada natural, m e [ -1 ; +1 ]

peso especifico

contorno do dominio

comprimento de onda

viscosidade dinamica ( absoluta )

massa especifica

Mw D T » "I xR 3

ki somatério dos termos k, = k1 + k2 + k3
1

—
"

T periodo da onda
e angulo de fase = k.x - W.t
114 razao entre a circunferéncia de um circulo e seu
diametro
« 3,141592654... = 4 arctan( 1,0 )
Q dominio da fungdo em estudo
8 a . ~
- operador nabla = == , == em duas dimensodes
ax dz
2 . 52 62
v Operador Laplaciano = [ -, + == ] em coordenadas
ax az°
Cartesianas e em duas dimensdes
a derivada parcial

° produto escalar
x produto vetorial
integral



1.INTRODUGAO



1.1 Introducao

O homem para construir com seguranga e economia
precisa antes planejar com perfeigdo a obra de modo que esta
atenda as leis da natureza, tenha uma forma equilibrada,
resista aos esforgos permanentes e temporarios e que opere
satisfazendo as finalidades desejadas.

Para obras ndao convencionais de pequena envergadura a
tentativa e erro, mesmo nao devendo ser utilizada, normal-
mente ndo traz grandes danos aquele que constréi, financia
ou usa. Porém, para grandes obras, esse método deve ser
transferido a simulagdes experimentais miniaturizadas e/ou
computadorizadas.

Nas Areas de Engenharia Civil, Engenharia Ocednica e
outras Ciéncias que tratam com a &gqua, as simulagdes compu-
tadorizadas baseadas nas leis fisicas, quimicas, matematicas
e os cada vez melhores recursos computacionais, estdao cada
vez mais oferecendo resultados confidveis aos profissionais
desta 4rea, podendo Jja4, em muitos casos, substituir a
simulagdao experimental miniaturizada ou no minimo oferecer
um leque de opgdes possiveis.

Em Recursos Hidricos, o escoamento da A&gqua, em um
grande ndmero de problemas, pode ser representado pela
simples aplicagao da Equagdo de Laplace ao dominio em
estudo. O Método dos Elementos de Contorno ( MEC ), uma fer-
ramenta do Cédlculo Numérico, ainda que de certa forma desen-
volvido, suporta muitos aperfeigoamentos. Este Método é de
muita utilidade na solugao numérica da Equagao de Laplace.

A pesquisa desenvolvida e que culmina com a apresenta-
gdo desta Tese baseou-~se no aperfeigoamento desta ferramenta
matemadtica ( MEC )} e de sua aplicabilidade a Equagao de
Laplace.

Como a maioria das pesquisas esta tem um suporte
anterior que podemos colocar como marco 1976, ano em que
Lonquet-Higgins e Cokelet publicaram um trabalho pioneiro
[13] na andlise da rebentagdao de ondas bidimensionais. Para
isso utilizaram uma formulagdao mista Euleriana Lagrangeana

e o Método das Equagdes Integrais que veio a dar origem ao



MEC. Para isso realizaram uma transformagao de coordenadas
conhecida como " transformagdo conforme " que hoje em dia
estd sendo abandonada.

Em 1981, Vinje e Brevig [16] modificaram a abordagem
de Longuet-Higgins e Cokelet [13], obtendo a solugdo da
Equagdo de Laplace através de solugdo numérica no espago
fisico ( sem mudanga de dominio ), a partir da equagao
integral obtida pela aplicagao do teorema de Cauchy para as
fungdes potencial de velocidades complexas. A Equagao de
Laplace foi resolvida tanto para o potencial de velocidades
( u ) quanto para a velocidade normal ( p ), o que permite
calcular o campo de velocidades e aceleragdes em " x " e
" z ". A solugdo das equagdes integrais foi obtida via méto-
do dos residuos ponderados e o avango no tempo foi feito pe-
lo método de Hamming de Quarta Ordem, inicializado com o
esquema de Runge-Kutta.

Em 1984, Dold e Peregrine [18] partiram para a solugao
da Equagdo de Laplace em um dominio conforme, através do
teorema integral de Cauchy, que permitiu um tratamento mais
simples das singularidades, por meio de procedimentos
iterativos convergentes, em vez de usar a fungado de Green,
que demanda procedimentos mais demorados de solugao. A
grande modificagdo, no entanto, foi no algoritmo de avango
no tempo pois ao invés dos esquemas até entao empregados,
foi utilizada uma série de Taylor truncada, onde os termos
das ordens sucessivas eram obtidos por meio da solugdo das
equagdes integrais montadas a partir das sucessivas
derivagdes no tempo. Os autores afirmam que quase nado houve
necessidade de suavizagao.

Em 1986, Jansen [17] simulou ondas rebentando no plano
fisico com o uso de elementos de contorno lineares e com o
avango no tempo pelo Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem.
Os testes de precisdo foram feitos por meio da verificagao
da conservagao da energia e do equilibrio de velocidade.

Em 1988, Grilli et al [14] apresentaram uma formulagao
de elementos de contorno usando o mesmo método de passo no
tempo que Dold e Peregrine [18] e elementos de contorno

cibicos, com elementos ajustidveis para melhorar a precisao



das velocidades tangenciais.

Em outubro de 1991, Azevedo [4] adotou elementos de
contorno quadraticos isoparamétricos usando uma formulagéao
integral baseada na terceira identidade de Green para a
solugao do problema de valor de contorno e o método de
Runge-Kutta de Quarta Ordem para atualizar a geometria da
superficie livre e o potencial de velocidades entre dois
niveis de tempo. Ele diz ter escolhido o MEC convencional no
espago fisico bidimensional, ndo obstante a popularidade e
eficiéncia da formulagdo do teorema de Cauchy, porque assim
pode estender suas analises a trés dimensdes sem
dificuldades. Justificou sua opgdo pelo método de
Runge-Kutta de Quarta Ordem devido sua alta precisao,
simplicidade de implementagdo computacional e a possibilida-
de de variagdo do passo no tempo.

Agora, margo de 1992, este trabalho apresenta, como
em (4], elementos de contorno quadraticos isoparamétricos,
com uma formulagdao integral baseada na segunda identidade de
Green ( que essencialmente é igual a terceira ) para a solu-
gdo do problema de valor de contorno. Também foi usado o
método de Runge-Kutta de Quarta Ordem para atualizar a geo-
metria da superficie livre e o potencial de velocidades en-
tre dois niveis de tempo. Foi usado o espago fisico bidimen-
sional, o que permite com pequenas implementagdes montar um
tanque gerador de ondas. Como em [4] este trabalho nao
inclui esquemas de suavizagao. A integragado, como é um ele-
mento muito importante na solugdo numérica, recebeu varios
melhoramentos : transformagao de coordenadas de terceiro
grau, escolha do nimero adequado de pontos de integragao,
corregdo do ndé central ( com um procedimento diferente de
[4] ), colocagao nao nodal do ponto fonte e rebatimento do
ponto fonte sobre o fundo. Na montagem do sistema de
equagdes foi forgado o equilibrio de velocidade e pode ser
usado a condigdo de periodicidade da onda .

Este trabalho inicia no capitulo 2 com uma exposigao
teérica do Método dos Elementos de Contorno aplicado a
Equagado de Laplace e os procedimentos utilizados para obter

uma boa performance. No capitulo 3 foi apresentada a maneira



como foi implementado o método de Runge-Kutta Quarta Ordem
na programagdo. A sequir, nos capitulos 4 e 5 sdo vistos
alguns conceitos bédsicos de mecadnica dos fluidos e alguns
conceitos bésicos de ondas gravitacionais que serviram de
base a programagao desenvolvida. Para se ter uma idéia dos
recursos e possibilidades da programagao foram apresentados
no capitulo 6 os aspectos computacionais. Para mostrar os
resultados alcangados foi editado o capitulo 7 com as apli-
cagoes de maior relevancia . Finalmente o capitulo 8 d& a
conclusdo deste trabalho. Para auxiliar o texto principal
foram incluidos dois apéndices ao capitulo 9 e a bibliogra-

fia no capitulo 10.




2.METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO



2.1 Introdugao

Neste capitulo serao vistos os procedimentos basicos
do Método dos Elementos de Contorno para resolver a equagao
de LAPLACE, baseados na referéncia [19].

Inicia-se o capitulo 2 pela revisao sucinta do Teorema
da Divergéncia e do conceito de Derivada Direcional para
chegar-se as primeira e sequnda Identidades de Green.

Vé-se, a sequir, o estabelecimento de uma sentenga de
residuos ponderados para a Equagao de Laplace e a escolha de
uma fungado de ponderagao adequada.

Apés é apresentada a dedugao da equagado integral para
pontos fontes pertencentes ao contorno. Esta serad a equagao
basica para a andlise numérica de problemas governados pela
Equagao de Laplace, via o Método dos Elementos de Contorno.

Depois sao apresentados os Elementos Quadréaticos
Isoparamétricos para discretizagdao da geometria, do
potencial de velocidades e da velocidade normal ao contorno.
E visto como se monta o sistema de equagdoes algébricas para
se obter a solugdo do sistema.

Para obter-se os coeficientes da matriz do sistema é
necessario uma boa integragdao numérica. O método de Gauss
foi o escolhido. Concomitante com este foram usados os
seguintes procedimentos que permitem obter melhores
resultados:

- A escolha de um nuamero adequado de pontos de

integragéao ;

A pesquisa do ponto no elemento que seja mais préxi-

mo do ponto de colocagao ;

A integragao em dois trechos ;

A transformagdo cibica de coordenadas ( Telles [1]),
no elemento singqular, para concentrar os pontos de
integragao na regido do elemento mais préxima ao
ponto de colocagdo . Este é o mais eficiente proce-
dimento .

Dependendo das condigdes geométricas iniciais ou
intermedidrias do problema faz-se necessirio corrigir o né

do interior do elemento, localizando-o sempre no centro,



para obter-se uma melhor solugao.

Para resolver problemas transientes é necessario
calcular a derivada tangencial dos nés do contorno. Isto é
visto na segado 2.11 .

A sequir é esplanado o rebatimento do ponto fonte
sobre o fundo ( referéncia [6] ), procedimento este adequado
quando o fundo é impermeavel, no problema de propagagao de
uma onda gravitacinal, e nao se deseja discretiza-lo .

Apés a montagem do sistema de equagdes algébricas
lineares, a qual fornece uma matriz cheia e nado simétrica, é
possivel resolver o sistema pelo método mais conveniente. O
que foi usado neste trabalho, mas que nado sofreu comentéarios
por ser um método muito conhecido, foi o de Gauss-Jordan com
a rotina de colocagao do elemento de maior valor absoluto na
diagonal principal.

Obtido o potencial de velocidades e a velocidade nor-
mal no contorno, pode-se obté-los também no interior do

dominio através dos procedimentos comentados no Apéndice B .

2.2 Teorema da Divergéncia

Seja uma regido fechada "Q" no plano "XZ" cujo
contorno "I'" & seccionalmente continuo conforme mostrado
na figura ( 2.1 ). O vetor unitdrio "mn" indicado nesta

fiqura,
n=n,4i+mn, Kk (2.1)
€ normal a " I' " e aponta para a regido exterior a " Q "
(" i " e "™k " sao vetores unitarios apontando respectiva-
mente na diregao positiva dos eixos " X " e " Z " ).
Seja uma fungdo vetorial " p(w) " , com primeiras

derivadas parciais continuas



Figura 2.2~ Condig6es de Conterno Essenciais e Naturais para a



sendo " w " um ponto definido cujo vetor posigdo " w " é

dado por,

w=x1i+zk ( 2.3)

Para a regido fechada "Q" indicada na figura ( 2.1 ),

o Teorema da Divergéncia pode ser escrito como :

[Mde=JpndF ( 2.4 )
Q r
sendo

9p,, ap,,

dis p = + ( 2.5 )

ax az
e " p" a componente da projegao do vetor " p " na diregao
"n" , ou seja

p=Pe°D=p n +p n (2.6 )

Em forma expandida, o Teorema da Divergéncia pode ser

escrito como :

Bpx apz
J [ + ] dQ = J [ p n +pn ] dr (2.7 )
Q\ 8x 8z rv o* zz

2.3 Derivada Direcional

A derivada de uma fungao escalar " u(w) " em um ponto
" w ", com relagdo a coordenada " s " na diregdo de um vetor
unitdrio " g " é dada por ( ver figura 2.1 ) :
du
— =Uu o s (2.8)



sendo " Yu " o vetor gradiente, isto é
du du du du
moe—i+—k= (=, ] (2.9 )
ax 0z ax az
Sendo " sx" e " sz" os cossenos diretores do vetor
unitdrio " g " ,
és as
§=(8x'8z)= _r—] (2.10 )
8x 82z
a expressao ( 2.8 ) pode ser escrita como :
du du du
—_— = — 8 4+ —— 8 ( 2.11 )
88 ax * 8z °

2.4 Identidades de Green

As Identidades de Green sado equagdes integrais que
relacionam duas fungdes escalares "u(w )" e " u'hq "
definidas em um dominio " Q " , cujas sequndas derivadas
parciais sdo continuas.

O Teorema da Divergéncia permite escrever a seguinte

igualdade :
o u . 8 u du du .
[— —u ]+—[——u ]]dQ = [—n + ——n]u ar
Qlax\ ax az\ a8z rsex * 98z *

( 2.12 )

A partir do conceito de derivada de um produto de duas fun-

gbes a integral do primeiro termo da expressao ( 2.12 ) fica

du ,y 8 , du
—[—u ]+—[—u ]]dQ

QLox\ 6x az\ a2z
* L ]

azu 62u . du du du du
= [ [ —_ + ) ] u + [ — + — ] ]dQ ( 2.13 )
Q ax 8x 8z 02
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Considerando-se que a derivada direcional de " u " & dada
por :
éu du éu
p=—=—n +—n ( 2.14 )
an ax * a8z
e partindo-se da equagdo ( 2.12 ) obtém-se a PRIMEIRA

IDENTIDADE DE GREEN :

of 2 au au‘ éu au' .
u[Vu]dQ-i- [ + ] dQ = pu dr
£ Qv ax 48x dz 8z r

( 2.15 )

A PRIMEIRA IDENTIDADE DE GREEN também pode ser escrita da

seguinte forma :

*

- fu du" Bu &u
u[vl1]dQ + [ + }dn = | p udl
Q Q\ 3x ox dz oz r
( 2.16 )
onde
E ]
. du
p = — ( 2.17 )
an
Subtraindo-se da equagdao ( 2.15 ) a equagao ( 2.16 )

obtém-se a SEGUNDA IDENTIDADE DE GREEN :
[ (%) - u[7)]an - [ (% - pufar (210 )
Q r

2.5 Equagao de Laplace

A distribuigdo do potencial de velocidades em um domi-

nio " Q " é& governada pela Equagao de Laplace (Figura 2.2),
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vu(w) = 0 (2.19)

a qual rege um sem nimero de fenémenos nas mais diversas
Areas de Engenharia. Especificamente, neste trabalho, sera
vista sua aplicagdo na simulagdo de uma onda gravitacional
nao linear.

As condigdes de contorno associadas a equagédo (2.19),
estudadas nesta segdao sao as sequintes ( ver figura 2.2 ) :

Condigdes de Contorno Essenciais

u(w) = u(w) , ponto "w" e T ( 2.20 )

u

Condigdes de Contorno Naturais

P(v) = P(v), ponto "w" €T ( 2.21 )
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2.6 Sentengca de Residuos Ponderados para a Equagao de
Laplace

As solugdes da Equagao de Laplace obtidas através de

métodos aproximados nao atendem exatamente ( exceto em

problemas bastante simples ) nem a equagdo ( 2.19 ) nem as
condigdes de contorno indicadas nas expressdes ( 2.20 ) e
( 2.21 ). Em face disto, pode-se definir os seguintes

residuos, os quais quantificam o quanto a solugao aproximada

se afasta da solugdo analitica do problema :

Ro(w) = vu(w) , weQ
R (w) = u(w) = a(w) , wWe r, ( 2.22 )
R (v) =p(w) = P(w) , WeTl

p P

A partir das equagdes ( 2.22 ) pode-se estabelecer uma
sentenga de residuos ponderados de onde podem ser derivados
métodos aproximados bastante conhecidos como o Método dos
Elementos Finitos ( MEF ), o Método das Diferengas Finitas
( MDF ) e o Método dos Elementos de Contorno ( MEC ).

Nestes métodos, e de uma forma geral nos métodos de
residuos ponderados, as solugdes aproximadas tém a seguinte

forma :
1
u(e) =y @ ¢ (v) ( 2.23 )
i=1
sendo " ¢1(w )" um conjunto de fungdes linearmente indepen-
dentes, e " a " incégnitas a serem determinadas.
As " I " equagOes necessirias para obtengdo das " I "
incégnitas " a " sao estabelecidas a partir da seguinte

SENTENGA DE RESIDUOS PONDERADOS :
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QRQ(W) Wi(w) dQ(w) +[F Rp(w) Wl(") drp(w) +

N P

+ FRu(w) ﬁi(w) dr (w) =0 (2.24)

u

onde W, (), Wi(w) e ﬁi(u) sdo fungdes de ponderagado
pertencentes a familias préviamente selecionadas.
No Método dos Elementos de Contorno, as fungdes de

ponderagao adotadas sao :

W () = u’( €, i w) weQ
W o(w) = -u"( £ i) wel ( 2.25 )
W(w)= p (& ;w) wel

i u

Substituindo as fungdes de ( 2.22 ) e ( 2.25 ) em ( 2.24 ) a
sentenga de residuos ponderados para a equagao de Laplace

fica :

J v2u u'do = f (p - p) u dr -[ (u - 1) p dr ( 2.26 )
9] r Pr “

Tendo em vista a SEGUNDA IDENTIDADE DE GREEN, abaixo
indicada

v2q udQ = u(Vzu‘)dQ+Iu'de-Jp'udF
0 Q r r
( 2.27 )

e que

] u p dI' - u pdr = [ u p dr ( 2.28 )
jr r P r u

P u
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p’ udr - p’udr =| p'udr ( 2.29 )
r r " r P

u p

e fazendo a sequinte consideragao

p u dr

n
o]
e
o
i
+
o]
el
o))
=

( 2.30 )

* L ] - L

u p dr
r jr P jr

n
e
'
o))
»)
+
e
o)

( 2.31)

pode-se escrever a equagao ( 2.26 ) como indicado abaixo

2. 3 *
u ( V'u )dQ = p u dlr - [ u p dr ( 2.32 )
Q r r
Se for adotada uma fungdo de ponderagdo " u que
obedega " Vo' =0"em "Q " , & equagao ( 2.32 ) fornece
L »
J p udl - { u pdlr=20 ( 2.33 )
r r

que é o ponto de partida para a dedugéao das equagdes
integrais basicas do Método dos Elementos de Contorno para a
Equagao de Laplace.

A fungao nyte que obedega " u’ = 0 " & chamada de
SOLUGAO FUNDAMENTAL ( se £ € Q ) e no espago " Q "
bidimensional & dada por

1
u' (E3w) = - ln(r) + D ( 2.34 )
2n
sendo " D " uma constante real arbitrdaria ( se D # 0 po-

de-se forgar o equilibrio de velocidade ) e " r " a distan-

cia entre os pontos " w " e " £ ", { ver figura 2.3 ) :

r=|c|=]w-¢g| (2.35)
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Figura 2.3 - Vetores " r = w - £ ", unitério " r " e vetor

" g8 " em uma diregao qualquer.
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r;=rxi.+rzl_t=[xw-xg];+[zw-z€]lg ( 2.36 )
sendo " w " o vetor posigdo do ponto " w " e " £ " o vetor
posigao do ponto " & ",
§=xei+2€l$ ( 2.37 )
Conseqﬁentemente :
I
- _ 2 _ 2
r = « | % Xg |+ | z, Zg | ( 2.38 )
A VELOCIDADE FUNDAMENTAL
- ou’
p =—em " w " nadiregdo " s "
® as

pode ser obtido através da expressao

L] L ] au
(eiv)=wes=( —ur]os (2.39 )
ér
pois " u e fungdo apenas de " r " conforme foi mostrado
na equagao ( 2.34 ). O vetor " VUr " no lado direito da
expressao ( 2.39 ) é o vetor unitéario " r " na diregdo de
“r " ( ver figura 2.3 ), isto &,
1
¥yr = — r =1r ( 2.40 )
r u
Conseqﬁentemente a equagao ( 2.39 ) pode ser escrita da

seguinte forma

P (Ejw)= —7r o8 ( 2.41 )

sendo " r " dado por
~u
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£, = (T, b+ (1) & (2.42 )
1
(r) =—(x - x.)
u’x r £
( 2.43 )
1
(r) =— (2 - z.)
u’z r £

Na formulagdo do Método dos Elementos de Contorno é

necessario calcular a Velocidade Fundamental * p‘(g;w) " na
diregdo normal a superficie " I' " de um subdominio " Q " do
dominio infinito " Q° » (Q+T € Q' ) . Nesse caso, o vetor
" 8" indicado na expressao ( 2.39 ) é substituido pelo vetor
" n " e a velocidade fundamental " p'(g;w) " & calculada
por ( ver figura 2.4 ) :
#*
. au
P(&€iw)= —zr °n (2.44 )
or

Tendo em vista a expressdao ( 2.34 ) a equagdo ( 2.44 ) pode

ser escrita como :

P(E;iw)=-—(r on) ( 2.45 )

sendo oportuno lembrar que ( ver figura 2.4 )

1
: °Q=_
u

[ ( ru)x n_+ ( ru)z n_ ] = cos ¢ ( 2.46 )
r

2.7 Equagao Integral de Contorno para a Equagao de
Laplace e para Pontos do Contorno

Pl

Neste item é apresentada a dedugdo da equagao integral
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para pontos fontes " £ " pertencentes ao contorno " I'". Esta
serd a equagado bédsica para a andlise numérica de problemas
governados pela Equagdo de Laplace, via o Método dos

Elementos de Contorno, discutido neste trabalho.

A equagdo { 2.33 ) foi obtida para fungdes de
ponderagao que atendam a " 7’a" = 0 " em todo o dominio.
Se for adotada a fungao " ' = -(1/2m) 1ln(r) " havera uma
singularidade quando " r = 0 " , ou seja, quando o ponto
fonte " £ " e o ponto campo " w " coincidirem. A expressao

( 2.33 ) pode entdao ser aplicada desde que se exclua de "Q"
um dominio circular cujo centro coincide com " £ ", cujo

raio é " € " e cujo contorno é " Fc " conforme mostrado na
figura ( 2.5 ). Este novo dominio serad chamado de " Q - Qc"°

Denominando " Fe " a parte de " I' " que foi excluida ( ver
linha tracejada na figura 2.5 ), pode-se entao escrever a
a equagado ( 2.33 ) da seguinte forma

[ g e - pTEw) w ] arg +
‘F-Fe

~

# | [ et ped - pT(g) ) ] arg =0 (247
Ir,

Quando €0, (Q-9.)>0, (T- Fe ) » T
e ( Mansur et alii [19] )

N B
lim P (§iw) u(w) dI'(w) = —u(f) (2.48 )
e»o JI' 2n

£

lim u’(&;w) p(v) dl'(w) = 0 (2.49 )
€-0 'Fc

limJ _ u'(£;w) p(w) dl'(w) = VP J u'(€;5w) p(w) dr'(w)
€-0 -1¢€ r

( 2.50 )
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lim J _ P (£iv) u(w) dri(w) = VP J p (E€;w) u(w) dr(w)
€-0 - r

€
( 2.51 )
sendo " B " na equagao ( 2.48 ) o anqulo interno formado
pelas tangentes a " I' " em " g " , conforme mostrado na

figura 2.5 .

O simbolo " VP " nas equagdes ( 2.50 ) e ( 2.51 ) que
indica integragdo no sentido de Valor Principal de Cauchy
serd abolido daqui para a frente ( ver Apendice A ).

Em vista das equagdes ( 2.47 ), ( 2.48 ), ( 2.49 ),
( 2.50 ) e ( 2.51 ) pode-se escrever a equagao integral que
did origem ao METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO para a Equagido

de Laplace na seguinte forma

c(&) u(g) = [FU’(E;N) p(w) dr'(w) - JFP’(E;H) u(w) dri(w)

( 2.52 )

Como aqui " £ " pertence ao contorno entdo " c(§) = g/2m ".

Quando " € " se localiza sobre uma parte suave do contorno
"I ", entdo " B =m " e por consegquinte " c(§) =0,5 " .

Cabe observar que a equagao ( 2.52 ) obedece a

convengao para integragdo implicita no Teorema da
Divergéncia para duas dimensdes, isto é, um observador que
percorra o contorno " I' " no sentido de integragido deve
deixar o dominio a sua esquerda.

Quando é necessdrio trabalhar com pontos " £
pertencentes ao interior do dominio entao " c(§) =1 ".
Para calcular " u " e " p " em pontos internos aplica-se
a teoria descrita no Apéndice B, capitulo 9, deste trabalho.



Fidura 2.5- Dominio "n-0," para pontos “8 * pertencentes

ao contorno ‘I ™.

Figura 2.6- Discretizagdo com Elemento lsoparamétrico
Quadrdtico . O =ntelemento ; nN=ntnd; 9 =no extremo ;

(4
©o =no cenfralg

IV,
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2.8 Discretizagao com Elementos Isoparamétricos Quadraticos

Para se obter a solugao numérica da equagao integral de
contorno ( 2.52 ) é necessario que se discretize o contorno
"I'" em elementos, sendo esta discretizagdo compativel com a
geometria, com a distribuigado de potencial de velocidades e
velocidades prescritos ou incégnitos.

Na fiqura 2.6 estd ilustrada uma malha com 26 nés e 12
elementos isoparamétricos quadréaticos.

A utilizagao de polindmios de Lagrange para aproximar
a geometria de um elemento estabelece que as coordenadas
" x " e " 2z " de um ponto no interior do mesmo sejam obtidas

a partir de :

4 K
X =2Nk(n) X, e z =ZNk(n) 2 ( 2.53 )
k=1 k=1
onde
X 2 s3o coordenadas " x " e " z " doné " k" do
elemento

Nk(n) sao fungdes de interpolagao e

N é a coordenada natural, m e [ -1 ; +1 ]

As fungdes de forma Nk(n) para elementos quadraticos
( k =3 ), ilustrados na fiqura 2.7 , sdo dadas por

1
Nltn)=;n(n—l)
NM=(1l=-2)(1+n) ( 2.54 )

1
N ==7(n+1)

2



N‘CnD

1]
|
3
n
3
|
(%Y
v

2
| N,
= - p)
Nzc'ﬁ0 c1 nocl+m N~—
i
NCY ==-0nCn+12
3 2

Figura 2.7-Elementos Quadrdticos para discretizagdo da

goomotria.
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respectivamente as coordenadas naturais = = -1, n = 0
e m =+1 . Esta correspondéncia pode acarretar distorgdes
na representagao da geometria, seja por dificuldade de se
posicionar o né central no ponto médio do elemento, seja
em andlises nas quais a posigdo deste né se altere devido
a um processo iterativo ou transiente como ocorre por
exemplo em problemas de propagagao de ondas gravitacionais
nao lineares. Esquemas simples para a corregao do né central
podem ser utilizados sem acréscimo significativo de tempo de
computagao.

O potencial de velocidades " u " e a velocidade normal
" p " sao aproximados no interior de cada elemento de forma

~

semelhante a aproximagdo utilizada para a geometria, ou seja

X(w) = N1 X, + N2 X, + N3 X, ( 2.55 )
z(w) = N1 z + N2 z, + N3 z, ( 2.56 )
u(w) = N1 u + N2 u, + N3 u, ( 2.57 )
p(w) = N1 p, + N2 p, + N3 P, ( 2.58 )
sendo
w(m) = ponto interno do elemento no contorno correspondente
a coordenada natural " n " ;
x = coordenada "x" no ponto nodal "k" (1,2 ou 3) do elemento
z = coordenada "z" no ponto nodal "k" (1,2 ou 3) do elemento
u = potencial de velocidades "u" no ponto nodal " k "
(1,2 ou 3) do elemento
P, = velocidade normal " p " no ponto nodal " k " (1,2 ou 3)
do elemento.
Em forma matricial as expressdes ( 2.57 ) e ( 2.58 )
podem ser escritas para o elemento " e " ( sd3o fungdes da
coordenda " m " correspondente ao ponto " w " ) como :

u(n) =Nu e p (n) =NpP° ( 2.59 )

- -~
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onde
¥=1 N (m) N, (n) N, (n) ]
( 2.60 )
¢ ul e p1 e
e _ e _
U =94 ro u P,
b Y, P,
Para se estabelecer a forma discreta da equagéao
( 2.52 ), as integrais em " I' " devem ser substituidas por

somatérios de integrais sobre cada elemento "e", totalizando
" E " somas igual ao nimero de elementos de contorno.
Considerando-se as expressdées para " u " e " p " dadas

pelas equagdes contidas em ( 2.59 ) obtém-se

E

c(£) u(f) + Z { L P (£;%) N(m) dT_ (w )} u® =

e
e=1

E

= Z { J u’ (&) N(m) dr_(w )} p’ (2.61 )
r

e=1 °

As integragdes indicadas na expressdo ( 2.61 ) podem
ser efetuadas com relagdao a coordenada natural " m ". Neste
caso a equagao ( 2.61 ) deve ser escrita da sequinte forma

E

+1
c(€) u(g) + Z { J P (§iw) N(m) 13p, (n)] dn } u® =

-1
e=1

E

+1 . o
- { J w'(€5w) N(m) 13, (n)1 dn } P ((2.62 )

-1
e=1

sendo
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dT°= [ JF/n(“) |e dn = J, dn ( 2.63 )
A expressao para o Jacobiano do elemento " e "™ no
ponto " " ( | Jr/n(n) |_ ) associado a transformagdo de
coordenadas indicada na expressdao ( 2.53 ) pode ser

calculado a partir das equagdes paramétricas da curva " Fe "

utilizando-se a seguinte representagao ( ver figura 2.8 )

r =

A x(m) L + 2(7m) k

( 2.64 )

Qr

A diferencial total " dgp" , que é um vetor tangente

curva no ponto considerado é dada por

dx dz
dr = — dn i +—— dn k ( 2.65 )
P dny dn
Consequentemente ( o indice " e " foi suprimido )
2 2 |
| dx dz
dr = dec o dr = —_— + | — dn ( 2.66 )
p p d.n d.n
ou seja
dx 2 dz 2 |
| I~ ()], = S + | — ( 2.67 )
Fmt'i'lle dn dn

As derivadas indicadas na equagado { 2.67 ) sdo obtidas

Pl

diretamente a partir da equagao ( 2.53 ), isto é :

dx

dn
dz

dn

le sz dN3

— X + —"x + — x ( 2.68 )
dn dn 2 dn 3

dN sz dN3

-— 2z, + — 2z + — z ( 2.69 )
dn dn dn
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Para se efetuar as integrais indicadas na equagao
( 2.62 ) deve-se conhecer as expressdes dos integrandos em
fungdo da coordenada natural " n " . O Jacobiano é dado pela
expressao ( 2.67 ). As coordenadas do ponto campo w( x(7) ,
z(n) ) ( e consequentemente a distdncia " r " entre " £ " e
"w" ) podem ser determinadas a partir da expressao ( 2.53 ).
Sendo assim, resta apenas determinar a expressao para o

vetor unitdrio normal " n(7)

-

O vetor unitario tangente a curva,

t=t i+t k ( 2.70 )

Das condigdes ( x = produto vetorial, j=1i x k e
o = produto escalar )
toen=20 ( 2.72 )
nxt=]j (2.73 )

obtém-se o vetor normal

n=t i-t k ( 2.74 )
z X
ou seja
1 dz dx
n=— | —i-—%k (2.75 )
J1 dn dn
ou de outra forma
dz 1 dx 1
n=(n,,n )=|——, - —  — (2.76 )
X z dn J, dn J,
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A equagado integral ( 2.62 ) pode ser escrita de forma

mais compacta como

E u1 e
8
c(€) u(€) + ) [ (&) b€ ng) |, f=
e=1 u
3
E P e
. 1
=) [a® 9@ a@ i », (2.77 )
e=1 p3
ou ainda
E E
c(€) u(€) + ) B(E) ¥ = ) g"(&) ' (2.78 )
e=1 e=1
onde um coeficiente genérico das matrizes "h®(&)" e
"g°(€£)" de ordem ( 1 x 3 ) é dado por
e - *
h (£) = _1P (§jw) N (m) I, dn
( 2.79 )
(-] *1 .
g, (§) =J u (g5w) Np(m) J dn
-1
A equagao ( 2.78 ) utiliza indices de elemento ( e =
1,...,E ) e um esquema de numeragao de nés local para cada
elemento ( k = 1, 2 ou 3 ). Entretanto, para se montar o

sistema final de equagdes ¢é necessdrio relacionar a
numeragao local dos ndés dos elementos a um sistema de
numeragao global, onde cada ndé é associado a um nimero
inteiro j € { 1,2, ... J } onde " J " é& o nimero de nés. A

correspondéncia entre a numeragao local e global é ilustrada
na figura 2.9.



ELEMENTO
e-| e e+l
| local global
N | a c I f
0
s 2 b d g
3 c f h

Figura 2.9 -~ Correspondéncia entre os sistemas de numeragao

local e global.

(a) (b)

2010 -

descontinuidades de velocidade normal.

Figura Situagodes nas

tipicas

quais ocorrem

(a) Velocidade normal

descontinua prescrita no ponto " B ". (b) Velocidade normal

-~

prescrita a direita e potencial de velocidades prescrito a
esquerda do ponto " C ". Potencial de velocidades prescrito

a direita e a esquerda do ponto " D " onde o contorno nao é
suave.
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Exceto em situagdes especiais, que serao discutidas
mais a frente neste texto, sempre que elementos
isoparamétricos sdao empregados os pontos nodais séo
utilizados como pontos de colocagao. A equagao ( 2.78 ) para
um ponto de colocagdo coincidente com um né " i " ( £ = €; )

pode ser escrita como indicada abaixo

E
c u + E: D: u® = E: g: p° ( 2.80 )
e=1

e=1

onde
c, = c(El) e u = u(Ei) ( 2.81 )
Admitindo-se continuidade de potencial de velocidades
e velocidade entre elementos, a equagdo ( 2.80 ) pode ser

escrita como

J J
c,6u + E: HlJ u, = Ej G1j pJ ( 2.82 )
J=1 i=1
onde o indice "j" corresponde a numeragido global dos nés.

Para a situagado ilustrada na figura 2.9 onde

u u u
a c f
e-1 _ e _ e+l _
u = u o ouw o= u, ’ u = u, ( 2.83 )
u u
c uh
tem-se
e-1 e e e e+1
u u, =u = = .
3 1 ¢ e 4, Uy v Uy 1, Ue ( 2.84 )
A A A
Neste caso os coeficientes globais H1 ' H1d e i
c
que multiplicam respectivamente "u ", "ud" e "u" na
c

equagao ( 2.82 ) sao obtidos por
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( 2.85 )

Este mesmo procedimento de montagem se aplica aos

coeficientes Gij . O sistema de equagdes

Hu=¢p ( 2.86 )
pode entdo ser montado considerando-se as " I " equagdes
origindrias da expressao ( 2.82 ). Quando os pontos fontes
"i" coincidem com os pontos nodais " I = J " e as matrizes
"H"e " G" temordem ( J x J ). Deve-se observar que na
equagao ( 2.86 )

HiJ = ij se 1 # J { 2.87 )
H =c +H se 1i=3 ( 2.88 )

1) 1 1)

Quando os valores nodais das condigdes de contorno
prescritas sdo introduzidos na equagao ( 2.86 ), o
remanejamento adequado das colunas das matrizes " H " e " G"

permite que esta equagdo seja escrita como

AX=8 (2.89 )
onde
-H se "p" é prescrito
A = 1) 3
H +G se "u " é prescrito

1) J

2

X é o vetor de incégnitas ( u ou p )
B é o vetor de termos independentes, obtido a partir dos

valores nodais conhecidos, "uj" ou "pj" , multiplica-

dos respectivamente pelos coeficientes "HU" ou "—Gif'
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correspondentes .

Os coeficientes da diagonal da matriz "™ H " mostrada
na equagao ( 2.88 ) podem ser calculados por um procedimento
alternativo ao mostrado anteriormente, a partir da situagao
correspondente a uma distribuigao de potencial de velocidade

constante atuando sobre um corpo. Neste caso,
pj= zero e uJ = constante ( 2.90 )

e, conseqﬁentemente, quando a expressao { 2.90 ) é
substituida na expressao ( 2.82 ) obtém-se

H = - ZH” ( 2.91 )

J=1, J#1

A expressdo ( 2.91 ) é valida para regides finitas. No caso

H =1 - ZH” ( 2.92 )

J=1, %1

de meios infinitos,

Quando existe continuidade de velocidade normal as
equagdes obtidas considerando-se apenas pontos de colocagéao
coincidentes com os ndés sadao suficientes para se calcular as
incégnitas. Entretanto, pode ocorrer que velocidades normais
{ conhecidas ou ndo ) sejam descontinuas em determinados
pontos do contorno, estando algqumas situagdes tipicas ilus-
tradas na figura 2.10 . Neste caso a discretizagao deve ser
tal que os pontos onde haja ( ou se espera ) descontinuidade
de velocidade normal se localizem em nés de extremidade de
dois elementos adjacentes conforme ilustrado na figura 2.11.

Para cada ponto onde a velocidade normal é descontinua
nao é forgada a igualdade de velocidade normal nos néds
extremos dos elementos adjacentes ( P * pg na figura 2.11 )
ocorrendo portanto uma incégnita extra quando a situagao é

a correspondente a do ponto "D" da figura 2.10b .
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Figura 2.11 -~ Discretizagdo correspondente a descontinuidade
de velocidade normal no ponto " D " da figqura 2.10b. "ok

sdao pontos de colocagao no interior dos elementos adjacentes
ao ponto de descontinuidade.

(py
P

Ry

R opelg)=p, +(p,) =p

Figura 2.12 - Condigdo de continuidade de velocidade normal
resultante, quando existe descontinuidade de velocidade na
diregao normal ao contorno. ( p), = ( du/ds )¢

( ps)g = ( du/ds )g.

e
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A equagao adicional que substitui " Pf = Pq " pode
ser estabelecida a partir da condigao de que a velocidade
resultante ( = velocidade da particula ) a esquerda e a
direita do ponto de descontinuidade sejam iguais, conforme
ilustrado na figura 2.12 .

Deve-se observar que quando as condigdes de contorno
correspondem a situagdo do tipo indicado para o ponto " B "
da figura 2.10a ou ponto " C " da figura 2.10b, a equagao
extra obtida conforme ilustrado na figqura 2.12 é desne-
cessdria ja4 que a condigdo de continuidade de potenciais de
velocidades implica na existéncia de apenas uma incdégnita
nestes pontos.

Alternativamente, a equagdo extra pode também ser
obtida sem as consideragdes sobre comportamento fisico
feitas acima. Neste caso sdo utilizados dois pontos de
colocagdao associados ao ponto onde h& descontinuidade de
velocidade normal ( que ndo é mais ponto de colocagado ), lo-
calizados no interior dos elementos a ele adjacentes, con-
forme mostrado na figura 2.11. Continuidade de potencial de
velocidades nao é mais forgada, entretanto deve ocorrer se a
malha estiver suficientemente refinada. Diferengas signifi-
cativas no valor do potencial de velocidades em nés vizinhos
a pontos onde hd descontinuidade de velocidade normal ( "f"
e " g " na figura 2.11 ) sdo indicagdes de malha pobre.

O procedimento de colocagdo nao-nodal que acabou de
ser descrito é o que serd utilizado nas aplicagdes numéricas
apresentadas neste trabalho, tendo sido escolhido por ser
vantajoso em varias aplicagdes ( por exemplo em problemas
que envolvam combinagdo MEC-MEF ) além de tornar a
programagao mais facil de sistematizar ( Referéncia 20 ).

Os coeficientes das colunas da matriz " H "
correspondentes aos nés “"g" e "f" mostrados na figura
2.11 ndo se somam tendo em vista que a igualdade
" ug = ug " nao foi forgada. Neste caso ( comparar com a
expressao ( 2.85 ) ) tem-se :

H = (h®) e H = (h°*!) ( 2.93 )

if 3 1 ig 1 i
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sendo o mesmo procedimento aplicado aos coeficientes "G”"
e uG " .

ig

As expressdes ( 2.87 ) e ( 2.88 ) permanecem validas
para coeficientes " B " pertencentes a linhas geradas a

1)
partir de pontos de colocagao coincidentes com os nés. Para

linhas geradas a partir de pontos de colocagdao nao-nodais

( pontos "f’" e "g’" na figqura 2.11 ) a expressadao ( 2.88 )
ndao é mais valida, e a expressao ( 2.87 ) s6 se aplica
quando " j " nao coincidir com nenhum nidimero de né do

elemento que contiver o ponto de colocagao. Para a situagao
mostrada na fiqura 2.11, em linhas geradas quando o ponto

fonte " € " for o ponto " f’ " tem-se
c
H1j = HiJ se j = { d (2.94 )
f
e se o ponto fonte coincidir com " g’ "
R g
Hlj = Hij se j o= { h ( 2.95 )
k
Quando o ponto fonte coincide com " f’ " a equagdo ( 2.82 )

pode ser escrita como

J J
c(f’') u(s’) + B u, = G .
(e') u(e') + ) B u= ) G P, (2.96 )
J=1 J=1
Neste caso, como " f’' " sgse localiza no interior do elemento
cuja geometria é sempre suave, c(¢’) = 0,5 ., O potencial
de velocidades ndo-nodal "u(r’)" que pode ser incdégnita se

" £ € Fp“ , deve ser eliminado do sistema de equagdes
utilizando-se para tal finalidade a expressdo ( 2.57 ) que
interpola o potencial de velocidades no interior de um ele-
mento a partir de seus valores nodais. Neste caso a expres-

sdo ( 2.96 ) pode ser escrita como indicado a sequir
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= e 2.97
ns ( )
j=1
sendo " 7n’ " a coordenada natural correspondente ao ponto
" fr * ( ver figura 2.11 ). Nas experiéncias numéricas
descritas a frente adotou-se #'= t* 0,5 ( Referéncia 20 ).

A partir da equagdo ( 2.97 ) pode-se concluir facilmente que

ch = ch + 0,5 N1(n')
H, =H_+0,5N(n) ( 2.98 )
Hff = H“- + 0,5 Na(n’)

sendo o procedimento para a linha " g " semelhante.
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2.9 Integraqéo Numerica ( ou Quadratura ) Gaussiana

Um dos tdpicos que merece bastante atengao no Método
dos Elementos de Contorno é aquele relacionado com as
integragdes indicadas nas expressdes ( 2.79 ). O céalculo
analitico destas integrais para elementos com geometria
curva é na maioria dos casos invidvel, sendo necessario
empregar procedimentos numéricos.

Conforme j& discutido na segdo 2.7, as integrais
resultantes da formulagdo do Método dos Elementos de
Contorno devem ser calculadas no sentido de valor principal
da Cauchy.

Em alguns casos ( como ocorre na formulagado direta
para a equagao de Laplace discutida aqui ) o valor principal
das integrais que resultam, coincide com o resultado obtido

quando estas sdo efetuadas no sentido usual. Sendo assim,

mesmo quando existe singularidade no integrando ( " & "
pertence ao elemento que estd sendo integrado ) os
coeficientes de influéncia indicados na equagao ( 2.79 }

podem ser calculados por integragdao numérica de Gauss,
conforme ilustrado pela expressdao que se segue :

NG
+1
p=| £mdn & Hgm B(n,) (2.99 )
-1
=1
sendo :
n valores discretos da coordenada natural entre

[-1 ; +1] dados pelo método da Quadratura de
Gauss. Pode-se escolher o niumero de coordenadas
( d ) a serem utilizadas para integragado ( 1, 2,
3,..., n ). Este método integra exatamente poli-
némios de ordem " 2d - 1 ". Na expressao ( 2.99 )
foram escolhidos " NG " pontos. Para cada niimero
de pontos de integragao escolhido pode-se encon-
encontrar uma tabela contendo " d " coordenadas
"My " e seus respectivos pesos " P(nd) " . As
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tabelas utilizadas neste trabalho foram obtidas
na referéncia [6].

P(nd) peso de Gauss referente a coordenada " n, "

f(n) fungao a ser integrada

f(nd) valor da fungao no ponto " n, "

NG Nimero de pontos de integragao de Gauss adotado

As integrais indicadas na expressao ( 2.79 ) sédo do

tipo mostrado em ( 2.99 ), tendo em vista que " € " é fixo
e as coordenadas " X, " e " z, " de um ponto " w "
correspondente a coordenada " L " no interior do elemento

" e " podem ser diretamente calculadas a partir da expressao

( 2.53 ) bastando fazer " 7 = n, "

Neste caso ( ver expressdes ( 2.79 ) ) :

+1 .
h: () ‘ P (£;w(m)) N (n) J (n) dn =

-1

NG
= Zp'(E;W(nd)) N, (n,) I, (n,) P(n,) ( 2.100 )
d=1
e +1 *
g (€) = | u (&w(m)) N (n) J (n) dn =
-1
NG
) u'(giwin,)) N (n,) 3 (n,) B(n,) ( 2.101 )
d=1
A Quadratura de Gauss pode ser utilizada na forma
mostrada nas expressodes ( 2.100 ) e ( 2.101 ) para

realizar todas as integragdes sobre elementos. Entretanto,

. ~ rd -~ '
os integrandos destas equagdes contém as fungbes " u " e
.

" p " que por sua vez dependem da distdncia " r " entre
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os pontos " £ " e "w?", " WwWeEe Fe ",
. P 1]
"u " é sinqular quando " w=§ " ( r = zero ).

Outra situagao que deve ser cuidadosamente analisada é

aquela que ocorre quando o ponto fonte " £ " estd muito
préximo do ponto campo " w ", porém nao pertence ao elemento
que estd sendo integrado. Neste caso as fungdes " vt e
" p‘ " tornam-se quase-singulares.

Em vista do exposto acima dois casos devem ser

considerados
£ ¢ 1"e 3 o ponto fonte " £ " nao pertence ao elemento
" e " sobre o qual se estad integrando :
r(g;w) + 0 .
£ el = o ponto fonte " £ " pertence ao elemento "e"

sobre o qual se estad integrando : r(€&;w)
pode ser ou nao iqual a zero .

No primeiro caso dos dois mencionados acima estao
incluidas as chamadas integrais nao-singqulares, ou seja, as
bem comportadas e as quase-singulares.

O segundo caso considera as integrais singulares, que
sdo integrais sobre elementos que calculam os coeficientes
de influéncia da diagonal principal das matrizes " H " e
" G " e os coeficientes vizinhos.

No esquema de integragdo numérica indicado nas

expressdes ( 2.100 ) e ( 2.101 ) deve-se empregar um
nimero de pontos de Gauss ( NG ) escolhido por um critério
seletivo baseado na distancia minima "D" entre o ponto
fonte " g " e o elemento " e " comparada com o

comprimento do elemento. O nimero de pontos de integragéao
aumenta a medida que esta distancia diminui. Um critério de
selegao do nimero de pontos de Gauss quando bem definido
melhora a eficiéncia ( precisdao x tempo de CPU )} da
integragdo numérica. Entretanto um ganho muito mais
significativo pode ser obtido quando estes critérios
seletivos sdo utilizados em conjunto com esquemas de inte-
gragdo um pouco mais sofisticados. Por sua generalidade e

simplicidade o esquema proposto na referéncia [1l] foi
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adotado no programa computacional deste trabalho e aqui sera
ilustrado . Neste esquema a Quadratura de Gauss é utilizada
tanto para a integragdo singular quanto para a quase-
sinqular apés a realizagdo da seguinte transformagao de

coordenadas :

n(¥) =a¥> +by’ +cy+d ( 2.102 )

onde

¥ é a coordenada fornecida pela tabela de Quadratura
de Gauss e a " m " levarad seu peso de integragao
correspondente ;

n é a coordenada natural do elemento ;

a,b,c,d sdo parametros dependentes da posigao relativa
entre o ponto fonte e o elemento sobre o qual se
estd integrando . Suas expressdes, calculadas pelo

autor da referéncia [l], sdao as seguintes :

a=(1-T)/Q ( 2.103
b==-3(1-T)7/0¢Q ( 2.104
c=(T+37%)/09 ( 2.105
d = -b ( 2.106 )
Q=1+37 ( 2.107 )

1
3 s . |

AR I I I ER IR A b

+ ( 2.108 )
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1
p = ~ AT [ 1-7T ] +3(1-7% ( 2.110 )
3(1+2rxr)
A transformagao cibica mostrada na equagao ( 2.102 )

produz automaticamente uma concentragao dos pontos de
integragdo de Gauss na regido do elemento mais préxima do
ponto fonte.

As constantes "a", "b", "c" e "d" indicadas nas
equagdes ( 2.103 ) a ( 2.107 ) sao determinadas a partir das

seguintes exigéncias :

dn _
Ity | =T F
dy |n=n
{ 2.111 )
dzn
....._2 _=0
dy | =7
n (7= 1)=1
( 2.112 )
n(y=-1)=-1
onde
m é o valor da coordenada " m " correspondente ao ponto
do elemento mais préximo ao ponto fonte " £ "
an 2+2b
Jn/w = J2 = E- =3 avy + v +cC ( 2.113 )
¥
a2
— ~6ar+2b ((2.114 )
dy
r é um parametro livre, que depende da distancia minima

"D" e que foi calculado na referéncia [1l] de modo a
se ter um erro minimo de integragdo no sentido de
minimos quadrados :
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r=0 se 0,0 =sD< 0,05

r=20,85+ 0,24 1n(D) se 0,05 sD<1,3

r=0,893 + 0,0832 1n(D) se 1,3 <D< 3,618

r=1 se D = 3,618 ( 2.115 )

" D" é calculada por D =2 rmm/ L onde
"or " é a menor distancia entre o ponto fonte e o
elemento e " L " é o comprimento da reta que une os nés

extremos deste elemento.

Observa-se quando " r =1 " ( D = 3,618 na equagao
( 2.115 ) ), que "m = " e “J2= 1", ou seja, recai-se no
procedimento usual indicado na equagdao ( 2.99 ). Quando
"T=0" o ponto fonte estd sobre o elemento sobre o qual
se esta integrando.

Os coeficientes de influéncia indicados nas expressdes
( 2.100 ) e ( 2.101 ) s@o entdo obtidos por

+1
h, (€) = J_ip (§5w(n)) N (n) 9 3 dy =
NG
= Z pﬁ( £ i W('nd) ) Nk(nd) J1 J2 P(yd) ( 2.116 )
d=1

+1‘
g, (§) = Jqu (E5w(n)) N (n) J J, dy =

NG

= )u'gwin)) N () 3, 3, R(5,) (2.117 )
d=1

As expressdes ( 2.116 ) e ( 2.117 ) podem ser

utilizadas para se efetuar todas as integragdes necessarias
sendo naturalmente o valor de "NG" escolhido de acordo com
um critério seletivo. Neste trabalho foi adotado o indicado

na referéncia [7].
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No <caso de integragdes sinqulares em elementos
contendo pontos de colocagdao nao nodal, pode-se melhorar
ainda mais a eficiéncia do processo de integragao descrito,
se o intervalo de integragao for dividido em dois conforme
indicado na fiqura 2.13, e subsequentemente a transformagao
polinomial indicada em ( 2.102 ) for aplicada em cada
subdivisao.

Neste caso os coeficientes de influéncia indicados nas
expressdes ( 2.116 ) e ( 2.117 ) passam a ser os sequintes
( os Jacobianos "J" estdo definidos em "NOTAGAO" ) :

["+1 .
hi(§) = P (&) Bye(m) 13,1 13,1 13,1 da ¢

fo1

+ | pEW(m) N (m) 131 13,1 13,1 dB -
J-1

NG

= Z P'(E;W(nd)) N (n) 131 131 13,0 P(a) +

a1
e
) BhEm,)) N (n,) 13,1 13,0 13,1 B(B,) ( 2.118 )
a1
o
g (€) = | uw(giw(m)) N(m) 13,1 13,1 13,1 da +

+1
- u'(€5w(n)) N (n) 13,1 13,1 13,1 dB
-1

NG

= ) u(Ewin,)) N (n,) 13,0 13,1 13,1 B(ay) +

d=1

NG

+ Yu'(grwing) Nny) 19,111 13,1 PR (2,119 )

d=1
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c d b 4]
U G v —_
=t R =0 =-1
c ‘ \
d ’ N
c d. d b a
b O—+—% ¥— O ' 0
«A «20 wze = A=0 A=

Figura 2.13 - Integra¢do singular para elementos de colocagdo

ndo-nodal, d = ponto de colocacédo.

Figura 2.4 - Efeitos da posigdo do no interno na representagdo
da geometria. —-—nd interno fora do centro. ---no

interno no ponto medio do arco de circulo.
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2.10 Corregio do No Central

Conforme 3j& discutido na segdo 2.8 a geometria do

elemento quadratico é definida a partir de trés pontos ( ver

figura 2.7 ) através das expressdes ( 2.55 ) e ( 2.56 ),
sendo N1’ N e N3 as fungoes de forma mostradas na equagao
( 2.54 ). Estas fungdes de forma obrigam que o ndé interno
( nd 2 ) corresponda sempre a coordenada natural " n =20 ",

Este fato pode ocasionar representagdes de geometria nao
muito suaves, isto é, o raio de curvatura pode variar muito
em um mesmo elemento. Na figura 2.14 estdo mostradas duas
situagdes tipicas onde se aproxima um arco de circulo pelas
equagdes ( 2.55 ) e ( 2.56 ) a partir de trés pontos. A
curva mais suave corresponde a aproximagao para a qual o né
interno divide o arco de circulo ao meio.

A curva correspondente ao né interno " 2’ " mostrado
na figura 2.14 pode ser suavizada, bastando que nao se
obrigue no processo de mapeamento que o né "2 "
corresponda a " 7 = 0 " e sim a uma coordenada " 7 "
conforme mostrado na figura 2.15.

As coordenadas do né interno podem ser calculadas a
partir das expressdes ( 2.55 ) e ( 2.56 ) particularizadas

—

para " ®m =7 ", ou seja :

x, = [1 / Na(ﬁ)] [xz, - x N (7) = XN (7) ]
( 2.120 )

z,= [1 / Nz(ﬁ)] [zz. - z N () - z_N_(7) ]

Um esquema iterativo equivalente ao que foi mostrado
acima foi empregado no programa computacional deste trabalho.
Aqui entdo utiliza-se fungdes de forma N, N, e N dadas
por :
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Figura 2.15- Suavizagdo da representa¢cdo da geometria por e-

lementos quadrdticos.

Figura 2.16 - Derivada tangencial dos nos do contorno.
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n-m (T+1)+7q

N1= —
2 (n+1)
(l+m) (1=-m)
N = = ( 2.121 )
(1 -~m )
-0+ m (M -1) +7
N3= —
2 (n-1)
que mapeam nés internos ( 2’ nas figuras 2.14 e 2.15 ) nao
mais em " n =0 " e simem " m =7 " . Este procedimento
pode ser descrito pelo sequinte algoritmo :
(1) adotar "7 =0 " e calcular " ﬁl =2m- 1" sendo
12
m= — . O cédlculo dos comprimentos de arcos
127 + 2’3
12 e " 2’3 " sao realizados com as fungdes
de forma contidas em ( 2.54 ). Se " ﬁll s8 " o
processo deve ser interrompido. " 61 " deve ser

um nimero pequeno compativel com a precisdao adotada e

faz com que " n " fique tao préxima de zero, seu

valor ideal, quanto quisermos.

( 2 ) Adotar "= ﬁbl * e calcular " ﬁl =2m -1"
12’
sendo m= —— . Agora os comprimentos de
127 + 2'3
arcos no12r v e "2'3 " sao calculados com as

fungdées de forma contidas em ( 2.121 ) .
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( 3 ) Testar se | 5’ -7 | =&, . A tolerdncia 5,

i-1

indica que " n, " , mesmo niao tendo chegado a zero,

jd convergiu para um certo valor .

(4 ) Se ( 3 ) ndo for atendido retornar ao passo ( 2 ). Se
( 3 ) for atendido utilizar as expressdes ( 2.55 ),
( 2.56 ) e ( 2.121 Jcom " 7 = ﬁi" e "7 =0" para
calcular as coordenadas atualizadas do novo né " 2’ ",

Voltar ao passo ( 1 ).

Os dois esquemas ilustrados acima sao equivalentes em
termos de custo computacional e devem levar a geometrias
finais préximas, sendo o primeiro deles de mais facil
implantagdo. Existem ainda outros esquemas de corregao do né
central, por exemplo o da referéncia [4], cujo autor foi o
primeiro a observar a necessidade dessa corregao. Estes nao
serdo discutidos aqui. E importante lembrar que seja qual
for o esquema utilizado, apés a corregdo do né central
deve-se corrigir também outras variaveis associadas a estes
nés ( Potencial de velocidades e Velocidade Normal no

presente trabalho ).

2.11 Derivada Tangencial

Para se obter a velocidade com que uma particula
situada no ponto " i " se desloca no tempo, necessario se

faz calcular

du du u
—_ = — * nxl|; - — * nzl; ( 2.122 )
ax i an i as i
du du du
- = — * nzIi + — * nxli ( 2.123 )
az i an i as i

onde " ani " e " nzli " correspondem respectivamente aos

cossenos diretores do ponto " i " .
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O valor de " du/én " é obtido no calculo do MEC,
através da resolugao da equagao integral ( 2.62 )

Sera abordado agora o cédlculo de " 6u/as "

Seja o contorno apresentado na figura 2.16 constituido
de fronteiras F1 ’ Fz ’ F3 e I"4 e elementos quadréaticos
isoparamétricos e r e «.. e ... .

A conectividade dos elementos do contorno é dada pelos
vetores nol(el), n02(el) e n03(ei), que definem respectiva-
mente os nés 1, 2 e 3 de um elemento genérico " e;‘.

A derivada tangencial de cada né de um elemento

qualquer do contorno é dada por

du |* du an
T e — ( 2.124 )
as an ds
onde
du 1
g;_ =7 ( u - 2 u_+ ua) + — u_- ul) ( 2.125 )
an 1
= ( 2.126 )
ds [T
8x 2 8z 2|
|7 = —_— + | — (2.127 )
an an
ox 1
; =17 ( xl- 2 x2+ x3) + ; { x3- xl) ( 2.128 )
az 1
T lnT 2 ) o () (2129 )
n = -1 para ser calculado a derivada do primeiro né do
elemento ;
n=0 para ser calculado a derivada do segundo né do

elemento ;

n = +1 para ser calculado a derivada do terceiro né do
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elemento ;

Desta forma é obtido

ou |* ou |* ou |*
— ’ — e ———
as noi(ei) as noZ(el) ds no3(e“
Para obter o valor de |6u/as“ no ponto " i " de uma

superficie de onda periédica, conforme a figura 2.16, as

-

sequintes regras devem ser levadas em consideragao :
1. A derivada tangencial daquele né que coincide com o

né central de um elemento ndo sofre alteragao :

u |*

1+1 ds

ou

( 2.130 )

no2(e )
i

2. A derivada tangencial do primeiro e do dltimo né da
superficie livre deve ser a mesma para atender a condigao de

periodicidade da onda, portanto :

du du 1 du |* du |*
48 |1 8 |n 2 ds nol(ell ds noa(en)

3. A derivada tangencial daquele né que corresponde ao

primeiro ou terceiro né de um elemento genérico é dado pela

média
au 1 ou |* ou |*
— = - —_ e — ( 2.132 )
as | 2 s n03(e1_1) as nol(e )

4. A derivada tangencial daquele né com colocagao nao
nodal tem o mesmo valor daquele calculado dentro do

elemento :

du |[*

142 ds

( 2.133 )

no3(e )
i
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du |*

1+3 s

du

ds

( 2.134 )

not (e )
i+1

2.12 Rebatimento do Ponto Fonte sobre o Fundo

Quando a velocidade normal é zero em relagdao ao fundo
( fundo impermedvel ) é possivel evitar a discretizagao do

mesmo ( contorno " F1 " mostrado na figura 2.17 ) através

do emprego da seguinte solugdo fundamental (ver figura 2.17)

U (&;w) = u”(Eiw) + u” (€';w) ((2.135 )
sendo o ponto " £’ " tal que
*er T g
zg, = -z
u (&;w) =(=-1/2m) 1ln(r) ( 2.136 }
u (§'3w) = ( =1/ 2 m ) 1n(r') ( 2.137 )

Neste caso,

au (g;w) du (£';w)

P'(£5w) = + =p'(&w) + p  (E';w)
an an
( 2.138 )
sendo
1 or
P (§;w)=- ( 2.139 )
2 Tr én
. , 1 or’
P (€ ;w)=-~ ( 2.140 )
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Figura 2.17- Rebatimento do ponto fonte sobre o fundo.
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ar/an = re° D e dr’/dn = r’'e n ( 2.141 )

- *u

Utilizando a solugao fundamental " u'(E;w) " a equagao
integral ( 2.52 ) pode ser escrita como :

c(§) u(g) + J P’ (&;w) u(w) dr(w) + [ P*(£;w) u(w) dr(w) =
r-r, r

1

=J u” (£;w) p(w) dI'(w) + J U (£;w) p(w) dI(w)
r-r r,

( 2.142 )
Como o fundo é impermeavel
p(w) =0, werl ( 2.143 )
como
or(€;w) ar’ (§;w)
—_— ., werTl ( 2.144 )
an(w) an(w)
tem-se
P (&;w) =0 , werl, ( 2.145 )
Em vista de ( 2.142 ) , ( 2.143 ) e ( 2.145 ), nao é
necessario integrar sobre " 1"1 " e consequentemente
discretizar " r.- quando a solugao fundamental dada na

expressao ( 2.135 ) é utilizada.

2.13 Equilibrio de Velocidade

No desenvolvimento deste trabalho foi incluida a pos-
sibilidade de forgar o equilibrio de velocidade na solugao
do problema de valor de contorno, usando como base tedrica a

P

referéncia [15]. Quando esta opgdo é usada, o total de velo-
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cidade que atravessa o contorno é igual a zero por hipétese
e portanto nao pode mais ser utilizado como medida de
conservagao na progressao das ondas gravitacionais .
Verificou-se que esta opgao nao tem influéncia numérica
significativa na solugdo do problema, entretanto ela é muito
importante sob o ponto de vista conceitual ja que mostra nao
ser necessario o uso do equilibrio de velocidade como medida
de precisao.




3.AVANGO NO TEMPO



3.1

Introducao
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Para resolver o Problema de Valor Inicial usando uma

formulagao mixto Euleriana-Lagrangeana do tipo abaixo

N
X
D
——— Z =
Dt
u
| _|

—

du

dx

du

az

L

duy2 ,6u
1 [_] + [_
2 ax 8z

i

( 3.1 )

a evolugdo da posigdo da superficie livre e do potencial

de velocidades correspondente pode ser obtida pela resolugéao

deste sistema

primeira ordem.

Um método simples de integragao no tempo

Euler que da a sequinte solugao aquele sistema

k+1 k
X = X

k+1 k
z = 2

onde

de equagdes

, du
+ At -
\ 8x
, ou
+ At —_
\ 3z

;
;

At é o passo no tempo

k indica o k-ésimo passo no tempo

k+1 k 1 u 2
u = u + At - [[ — ) +
2 ax

diferenciais

[

ordinadrias de

o método de

( 3.2 )

2k
[ -

Uma solugdo mais elaborada para o sistema da expressao

( 3.1 )

pode ser encontrada pelo Método de Runge-Kutta de

Quarta Ordem, o qual serd visto na préxima segao ( 3.2 ).
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3.2 Metodo de Runge-Kutta de Quarta Ordem

O método adotado neste trabalho foi o Runge-Kutta de
Quarta Ordem.

A aplicagdao do método inicia em um certo tempo " t"oe
em um ponto de coordenada " x" e " zn" que esta com um
potencial de velocidades " u" . Essa evolugao do ponto
passard por 4 ciclos ou configquragdes.

Para o primeiro ciclo as variaveis terao o indice 1,

para o segundo ciclo o indice 2, e assim por diante. A

evolugao, apés um passo no tempo " At " de valor dudnico
durante os 4 ciclos, sera para o tempo " t+1“ e o ponto
n
estara na coordenada " xnu" e " znﬂ" com um potencial de
velocidades "u " .
n+l
Com as variaveis ( x, 2z, u ) no tempo "t
n n n

calcula-se, através da solugao da equagao integral pelo
método dos elementos de contorno para a equagao de Laplace,

ja& vista no capitulo 2,

[ 4 L
c, u = J u P, d I‘J - J P, 4, d 1"J ( 3.3 )
r r
J b
du
a derivada — | . Por meio da equagao
an |1
ou du an ou 1 du 1
—_—E —— — = — - = — — (3.4)
as an 8s an J[ ox ]2 . [ oz ]2| an |J|
an an
du
é obtido —| . Por intermédio das equagdes
as |1
Dx ou du du
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Dz du du du
— E e =—n_+—n ( 3.6 )
Dt 48z &n 2 8s *
sdao obtidos as variagdes temporais das coordenadas " x " e
Dx Dz
1] z [1] ——— e —_— .
Dt |1 Dt |1
O cosseno diretor " nx" e " nz" das equagdes ( 3.5 )
e ( 3.6 ) foi definido na expressado ( 2.1 ) .
Dx Dz
Entrando com os valores de —_— e —_ em
Dt |1 Dt |1
Dx
Dx = At —| (t, x ) ( 3.7 )
1 Dt |1 n n
Dz
Dz1 = At BZ 1( tn, X ) ( 3.8)
encontra-se o primeiro passo nas coordenadas " x " e " z ",
Dx Dz
Aplicando a equagdo abaixo com —_ e —
Dt |1 Dt |1
Du 1 Dx .2 Dz 2
_= - [[ —_ ] + [ — ] ] - g z - NAR ( 3.9 )
Dt 2 Dt Dt
sendo NAR = Nivel da Aqua em Repouso
Du
obtém-se —| . Com este valor e a equagao abaixo
Dt|1
Du
Du = At —| (t, x ) ( 3.10 )
1 ptl1 n n

encontramos o primeiro passo do potencial de velocidades
" u ", Aqui termina o primeiro ciclo.

Com as coordenadas ( X, 2z, U ) avangando
n
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Dx1 Dz1 Du1

respectivamente _, — - entramos novamente na
2 2 2

equagao integral { 3.3 ) para encontrar a velocidade normal

du
—| . Por meio da equagdo ( 3.4 ) é obtida a velocidade
an|2
du
tangente —| . Com as equagbes ( 3.5 ) e ( 3.6 )
ds |2
Dx Dz
calcula-se as derivadas —_— e — . Com estes
Dt |2 Dt |2

valores entra-se nas equagdes abaixo

Dx At Dx
Dx2=At—(t+—,x+—1) ( 3.11 )

Dt|la " 2 "2

Dz At Dz
D22=At——-(t+——,z+—1) ( 3.12 )

Dt|la " 2 "2

para encontrar o sequndo passo das coordenadas "x" e "z".

Dx Dz
Com — e _— entra-se na equagao
Dt |2 Dt |2
Du
( 3.9 ), obtém-se —_ e junto com a equagao abaixo
Dt |2
Du At Du
Du, = At —| ( t+ — , u+ —) ( 3.13 )
Dt|2 " 2 T2

encontra-se o segundo passo do potencial de velocidades.
Aqui termina o sequndo ciclo.

Com as coordenadas ( X, 2, u ) avangando
n n

entra-se novamente na

respectivamente

’ — t

2 2 2
equagao integral ( 3.3 ) para encontrar a velocidade normal

Dx Dz Du
[ 2 2 2 ]
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du
—| . Por meio da equagéo ( 3.4 ) obtém-se a velocidade
én|3
éu
tangente —| ., Com as equagdes ( 3.5 ) e ( 3.6 )
ds|s3
Dx Dz
calcula-se as derivadas —_ e —_— . Com estes
Dt |3 Dt |3

valores entra-se nas equagdes ( 3.14 ) e ( 3.15 )

Dx At Dx

Dx, = At —| (t+ — , x + —32) ( 3.14 )
Dt|s 2 2
Dz At Dz

Dz = At —| ( t+ — , z + —2 ( 3.15 )
Dt |3 2 2

para encontrar o terceiro passo das coordenadas "x" e "z".

Dx Dz
Com —_ e —_ entra-se na equagao
Dt |3 Dt |3
Du
( 3.9 ), obtém-se —_ e com junto com a equagdo abaixo
Dt|s
Du At Du2
Du = At —| (t+ — , u+ —7) ( 3.16 )
3 Dtfs " 2 P2

encontra-se o terceiro passo do potencial de velocidades.

Aqui termina o terceiro ciclo.
Entrando no quarto e dltimo ciclo com as coordenadas
( X, 2., U ) avangando respectivamente ( Dxa, Dza, Du3 )

aplica-se a equagao integral ( 3.3 ) para obter a velocidade

ou
normal -—~| .+ Através da equagdo ( 3.4 ) é obtida a

on|a
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du
velocidade tangente — . Com as equagdes ( 3.5 ) e ( 3.6 )
ds|a
Dx Dz
calcula-se as derivadas —_— e _— Com estes
Dt| s Dt|a

valores entra-se nas equagdes ( 3.17 ) e ( 3.18 )

Dx At
Dx = At —| ( t+ — , x + Dx_) ( 3.17 )
4 Dt|a n 2 n 3
Dz At
Dz4 = At —| ( tn+ _, 2z + Dza) ( 3.18 )
Dt|a 2 o

para encontrar o quarto passo no avango das coordenadas "x"

Du
e "z" . Com a equagao ( 3.9 ) obtém-se —_ e com
Dt |«
este valor entra-se na equagao ( 3.19 )
Du At
Du = At —| (t+ — , u + Du_) ( 3.19 )
4 Dt |4 n 2 n 3

obtendo entdo o quarto passo do potencial de velocidades
" u ". Aqui termina o quarto ciclo e inicia a conclusao.
Neste ponto é possivel usar as seguintes equagdes

Dx Dx Dx Dx

X . =X = =2 3 ( 3.20 )
n n 6 3 3 6
Dz1 Dz2 Dz3 Dz4

z, =2 + — 4+ " T — ( 3.21 )
n n 6 3 3 6
Du Du Du Du

u =u + e Py P ( 3.22 )
n n 6 3 3 6

para obter o avango real no tempo.
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Figura 3.I- Representagdo geometrica do avango no tempo pelo

Método de Runge-Kutta de 42 ordem,
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O caminho usado na referéncia [4] e neste trabalho foi
calcular a variagao média de " u " com respeito a normal, a

tangente e ao tempo pelas equagodes

éu éu éu du
du én |1 on |2 én 3 4n |4
dN|medlo 6 3 3 6
éu du éu éu
éu ds |1 as |2 8 [3 48s a4
—_— = + + + ( 3.24 )
8 |med1lo 6 3 3 6
Du Du Du Du
Du Dt |1 Dt |2 Dt |3 Dt |«
— = + + + ( 3.25 )
Dt|med1io 6 3 3 6
e obter a variagdo média de " x " e " z " em relagao ao
tempo com o uso das equagodes ( 3.23 ) e ( 3.24 ) nas
expressdes abaixo
Dx éu éu éu
— = — = — *n . — *n ( 3.26 )
Dt|medto 48X N|medto x 88| medio ‘
Dz éu du éu
— - — = — en - — *n ( 3.27 )
Dt|medio 482 dN|medio z d8imedio x
onde " n" e " n*" sdao os cossenos diretores da primeira
confiquragao.
Para atualizar as coordenadas { X, 2, U )
calcula-se entao
Dx
X . =X + At — ( 3.28 )
n n Dt|medio
Dz
z =z +At — ( 3.29 )
ne " Dt|medto
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Du
u oo=u + At — ( 3.30 )
n n Dt (medio

A figura 3.1 representa graficamente esta apresentagao
com respeito ao avango da coordenada " x " , podendo o mesmo
processo ser repetido para a coordenada " z " e o potencial

de velocidades " u " .

3.3 variacao do Passo no Tempo

A amplitude do passo no tempo " At " adotado no inicio
da resolugao do problema tem muita influéncia nos resultados
que serao obtidos na integragao no tempo .

Para estudo da propagagao de ondas foram adotados trés
casos em relagdo a variavel " At " . Todos sinalizados
através de varidveis lidas no arquivo de entrada do programa
no inicio da operagao.

O primeiro implica em ndo haver nenhuma mudanga no
" At " independente de qualquer resultado obtido .

O segundo autoriza , ou nao, que a cada passo no tempo
" At " assuma um valor fornecido pelo monitor do programa .
Este valor pode ser maior ou menor que o anterior dependendo
das conveniéncias e deve estar registrado em um arquivo,
para que o computador possa lé-lo a cada "loop" no tempo .

O terceiro autoriza o programa a automaticamente redu-
zir o " At " a 90% do seu valor cada vez que uma das expres-

soes abaixo seja verdadeira :

nma(tempo(i)) - nma(tempo(i-1))
100,0 * > % ( Anma )
nma(tempo(i-1))

max

( 3.31 )
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et(tempo(i)) - et(tempo(i-1))
100,0 * > % ( Aet )
et (tempo(i-1)) max
( 3.32 )
sendo
% (Anma) e %(Aet) limites de variagao maxima do
max max

nivel médio da Aqua e da energia total, respectivamen-
te . Sao dados fornecidos no arquivo de entrada do
programa, ao iniciar a operagdo . Seus valores variam
entre 0,0 e 100,0 .

A velocidade também pode ser usada como um novo
parametro para estimar valores de " At ", porém isto nao foi
feito neste trabalho. Todos os critérios para este fim devem
ser objeto de estudo mais aprofundado .




4. ALGUNS CONCEITOS BASICOS DE MECANICA DOS FLUIDOS



64

4.1 Introducao

Em 1904 Prandtl desenvolveu o conceito de camada
limite. Esse conceito fornece uma ligagdo importante entre
escoamento de fluido perfeito e de fluido real. Escreveu éle
que " para fluidos de viscosidade relativamente pequena, o
efeito do atrito interno é apreciidvel somente numa regiao
estreita contornando as fronteiras do fluido ". Desta
hipétese, o escoamento externo a regido estreita perto das
fronteiras sélidas pode ser considerado como ideal ou
potencial. Para escoamentos de fluido incompressivel, nos
quais a camada limite se mantém delgada, os resultados
obtidos com fluido perfeito podem ser aplicaveis aos
escoamentos -de fluido real com um grau de aproximagao
satisfatério.

Um escoamento de fluido perfeito deve obedecer as
sequintes condigdes :

1. Equagao da Continuidade ( condigdo de INCOMPRESSIBILIDADE
do fluido ) :

av av
L+ —Z2=0 ( 4.1 )
ax az

2. A Segunda Lei de Newton do movimento em todos os pontos e
em todos os instantes.

3. Nao haver nem penetragdo ( hipétese da IMPENETRABILIDADE)
nem formagao de espagos vazios entre o fluido e uma
fronteira sélida.

Se, além das condigdes 1, 2 e 3, for feita a hipdtese
do movimento ser IRROTACIONAL, o movimento resultante
assemelha-se bastante ao de um fluido real de baixa
viscosidade externamente a camada limite.

Usando as condigdes acima, a aplicagdo da segunda lei
de Newton a uma particula de fluido conduz a equagao de
Euler que, Jjuntamente com a hipétese de movimento
irrotacional, pode ser integrada para se obter a equagdo de
Bernoulli.
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4.2 Equacao de Bernoulli

Aplicando a Segunda Lei de Newton a um elemento de
fluido infinitesimal de largura unitdria, como mostra a

figura 4.1, na diregao X, tem-se

[ p - p + ;E dx ]} dz + fxp dx dz = p a dx dz ( 4.2 )
sendo

p = pressdao agindo sobre a face normal ao eixo "X"

fx = forga de corpo por unidade de massa na diregao "X"

o) = massa especifica de fluido, aqui considerada

constante
a = aceleragao do elemento infinitesimal na diregao "X"
Dividindo a &equagao ( 4.2 ) por um volume

infinitesimal de largura unitaria " dx dz " obtém-se a

equagao do movimento na diregao " X "

ap
- ;; + p fx =p a ( 4.3 )

e de modo semelhante a equagao do movimento na diregao "2"

ap
- — +p fz =p a, ( 4.4 )
az
As expressdes ( 4.3 ) e ( 4.4 ) sdao também conhecidas

como a "Lei de Newton de Conservagdo de Momentum".

A férga de corpo agindo sdbre uma particula, neste
estudo, é a conhecida gravidade terrestre, para a qual
adota-se o sentido negativo do eixo " Z ". Para estudar o
movimento de onda tipo "sloshing" em tanques haveria ainda a
necessidade de acrescentar as aceleragdes do tanque nas

diregbées " X " e " Z " ( ver referéncia (4] ).



66

,Zs
dx
< o
X

Figura 4.1 - Pressdo agindo sobre um elemento de fluido de

ldrgura unitdria.

crista

Figura 4.2 - Descri¢do geometrica de um problema de escoa -
mento de fluido em uma regido "R" circundada pelo contorno

r=RMuU QUBUR.
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A derivada material aplicada as velocidades nas

diregdes " X " e " Z " fornece
Dv av av av
X X X X
a = = +v + v ( 4.5 )
Dt 4t * ax 8z
Dv av av av
z z z z
a = = + v + v (4.6 )
Dt &t * ax * 8z
As equagdes ( 4.3 ) e ( 4.4 } estdao na forma
Lagrangeana. Dividindo-as por " p " e substituindo * a" e

" a" pelas equagbes ( 4.5 ) e ( 4.6 ) obtém-se as equagdes

de Euler

1 ap avx avx avx
———+fx=—+vx +vz— ( 4.7 )

p 8x at ax az

1 ap avz avz avz
---——+fz=—+vx +vz— ( 4.8 )

p 9dz at ax dz

as quais governam o escoamento de um fluido nao viscoso e

incompressivel.
Neste estudo de onda na &agua o escoamento é

considerado irrotacional, ou seja,

av av av av

X z X z
= ou ——— - =0 ( 4.9 )

dz ax dz ax

o que permite afirmar a existéncia de uma fungdo POTENCIAL
DE VELOCIDADE " u " assim definida

au
—_ =V ( 4.10 )
as 8

tal que sua derivada em relagao a qualquer diregdo é a
componente da velocidade nessa diregao, a menos do sinal.
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Exemplo @

du du
— =V e — =v ( 4.11 )
ax 8z z
Pode-se integrar as equagdes de Euler ( 4.7 )} e
( 4.8 ) apbés substituigdo de " v" e " v" por seus

valores derivados do potencial de velocidade em { 4.11 )
obtendo desta forma a equagdo de Bernoulli

du 1 du 2 du 2 p
—+—[—]+L—]+——fx-fz=c ( 4.12 )
a2 ax az P % z
onde

fx = zero

fz = aceleragao da gravidade ( ~g )

C = constante de integragao, que pode ser considerada

igual a zero, sem causar efeito no movimento do

fluido. Neste trabalho C = zero .

du
Substituindo " — " da equagao ( 4.12 ) na derivada
at
material do potencial de velocidade " u " dado na equagao
( 4.13 ) abaixo
Du ou du , 2 du 2
_=_+[_]+(_] ( 4.13 )
Dt it ax dz

obtemos a Equagao de Bernoulli na forma Lagrangeana

Du 1 du 2 du , 2 p
_= - [ — ] + [ — ] -=—+f x+ £ =z ( 4.14 )
Dt 2 ax 82 p * z

Neste estudo nado foi introduzido um termo de perda de
carga devido a viscosidade " - pu " a direita da equagao
( 4.14 ) como alqumas vezes é feito por motivo de que aqui

éle nao é expressivo.
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4.3 Equagio de Laplace

Substituindo as equagdes da velocidade em um campo
potencial ( 4.11 ) na equagdo da continuidade { 4.1 )
obtém-se a Equagado de Laplace

5 du d'u
ax®  az®
Qualquer fungdo " u " que satisfaga a equagado de

Laplace representa um movimento irrotacional possivel. Como
ha um nimero infinito de solugdes da equagdao de Laplace,
cada qual satisfazendo certas condigées de contorno, o
principal problema é determinar a fungdo apropriada a cada

escoamento em particular.

4.4 Condigaes de Contorno do Escoamento de Fluido

Para que a resolugao de um problema de escoamento de
fluido transiente regida pela equagao de Laplace apresente
uma solugdo udnica é necessadrio definir as condigdes de
contorno. Estas sdo as condigdes cinemdticas, que definem a
geometria do movimento, e as condigdes dinamicas que
estabelecem as causas do movimento.

Neste trabalho a geometria tipica que contorna o
fluido terad as caracteristicas vistas na fiqura 4.2 .

4.4.1 condicoes de Contorno Cinematicas

Atendendo a hipétese de impenetrabilidade prevista
para o escoamento de um fluido perfeito na segao 4.1,

devemos ter em uma fronteira sélida " Pi " uma velocidade
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normal
odu
on
Mais a frente esta condigdo serd aplicada em " r.-

da figura 4.2 ao ser desenvolvida uma onda linear.

As fronteiras " Fa" e " F4" nao sao paredes quando
usamos o artificio de truncagem da onda em um comprimento de
onda e as condigdes de contorno sao tais que :

1. O Potencial de velocidades em " Fa" é igual ao de
" T,

2. A velocidade normal em " r" é igual a de " r." com
o sinal trocado ;

As fronteiras " P;‘ e " F:’ podem ser paredes se
for aplicado o problema a um batedor de ondas.

A superficie " Fa" é livre contato entre a dgqua e o
ar.

Na superficie " r." . desprezando o termo convectivo
ndao linear ( ver Azevedo [4] ) obtém-se as seguintes
igualdades

Dx ou
Dt ox
( 4.17 )
Dz ou
Dt oz
A condigdo ( 4.17 ) informa que as particulas da

superficie permanecem na superficie ao 1longo do tempo,
garantindo que o acompanhamento destas particulas permita
atualizar a posigado da superficie livre ao longo do tempo e
conseqﬁentemente do restante do dominio de fluido ( ver
Fabricio [5] ).
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4.4.2 Condicao de Contorno Dinamica

A condigdo de contorno dindmica é dada pela equagdo de

Bernoulli, dada na expressdao ( 4.14 ). Como a udnica foérga de

corpo atuante é a gravidade assume-se que " fx =0 " e
" fz= -g " obtendo-se entao
p du 1 du |2 du 42
- +gz+—+ - [ — ] + [ — =0 ( 4.18 )
p at 2 ax az

Considerando-se que a pressdao atmosférica atuaréd por
igual na superficie " Fs" da fiqura 4.2, nao alterando os
valores da velocidade das particulas, adotar-se-a neste
trabalho " p = 0 ", fazendo com que a condigdao de contorno
dindmica fique igqual a

éu 1 éu , 2 du , 2
gz+—+—[—]+[—] =0 ( 4.19 )
ot 2 ox oz

Observa-se que esta condigdo de contorno nao é linear
por dois motivos :

l. Os termos da velocidade estdao elevados ao quadrado;

2. A cota " z " da superficie livre depende do
potencial de velocidades " u " e éste ainda nao é conhecido;

4.5 Energia Potencial

A energia potencial de uma coluna infinitesimal de
dgua em relagdo ao nivel de &agua em repouso ( ver figura
5.1 )} é& igual ao trabalho que a massa dessa coluna,
concentrada no seu centro de gravidade, executaria para se
deslocar do centro de gravidade ao nivel de referéncia .

Energia Potencial = Trabalho = Massa X Aceleragao X Espago
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1
=—-pg Cz dx ( 4.20 )
2

(Cdxp ) g

<
dE = dm g -
P 2

N | oy

A contribuigdo dessa energia elementar ao longo de um

comprimento de onda " A " seria
P g (r
E = — ¢ dx ( 4.21 )
P 2 Jo

A energia potencial de uma onda linear pode ser obtida

por [4] :

P g a? a
P 4

E

( 4.22 )

A energia potencial de uma onda qualquer pode ser
normalizada pela energia potencial de uma onda linear
dividindo a primeira pela segunda

[ E, ]n = a:;\ J: ¢? dx ( 4.23 )

Em unidades adimensionais a equagao ( 4.23 ) fica

(Ep]na=—2—r§2dx ( 4.24 )

4.6 Energia Cinetica

A energia cinética de uma massa infinitesimal de
fluido vista na figura 5.1 movendo-se a uma velocidade
" V" em relagdo ao fundo fixo é dado por [4]
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1 1
dE = —dm V° = — p dx dz V° ( 4.25 )
c
2 2
Para um fluido irrotacional essa expressao pode ser
reescrita em termos do potencial de velocidades " u " e
integrada sobre um dominio discretizado " Q " . Dard , para
um comprimento de onda " A " , a seguinte expressao para a

energia cinética :

1
E =-—p | ( vu)? da ( 4.26 )
c 2 Q

Usando a primeira identidade de Green e considerando o
escoamento regido pela Equagao de Laplace [4] a energia

cinética pode ser obtida por :

1 du
Ec =-9p § u — dar ( 4.27 )
2 ' 6n

A energia cinética e a energia potencial de uma onda

linear sao dadas pela mesma expressao :

P g a® a

E =E = — ( 4.28 )
c P 4

A energia cinética de uma onda pode ser normalizada
pela energia cinética de uma onda 1linear dividindo a
primeira pela segunda

2 du
{ Ec)n = — %ru g— dr ( 4.29 )
n

a’ g A

Escolhendo a aceleragdo da gravidade como uma acelera-
gado caracteristica e o comprimento de onda como um compri-
mento caracteristico pode-se obter para a expressao ( 4.29 )}
a energia cinética normalizada em unidades adimensionais
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( E)

1]
NIN

Ju
u-— dr ( 4.30 )
" &n

[+

4.6 Energia Total

A energia total é simplesmente a soma da Energia
Potencial com a Energia Cinética

(B ),=CE ), + (E ) ( 4.31 )

t na na

4.7 Nivel Medio da ﬂgua

O Nivel Médio da Agua deve permanecer constante em
qualquer tempo para um fluido incompressivel. Encontra-se
seu valor calculando a area do dominio dentro de um compri-
mento de onda e dividindo este por um comprimento de onda

( ver figura 5.1 )
1 ra
nma = - z dx ( 4.32 )

A integral de ( 4.32 ), no programa base desta tese, foi
realizada por Quadratura de Gauss, percorrendo a linha de

superficie por um comprimento de onda .




5. ALGUNS CONCEITOS BASICOS DE ONDAS GRAVITACIONAIS
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5.1 Introdugao

Ondas de gravidade ou "water waves", de acordo com Le

Mehauté [9], sdo movimentos nao estacionarios de fluido em
presenga de superficie livre sujeitos a agdo de forgas
gravitacionais.

Diz-se que uma onda é progressiva quando seu perfil

movimenta-se horizontalmente em relagdao a um referencial
fixo. Exemplo : Onda solitaria . Caso contrdrio é chamada de
onda estacionaria. Exemplo : "sloshing" em tanques ( ver
Azevedo [4] ).

As particulas de agqua movem-se normalmente
diferentemente do perfil da onda. Considerando o movimento
da onda em um plano diz-se que a onda é longitudinal se a
particula move-se s6 horizontalmente e transversal quando as
particulas movem-se sé verticalmente. Para ondas oceanicas
de superficie com pequena amplitude e grandes profundidades
o movimento das particulas é eliptico.

Como visto na segdo 4.4.2 o tratamento analitico da
onda € muito dificil, a menos que se adote hipéteses
simplificadoras.

Diferentes simplificagdes da teoria de onda foram
desenvolvidas possibilitando a andlise do fendmeno.

As hipéteses simplificadoras mais usadas assumem que a
onda é bidimensional, peridédica no tempo e no espago e o
nivel da aqua em repouso é constante . Estas consideragdes
fazem com que o perfil da onda permanega imutdvel para um

observador que viaje com a mesma velocidade ( celeridade )

da onda.

O estudo da onda envolve o cdlculo de trés incégnitas:
a elevagao da superficie livre, o campo de velocidades e o
campo de pressoes.

HA trés parametros da onda que informam a importancia
da aceleragao convectiva em relagdo a ageleragao local e da
inclinagdo da superficie 1livre, 1isto é, indicardo a

importancia dos termos nao lineares. Estes sao :
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altura da onda

A = comprimento da onda
d = profundidade local
Em Aquas profundas, pequenos " H/d " e "a/d ", o
parametro mais significativo é "H/A" , que é chamado

declividade da onda. Em aguas rasas a altura relativa "H/4"
torna-se o principal parametro.

Entre estas duas configuragdes tem-se o que se chama
de aquas intermediarias. Neste caso o parametro mais signi-
ficativo & o nimero de Ursell " ( Ha® ) / &° .

De acordo com as relagdes " H/A " , " H/d " e " A/d "
distingue-se trés métodos de solugdes : através da
linearizagdo do problema, da utilizagdo de séries de
poténcia ( ver referéncia [10] ) e métodos numéricos.

O presente trabalho aborda a solugdao do problema

através de métodos numéricos.

5.2 onda Linear

-~

Aqui os termos devidos a aceleragdo convectiva e a
inclinagdo do perfil da onda sao despreziveis. Esta teoria
representa bem uma onda de pequena amplitude e pequeno
comprimento de onda em &guas profundas, ou seja, pequenos
" H/A ", " Hd" e " A/d ". Na pratica ela representa
corretamente o fenémeno fisico para " H/A < 0,02 " .

Neste caso a formulagao do problema é dada por :

Vzu(x,z,t) =0 em Q ( 5.1 )
8¢ 3u
—_— = — =0 em 2z =d ( 5.2 )
at az

du
g+ —=0 em 2z =4d ( 5.3 )

at



' fundo | qr

e v
X

Figura 5.1 - Representacdo de um periodo de onda linear.

Figura 5.2 - Onda Linear Progressiva.
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du
— =20 em 2 =0 ( 5.4 )
dz

onde =2-d.

As condigdes cinemdticas e dindmicas poderdo ser
fundidas numa Wdnica equagao ( 5.5 ) se for derivada a

equagao (5.3) em relagao ao tempo e se nela for substituida

a¢
" — " da expressdo ( 5.2 ) :
ot
du 8%u
g—+—=0 em z =4d ( 5.5 )
8z g2

5.3 Ondas Progressivas

Uma solugao geral para a Equagao de Laplace ( 5.1 ),
satisfazendo as condigdes de contorno da superficie livre
( 5.5 ) e do fundo ( 5.4 ), pode ser obtida se for
considerada a onda periédica e se for aplicada a solugao por

separagdo de variaveis. Assim é encontrada a formulagao do
potencial de velocidades

ag cosh ( kz )

(=]
n

sen (( k x -Wt) ( 5.6 )
W cosh ( kd )

e da cota da superficie livre
z=d+ onde =acos (kx-Wt) ( 5.7 )

Maiores detalhes sobre esta dedugao podem ser obtidos
em Azevedo [4].

As varidveis em aprego podem ser reconhecidas na
figura 5.2 e sdao assim definidas :

d = nivel da dgua em repouso. Assume~se constante ;
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H = distancia vertical entre a crista e o cavado da
onda ;
a = semiamplitude ; distancia entre a crista e o

nivel da Agua em repouso. Para a onda linear é
" B/2 " ;
A = comprimento de onda, ou seja, a distancia
horizontal entre duas sucessivas cristas de onda
T = periodo de onda ou o intervalo de tempo medido
entre a passada de duas cristas sucessivas da

onda por um ponto fixo ;

A W
c = celeridade da onda = - = — ( 5.8 )
T k
2 m
W = — ( 5.9 )
T

frequéncia angular, varidvel usada por ser mais

conveniente que "t" ;

n .
k = ——, nimero de onda, varidvel usada por ser mais
A
conveniente que "A" ;

angulo de fase ;

Assume-se também nesta teoria que ndo ha& nenhum corpo
no fluido.

Como essas ondas progridem com a celeridade " c " e
sao de forma permanente podemos substituir a varidvel " x "
por " x - ct " onde "t " é o tempo que as outras

varidveis responderdo com um dnico valor.

Substituindo a equagdo ( 5.6 ) na equagao ( 5.5 ) o
potencial estd sendo forgado a satisfazer as condigdes
cinemdticas e dinamicas da superficie livre em " z =d " e
assim é obtida a relagdo de dispersdao ( W ) linear para

ondas bidimensionais em dguas de profundidade constante
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2

W =g k tanh ( k d ) ( 5.11 )

Dependendo do valor da profundidade relativa " d/a " é

possivel fazer certas simplificagdes baseadas no

comportamento assintético da fungdo " tanh " . Costuma-se
entdo montar a sequinte classificagédo :

l. Ondas em Aquas rasas : d/a < 0.05

2. Ondas em aguas intermediarias : 0.05 < d/a < 0.5

3. Ondas em aguas profundas : d/a > 0.5

5.4 Ondas em iguas Intermediarias

As expressdes obtidas na segdo 5.2 devem ser usadas

sem simplificagbes para agquas intermediéarias.

As componentes da velocidade da particula

éu au
vV = — e v = —
ax 8z

podem ser obtidas derivando o potencial de velocidades
({ equagao ( 5.6 ) )

ag cosh ( kz )

v = cos ((kx-Wt) ( 5.12 )
X W cosh ( kd )
ag senh ( kz )

v = sen (( kx -Wt) ( 5.13 )
z W senh ( kd )

5.5 Oondas em ﬂguas Profundas

Para profundidades de d4gua ( d ) maiores que a metade
do comprimento de onda a influéncia do fundo sdébre a onda é
desprezivel e expressdes de profundidade infinita podem ser
usadas
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kd

e
senh ( kd ) = cosh ( kd ) & — ( 5.14 )
2
tanh ( kd ) = 1 ( 5.15 )
cosh ( kz ) senh ( kz )}
=~ x ekfzd) _ K¢ ( 5.16 )
cosh ( kd ) senh ( kd )
cosh ( kz )
g gk (2 ) o k¢ ( 5.17 )
senh ( kd )
Substituindo a equagao ( 5.16 ) em ( 5.6 ) obtemos o
potencial de velocidades em aquas profundas
agqg k(z~-d)
u=—3=.-e sen (( k x - W t) ( 5.18 )
W

A elevagao da superficie livre continua a mesma, ou

seja
z=d+ ¢ onde =acos (kx-Wt) ({ 5.19 )

Substituindo a equagdo ( 5.15 ) na equagao ( 5.11 )
obtemos a relagdo de dispersao ( W ) para aquas profundas

W =gk ( 5.20 )

As componentes da velocidade da particula podem ser
obtidas pela substituigdo das expressdes ( 5.16 ) e ( 5.17 )

nas equagodes ( 5.12 ) e ( 5.13 )

ag k(z~-d)
V = —— e cos (kx~-~Wt) ( 5.21 )
X
W
adg k(z-d)
VvV = —— e sen (( k x - Wt) ( 5.22 )
z
W
Comparando as equagdes ( 5.21 ) e ( 5.22 ) com a

cota da superficie livre ( 5.19 ) observa-se que "v " é um
X



82

médximo na crista e no cavado. Na crista a velocidade é
positiva, na mesma diregdo de propagagdo da onda, e na cava
o escoamento é€ na diregao oposta.

A velocidade "vz" é maxima onde " { = 0 ", subindo
e descendo com a superficie livre.

Dentro da precisdao da teoria linear, a particula do
fluido move-se em pequenos circulos orbitais proporcionais a
amplitude da onda.

5.6 ondas em Aguas Rasas

Quando a profundidade relativa " d/A " é menor que
0,05 entdo " kd " & menor que n/10 e podemos entdo fazer
as seguintes simplificagdes nas expressdes de altura

intermedidria :

cosh ( kz ) 1

= ( 5.23 )
senh ( kd ) kd
senh ( kz )} C

g ]l + —— ( 5.24 )
senh ( kd ) d
senh ( kd ) = tanh { kd ) = kd ( 5.25 )
cosh ( kd ) =1 ( 5.26 )

Quando o comprimento de onda é muito maior que a
altura as ondas em Aguas rasas sdo algumas vezes referidas

como ondas longas.
0 potencial de velocidades para 4&gquas rasas

[}

encontrado pela substituigdao das expressdes ( 5.23 )
( 5.26 ) na equagao ( 5.6 ) resultando em

ag
u = — sgen (kx-Wt) ( 5.27 )
W

A elevagao da superficie livre permanece a mesma
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z=d+ ¢ onde {=acos (kx-Wt) ( 5.28 )

A relagado de dispersao ( W ), apdés simplificagao dada

pela equagédo ( 5.25 ), fica assim
W = g kd ( 5.20 )

O comprimento de onda em &guas rasas é

A=T ‘g dl ( 5.21 )

o que mostra ser fungdo do periodo e decresce com a altura.

As velocidades "Vx" e “v;' das particulas sao
obtidas pela substituigdo das equagdes ( 5.23 ) e ( 5.24 )
nas equagdes { 5.12 ) e ( 5.13 ) resultando

ag
v = — ©cos (kx-Wt) ( 5.21 )
X W
ag ¢
v = — 1 + - sen (( kx -Wt) ( 5.22 )

0 que mostra que a velocidade horizontal é constante,
enquanto a velocidade vertical decresce linearmente com o

incremento de altura.

5.7 oOndas Nao Lineares

A teoria da onda linear fornece uma aproximagao de
primeira ordem para os Problemas de Valor Inicial e de Valor
de Contorno para ondas gravitacionais nao lineares. Essa
aproximagao é aceitdvel para pequenas amplitudes.

Para essas ondas, a 6rbita das particulas é fechada
e a forma do perfil da superficie é senoidal com uma inica

componente de frequéncia. A aproximagdo linear é aceitéavel
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para ondas com razao " H / A < 0,02 " . Quando este limite
é ultrapassado, os efeitos nao lineares sao importantes,
e entdo had necessidade de se empregar teorias nao lineares
ou métodos numéricos.

As teorias nado lineares nao serao aqui abordadas, mas
trés delas, conhecidas como onda de Stokes, onda Cnoidal e
onda Solitaria, podem ser apreciadas nas referéncias [4] e
[10].




6. ASPECTOS COMPUTACIONAIS
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6.1 Introducao

Serd visto neste capitulo quais foram os recursos
computacionais em "hardware" e "software" utilizados para
desenvolver o programa computacional que testou as diversas
hipéteses fisicas e matematicas apresentadas ao longo deste
trabalho, sobressaindo-se entre essas a Equagao de Laplace,
o Método dos Elementos de Contorno, a Quadratura Gaussiana,
o Método de Resolugdo de um sistema de equagdes por Gauss-

Jordan e o Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem .

6.2 Linguagem de Programagio

Foi utilizada para o desenvolvimento desta Simulagao
Numérica a linguagem de programagdo " C " . E uma linguagem
moderna e tem futuro promissor por permitir que o seu
Usudrio utilize recursos do mais baixo ao mais alto nivel da
maquina que opera.

6.3 Ambiente de Programacao

O UNIX foi o ambiente de Programagao utilizado para o
desenvolvimento do Programa desta Simulagao Numérica. Ele
foi escolhido porque é o ambiente implantado na Estagao SUN
do Laboratério de Computagdo da Engenharia Civil/COPPE. Ele
tem a vantagem de utilizar todos os recursos de meméria do
Computador no qual éle esta implantado como também, sendo
padronizado, permite, em principio, migrar programas entre

maquinas de diferentes fabricantes.
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6.4 Equipamento Utilizado

Os equipamentos utilizados para desenvolver o programa
para verificagdo das idéias contidas nesta tese foram as
Estagdes SUN modelo SPARC station 1+ e 2. A SUN possui uma
Unidade Central de Processamento constituida de um micropro-
cessador 68 000 da Motorola. Acoplado a esta CPU ha um
Monitor de Video Colorido de alta resolugao.

A estagdo SUN estd provida de excelentes programas de
gerenciamento de edigdo como por exemplo o "Openwindow" que
permite ndo s6 editar e processar varios programas ao mesmo
tempo como também expor telas graficas. Este dltimo recurso
possibilita acompanhar o desenvolvimento gréafico de um
problema que esta sendo rodado. Também estad implantado o
"Xwindow", que é um excelente instrumento para montar

graficos.

6.5 Programacao Estruturada

A programagao foi dividida em um grande nimero de
médulos de forma a ter flexibilidade e possibilitar troca de
fungdes por outras mais otimizadas .

6.6 Recursos Graficos

Foi desenvolvido um programa grafico utilizando os
recursos do sistema "Xwindow" para permitir ao programador
acompanhar o desenvolvimento das fronteiras méveis durante a
execugao do programa, sem interromper sua execugao.

A dnica dificuldade apresentada é que as Estagdes SUN
usadas encontram-se desligadas de impressoras, o que
impossibilitou anexar cépias destes graficos neste trabalho.
Os graficos apresentados foram obtidos com o uso de um
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microcomputador tipo PC, com o programa "Grapher" e uma
impressora Emilia/ PC.

6.7 Tempo de Processamento

O tempo real gasto para rodar o programa em pauta,
para um contorno com 40 elementos isoparamétricos quadrati-
cos e 83 nés, foi o seguinte : 1 minuto e 32 segundos .
A distribuigdo do tempo é a seguinte :

Montagem do Sistema de Equagdes Algébricas lineares

teesesssccsssssssssssssssccssssssssesss 20 segundos ;

Resolugao do Sistema de Equagdes pelo Método de Gauss-

Jordan c.ccceecccsccssscccsssccsssccsssses3 Segundos ;

Resolugao completa através do Método de Runge-Kutta de

Quarta Ordem (4 X (20 +3 ) )= 1 minuto e 32

segundos ;

6.8 Entrada e Saida de Dados

Os diversos dados de entrada para orientagao do
programa estdo em arquivos independentes. Desta forma o
Usudrio utiliza o programa sem mudar sua estrutura e sem
realizar a compilagdo a cada troca de dados.

Os dados de saida referentes aos pontos que formam a
fronteira do dominio estao dispostos de tal forma no arquivo
de saida que podem ser lidos por um programa grdfico para
serem desenhados na tela do video, mesmo durante a execugao
do programa principal. E o caso das coordenadas dos Pontos
do Contorno, do Nivel Médio da Aqua, da Energia Cinética, da
Energia Potencial e da Energia Total, todos a cada nivel de
tempo .
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6.9 Controle de Recursos Matematicos

O Programa foi montado de forma a permitir que certas
fungdes sejam ou nédo utilizadas, com orientagdo deste fluxo
dado no arquivo de entrada de dados. Isto permite que se
compare resultados obtidos com ou sem algum recurso
matemdtico. Também possibilita a comparagdo de resultados
deste programa com outro que possua somente um ou mais
recursos aqui existente. Por exemplo, é possivel que o moni-
tor do programa escolha um nimero adequado de pontos para a
integragao de Gauss de todos os elementos ou mesmo que deixe
0 programa selecionar automdticamente o melhor nimero de
pontos para a integragdo de cada elemento do contorno. Para
conhecer como é poderosa a integragdo que utiliza a
transformagao de terceiro grau para o elemento singular
basta resolver o mesmo problema com e sem esta opgao. Assim
pode ser feito com a corregdao do nd central, com a
integragao em dois trechos para o elemento singular, com a
escolha do ponto do elemento quase-singular que esteja mais
proximo do ponto de colocagdo e com o equilibrio de

velocidade .




7. APLICAGOES
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7.1 Introdugao

Neste capitulo serao abordados 3 tipos de problemas. O
primeiro, correspondente a aplicagdo mais simples, tem por
finalidade demonstrar o uso da ferramenta matematica
desenvolvida, a solugdao de um Problema de Valor de Contorno
através do uso do Método dos Elementos de Contorno. As
diversas técnicas implementadas no programa desenvolvido
estao comentadas no capitulo 2. Estes problemas com suas
solugdes serdo descritos na segdo 7.2 .

O segqundo problema corresponde a verificagdo do
funcionamento de um Problema de Condigao de Contorno
sucedido por um Problema de Valor Inicial, este dltimo tendo
sido solucionado pelo Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem
o qual foi explanado no capitulo 3. Esta situagdo esta
montada para propagar uma onda linear e serd explanada na
segao 7.3 .

O terceiro problema corresponde a propagagdo de uma
onda nao linear, com procedimento semelhante ao da onda
linear, porém com amplitudes crescendo para cada um dos 4
casos apresentados. Esta aplicagdo tem ponto maximo na
verificagdo de uma onda rebentando. Esta aplicagao sera
abordada na segao 7.4 .

Em todos os casos acima a evolugao no tempo sera
considerada através de uma formulagdo mista Euleriana-
Lagrangeana. As unidades dos problemas contidos nas segdes
7.3 e 7.4 foram adimensionalizadas fazendo o comprimento de
onda " A " igual a uma unidade de comprimento, a aceleragao
da gravidade "g" igual a uma unidade de aceleragao e a
massa especifica de fluido " p " igual a uma unidade de

massa especifica.

7.2 Problemas de Valor de Contorno Solucionados pelo
Metodo dos Elementos de Contorno
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Este exemplo tem um dominio quadrado com lados de 2,0
unidades de comprimento e a fungao potencial de velocidades
prescrita " u = 2,0 - x ". Seus valores discretizados estéo
na tabela 7.2.1. A solugdo analitica da velocidade é dada
por " 8u/éx = -1,0 e 8u/éz = 0,0 " e seus valores discre-
tizados também estao na tabela 7.2.1. O contorno foi
dividido em quatro elementos e ndo héd elemento com colocagéo
nao nodal nos cantos, o que faz com que os resultados do
fluxo nos cantos seja calculado por uma média entre os néds
de dois elementos vizinhos. Ai a velocidade normal obtida
pelo MEC apresenta diferenga de até 13% da solugdo analiti-
ca. A tabela 7.2.1 apresenta as coordenadas dos nés, a velo-
cidade " v " calculada analiticamente e pelo MEC e os valo-

res das fungdes ja citadas acima.

Tabela 7.2.1 - Problema Ml . Dados e Resultados .

(e) = esquerda; (d) = direita; (m) = média
N6 x z u(dado)
v(analitico) v (MEC)
1 0,0 0,0 2,0
1,0(e) 0,0(d) 0,5(m) 0,433 097 425 469
2 1,0 0,0 1,0
0,0 0,0
3 2,0 0,0 0,0
0,0(e) -1,0(d) =-0,5(m) -0,433 097 425 469
4 2,0 1,0 0,0
-1,0 -1,057 919 404 204
5 2,0 2,0 0,0
-1,0(e) 0,0(d) =-0,5(m) -0,433 097 425 469
6 1,0 2,0 1,0
0,0 0,0
7 0,0 2,0 2,0
0,0(e) 1,0(d) 0,5(m) 0,433 097 425 469
8 0,0 1,0 2,0

1,0 1,057 919 404 204
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7.2.2 Exemplo M2

Este exemplo tem o mesmo dominio e potencial de velo-
cidades que o anterior, porém agora o contorno recebe
elementos com colocagadao ndo nodal nos cantos . Havera entéao
12 nés e 4 elementos . A figura 7.2.2 mostra as condigdes
geométricas e as condigdes de contorno. A tabela 7.2.2 da
detalhes maiores dos dados e informa os resultados obtidos.
Observa-se aqui, devido a colocagdo ndo nodal nos cantos,
que os resultados ficaram bem melhores. O erro apareceu no

oitavo algarismo significativo.

Tabela 7.2.2 - Problema M2 . Dados e Resultados .

N6 X z u(dado)
v(analitico) Vv (MEC)

1 0,0 0,0 2,0
0,0 -0,000 000 153 299

2 1,0 0,0 1,0
0,0 0,000 000 000 068

3 2,0 0,0 0,0
0,0 0,000 000 153 267

4 2,0 0,0 0,0
-1,0 -1,000 000 227 955

5 2,0 1,0 0,0
-1,0 -1,000 000 081 368

6 2,0 2,0 0,0
-1,0 -1,000 000 227 305

7 2,0 2,0 0,0
0,0 0,000 000 149 475

8 1,0 2,0 1,0
0,0 0,000 000 001 430

9 0,0 2,0 2,0

0,0 -0,000 000 162 452
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10 0,0 2,0 2,0
1,0 1,000 000 231 706
11 0,0 1,0 2,0
1,0 1,000 000 081 771
12 0,0 0,0 2,0
1,0 1,000 000 228 954

7.2.3 Exemplo M3

Este exemplo tem o mesmo dominio e potencial de velo-
cidades que os dois anteriores ( u =2 - x ; du/éx = =1 ;
du/dz = 0 ; ). O contorno contém elementos com colocagao
nao nodal nos cantos . Foi dividido o contorno em 8
elementos e 20 nés. A figura 7.2.3 mostra as condigdes
geométricas e as condigdes de contorno. A tabela 7.2.3 da
detalhes maiores dos dados e informa os resultados obtidos.
Observa-se que a divisdo do contorno em um ndmero maior de
elementos trouxe piores resultados que o exemplo 7.2.2. Isto
mostra que o esquema de integragdo estd bom e que ao se
colocar mais elementos no contorno sé aumenta-se erros numé-

ricos.

Tabela 7.2.3 - Problema M3 . Dados e Resultados .

N6 x z u(dado)
v(analitica) v (MEC)

1 0,0 0,0 2,0
0,0 -0,000 000 194 457

2 0,5 0,0 1,5
0,0 -0,000 000 037 432

3 1,0 0,0 1,0

0,0 0,000 000 000 023



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

1,5

2,0

2,0

2,0

2,0

1,5

1,0

0,5

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
-1,0
0,5
-1,0
1,0
-1,0
1,5
-1,0
2,0
-1,0
2,0
0,0
2,0
0,0
2,0
0,0
2,0
0,0
2,0
0,0
2,0
1,0
1,5
1,0
1,0
1,0
0,5
1,0
0,0
1,0

0,000

0,000

-1,000

-0,999

-1,000

-0,999

-1,000

0,000

0,000

-0,000

-0,000

-0,000

1,000

0,999

1,000

0,999

1,000

000

000

000

999

000

999

000

000

000

000

000

000

000

999

000

999

000

037

194

310

994

275

994

309

194

037

001

035

210

316

995

275

994

310

95

0,5
479
0,0
530
0,0
059
0,0
787
0,0
344
0,0
773
0,0
953
0,0
137
0,5
624
1,0
163
1,5
596
2,0
167
2,0
081
2,0
422
2,0
718
2,0
857
2,0
244
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7.2.4 Exemplo M4

Este exemplo tem o mesmo dominio e potencial de velo-
cidade que os trés anteriores ( u =2 - x ; du/ex = -1 ;
du/dz = 0 ; ). O contorno contém elementos com colocagao nao
nodal nos cantos. Foi dividido o contorno em 16 elementos e
36 nés. A figqura 7.2.4 mostra as condigdes geométricas e as
condigdes de contorno. A tabela 7.2.4 da detalhes maiores
dos dados e informa os resultados obtidos. Observa-se que a
divisao do contorno em um nimero maior de elementos, como no

exemplo anterior, piorou os resultados.

Tabela 7.2.4 - Problema M4 . Dados e Resultados .

N6 X 2 u(dado)
v(analitica) V(MEC)

1 0,0 0,0 2,0
0,0 -0,000 000 202 207

2 0,25 0,0 1,75
0,0 -0,000 000 046 888

3 0,5 0,0 1,5
0,0 -0,000 000 024 688

4 0,75 0,0 1,25
0,0 -0,000 000 007 931

5 1,0 0,0 1,0
0,0 0,000 000 000 012

6 1,25 0,0 0,75
0,0 0,000 000 007 955

7 1,5 0,0 0,5
0,0 0,000 000 024 715

8 1,75 0,0 0,25
0,0 0,000 000 046 922

9 2,0 0,0 0,0

0,0 0,000 000 202 278
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11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

1,75

1,5

1,25

1,0

0,75

0,0

0,0

0,0
-1,0
0,25
-1,0

0,5
-1,0
0,75
-1,0

1,0
-1,0
1,25
-1,0

1,5
-1,0
1,75
-1,0

2,0
-1,0

2,0

0,0

2,0

0,0

2,0

0,0

2,0

0,0

2,0

0,0

2,0

0,0

2,0

0,0

2,0

0,0

2,0

0,0

2,0

1,0

-1,000

-0,999

-1,000

-0,999

-1,000

-0,999

-1,000

-0,999

-1,000

0,000

0,000

0,000

0,000

-0,000

-0,000

-0,000

-0,000

-0,000

1,000

000

999

000

999

000

999

000

999

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

99

0,0

307 763
0,0

982 205
0,0

263 826
0,0

915 837
0,0

262 875
0,0

915 835
0,0

263 822
0,0

982 197
0,0

307 738
0,0

202 303
0,25
046 948
0,5

024 735
0,75
008 002
1,0

000 096
1,25
007 721
1,5

026 994
1,75
043 206
2,0

233 603
2,0

319 724
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29 0,0 1,75 2,0
1,0 0,999 999 983 432
30 0,0 1,5 2,0
1,0 1,000 000 264 501
31 0,0 1,25 2,0
1,0 0,999 999 915 940
32 0,0 1,0 2,0
1,0 1,000 000 262 985
33 0,0 0,75 2,0
1,0 0,999 999 915 895
34 0,0 0,5 2,0
1,0 1,000 000 263 879
35 0,0 0,25 2,0
1,0 0,999 999 982 254
36 0,0 0,0 2,0
1,0 1,000 000 307 842

7.2.5 Exemplo M5

Este exemplo tem as condigdes geométricas dos
anteriores porém o potencial de velocidades é diferente e
estd indicado na figura 7.2.5 e tabela 7.2.5 . Este exemplo
mostra a solugdo de um problema com potencial parabdlico e
do qual temos uma solugao exata para comparar. Os resultados
piores diferem a partir da casa do sexto algarismo signifi-
cativo. O contorno foi dividido em 16 elementos e 36 nés.
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Tabela 7.2.5 - Problema M5 . Dados e Resultados .

N6 X 2z u(dado)
v(analitica) v (MEC)

1 0,0 , 0,0
, -0,000 000 001 594

2 0,25 ’ 0,062 5
’ -0,000 000 002 759

3 0,5 ’ 0,25
’ -0,000 000 005 791

4 0,75 ’ 1,25
’ -0,000 000 011 710

5 1,0 ’ 1,0
' -0,000 000 025 138

6 1,25 ’ 0,75
0,0 -0,000 000 043 492

7 1,5 0,0 0,5
0,0 -0,000 000 104 621

8 1,75 0,0 0,25
0,0 -0,000 000 190 421

9 2,0 0,0 0,0
0,0 -0,000 000 810 695

10 2,0 0,0 0,0
4,0 4,000 001 232 432

11 2,0 0,25 0,0
4,0 3,999 999 931 421

12 2,0 0,5 0,0
4,0 4,000 001 060 972

13 2,0 0,75 0,0
4,0 3,999 999 674 832

14 2,0 1,0 0,0
4,0 4,000 001 077 008

15 2,0 1,25 0,0
4, 3,999 999 705 970

16 2,0 1, 0,0
4, 4,000 001 168 785



17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

2,0

2,0

1,75

1,5

1,25

1,0

0,75

0,25

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

1,75
4,0
2,0
4,0
2,0

-4,0
2,0

-4,0
2,0

-4,0
2,0

-4,0
2,0

-4,0
2,0

-4,0
2,0

-4,0
2,0

-4,0
2,0

-4,0
2,0
0,0

1,75
0,0
1,5
0,0

1,25
0,0
1,0
0,0

0,75
0,0
0,5
0,0

0,25
0,0

4,000

4,000

-4,000

-4,000

-4,000

-3,999

-4,000

-3,999

-4,000

-3,999

-4,000

0,000

0,000

0,000

0,000

0,000

0,000

0,000

0,000

000

002

002

000

001

999

001

999

001

999

001

000

000

000

000

000

000

000

000

102

0,0

104 861
0,0

163 127
0,0

087 898
0,25
123 917
0,5

162 481
0,75
707 196
1,0

077 004
1,25
675 265
1,5

060 967
1,75
932 176
2,0

228 932
2,0

808 829
2,0

190 104
2,0

104 412
2,0

043 398
2,0

025 031
2,0

011 614
2,0

005 691
2,0

002 645
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36 0,0 0,0 2,0
0,0 0,000 000 001 383

7.2.6 Exemplo M6

A semelhanga do exemplo 5 este tem a mesma geometria,
porém a fungdo potencial de velocidade é diferente e seus
valores no contorno podem ser apreciadas na figqura 7.2.6 e
na tabela 7.2.6 . Neste caso ainda foi possivel obter
solugdes tedricas para a velocidade e esta foi comparada com
a solugao do MEC na tabela 7.2.6 . A solugdo do MEC difere
da analitica a partir do sequndo algarismo significativo.
O valor do potencial aproximado s6 até a sexta casa decimal
contribuiu para isto. O contorno tem elementos com colocagéao
nao nodal nos cantos. O contorno foi discretizado em 16

elementos e 36 nés.

7.2.7 Exemplo M7

A geometria deste exemplo é a mesma do anterior. O
potencial de velocidades tem a forma de uma onda senoidal
"u=20,2s8en ( Ix ) " e seus valores estdo discretizados na
figura 7.2.7 e também na tabela 7.2.7 .Este exemplo foi
montado para ser comparado seus resultados com aqueles
obtidos com o exemplo M9. Este dltimo utiliza somente 19
nés . O MEC utiliza neste caso uma fungao que rebate o ponto
fonte considerando a simetria da figqura em relagdo a um eixo
horizontal que passa nos nés 14 e 32 da fiqura 7.2.7a . Esta
simplificagdao foi utilizada para rodar os exemplos de ondas
gravitacionais sem discretizar o fundo, o que simplifica o
trabalho e reduz o tempo de montagem e solugdo do sistema de
equagdes. A discretizagdo dividiu o contorno em 16 elementos
e 36 nés. Os resultados obtidos pela resolugdo do MEC estao
na tabela 7.2.7 .
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Tabela 7.2.6 - Problema M6 . Dados e Resultados .

N6 x z u(dado)
v(analitica) Vv (MEC)

1 0,0 , 0,0
, -0,160 928 420 609

2 0,25 , 0,015 625
' 0,016 206 930 653

3 0,5 ’ 0,125
’ -0,011 846 745 525

4 0,75 ’ 0,421 875
, 0,000 679 801 788

5 1,0 , 1,0
' -0,000 000 075 407

6 1,25 0,0 1,953 125
0,0 -0,000 679 967 380

7 1,5 0,0 3,375
0,0 0,011 846 414 303

8 1,75 0,0 5,359 375
0,0 -0,016 207 510 181

9 2,0 0,0 8,0
0,0 0,160 925 983 744

10 2,0 0,0 8,0
12,0 11,925 545 820 503

11 2,0 0,25 7,625
11,812 5 11,805 392 477 886

12 2,0 0,5 6,5
11,25 11,246 359 208 399

13 2,0 0,75 4,625
10,312 5 10,312 148 378 059

14 2,0 1,0 2,0
9,0 8,999 246 684 219

15 2,0 1,25 -1,375
7,312 5 7,312 148 694 501

16 2,0 1,5 -5,5
5,25 5,246 358 132 427



17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

2,0

2,0

2,0

1,75

1,5

1,25

1,0

0,5

0,25

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

1,75
2,812 5
2,0

0,0

2,0
-24,0
2,0
-21,0
2,0
-18,0
2,0
-15,0
2,0
-12,0
2,0
-9,0
2,0
-6,0
2,0
-3,0
2,0

0,0

2,0
12,0
1,75
9,187 5
1,5
6,75
1,25
4,687 5
1,0

3,0
0,75
1,687 5
0,5
0,75
0,25
0,187 5

2,805

-0,074

-23,839

-21,016

-17,988

-15,000

-12,000

-8,999

-6,011

-2,983

-0,160

12,074

9,194

6,753

4,687

3,000

1,687

0,753

0,194

107

-10,375
393 084 623
-16,0

452 208 908
-16,0

079 172 601
-15,640 625
207 195 300
-14,625

158 193 025
-13,046 875
678 733 898
-11,0

003 233 344
-8,578 125

319 411 606
-5,875

848 513 546
-2,984 375

792 941 069
0,0

931 305 569
0,0

461 637 406
0,0

607 772 317
0,0

645 722 048
0,0

850 552 102
0,0

756 624 243
0,0

850 681 193
0,0

643 991 746
0,0

607 324 300
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36 0,0 ’ 0,0
0,0 0,074 457 881 001

Tabela 7.2.7 - Problema M7 . Dados e Resultados .
N6 X Z u(dado)
v(MEC)
1 0,0 0,0 0,0
0,009 483 598 085
2 0,25 0,0 0,014 142 1
0,043 139 874 027
3 0,5 0,0 0,02
0,065 016 666 709
4 0,75 0,0 0,014
0,043 286 747 344
5 1,0 0,0 0,0
0,000 607 371 953
6 1,25 0,0 -0,014 142 1
-0,044 097 064 594
7 1,5 0,0 -0,02
-0,064 352 523 550
8 1,75 0,0 -0,014 142 1
-0,043 135 720 248
9 2,0 0,0 0,0
-0,009 304 379 122
10 2,0 0,0 0,0
0,066 112 980 892
11 2,0 0,25 0,0
0,029 483 626 657
12 2,0 0,5 0,0
0,013 999 524 076
13 2,0 0,75 0,0

0,007 178 092 270



14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

2,0

2,0

2,0

2,0

1,75

1,5

1,25

1,0

0,75

0,5

0,25

0,0

0,0

0,0

0,0

0,0

1,0

1,25

1,5

1,75

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

2,0

1,75

1,5

1,25

1,0

0,005 613

0,007 174

0,013 994

0,029 479

0,066 116

762

385

006

768

367

109

0,0
813
0,0
587
0,0
587
0,0
146
0,0
410
0,0

-0,009 315 279 401

-0,014 142 1
-0,043 137 510 188
-0,02
-0,064 400 005 338

-0,014 142 1
-0,044 118 054 477

0,0

0,000 005 319 150
-0,014 142 1
0,044 127 827 071

0,02

0,064 407 350 014
0,014 142 1
0,043 141 235 992

0,009 314

-0,066 117

-0,029 475

-0,013 985

-0,007 159

-0,005 591

301

222

985

230

344

025

0,0
191
0,0
473
0,0
434
0,0
473
0,0
185
0,0
906
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33 0,0 0,75 0,0
-0,007 145 479 654
34 0,0 0,5 0,0
-0,013 961 216 023
35 0,0 0,25 0,0
-0,029 454 130 117
36 0,0 0,0 0,0

-0,066 151 439 398

7.2.8 Exemplo M8

-~

Este exemplo corresponde exatamente a metade superior
do exemplo M4 ( u=2-x; 06u/éox =-1; 8u/dz =0 ;),
considerando seu eixo de simetria a linha ligando os pontos
14 e 32. Este é um teste do calculo do MEC através da fungéao
que considera o rebatimento por simetria do ponto fonte,
permitindo que o dominio seja dividido por dois quando a
velocidade normal ao eixo de simetria é nulo. Assim o
cdlculo do exemplo M4 fica simplificado para M8,
através do uso de somente 8 elementos e 19 nés . A figura
7.2.8 mostra as caracteristicas do problema e a tabela
7.2.8 resume os dados e resultados obtidos . Comparando o
valor dos fluxos obtidos nos nés correspondentes ( por
exemplo o né 14 do Problema M4 corresponde ao né 1 do
Problema M8) vé-se que os valores sao praticamente iguais .
Este problema permite uma melhor observagdo dos resultados
que o exemplo M9, que vird a sequir, pois dele se conhece os

resultados tedéricos.
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Tabela 7.2.8 - Problema M8 . Dados e Resultados .

N6 x 2 u(dado)
v(analitica) v (MEC)

1 2,0 0,0 0,0
-1,0 -1,000 000 262 875

2 2,0 0,25 0,0
-1,0 -0,999 999 915 836

3 2,0 0,5 0,0
-1,0 -1,000 000 263 824

4 2,0 0,75 0,0
-1,0 -0,999 999 982 201

5 2,0 1,0 0,0
-1,0 -1,000 000 307 750

6 2,0 1,0 0,0
0,0 0,000 000 202 291

7 1,75 1,0 0,25
0,0 0,000 000 046 935

8 1,5 1,0 0,5
0,0 0,000 000 024 725

9 1,25 1,0 0,75
0,0 0,000 000 007 979

10 1,0 1,0 1,0
0,0 -0,000 000 000 042

11 0,75 1,0 1,25
0,0 -0,000 000 007 826

12 0,5 1,0 1,5
0,0 -0,000 000 025 841

13 0,25 1,0 1,75
0,0 -0,000 000 045 047

14 0,0 1,0 2,0
0,0 -0,000 000 217 905

15 0,0 1,0 2,0
1,0 1,000 000 313 783

16 0,0 0,75 2,0
1,0 0,999 999 982 843
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18

19

0,0

0,0

0,0

0,5
1,0
0,25
1,0
0,0
1,0
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2,0
1,000 000 264 190
2,0
0,999 999 915 917
2,0
1,000 000 262 985
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7.2.9 Exemplo MS

Este problema difere do M8 sdmente em relagdo ao
potencial de velocidades dado " u = 0,02 sen ( mx ) ",
portanto, todas as observagbes feitas a este sao validas
aqui. O exemplo M9 representa o problema M7 se for usada a
fungdo de rebatimento do ponto fonte . Pode-se observar os
mesmos resultados para os pontos correspondentes a menos de
pequenos erros numéricos. A geometria deste problema é
representada pela figqura 7.2.9 e os dados e resultados sao
descritos na tabela 7.2.9 . Nao had resultados tedricos da

velocidade

Tabela 7.2.9 - Problema M9 . Dados e Resultados

N6 X 2 u(dado)
Vv (MEC)

1 2,0 0,0 0,0
0,005 605 746 961

2 2,0 0,25 0,0
0,007 168 505 110

3 2,0 0,5 0,0
0,013 990 336 895

4 2,0 0,75 0,0
0,029 478 117 843

5 2,0 1,0 0,0
0,066 116 760 347

6 2,0 1,0 0,0
-0,009 314 859 279

7 1,75 1,0 -0,014 142 1
-0,043 139 147 066

8 1,5 1,0 -0,02

-0,064 403 336 725
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9 1,25 1,0 -0,014 142 1
-0,044 122 699 235

10 1,0 1,0 0,0
0,000 000 000 003

11 0,75 1,0 0,014 142 1
0,044 122 699 225

12 0,5 1,0 0,02
0,064 403 336 797

13 0,25 1,0 0,014 142 1
0,043 139 146 943

14 0,0 1,0 0,0
0,009 314 860 292

15 0,0 1,0 0,0
-0,066 116 760 739

16 0,0 0,75 0,0
~0,029 478 117 885

17 0,0 0,5 0,0
-0,013 990 336 919

18 0,0 0,25 0,0
-0,007 168 505 116

19 0,0 0,0 0,0

-0,005 605 746 968

7.2.10 Exemplo M10

O problema M10 foi realizado para mostrar os
resultados para um contorno curvo, neste caso uma
circunferéncia . O contorno foi dividido em 4 elementos e 12
nds, sendo que 4 destes sao pontos de colocagao nao nodal .O
potencial de velocidades que estd sujeito o dominio é um
plano com inclinagdo de 45 graus " u = 2 - x " e suas
derivadas nas diregdes " x " e " z " sdo " 8u/éx = -1,0 "
e "du/éz = 0,0 ". As condigdes geométricas e fisicas do
contorno podem ser observadas na figura 7.2,10 e os

resultados estao impressos na tabela 7.2.10
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. Dados e Resultados .

N6 X z u(dado)
v ( analitico ) VvV (MEC)

1 0,0 1,0 2,0
1,0 1,021 904 428 889

2 0,292 893 218 0,292 893 218 1,707 106 782
0,707 106 781 0,705 740 529 665

3 1,0 0,0 1,0
0,0 -0,023 962 330 566

4 1,0 0,0 1,0
0,0 0,023 962 345 075

5 1,707 106 782 0,292 893 218 0,292 893 218
-0,707 106 781 -0,705 740 534 795

6 2,0 1,0 0,0
-1,0 ~1,021 904 409 071

7 2,0 1,0 0,0
-1,0 -1,021 904 459 322

8 1,707 106 782 1,707 106 782 0,292 893 218
-0,707 106 781 -0,705 740 521 370

9 1,0 2,0 1,0
0,0 0,023 962 263 789

10 1,0 2,0 1,0
0,0 -0,023 962 287 218

11 0,292 893 218 1,707 106 782 1,707 106 782
0,707 106 781 0,705 740 527 634

12 0,0 1,0 2,0
1,0 1,021 904 444 353
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7.2.11 Exemplo M1l

Este exemplo é igual ao anterior a menos de uma dis-

cretizagao que é dobrada. Sdao usados 8 elementos e 24 nés.

Todos os elementos tem nés com colocagdo nado nodal. As

coordenadas dos pontos e o potencial de velocidades sao
dados na fiqura 7.2.11 e tabela 7.2.11. Esta tabela também
mostra o resumo das condigdes de contorno e os resultados

obtidos .

Tabela 7.2.11 - Problema M1l . Dados e Resultados .

N6 X : z u (dado)
v(analitica) v (MEC)

1 0,0 1,0 2,0
1,0 1,001 528 961 853

2 0,076 120 467 0,617 316 567 1,923 879 532
0,923 879 532 0,923 737 078 445

3 0,292 893 218 0,292 893 218 1,707 106 782
0,707 106 781 0,705 165 945 042

4 0,292 893 218 0,292 893 218 1,707 106 782
0,707 106 781 0,711 209 886 956

5 0,617 316 567 0,076 120 467 1,382 683 432
0,382 683 432 0,382 624 425 337

6 1,0 0,0 1,0
0,0 -0,004 273 732 260

7 1,0 0,0 1,0
0,0 0,004 273 735 780

8 1,382 683 432 0,076 120 467 0,617 316 567
-0,382 683 432 -0,382 624 425 821

9 1,707 106 782 0,292 893 218 0,292 893 218
-0,707 106 781 -0,711 209 916 630

10 1,707 106 782 0,292 893 218 0,292 893 218

-0,707 106 781 -0,705 165 895 567
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12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

1,923

1,923

1,707

1,707

1,382

0,617

0,292

0,292

0,076

879

879

106

106

683

316

893

893

120

532

2,0

532

782

782

432

1,0

1,0

567

218

218

467

0,0

0,617
-0,923

1,382
-0,923
1,707
-0,707
1,707
-0,707
1,923
-0,382

1,923
0,382
1,707
0.707
1,707
0,707
1,382
0,923

316 567
879 532
1,0
-1,0
1,0
-1,0
683 432
879 532
106 782
106 781
106 782
106 781
879 532
683 432
2,0

0,0

2,0

0,0

879 532
683 432
106 782
106 781
106 782
106 781
683 432
879 532
1,0

1,0

0,076

-0,923 737

-1,001 528

-1,001 528

0,076

-0,923 737

0,292

-0,705 165

0,292

-0,711 209

0,617

-0,382 624

0,004 273

-0,004 273

1,382

0,382 624

1,707

0,711 209

1,707

0,705 165

1,923

0,923 737

1,001 528

120
084

942

955
120
081
893
900
893
905
316
431

885

943
683
453
106
824
106
935
879
083

953

122

467
605
0,0
821
0,0
616
467
654
218
996
218
470
567
410
1,0
302
1,0
941
432
560
782
060
782
207
532
025
2,0
711

7.2.12 Exemplo M12

timo desenvolvido de obter bons
geometrias com canto agudo.
figura 7.2.12

resultados

inclusive

O potencial de velocidades é " u

z

Este exemplo pretende mostrar a capacidade do algori-
para
A geometria pode ser vista na
n e
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suas derivadas em relagao aos eixos coordenados sao
" gu/ox = 0,0 " e " 8u/éz = 1,0 " . Os dados, o resultado
analitico e aqueles obtidos via MEC estdo na tabela 7.2.12 .
A diferenga de 10% entre o resultado do MEC e o analitico
nos nés 21 e 22 possivelmente foi devido a malha ter sido
pouco refinada no bico ( junto aos elementos 10 e 11 ) e as
coordenadas " z " dos nds 22 até 42 terem sido fornecidas
truncadas na sexta casa decimal . Os nés 1, 21, 22, 42, 43 e
45 tém colocagao nao-nodal. Sua colocagdo para integragao é
no interior do elemento e afastado de sua posigdo original
no contorno de tax multiplicado pelo comprimento do seu
elemento. Neste exemplo foi adotado tax = 0,25.

A superficie formada pelo potencial de velocidades "u"
corresponde a um plano inclinado tal que os médulos de "u"
sejam iguais aos valores das coordenadas geométricas "z" do

dominio.

Tabela 7.2.12 - Problema M12 . Dados e Resultados .

N6 X z u(dado)
v(analitico) v (MEC)

1 0,0 0,0 0,0
-1,0 -1,000 111 648 219

2 0,1 0,0 0,0
-1,0 -1,000 046 054 459

3 0,2 0,0 0,0
-1,0 -1,000 034 539 317

4 0,3 0,0 0,0
-1,0 -1,000 027 131 704

5 0,4 0,0 0,0
-1,0 -1,000 025 050 893

6 0,6 0,0 0,0
-1,0 -1,000 021 667 646

7 0,8 0,0 0,0
-1,0 -1,000 020 547 780

8 1,0 0,0 0,0
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11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

1,2

1,5

1,8

2,4

2,8

3,2

3,6

4,0

5,5

6,0

5,0

4,0

3,6

-1,0
0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

-1,0

0,0

0,999 444
0,016 666
0,999 444
0,033 333
0,999 444
0,05
0,999 444
0,066 666
0,999 444
0,08

-1,000

-1,000

-1,000

-1,000

-1,000

-1,000

-1,000

-1,000

-1,000

-1,000

-1,000

-0,998

-1,000

-1,096

1,103

0,998

0,998

0,999

0,999

125

019 372 597
0,0

019 082 848
0,0

019 041 341
0,0

019 901 058
0,0

020 461 891
0,0

021 715 577
0,0

024 404 509
0,0

029 699 366
0,0

035 165 263
0,0

043 769 152
0,0

120 539 412
0,0

190 727 330
0,0

768 808 606
0,0

840 448 810
0,0

190 528 582
0,016 666
671 033 980
0,033 333
176 130 307
0,05

405 254 280
0,066 666
465 722 991
0,08
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29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

3,2

2,8

1,8

1,5

1,2

1,0

0,6

0,4

0,3

0,2

0,0

0,0

0,0

0,0

0,999 444
0,093 333
0,999 444
0,106 666
0,999 444
0,12
0,999 444
0,13
0,999 444
0,14
0,999 444
0,15
0,999 444
0,16
0,999 444
0,166 666
0,999 444
0,173 333
0,999 444
0,18
0,999 444
0,186 666
0,999 444
0,19
0,999 444
0,193 333
0,999 444
0,196 666
0,999 444
0,2

0,999 444
0,2

0,0

0,1

0,0

0,0

0,0

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

0,999

-0,000

-0,000

-0,000

414 217
0,093
425 894
0,106
422 976

425 456
426 203
427 237
427 069
426 888

0,166
426 345

0,173

425 737

423 877

126

996
333
470
666
814

0,12

091

0,13

731

0,14

565

0,15

069

0,16

760
666
349
333
289

0,18

295

0,186 666

421 046
417 937

0,193
411 230

0,196
398 927
332 983
072 354

049 335

071 548

023

0,19

806
333
025
666
031
0,2
564
0,2
768
0,1
028
0,0
416
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7.3 Propagacao de uma Onda Linear

Aqui nesta segdo serd simulada numéricamente a evolu-
gdo no tempo de uma onda linear. Para solucionar o problema
é necessario fornecer como dado inicial o perfil da superfi-
cie da onda e o seu potencial de velocidades correspondente.

Recordando a segdo 5.2 vemos que a cota da superficie
livre para uma onda linear é dada pela equagao ( 5.7 ), onde

agora a amplitude terd um valor estabelecido a = 0,001 333
z (x,t)=d+ acos ( kx - Wt ) (7.1

colocando os termos em forma adimensional ( k = 2 w ) pois

A =1, temos

z (x,t)=d+ acos ( 2nx - Wt ) (7.2 )
O potencial de velocidade " u(x,z,t) " é dado pela
equagao ( 5.6 ) e agora terd uma amplitude " a " conhecida

a g cosh ( kz )
u(x,z,t) = sen ( kx - Wt ) (7.3 )
W cosh ( kd )

Colocando os termos em unidades adimensionais ( g = 1 ) fica

a cosh { kz )
u(x,z,t) = ~ sen ( 2nx - Wt ) ( 7.4 )
W cosh ( kd )

A frequéncia angular da onda linear pode ser obtida
por intermédio da relagao de dispersdo vista na equagéao
( 5.11 )

W = J g k tanh ( kd ;] ( 7.5 )

que em unidades adimensionais é dada por
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W= J 2 m tanh ( 2nd )] ( 7.6 )

Adotando um comprimento de onda " A =1 " e uma altura
d’agua em repouso " d = 0,133 333 " tem-se " W = 2,074 026,

sendo o valor correspondente para aguas profundas :

tanh ((2nd ) 51 e W= l 2 n I= 2,506 628 .

A teoria da onda linear entdo fornece uma solugao
analitica do problema para um determinado ponto da onda e um

determinado instante

a 0,001 3333

d 0,133 333 que conduz a W = 2,074 026

z(x,t) = d + 0,001 333 3 cos ( 2 x - 2,074 026 t )
u(x,z,t) = 0,000 643 sen ( 2 1 - 2,074 026 t )
T=2n /W= 3,03

c=L/t=1/3.03=0.330 091

®x A

Pode-se observar que os valores adotados para " a " e " d "
permitem ficar em uma classe de onda onde a teoria linear
prové bons resultados, pois "a /d=H/d=20,01s 0,02 ",
A altura relativa " d / a = 0,133 333 " situa esta onda na
classe das ondas lineares progressivas intermedidrias pois
0,06 <d/ aA<0,5.

A condigao inicial da superficie livre para resolver o

problema de valor de contorno e valor inicial é obtida pela
equagao ( 7.2 ) e ( 7.4 ) no tempo " t =0 "

z(x,0) = 0,133 333 + 0,001 333 3 cos ( 2mx ) ( 7.9 )

0,001 333 3

ﬁ(xlElo)

sen ( 2nx ) =

I
J 2 mtanh ( 2 m 0,133 333 )

0,000 643 sen ( 2mx ) ( 7.10 )
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DISCRETIZAGAO DO CONTORNO

Para facilidade de resolugao do modelo numérico sera
considerada a periodicidade da onda em relagdo ao espago,
sendo modelado numericamente apenas um comprimento de onda
" A ", através de uma truncagem vertical nas extremidades e
impondo a estas paredes a esquerda e a direita condigdes de
igualdade de potencial de velocidades " u =u " e igual-
dade de velocidade normal com diregdes iguais e sentidos
opostos " p = - p " conforme pode ser visto na figura
7.3.1 . O fundo tera velocidade normal nula.

Como o fundo "T," da figura 7.3.1 tem velocidade
normal nula foi usado o processo de resolugdao por rebatimen-
to do ponto fonte ( ver segdao 2.12 ) para evitar a discreti-
zagao do fundo.

O contorno foi aproximado usando 61 nés ( 31 elementos

de contorno quadraticos ) sobre a superficie livre " r,"e
11 nés ( 5 elementos de contorno quadraticos ) em cada
contorno truncado " F2 "e " F4 " da figura 7.3.1 .

A figura 7.3.2 mostra o perfil da onda linear para um
" At = 0.1 " e passos 1, 50, 100, 150 e 200. A figura 7.3.3
mostra a mesma onda nos passos 1, 700, 800, 900 e 1000 .
Estes 1000 passos corresponderam ao tempo de 100 unidades.
Observa-se nos perfis que a forma da onda manteve-se boa
mesmo nos Gltimos passos 86 mudando o seu nivel médio. Este
exemplo rodou 30 horas na estagdo SUN, modelo Sparc station
2, sem dividir tempo de programagdo com outro programa. A
Tabela 7.3.1 mostra o Nivel Médio da Agua e a Energia Total
decrescendo com o passar do tempo. Também compara a cota "z"

calculada pelo MEC relativa a uma coordenada " x " com a
cota " 2z " calculada teéricamente pela férmula ( 7.1 )
usando a mesma coordenada " x " . Nota-se que o erro do MEC
estd no terceiro algarismo significativo . A Figura 7.3.4

representa o grafico com o desenvolvimento das energia ciné-
tica, potencial e total como também do Nivel Médio da Agua .
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k=0
e /“;(7’
N

Figura 73. -Condi¢do inicial de propagagdo da Onda Linear e
das Ondas N3o Lineares. SLI= Superficie Livre Inicial gerada
pelas equacdes (7.2) e (7.9). c=celeridade. g=gravidade. us=

Potencial de Fluxo gerado pela equacdo (7.4).
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Figura 7.3.2 - Evolugdao da Superficie livre de uma ONDA
LINEAR para um At = 0,1 . Perfil da Superficie Livre = PSL .
Tempo = t . Legenda : (1) PSL em Repouso ; ( 2 ) Condigao

Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 50 ( £t =5,0 ) ;
( 4 ) PSL no passo 100 ( t = 10,0 ) ; ( 5 ) PSL no passo
150 ( t = 15,0 ) ; ( 6 ) PSL no passo 200 ( t = 20,0 ) ;
Amplitude inicial ( H ) = 0,002 666 ; Profundidade ( d ) =

0,133 333 ; Periodo ( T ) = 3,03
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Figura 7.3.3 - Evolugao da Superficie livre de uma ONDA
LINEAR para um At = 0,1 . Perfil da Superficie Livre = PSL .
Tempo = t . Legenda ¢ (1) PSL em Repouso ; ( 2 ) Condigao
Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 700 ( t = 70,0 ) ;

4

( 4 ) PSL no passo 800 ( t = 80,0 ) ; ( 5 ) PSL no passo
900 ( t = 90,0 ) ; ( 6 ) PSL no passo 1000 ( t = 100,0 } ;
Amplitude inicial ( H ) = 0,002 666 ; Profundidade ( d ) =

0,133 333 ; Periodo { T ) = 3,03 .
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Figura 7.3.4 - Nivel Médio da Agua ( 1 ), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugdo da superficie livre de uma ONDA LINEAR com
At = 0,1 no periodo de tempo compreendido entre 0,1 e 100,0.
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Tabela 7.3.1 - Coordenadas (x,z) do ponto central da

superficie da Onda Linear, Nivel Médio da Agua ( NMA ) ,
Energias Cinética (EC), Potencial(EP) e Total (ET)

Passo Tempo x (MEC) z(MEC)z(analitico) NMA

EC EP ET

1 0,1 0,498 598 0,132 030 0,132 031 0,133 333

1,000 004 0,999 996 2,000 000

10 1 0,497 341 0,134 004 0,133 995 0,133 331

1,000 046 0,999 911 1,999 957

20 2 0,500 737 0,134 019 0,134 051 0,133 330

1,000 000 0,999 809 1,999 809

30 3 0,499 248 0,132 032 0,132 002 0,133 328

0,999 853 0,999 637 1,999 490

40 4 0,497 363 0,133 895 0,133 923 0,133 326

0,999 632 0,999 395 1,999 028

50 5 0,500 820 0,134 102 0,134 119 0,133 324

0,999 340 0,999 176 1,998 516

100 10 0,497 510 0,133 761 0,133 772 0,133 316

0,998 809 0,998 726 1,997 536

150 15 0,500 106 0,132 046 0,332 062 0,133 307

0,997 770 0,997 797 1,995 567

505 50,5 0,502 549 0,133 917 0,133 997 0,133 245

0,993 140 0,992 739 1,985 879

550 55 0,499 415 0,132 462 0,132 588 0,133 237

0,992 924 0,992 314 1,985 238

600 60 0,503 032 0,132 796 0,132 902 0,133 229

0,991 545 0,991 882 1,983 427

650 65 0,500 781 0,134 530 0,134 613 0,133 220

0,991 007 0,991 246 1,982 254

700 70 0,500 355 0,132 151 0,132 285 0,133 211

0,990 794 0,990 223 1,981 017

750 75 0,503 682 0,133 155 0,133 306 0,133 203

0,989 671 0,989 593 1,979 264

800 80 0,500 789 0,134 315 0,134 443 0,133 194

0,988 938 0,989 557 1,978 494

850 85 0,501 429 0,131 958 0,132 083 0,133 165

0,988 421 0,988 082 1,976 503
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900 90 0,504 118 0,133 539 0,133 712 0,133 177
0,988 195 0,987 505 1,975 699
950 95 0,500 896 0,133 968 0,134 168 0,133 168

0,986 549 0,987 471 1,974 020
1000 100 0,502 589 0,131 879 0,132 001 0,133 159
0,986 367 0,986 343 1,972 710

Na figura 7.3.4 observa-se as medidas de conservagao
{ Energia Total e Nivel Médio da Agua ) durante a propagagao
da onda. O sistema montado neste trabalho recebeu uma equa-
cdo a mais na solugado matemadtica para garantir o equilibrio
de velocidade ( segdo 2.13 ). Por este motivo o fluxo que
atravessa a fronteira é nulo e nao serve como medida de
conservagao. A energia total e suas duas componentes,
energia cinética e potencial, sao normalizadas pela energia
cinética por comprimento de onda dadas pela teoria da onda
linear.

Como prevé a teoria da onda linear ( de Airy ), a
energia cinética e potencial sao iguais e permanecem iguais

com a propagagao da onda.
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7.4 Propagaggo das Ondas Nao Lineares

Aqui nesta segao serdo vistos quatro casos de propaga-
gdo de onda nao linear apresentados em Azevedo [4]. Em todos
éles a condigdo inicial do perfil da superficie livre e do
seu correspondente potencial de velocidades para a simulagéao
numérica serd igual a da onda linear vista na segao 7.3.
Esse tipo de condigdo inicial j& foi adotado pelos autores
da referéncia [11] e [4] e sua interpretagdo fisica pode ser
obtida nestas referéncias .

As varidveis estao em unidades adimensionais .

A tabela 7.4.1 resume os dados de entrada principais
dos problemas a serem abordados.

Notar que " d / L = 0.133 333 " enquadra essas ondas
em aguas intermediarias, ou seja, " 0,05<d/L<0O0,5".

Observa-se que com o aumento da amplitude da onda,
mantendo todas as demais varidveis iguais, o perfil da onda
que se propaga se deforma com maior rapidez, sendo que para
o caso da amplitude mais alta estudada, a onda instabiliza e

interrompe a simulagido antes de completar um periodo.

Tabela 7.4.1 - Amplitude, profundidade e suas relagdes para
a propagagao de ondas Nao Lineares ( NL ) .

Anilise a=a/L d=d/L a/d

Levemente N.L. 0,001 333 3| 0,133 333 1% =20,01
Medianamente N.L.|[0,013 333 0,133 333 10 ¢ = 0,10
Altamente N.L. 0,026 666 0,133 333 20 £ = 0,20
Onda Rebentando 0,066 666 0,133 333 50 ¢ = 0,50
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7.4.1 onda Levemente Nao Linear

Como na Onda Linear, o contorno foi aproximado usando

61 nés ( 31 elementos ) sobre a superficie livre ( 'W}" da
figqura 7.3.1 ) e 11 nés ( 5 elementos ) em cada contorno
truncado ( "Fe" e "F4" da fiqura 7.3.1 ) . O fundo foi

tratado por rebatimento do ponto fonte ( segao 2.12 )

A instabilidade desta onda foi imposta pelo uso da
altura " d = 0,133 333 ", que a enquadra na teoria da onda
linear em aguas intermedidrias, porém o perfil e o potencial
de velocidades inicial dado sao os de uma onda linear em
aquas profundas.

A condigdo inicial ( tempo = zero ) da superficie

livre foi

z(x,0) = 0,133 333 + 0,001 333 3 cos ( 2mx ) ( 7.11 )

_ _ 0,001 333
u(x,z,0) = sen ( 2mx ) ( 7.12 )

J 2 n |

A figqura 7.4.1.1 mostra a evolugdao do perfil da

superficie livre por 4,8 nao-dimensionais passos de tempo
" At = 0,1 * , plotados a intervalos de tempo definidos na
figura. Agora, diferentemente da onda linear, a forma da
superficie livre vai mudando com o decorrer do tempo,
conforme pode ser observado pela sua mudanga de amplitude .

A figura 7.4.1.2 mostra a energia total e suas
componentes, a energia cinética e a potencial, todas
normalizadas pela energia potencial da correspondente onda
linear. Diferentemente da onda linear com a energia cinética
e potencial iquais e constantes ao longo do tempo esta tem
suas energias com forma ondulatérias e opostas . A soma das
duas, a energia total, permanece constante ao longo do
tempo. O Nivel Médio da Aqua ficou constante ao longo do
tempo, seu declinio foi imperceptivel para o periodo de
tempo iqual a 4,8.
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Figura 7.4.1.1 - Evolugdao da Superficie livre de uma ONDA
LEVEMENTE NAO LINEAR para um At = 0,1 . Perfil da Superficie
Livre = PSL . Tempo = t . Legenda : (1) PSL em Repouso ;
( 2 ) Condigdo Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 30
(t=0,3); (4) PSLnopasso 36 (t =3,6 ) ; (5 ) PSL
no passo 42 ( t =4,2 ) ; ( 6 ) PSL no passo 48 ( t = 4,8 );
Amplitude inicial ( H ) = 0,002 666 ; Profundidade ( d ) =
0,133 333 ; Periodo ( T ) = 2,506 628 .
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Figura 7.4.1.2 - Nivel Médio da Agqua (1), Energia Potencial

( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugdo da superficie livre de uma ONDA LEVEMENTE NAO
LINEAR com At = 0,1 no periodo de tempo compreendido entre
0,1 e 4,8 .
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7.4.2 Onda Medianamente Nao linear

Como na Onda Linear e Levemente Linear, o contorno foi
aproximado usando 61 nés ( 31 elementos ) sobre a superficie
livre ( "Fa" da figura 7.3.1 ) e 11 nés ( 5 elementos ) em
cada contorno truncado ( "F;' e “F4" da figura 7.3.1 ). O
fundo foi tratado por rebatimento do ponto fonte { segéao
2.12 ) .

Foram adotados neste caso 3 discretizagdes no tempo :

At = 0,100, At = 0,050 e At = 0,025.

A amplitude dessa onda sendo 10 vezes maior que a
levemente nao linear torna a propagagao desta muito mais
instavel que daquela.

Temos a seguinte condigao inicial ( tempo = 0,0 ) da

superficie livre :

z(x,0) = 0,133 333 + 0,013 333 cos ( 2mx ) ( 7.13 )
_ _ 0,013 333
u(x,z,0) = sen ( 2mx ) (7.14 )
I
A 2 n

A figura 7.4.2.1 mostra a evolugdo do perfil da
superficie livre por 48 passos no tempo com " At = 0,1 " . A
figura 7.4.2.2 mostra as medidas de conservagao para este
caso.

A fiqura 7.4.2.3 mostra a evolugdo do perfil da
superficie livre por 96 passos no tempo com " At = 0,05 ",
A fiqura 7.4.2.4 mostra as medidas de conservagdo para este
caso.

A figura 7.4.2.5 mostra a evolugao do perfil da
superficie livre por 192 passos no tempo com " At = 0,025 ".
A figura 7.4.2.6 mostra as medidas de conservagao para este
caso.

Nos trés casos citados observa-se que a onda é
instavel e seu perfil deforma-se ao 1longo do tempo. O
aspecto da energia potencial e cinética é semelhante ao da

onda levemente nao linear .
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Figura 7.4.2.1 - Evolugao da Superficie livre de uma ONDA
MEDIANAMENTE NAO LINEAR para um At = 0,1 . Tempo = t. Perfil
da Superficie Livre = PSL . Legenda : (1) PSL em Repouso;
( 2 ) Condigao Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 30
(t=3,0); (4) PSL nopasso 36 ( t =3,6 ) ; (5 ) PSL
no passo 42 ( t =4,2 ) ; ( 6 ) PSL no passo 48 ( t = 4,8 ).
Amplitude inicial ( H ) 0,026 666 ; Profundidade ( d ) =
0,133 333 ; Periodo ( T ) = 2,506 628.
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Figura 7.4.2.2 - Nivel Médio da Agua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugao da superficie livre de uma ONDA MEDIANAMENTE

NAO LINEAR com At = 0,1 no periodo de tempo compreendido
entre 0,1 e 4,8 .
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Figura 7.4.2.3 - Evolugdo da Superficie livre de uma ONDA
MEDIANAMENTE NAO LINEAR para um At = 0,05. Tempo = t. Perfil
da Superficie Livre = PSL . Legenda : (1) PSL em Repouso ;
( 2 ) Condigao Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 60

(t=3,0); (4 )PSLnopasso 72 ( t=3,6); (5 ) PSL
no passo 84 (t =4,2 ) ; (6 ) PSL no passo 96 ( t = 4,8 ).
Amplitude inicial ( H ) = 0,026 666 ; Profundidade ( d ) =
0,133 333 ; Periodo ( Tt ) = 2,506 628.
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Figura 7.4.2.4 - Nivel Médio da Agua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugao da superficie livre de uma ONDA MEDIANAMENTE
NAO LINEAR com At = 0,05 no periodo de tempo compreendido
entre 0,1 e 4,8 .
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Figura 7.4.2.5 ~ Evolugdao da superficie livre de uma ONDA

MEDIANAMENTE NAO LINEAR para um At = 0,025. Tempo = t.
Perfil da Superficie Livre = PSL . Legenda : (1) PSL em
Repouso ; ( 2 ) Condigdo Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no

passo 120 ( t = 3,0 ) ; ( 4 ) PSL no passo 144 ( t = 3,6 ) ;
(5) PSL no passo 168 ( t = 4,2 ) ; ( 6 ) PSL no passo 192

(t

4,8 ) ; Amplitude inicial ( H ) = 0,026 666 ;

Profundidade ( d ) = 0,133 333 ; Periodo ( t ) = 2,506 628.
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Figura 7.4.2.6 - Nivel Médio da Agqua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugao da superficie livre de uma ONDA MEDIANAMENTE
NAO LINEAR com At = 0,025 no periodo de tempo compreendido
entre 0,1 e 4,8 .
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7.4.3 onda Altamente Nao Linear

Como na onda linear e nas nao lineares anteriores, o

contorno foi aproximado usando 61 nés ( 31 elementos quadréa-
ticos ) sobre a superficie 1livre ( 'T}“da figura 7.3.1 )
) e 11 nés ( 5 elementos ) em cada contorno truncado

( "Fz“ e "F4" da figura 7.3.1 } . O fundo foi tratado por
rebatimento do ponto fonte ( ver segao 2.12 ) .
Aqui também f oram adotadas para comparagao trés
discretizagdes no tempo :
At = 0,100, At = 0,050 e At = 0,025 .
Como era de se esperar, a amplitude maior desta onda
perturbou ainda mais sua propagagao.

A condigao inicial ( tempo = 0,0 ) da superficie livre

foi
z(x,0) = 0,133 333 + 0,026 666 cos ( 2mx ) ( 7.13 )
_ _ 0,026 666
u(x,z,0) = sen ( 2mx ) ( 7.14 )
l
J 2 n
A figura 7.4.3.1 mostra a evolugdo do perfil da super-
ficie livre para um At = 0,1 durante 48 passos. A fiqura

7.4.3.2 mostra as medidas de conservagdo para este caso .

A figura 7.4.3.3 mostra a evolugao do perfil da super-
ficie livre para um At = 0,05 durante 96 passos. A figura
7.4.3.4 mostra as medidas de conservagao para este caso .

A figura 7.4.3.5 mostra a evolugado do perfil da super-
ficie livre para um At = 0,025 durante 108 passos. A figura
7.4.3.6 mostra as medidas de conservagao para este caso .

Para os dois primeiros casos ( At = 0,1 e 0,05 ) a
onda conseguiu chegar no tempo 4,8. Para aquela em que o
At = 0,1 o perfil apresentou uma linha em forma de dente de
serra a partir do tempo 2,4 enquanto que aquela do tempo
vt = 0,05 o perfil em forma de dente de serra sé apareceu no
tempo 4,2 . Para o At = 0,025 no tempo 2,7 ( passo 108 ) o
perfil da onda deteriorou muito. Tudo parece indicar que
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para a onda altamente nao linear a escolha do " At " para
a discretizagdao adotada ja se torna importante e que neste
caso o " Vt " que fornece melhores resultados deve estar
préximo de 0,05 .

A energia total para o " At = 0,025 " decaiu muito a
partir do tempo 2,7, porém antes disso manteve-se
razoavelmente constante ao longo do tempo. Para o " At = 0,1
e 0,05 " a energia total apresentou uma queda lenta préximo
ao fim do periodo .
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Figura 7.4.3.1 - Evolugao da superficie livre de uma ONDA

ALTAMENTE NAO LINEAR para um At = 0,1 . Tempo = t. Perfil da
Superficie Livre = PSL . Legenda: (1) PSL em Repouso ; ( 2 )
Condigao Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 30
(t=3,0); (4) PSLnopasso 36 (t=23,6); (5 ) PSL
( 6 ) PSL no passo 48 ( t = 4,8 );
0,053 332 ; Profundidade ( d ) =
0,133 333 ; Periodo ( Tt ) = 2,506 628.

no passo 42 ( t = 4,2 )

-e

Amplitude inicial ( H )
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Figura 7.4.3.2 - Nivel Médio da Agua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugao da superficie livre de uma ONDA ALTAMENTE
NAO LINEAR com At = 0,1 no periodo de tempo compreendido

entre 0,1 e 4,8 .
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Figura 7.4.3.3 - Evolugao da superficie livre de uma ONDA
ALTAMENTE NAO LINEAR para um At = 0,05. Tempo = t. Perfil da
Superficie Livre = PSL . Legenda: (1) PSL em Repouso ; ( 2 )
Condigdo Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 60
(t=3,0); (4)PSLnopasso 72 { t =3,6 ) ; (5 ) PSL
no passo 84 ( t = 4,2 ) ( 6 ) PSL no passo 96 ( t = 4,8 );
Amplitude inicial ( H ) = 0,053 332 ; Profundidade ( d ) =
0,133 333 ; Periodo ( Tt ) = 2,506 628.

e



152

_ E'nen.ty.m e Altina

_ ¢ ""*:cw

.........................................
. jokickcickcinininicioioioioibininioioinibio

[
-

0,05 4’1

Figura 7.4.3.4 - Nivel Médio da Agua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugdo da superficie livre de uma ONDA ALTAMENTE
NAO LINEAR com At = 0,05 no periodo de tempo compreendido
entre 0,1 e 4,8 .
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Figura 7.4.3.5 - Evolugdo da superficie livre de uma ONDA

ALTAMENTE NAO LINEAR para um At = 0,025. Tempo =t. Perfil da
Superficie Livre = PSL . Legenda: (1) PSL em Repouso ; ( 2 )

Condigao Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 108
(t=2,7) ; (4 ) PSL no passo 110 ( t = 2,75 ); ( 5 ) PSL
no passo 111 ( t = 2,775 ). Amplitude inicial ( H ) =
0,053332 ; Profundidade ( d ) = 0,133 333 ; Periodo (T ) =

2,506 628.
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Figura 7.4.3.6 - Nivel Médio da Agua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugado da superficie livre de wuma ONDA ALTAMENTE

NAO LINEAR com At = 0,025 no periodo de tempo compreendido
entre 0,1 e 2,775 .
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7.4.4 Oonda Rebentando

Como nas ondas anteriores desta segao o contorno foi
aproximado usando 61 nés ( 31 elementos ) sobre a superficie
livre ( "Fi"da fiqura 7.3.1 ) e 11 nés ( 5 elementos ) em
cada contorno truncado ( "Fz" e "F4" da figura 7.3.1 ) .
O fundo foi tratado por rebatimento do ponto fonte.

Devido a alta instabilidade desta onda ela foi

propagada com diversos passos no tempo :

At = 0,1,
At = 0,05,
At = 0,025,

At = 0.006 25,

At = 0,001 562 5 .

A alta instabilidade nao possibilitou essa onda passar
do primeiro periodo. A amplitude adotada foi tao alta que a
simulagao da onda foi interrompida entre o tempo 0,7 e 0,96,
dependendo do " At "adotado.

A condigéb inicial ( tempo = 0,0 ) da superficie livre

foi

z(x,0) = 0,133 333 + 0,066 666 cos ( 2mx ) ( 7.17 )
o 0,066 666

u(x,z,0) = sen ( 2nx ) ( 7.18 )

J 2 |

A figura 7.4.4.1 mostra a propagagao do perfil da
superficie livre para um passo no tempo At = 0,1. Para este
passo no tempo instabilidades interromperam a simulagao no
tempo t = 0,7. As medidas de conservagdo deste caso estao na
figura 7.4.4.2 .

A figura 7.4.4.3 mostra a propagagao do perfil da
superficie livre para um passo no tempo At = 0,05. Para este
passo no tempo instabilidades interromperam a simulagdo no
tempo t = 0,8. As medidas de conservagdo deste caso estdao na

figura 7.4.4.4 .
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A figura 7.4.4.5 mostra a propagagao do perfil da
superficie livre para um passo no tempo At = 0,025. Para
este passo no tempo instabilidades interromperam a simulagéao
no tempo t = 0,85. As medidas de conservagao deste caso
estao na fiqura 7.4.4.6 .

A figqura 7.4.4.7 mostra a propagagao do perfil da
superficie livre para um passo no tempo At = 0,006 25. Para
este passo no tempo instabilidades interromperam a simulagao
no tempo t = 0,962 5. As medidas de conservagido deste caso
estdao na fiqura 7.4.4.8 .

A fiqura 7.4.4.9 mostra a propagagao do perfil da
superficie livre para um passo no tempo At = 0,001 562 5 .
Para este passo no tempo instabilidades interromperam a
simulagdo no tempo t = 0,746 875. As medidas de conservagao
deste caso estao na figura 7.4.4.10 . Este caso contrariou a
tendéncia de subida do tempo de inicio da instabilidade com
o decréscimo de " Vt ". Possivelmente, como também o foi na
onda altamente nao linear, o " At " ndo foi adequado para a

discretizagao adotada.
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Figura 7.4.4.1 - Evolugao da superficie livre de uma ONDA

REBENTANDO para um At = 0,1 . Tempo = t . Perfil da
Superficie Livre = PSL . Legenda : (1) PSL em Repouso ;
( 2 ) Condigao Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 2
(t=0,2); (4) PSLnopasso 4 (t=0,4) ;( 5 ) PSL no
passo 5 ( t =0,5) ; ( 6 ) PSL no passo 6 ( t =0,6 ) ;
(7 ) PSL no passo 7 ( t = 0,7 ) ; Amplitude inicial ( H ) =
0,133 332 ; Profundidade ( d ) = 0,133 333 ; Periodo ( T } =

2,506 628.
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Figura 7.4.4.2 - Nivel Médio da Agqua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugado da superficie livre de wuma ONDA REBENTANDO
com At = 0,1 no periodo de tempo compreendido entre 0,1 e
0,7 .
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Figura 7.4.4.3 - Evolugao da superficie livre de uma ONDA

REBENTANDO para um At = 0,05 . Tempo = t . Perfil da
Superficie Livre = PSL . Legenda : (1) PSL em Repouso ;
( 2 ) Condigao Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 12

(t=0,6); (4 )PSLnopasso 14 (t=0,7 ) ; (5 ) PSL
no passo 15 ( t =0,75 ); ( 6 ) PSL no passo 16 ( t =0,8 ).
Amplitude inicial ( H ) = 0,133 332 ; Profundidade ( d ) =
0,133 333 ; Periodo (T ) = 2,506 628.
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Figura 7.4.4.4 - Nivel Médio da Agua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugdo da superficie livre de uma ONDA REBENTANDO
com At = 0,05 no periodo de tempo compreendido entre 0,1 e
0,8.
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Figura 7.4.4.5 - Evolugao da superficie livre de uma ONDA

REBENTANDO para um At = 0,025 . Tempo =t . Perfil da
Superficie Livre = PSL . Legenda : (1) PSL em Repouso ;
( 2 ) Condigao Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 30
(t=20,75) ; ( 4 ) PSL no passo 32 ( t =0,8 ) ;
(5 ) PSL no passo 33 ( t =0,825 ) ; ( 6 ) PSL no passo 34
(t=0,85) . Amplitude inicial ( H ) = 0,133 332 ;

Profundidade ( d ) = 0,133 333 ; Periodo (Tt ) = 2,506 628.
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ura 7.4.4.6 - Nivel Médio da Aqua (1), Energia Potencial
), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
a evolugao da superficie livre de uma ONDA REBENTANDO

At = 0,025 no periodo de tempo compreendido entre
e 0,85.
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Figqura 7.4.4.7 - Evolugao da superficie livre de wuma ONDA
REBENTANDO para um At = 0,006 250. Tempo = t . Perfil da

Superficie Livre = PSL . Legenda : (1) PSL em Repouso ;
( 2 ) Condigao Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 144
(t=20,9) ; ( 4 ) PSL no passo 148 ( t = 0,925 ) ;
(5 ) PSL no passo 152 ( £t =0,95 ) ; ( 6 ) PSL no passo 154
{ t =0,9625 ) ; Amplitude inicial ( H )} = 0,133 332 ;

Profundidade ( d ) = 0,133 333 ; Periodo ( Tt ) = 2,506 628.
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Figura 7.4.4.8 - Nivel Médio da Agua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugdo da superficie livre de uma ONDA REBENTANDO
com At = 0,006 250 no periodo de tempo compreendido entre
0,1 e 0,9625 .
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Figura 7.4.4.9 - Evolugao da superficie livre de uma ONDA
REBENTANDO para um At = 0,0015625 . Tempo = t . Perfil da

Superficie Livre = PSL . Legenda : (1) PSL em Repouso ;
( 2 ) Condigado Geométrica Inicial ; ( 3 ) PSL no passo 397
( t =0,6203125 ); ( 4 ) PSL no passo 423 ( t = 0,6609375 );

(5 ) PSL no passo 448 ( t = 0,7 ) ; ( 6 ) PSL no passo 478
(t 0,746875 ) . Amplitude inicial ( H ) = 0,133 332 ;

’

Profundidade ( d ) = 0,133 333 ; Periodo ( Tt ) = 2,506 628.
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Figura 7.4.4.10 - Nivel Médio da Agua (1), Energia Potencial
( 2 ), Energia Cinética ( 3 ), Energia Total ( 4 ) referen-
tes a evolugao da superficie livre de uma ONDA REBENTANDO
com At = 0,0015625 no periodo de tempo compreendido entre
0,1 e 0,746875 .
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Conclusoes

O presente modelo de elemento de contorno foi
desenvolvido para calcular escoamento potencial
bidimensional com superficie livre . A Equagdo de Bernoulli
é aplicada na posigao atual da superficie livre . A integral
de contorno é encontrada, baseada na Segunda Identidade de
Green e essa integral é resolvida numéricamente pela
discretizagdo do contorno em elementos isoparamétricos qua-
draticos e pelo uso da Quadratura Gaussiana . Periodicidade
pode ser usada quando had paredes verticais nos extremos
anterior e posterior do dominio . A solugdo para a descon-
tinuidade de velocidade em algum ponto do contorno foi
encontrada usando elemento com colocagdo nado nodal. Quando a
velocidade normal no fundo é nula pode ser encontrada a
solugdo discretizando sOmente as paredes laterais e a
superficie livre. Usa-se entdao o processo de rebatimento do
ponto fonte. A tranformagdo cibica de terceira ordem aplica-
da a coordenada local para a integragdao do elemento singular
e quase-singular pode ser usada e sua atuagdo é excelente
sobre os resultados obtidos. A centralizagdo do né do meio
do elemento pode ser usada para corrigir possiveis descen-
tralizagdes durante a integragao no tempo . O Equilibrio de
Velocidade pode ser forgado através de uma equagado adicional
ao sistema. Quando assim for este deixa de ser considerado
como medida de conservagao de velocidade. Verificou-se que
este procedimento nao afetou os resultados substancialmente.

O modelo foi testado no célculo de escoamento com
fronteiras fixas ( movimento permanente ) e em fronteiras
méveis ( movimento transiente ) . Bons resultados foram
obtidos na progressao de uma onda linear e no céalculo do
fluxo normal em fronteiras com cantos agudos ( menor que 2
graus ) . Foram testados exemplos de ondas levemente nao
lineares até altamente nado lineares . 0Os resultados podem
ser considerados satisfatérios . Também foi verificada a
progressdo de uma onda rebentando com diversos passos no

tempo . Os resultados obtidos foram satisfatérios, princi-
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palmente considerando que nenhum processo de suavizagao foi
usado .

Foi implementado parcialmente no modelo a simulagdo de
um Tanque Gerador de Ondas . Para melhorar o resultado da
onda rebentando foi implementada uma fungdo geradora de
pontos com colocagdo nao nodal no momento em que a onda esta
comegando a formar canto e no local em que se espera este
canto . Estes dois procedimentos nao foram concluidos por
falta de tempo .

Devido ao alto gasto de tempo computacional nos
problemas transientes recomenda-se adicionar futuramente
neste modelo um esquema de integragdao no tempo mais rapido.

O modelo em pauta estd desenvolvido em médulos de
modo que futuros pesquisadores o possam modificar ou

implementar rotinas mais otimizadas .




9 APENDICES
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APENDICE A - VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY

Quando se deseja integrar uma fungdao " f(x) " ( ver
figura ( A.1 ) ) em um intervalo [ a ; b ], sendo " f(x) "
singular em " x = x;' r X € [ a; b] tem-se o que se

denomina uma integral imprépria.
O resultado " I " de uma integral imprépria pode ser

calculado da seguinte forma

b X =t b
I = I f(x)dx = 1lim [ 1 f(x)dx + lim J f(x)dx ( A.1 )
a €20 Ja A-o x1+A

A existéncia de "I" implica na existéncia independente de

x1—8
lim f(x) dx ( A.2 )
€0 Ja
(b
lim f(x) dx ( A.3)
A-o ~x1+A
Neste caso diz-se que " I " @& convergente. Eventualmente
pode ocorrer que " I " nao seja convergente, neste caso :
-”xl-C
lim f(x) dx = o ( A.4 )
€0 Ja
{b
lim f(x) dx - o ( A.5 )
A-o ‘xloA

porém o valor principal da integral obtido fazendo-se

" g =A" pode existir
x1-€ b
VP(1) = lim f(x)dx + f(x)dx ( A.6 )
E-0 a x1+€
Deve-se observar conforme mostrado na figqura ( 2.5 )

que a porgdo excluida do dominio "Q" foi um setor circu-
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lar de raio "e" , consequentemente " &€ = A " , ou seja, os
limites das integrais indicados nas equagdes ( 2.48 ) e
( 2.49 ) sao realmente valores principais de Integral.

Entretanto, pode-se observar que a integral mostrada na
equagao ( 2.50 ) é imprépria porém convergente e o
integrando indicado na equagéao ( 2.51 ) nao é singular.
Neste caso ambas estas integrais podem ser feitas no sentido
convencional, sendo que o resultado coincide com o valor

principal das mesmas.
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Figura A.l - Definigcdes relacionadas com integrais impro -
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APENDICE B - POTENCIAL DE VELOCIDADES E VELOCIDADE EM PONTOS
INTERNOS

A discussidao apresentada no capitulo 2 concentrou-se no
cdlculo das incégnitas " u " e " p " no contorno. Em geral
também é necessario que se obtenha o potencial de
velocidades em pontos internos e as velocidades * p, " e
" P, ® em pontos internos e no contorno { 19 ]. Como as
incégnitas de contorno ja foram obtidas, o valor do poten-
cial de velocidades "u " em pontos selecionados " £ "
( € e Q, € ¢ T ) pode ser obtido diretamente a partir da
equagao ( 2.80 ), com " c, = 1 ". Nao é necessario neste
caso resolver o sistema de equagdes, ja que a dnica incégni-
ta na equagao ( 2.80 ) & " u = u(gi) " . Os procedimentos
de integragdo sao os mesmos ja discutidos, sendo que neste

caso nao ocorrem integrais singqulares.

As velocidades

du du
p_(§) = — e p_(§) = —
x| & 0z (€

em pontos internos podem ser calculados a partir das

P

equagdes integrais que resultam quando a equagao ( 2.52 ) é

derivada em relagdo as coordenadas “xg" e "zE" do ponto
fonte. Neste caso
* .
F 8u ) )
p = p — ar - u — dar
*Jr ex |e T ax |&
' ( B.1 )
» .
I au [ ap
p =|p—| dr - u — | dr
> Jr ez |¢g JT 8z |¢
A velocidade " p, " na diregao tangente ao contorno,

pode ser determinada por um procedimento semelhante ao que



173

resultou nas equagdes ( B.l ), observando-se que neste caso

a equagao ( 2.52 ) teria que ser derivada em relagao a
coordenada na diregao do vetor unitario tangente " t " ( ver
figura 2.2 ). A equagao integral assim obtida permite a
determinagao de "pt" ; entretanto deve-se observar que

neste caso, como o ponto fonte pertence a "I'" , integragdes
singulares ocorrem, sendo a singularidade de ordem mais alta
do que as de ny'n e "p”' . Tais integrais podem ser
resolvidas sem dificuldade, entretanto podem ser evitadas,
j& que a velocidade na diregao tangente ao contorno pode
ser calculada derivando-se a expressao para o potencial de

velocidades dada pela equagao ( 2.57 ) :

du dn 8u 1 de
P, = —; = ;; g- = r | p u, ( B.2 )

8 n n

r/nt
Uma vez determinadas as componentes " p (p =p)"
n

e " p " da velocidade nas diregdes normal e tangencial
"p, " e " P, " sao obtidos simplesmente por ( ver figura

P,=n P -n p

X t

( B.3 )

p

n - n
z zpn zp

t

Em pontos nodais comuns a elementos diferentes, pode
ocorrer descontinuidade de velocidade, que nem sempre
corresponde a situagdo fisica que se deseja modelar. Neste
caso deve-se adotar a média dos valores obtidos como o

melhor valor para a velocidade.
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