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O objetivo deste trabalho é estudar as diversas propostas de elementos 

finitos de placas laminadas compostas, e desenvolver o núcleo de um 

simulador numérico para sua representação estrutural. Para isso, é feita uma 

revisão detalhada da Teoria de Cisalhamento de Primeira Ordem e são 

implementados dois elementos de placa. 

As aplicações englobam estruturas de placas homogêneas isotrópicas e 

ortotrópicas e de placas laminadas compostas. São realizados estudos 

comparativos entre os resultados de um elemento baseado na Teoria Clássica 

de Placas e de um outro baseado na Teoria de Cisalhamento de Primeira Ordem, 

sendo constatada a necessidade da consideração das deformações 

de cisalhamento transversal na análise de placas compostas. 
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STATIC ANO FREE VIBRATIONS ANALYSIS 

OF COMPOSITE MATERIAL PLA TES 
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Toe purpose of this work is to study different approaches for the finite 

element analysis of composite multilayered plates, and to develop the kernel 

of a numeric simulator for its structural representation. A detailed review 

of the First Order Shear Deformation Theory was made, and two plates 

elements were implented. 

Toe applications include homogeneous isotropic and orthotropic plates 

and multilayered composite plates. A comparative study between a classical 

bending element and a shear deformation element was made, and it was 

verified the need to account the transverse shear effects in the analysis of 

multilayred plates. 
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Os avanços tecnológicos 
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO 

das indústrias aeronáutica, naval, 

automobilística e aeroespacial entre outras, têm exigido cada vez mais a 

utilização de materiais com características especiais. O desenvolvimento dos 

materiais compostos, em particular os compostos à base de fibras, veio ao 

encontro de tal necessidade, oferecendo materiais de baixo peso específico 

capazes de resistir a altas tensões e temperaturas. Por outro lado, a 

análise de estruturas constituídas de tais materiais requer modelos de 

cálculo mais elaborados que os empregados para analisar estruturas 

homogêneas convencionais. 

Laminados compostos consistem em duas ou mais camadas de materiais 

diferentes ou não, perfeitamente interligadas a fim de se obter melhores 

propriedades do conjunto. Os compostos a base de fibra são laminados 

modernos constituídos de fibras de alta resistência (carbono, kevlar, vidro) 

convenientemente dispostas numa matriz de resina. 

Tais laminados apresentam uma rigidez de cisalhamento transversal muito 

baixa, se comparada às do estado plano de tensão. Segundo VINSON e ZUCAS 

([l]), a relação módulo de elasticidade / módulo de cisalhamento (E/G), para 

materiais como grafite pirolítico, oscila entre vinte e cinqüenta. Portanto, 

o modelo de análise de estruturas constituídas desses materiais deve 

considerar as deformações de cisalhamento transversal, mesmo para estruturas 

de pequena espessura. As tensões de cisalhamento transversal também 

desempenham um papel fundamental na análise das tensões interlaminares, o 

que, para materiais laminados, é indispensável. 

Na primeira etapa deste trabalho investigaram-se as diversas propostas 

de elementos finitos existentes para a análise de placas compostas, a fim de 
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selecionar e implantar um elemento econômico e eficiente. As referências 

[2], [3] e [4] dão uma ampla visão das várias abordagens disponíveis e foram 

fontes de consulta importantes nesta etapa da pesquisa. Em particular, as 

referências [2] e [3] fornecem uma farta bibliografia sobre o assunto. Na 

breve exposição que se segue, a variável z diz respeito à direção da 

espessura do laminado. 

De modo geral, as teorias de elementos finitos para a análise de 

laminados são dividas em três classes : 

TEORIAS TRIDIMENSIONAIS 

TEORIAS BIDIMENSIONAIS POR CAMADAS (LAYER-WISE) 

TEORIAS DE CAMADA ÚNICA EQUIVALENTE 

Obviamente, as teorias tridimensionais são as que melhor representam o 

comportamento de estruturas laminadas. Entretanto, o elevado número de 

incógnitas envolvidas e a difícil implantação de etapas de pré e 

pós-processamento inviabilizam a utilização exclusiva desses modelos. Num 

processamento conhecido como local-global, utilizam-se modelos mais 

elaborados (tais como os tridimensionais) em regiões de altos gradientes de 

tensão, e modelos menos refinados (tais como os de camada única equivalente) 

nas demais regiões da estrutura (referências [5], [6] e [7]). 

Nos modelos tridimensionais, o ideal é que se tenha, no mínimo, um 

elemento por camada. Entretanto, a fim de se reduzir o volume computacional, 

pode-se utilizar o conceito de sublaminados que consiste em se agrupar 

diversas camadas em um sublaminado equivalent.e. As propriedades do 

sublaminado são obtidas integrando-se as propriedades de cada camada que o 

constitui, assim como se faz nas teorias de camadas equivalentes. Nas 

referências [2] e [3] encontram-se mais informações sobre os modelos 
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tridimensionais. 

Na referência [8], REDDY propõe a teoria bidimensional por camadas. 

Nesta teoria, o campo de deslocamento num ponto (x,y,z) é expandido na forma 

N l o 
= u (x,yl + í: l 

J =1 
t = 1,2,3 

(1.1) 

onde N1 representa o número de subdivisões na direção da espessura, ifl}z) 

são funções conhecidas, contínuas por partes e definidas apenas em duas 

camadas adjacentes e U (x,y) 
J 

são coeficientes a determinar que serão 

incorporados ao sistema de equações como graus de liberdade nodais. É 

frequente adotar-se N = N e N = O. Neste caso, (1.1) toma a forma 1 2 3 

onde 

u1(x,y,z) = u(x,y) + U(x,y,z) 

uz(x,y,z) = v(x,y) + V(x,y,z) 

u3(x,y,z) = w(x,y) 

U(x,y,z) = í: 
J=l 

V(x,y,z) = í: 
J=l 

U (x,y) ifl (z) 
J J 

V (x,y) ifl (z) 
J J 

(1.2) 

(1.3) 

Em (1.2), u(x,y), v(x,y) e w(x,y) representam, respectivamente, os 

deslocamentos u1, uz e u3 sobre a superfície de referência. Dessa maneira, 



U(x,y,0) e V(x,y,O) são nulos. 

Devido à natureza local de t J 
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os desloca.Illentos são contínuos na 

direção da espessura, mas suas derivadas primeiras em relação a z são 

descontínuas. Assim, as deformações de cisalha.Illento transversal são 

descontínuas nas interfaces das ca.Illadas, permitindo que as tensões de 

cisalha.Illento transversal seja.Ill contínuas. As deformações ex, cy e 7xy são 

contínuas e as tensões crx, ay e 'txy são descontínuas nas interfaces, devido 

à diferença entre as propriedades elásticas de duas ca.Illadas adjacentes. 

A principal vantagem da teoria bidimensional por camadas sobre a teoria 

de Ca.Illadas equivalentes está em se obter a continuidade das tensões de 

cisalha.Illento transversal na direção da espessura. Estas tensões desempenha.Ill 

um papel fundamental na determinação da carga de ruptura da estrutura. A 

desvantagem está no elevado número de graus de liberdade por nó. Segundo 

REDDY ([ 4 ]), a teoria bidimensional por ca.Illadas é uma alternativa melhor que 

a teoria tridimensional. 

Dentre as teorias existentes para se simular o comporta.Illento de 

estruturas la.Illinadas, a teoria de camada única equivalente é a mais simples 

e econômica. Nesta teoria, o campo de desloca.Illento tridimensional é 

expandido na forma 

MI 
u1(x,y,z) = E u!(x,y) (z)J 

J=O 
= 1,2,3 

(1.4) 

onde M é o número de termos da expansão da componente de deslocamento 1 
u1(x,y,z) (normalmente M1 = M2 ), e uJ(x,y) são funções definidas sobre a 1 
superfície de referência (normalmente a superfície média) que dependem dos 

desloca.Illentos dos nós. 



5 

Em todas as teorias de camadas equivalentes os deslocamentos e suas 

derivadas são contínuos na direção da espessura. Como conseqüência, o campo 

de deformações é contínuo na direção de z, e o campo de tensões é 

descontínuo nas interfaces das camadas, onde ocorre uma variação súbita das 

propriedades elásticas. Assim, as teorias de camadas equivalentes são, em 

geral, adequadas para simular o comportamento global de estruturas laminadas 

(deslocamentos e freqüências naturais), mas não são apropriadas para 

representar efeitos localizados oriundos da distribuição interlaminar de 

tensões. 

Dependendo do valor de M 
1 

em (1.4), pode-se desenvolver teorias de 

camadas equivalentes de diferentes ordens. Nas referências [9] a [11] são 

apresentadas diversas propostas . Entre elas está a teoria de terceira ordem 

de REDDY, onde as tensões de cisalhamento transversal se anulam nas faces 

externas do laminado. 

Fazendo-se M = M = 1 e M = O, obtem-se a teoria de cisalhamento de 
1 2 3 

primeira ordem, também conhecida como teoria de Mindlin. Nesta teoria, o 

campo de deslocamento toma a forma 

o u (x,y,z) = u (x,y) 
1 1 

o u (x,y,z) = u (x,y) 
2 2 

o u}x,y) = u3
(x,y) 

1 + z u (x,y) 
1 

1 + z u (x,y) 2 

(1.5) 

onde u/x,y,z) e u2
(x,y,z) são os deslocamentos na direção de x e y 

respectivamente e u3(x,y) é o deslocamento transversal. As funções u:(x,y) e 

1 u2(x,y) são as rotações em torno dos eixos y e x respectivamente, e as 

funções o u1 (x,y) representam o deslocamento sobre a superfície de 

referência. 
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O campo de deslocamento da teoria de cisalhamento de primeira ordem 

redunda em deformações de cisalhamento transversal constantes na direção da 

espessura. Essa hipótese não é verdadeira nem mesmo para estruturas 

homogêneas, onde as deformações de cisalhamento transversal variam 

quadraticamente na direção de z. A má distribuição das tensões fornecida 

pela teoria causa uma estimativa errônea da rigidez ao cisalhamento 

transversal da estrututra. Para corrigir este erro, utilizam-se fatores de 

correção de cisalhamento transversal Kx e Ky. 

Segundo BURTON E NOOR ([2] e [3]), o âmbito de validade da teoria de 

cisalhamento transversal é fortemente influenciado pelos fatores de correção 

de cisalhamento transversal. Várias propostas têm sido feitas · para 

determinar esses fatores. A maioria delas baseia-se em igualar certas 

grandezas fornecidas pela teoria de cisalhamento de primeira ordem às 

grandezas correspondentes fornecidas pela teoria da elasticidade 

tridimensional. Entre estas grandezas estão a energia de deformação de 

cisalhamento transversal (a mais freqüentemente adotada), a freqüência 

natural associada ao modo de vibração de cisalhamento e a velocidade de 

propagação de uma onda de flexão ([12] a [16]). 

BURTON e NOOR ([17]) propuseram a determinação dos fatores de correção 

de cisalhamento transversal, considerando não apenas os parâmetros do 

laminado (como até então vinha sendo feito), mas também as diferenças na 

distribuição das deformações decorrentes de diferentes condições de 

carregamento. Esta abordagem foi denominada procedimento preditor-corretor e 

se divide em duas etapas. Na primeira (fase preditora), utiliza-se um 

método convencional para determinar Kx e Ky e obter o comportamento global 

da estrutura. Na segunda (fase corretora), utilizam-se os resultados 

fornecidos pela etapa anterior e as equações de equilíbrio tridimensional 

para se obter valores mais precisos dos fatores de correção de cisalhamento 
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transversal. 

Na referência [3], são feitos estudos numéricos comparando os resultados 

de diversas teorias de cascas laminadas, incluindo a teoria de cisalhamento 

de primeira ordem, utilizando o procedimento preditor-corretor. Dois tipos 

de procedimento preditor-corretor foram utilizados, diferindo-se quanto à 

grandeza ajustada na fase corretora. No primeiro ajustou-se a rigidez de 

cisalhamento transversal ([18]) e no segundo a distribuição das tensões 

transversais ([19]). Ambos os procedimentos mostraram-se bastante 

eficientes. 

Pode-se observar que as propostas de análise de estruturas laminadas são 

muitas, e, em cada uma delas, encontramos vantagens e desvantagens. É, 

portanto, difícil apontar qual o melhor caminho a seguir. Entretanto, a 

teoria de camada equivalente, em particular a teoria de cisalhamento de 

primeira ordem, parece-nos, por sua economia e simplicidade, ser a melhor 

opção para simular o comportamento de uma estrutura laminada, ou pelo menos 

o de sua maior parte. 

Em 1989, BATOZ e LARDEUR ([20)] apresentaram um artigo anunciando um 

novo elemento para a análise de placas laminadas compostas: o DST (triângulo 

discreto de cisalhamentol. Este elemento baseia-se na teoria de cisalhamento 

de primeira ordem e apresenta como principais qualidades a economia (apenas 

nove graus de liberdade) e a capacidade de representar satisfatoriamente 

tanto placas finas como espessas. Sua formulação é obtida pela generalização 

de um outro elemento de placa: o DKT ( triângulo discreto de Kirchhoff) 

([21]). 

O objetivo deste trabalho é projetar e desenvolver o núcleo de um 

simulador numérico para analisar estruturas de materiais compostos, 

utilizando o Método dos Elementos Finitos. Nesta primeira etapa, será 

implementado o elemento DST, possibilitando tanto a análise estática linear 
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como a análise de vibrações livres. 

Sendo assim, este trabalho está organizado da seguinte forma 

CAPITULO II 

Expõe de forma mais detalhada a teoria de cisalhamento de 

primeira ordem; 

CAPITULO III 

Trata do desenvolvimento da formulação do elemento DKT; 

CAPITULO IV 

Trata do desenvolvimento da formulação do elemento DST; 

CAPITULO V 

Trata do processo de redução de uma placa laminada a uma placa 

homogênea equivalente, e da determinação dos fatores de 

correção de cisalhamento transversal para placas compostas; 

CAPITULO VI 

Expõe os estudos numéricos realizados 

CAPITULO VII 

Conclusões e atividades futuras de pesquisa 
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CAPITULO II 

TEORIA DE CISALHAMENTO DE PRIMEIRA ORDEM 

2.1- HIPÓTESES BÁSICAS 

A teoria de cisalhamento de primeira ordem, também conhecida como teoria 

de Mindlin, considera a seguinte generalização da hipótese de Kirchhoff: 

"Os pontos da placa que, antes da deformação, estão alinhados segundo 

uma reta normal à superfície média, permanecem alinhados segundo uma reta 

(não necessariamente normal à superfície média) após a deformação. "  

A teoria considera também que as deformações sejam pequenas, de modo que 

os ângulos das rotações sofridas pela placa se confundam com os seus 

respectivos senos. Então, chamando de /3x e /3y as rotações em torno dos eixos 

Y e X respectivamente (figura 2.1) e considerando as hipóteses acima, 

podemos escrever: 

onde 

u, v, w 

u = uo(x,y) + z /3x(x, y) 

v = vo(x, y) + z {3y(x, y) 

w = wo(x,y) 

- componentes de deslocamento 

respectivamente ; 

(2.ll 

nas direções X, y e Z 

uo, vo, wo - componentes de deslocamento dos pontos sobre a superfície de 

referência. 
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h 
u V - tt tt V 

f', X zrJJix 
3;  1-� 

h,<z 

�'! 
x,u í\ h/2 y,v 

+ -

F i g u ra 2 . 1 - Sentidos Posi tivos d e  u , v,w , fix e .8 y 

Supondo que as retas originalmente normais ao plano da placa girem 

centradas na superfície média, e adotando-se esta superfície como 

referência, temos que: 

uo(x,y) = O 

vo(x,y) = O (2.2) 

Para que (2.2) seja válido, a placa não deve ser solicitada por esforços 

normais às suas seções transversais. Devemos considerar também que haja uma 

simetria das propriedades elásticas em relação à superfície média. 

Considerando (2.2), as expressões (2.1) tomam a forma simplificada 

w = wo(x,y) 

U = Z /3x 

V = Z /3y (2.3) 
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A teoria considera ainda que a componente de tensão normal à superfície 

média é nula. As demais componentes de tensão são obtidas através das 

relações constitutivas e das deformações, que por sua vez são obtidas pela 

derivação das expressões (2.3). 

2.2- DEFORMAÇÕES 

Das relações entre deslocamentos e deformações temos 

ex = 8u/8x 

Cy = 8v/8y 

7xy = 8u/8y + 8v/8x 

7xz = 8w/8x + 8u/8z 

7yz = 8w/8y + 8v/8z 

que podem ser escritas como 

onde 

{ e  ) = z { x }  b 

{ X } = [ 
8/jx/8x l 
8/jy/8y 

8/jx/8y + 8/jy/8x 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 



e 

e 

{ '( } = [
'(xz ] = 

'(yz 

12 

[ 8W/8x + /3x 
l 

8W/8y + /3y 

(2.8) 

(2.9) 

Devido à hipótese de crz = O, a deformação ez relaciona-se diretamente 

com as demais componentes de deformação através das relações constitutivas. 

Vale ressaltar que w em (2. 1) e (2.3) representa o deslocamento transversal 

somente dos pontos sobre a superfície de referência e, portanto, não podemos 

obter ez pela sua derivação. 

t também interessante observar que, como as funções Wo, /3x e /3y são 

independentes de z, (2. 9) fornece as deformações de cisalhamento transversal 

1xz e '(yz constantes ao longo da espessura da placa. 

2.3- RELAÇÕES TENSÃO-DEFORMAÇÃO 

Sejam { a-r } e { e 
T 

} os vetores de tensão e deformação da teoria da 

elasticidade tridimensional respectivamente, dados por 

<Tx ex 
Cy 

{ } 
(Tz 

{ } 
Cz = e e 

T Txy T '(xy 
Txz '(xz 
Tyz '(yz (2.10) 
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Seja [E I a matriz constitutiva tridimensional, de modo que T 

Então, como <rz é suposto nulo, de (2.11) podemos obter 

(2.11) 

(2.12) 

Aplicando (2.12) em (2.11) e considerando a simetria da matriz [ET], 
chegamos às relações tensão-deformação bidimensionais 

{cr} = [E] {e} (2.13) 

onde 

ITx ex 
Cy 

{cr} = Txy e {e} = '(xy (2.14) 
Txz '(xz 
Tyz 7YZ 

são os vetores de tensão e deformação bidimensionais respectivamente, e 



E -E
2 

E -E E E -E E li 1 3 12 23 13 1 4  34 13 
r- E E 

3 3  33 33 

E -E
2 

E -E E 
22 23 24 34 23 

E E 
33 33 

E44-E 
2 

[E) 
34 

= 
E 

33 

SIM . 

14 

E -E E 
15  35 13 

E 

E -E 
25 35 

E -E 
45 35 

E -E
2 

55 35 

33 

E 
23 

E 
33 

E 
34 

E 
33 

E 
33 

E -E E 
16 36 13 

E 
33 

E -E E 
26 36 23 

33 

E -E E 
46 36 34 

E 
33 

E -E E 
56 36 35 

E -E
2 

66 36 
E 

33 

E
33 

é a matriz de elasticidade bidimensional. 

No caso de materiais isotrópicos, (2. 15) toma a forma 

1 V o 

V 1 o 
[ o J 

E 1-v [E) = o o 2 
1-v 

2 

1-v  o 
[ o ] 2 

o 1 -v 
2 

(2.15) 

(2.16) 

onde E e v são o módulo de Young e o coeficiente de Poisson respectivamente. 



JS 

Para materiais ortotrópicos, (2.15) fica 

E E V o X y x y  
1 - v  V 1 - v  V 

x y  y x  x y  yx 

E V E [ o ] X yx y o 1 - v  V 1 - v  V 
x y  y x  x y  yx 

[E] 
G o o 

xy 

G o 
x z  

o 
o G 

yz 
(2.17) 

onde 

Ex e Ey são os módulos de Young nas direções principais x e y, 

são os coeficientes de Poisson que caracterizam a deformação 

na direção J causada por uma tensão na direção 1, 

G , G , G são os modulos de cisalhamento. 
xy xz yz 

2.4- TENSÕES 

Como vimos, os materiais isotrópicos e ortotrópicos têm a matriz de 

elasticidade bidimensional da forma 

[ D ] 3x3 

1 o 1 
(2.18) 
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Então, para estes materiais, podemos colocar (2.13) na forma 

{ 't" } 

= [ D ) { c ) b 

= [ G ) { 7} 

rrx 

{rr } = rry 

= z [ D ) { ;t: }  

Txy 

[ 
't"xz 

] {'t"} = 
't"yz 

(2.19) 

(2.20) 

e os vetores { cb}' { ;t: } e { T } são dados por (2.6), (2. 7) e (2. 9) 

respectivamente. 

Comparando (2.16) e (2.17) com (2.18), podemos facilmente obter as 

matrizes [D) e [G) para materiais isotrópicos e ortotrópicos. 

2.5- ENERGIA DE DEFORMAÇÃO 

Como supomos que rrz = O, não há acréscimo na energia de deformação 

devido a cz. Neste caso, a energia de deformação é dada pela soma das 
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parcelas U (relativa aos vetores {cr ) e {e ) ) e Us (relativa aos vetores 
b b b 

{,:) e {r) ). Assim, a energia de deformação total é dada por 

U = U + U  
• b 

2.5.1- ENERGIA DE DEFORMAÇÃO DE FLEXÃO Ub 

Da teoria da elasticidade temos que 

Ub = 1/2 J {cb ) T {crb) dz dy dx 
VOL . 

De (2. 6) e (2.19) temos que: 

{ e l { cr ) = z2 { X ) T [D) { X ) 
b b 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

Aplicando (2.23) em (2.22), e lembrando que {x) é constante na direção 

de z, chegamos a 

ub = 1/2 J { X )T [Db ) { X ) dy dx 
A 

(2.24) 
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onde A é a area da superfície média da placa ,h é a espessura (figura 2.1) e 

+h/2 

[D
b] = J z2 [D] dz 

-h/2 

No caso de material homogêneo temos: 

[D ] 
b 

Então, no caso de material homogêneo e isotrópico, temos 

1 V o 

[D l 
E h3 

1 o = 
b 2 12 l -v ) l -v 

o o 
2 

Para. material homogêneo ortotrópico tf;!Ilos , 

E E V 
o X y xy 

l -v V l-v V 
xy yx x y  y x  

[ D  ]= 
h3 E V E 

o 12 X yx y 
b l -v l - v  V V 

xy yx x y  yx 

o o .. xy, 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 
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2.5.2- ENERGIA DE DEFORMAÇÃO DE CISALHAMENTO TRANSVERSAL U 

A energia de deformação de cisalhamento transversal é dada por 

onde 

• 

Figuro 2 

Us = Us + Us 
X y 

Usx=l/2 I rxz Txz dz dy dx 
VOL .  

Us =1/2 f 7yz Tyz dz dy dx 
y 

VOL . 

· 2 - Sen tidos 

\ i ._ . 

Positivos de 

tr 

• 

(2.29) 

(2.30) 

unidade de 
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Para materiais homogêneos, a teoria da elasticidade fornece 

T = 6 xz 

T = 6 
yz 

Considerando-se que 

Txz 
r = 

xz Gxz 

podemos escrever (2.30) na forma 

2 

J 
Txz Usx

=l/2 -
Gxz VOL . 

e 

dz dy dx 

2 

Us =1/2 J 
Tyz dz dy dx 

Y VOL. Gyz 

Tyz 
r = yz Gyz 

Substituindo (2.31) em (2.33) e integrando de -h/2 a +h/2, obtemos 

Us = -1- � 
J X 2 5 

Us = 2 5  

AREA 

y 
1 6 

J AREA 

TX2 

dy dx h Gxz 

TY2 

dy dx h Gyz 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 
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Como vimos na teoria de Mindlin, as deformações e e, 

conseqüentemente, as tensões 't e T são supostas constantes ao longo da 
xz yz 

espessura. Para corrigir o erro no cálculo da energia de deformação de 

cisalhamento transversal causado por esta hipótese, utilizamos fatores de 

correção de cisalhamento transversal. 

Estes fatores são tais que nos permitem considerar as tensões de 

cisalhamento transversal dadas por uma correção das tensões de cisalhamento 

transversal médias, ou seja 

TX 
Txz 

= Kh 
X 

e T 
yz 

TY 

= Kh 
y 

onde Kx e Ky são os fatores de correção de cisalhamento transversal. 

(2.35) 

Sejam Us e Us as parcelas da energia de deformação de cisalhamento 
X y 

transversal calculada considerando-se as tensões Txz e Tyz constantes 

conforme (2.35). Então, por definição, temos que 

Us Us 
X K y = e 

X Ds y Ds 
X y 

onde, para materiais homogêneos, Us e Us são dadas por (2.34). 
X y 

(2.36) 

Substituindo (2.35) e (2.32) em (2.30) e integrando de -h/2 a +h/2 , 

obtemos 

Ds 1 

JAREA 
TX

2 
dy dx = 

2 X 
K

2 G h 
X xz 

Ds 1 

JAREA 
TY

2 

dy dx = 
2 y 

K
2 G h 
y yz (2.37) 
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Substituindo (2.37) e (2.34) em (2.36), e operando, obtemos o fator de 

correção de cisalhamento para materiais homogêneos 

Considerando (2.35) e (2.32), podemos escrever 

onde, para materiais homogêneos 

h/2 

[ 

l 

[Ds) = K J [G) dz = h K 
G 

:
• 

G:z -h/2 

Substituindo (2.39) em (2.35), obtemos 

1 
{T) = K h [Ds) {7) 

Considerando (2.41 )  e (2.30), podemos escrever 

- - - I J T I  Us= Usx+ Us = 2 {7) K h [Ds) {7) dz dy dx 
y VOL. 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 
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Integrando (2.42) na direção de z e considerando (2.36), obtemos a 

energia de deformação de cisalhamento transversal corrigida 

1 J T Us = Us x + Us = 
2 { r} [Ds] {r} dy dx 

y 
AREA 

2. 6- ESFORÇOS 

2.6.1- MOMENTOS 

Por definição, temos 

Mx 

{M} = My 

Mxy 

(2.43) 

(2.44) 

Substituindo {<r }, dado por (2.19), em (2.44) e considerando que {x} é b 

constante na direção de z, obtemos 

(2.45) 



onde [D ] esta definida em (2. 26). b 

2.6.2- CORTANTES 

24 

Os cortantes TX e TY estão definidos no item 2.5.2. Repetimos a seguir a 

expressão dos cortantes para materiais homogêneos. 

m • [ : ] • 'º'' "' (2.46) 

Para materiais ortotrópicos, temos 

{T} 

(2.47) 
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CAPITULO III 

O TRIÂNGULO DISCRETO DE KIRCHHOFF 

3.1- INTRODUÇÃO 

A formulação do Triângulo Discreto de Kirchhoff (DKT) foi apresentada em 

1969 sob o nome de QQ3 [221. Embora ele fosse um dos mais eficientes 

elementos de placas da época, sua apresentação não era simples nem atrativa. 

Seguiram-se então publicações concluindo que sua implementação era complexa 

([23] e [241), e que o elemento fornecia tensões relativamente pouco 

precisas ([ 25]). 

Cerca de dez anos mais tarde, uma nova publicação ([211) mencionando 

estudos teóricos mais recentes ([26] a [291), demonstrava a eficiência do 

elemento. Ficava provado que os deslocamentos e autovalores fornecidos pelo 

elemento convergiam quadraticamente para a solução clássica de Kirchhoff. 

O DKT é um elemento triângular de lados retos, contendo nove graus de 

liberdade e utiliza a Teoria Discreta de Kirchhoff. O modelo não está 

associado a nenhum princípio variacional específico e apresenta um campo de 

deslocamento de continuidade cº 

Apesar de convergir para a teoria clássica de Kirchhoff, o DKT utiliza 

uma teoria que inclui as deformações de cisalhamento transversal. 

Entretanto, como a energia de deformação de cisalhamento transversal é 

desprezada e as hipóteses de Kirchhoff são impostas em pontos discretos, o 

elemento não é adequado para representar placas constituídas de materiais 

compostos modernos. O elemento que realmente nos interessa é o Triângulo 

Discreto de Cisalhamento ( DST ), que é derivado do DKT e que considera a 

rigidez de cisalhamento transversal. É este, pois, o motivo do estudo que 

faremos neste capítulo. 

O DKT é obtido a partir de um elemento de seis nós e doze graus de 
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liberdade. O elemento original tem como graus de liberdade apenas as 

rotações e, portanto, a energia de deformação de flexão Us por ele fornecida 

não inclui os deslocamentos tranversais w . 

t z ,w 

r y , v  
x,u

� 

1 2 

�;
2

, 

��
/2 

k �; 

F i g u ra 3 . 1  - G e o m e tri a d o  D K T  

A formulação do DKT consiste em relacionar as rotações dos nós 

intermediários com os graus de liberdade dos nós dos vértices (incluindo w). 

Para tal, adotamos a seguinte estratégia : 

-Obtemos uma expressão que defina w no contorno do elemento de modo que 

w = w ( wi, 8w/8x l 1 ,8w/8y l 1 ) l=l, 2, 3 

-Impomos a hipóteses de Kirchhoff nos nós dos vértices obtendo 

W = W ( WI, /3XI, /3yl ) l=l, 2, 3 

-Consideramos sistemas de eixos S-11 tangente-normais aos lados do 

elemento. As rotações dos nós intermediários são relacionadas com os 

graus de liberdade dos nós dos vértices impondo uma variação linear de 

/311 ao longo do lado, e aplicando a técnica de Kirchhoff na direção S 
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3.2- TEORIA DISCRETA DE KIRCHHOFF 

A teoria discreta de Kirchhoff é constituida de três etapas básicas: 

!-Considera-se uma teoria que inclua as deformações de cisalhamento 

transversais. Neste caso, as grandezas w, /3x e /3y são independentes. 

2-A energia de deformação de cisalhamento transversal é desprezada. 

Então, a energia de deformação do elemento é do tipo 

U = Ub(/3x,/3y) (3.1) 

3-No caso de pequenas rotações podemos incluir w em (3.1)  impondo que 

numa certa direção S: 

-aw /3s = as (3.2) 

Fisicamente, (3.2) garante que os pontos inicialmente alinhados 

segundo uma reta normal a um eixo de direção S, permanecem alinhados 

segundo uma reta normal a este eixo após a deformação. Na teoria 

discreta de Kirchhoff ,impomos tal condição em pontos discretos do 

elemento nas direções X e Y, ou seja, impomos que 

/3X 
-aw = ax e 

A expressão (3.3) implica que, nos 

-aw 
/3y = av 

pontos considerados, 

(3.3) 

as retas 

originalmente normais à superfície média da placa, permanecem normais 

à superficie média após a deformação. 
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3.3- ELEMENTO TRIANGULAR COM SEIS NÓS E DOZE GRAUS DE LIBERDADE 

Seja o elemento da figura 3. 2 cujas rotações são dadas por 

onde 

(;lx = L N1 (;lx1 
l=l  

(;ly = L N! (;ly1 
l=l 

(;lxl e (;lyl -rotações do nó 1 

N1 - funções de interporlação 

z,w 

\ 

(3.4) 

.Bx d Ili I d X 
-'--< ...... p .. ---

j ( s
=

/.. 1 ) 

k ( s = J.,
,,,

t2) 

(S  = 0 )  

Fi gu ra 3 . 2  - S istema de Coo rdena das Ta ngente Normais 
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As funções de interpolação são polinômios completos do segundo grau sem 

termos parasitas,ou seja, são do tipo 

onde: 

atJ - coeficientes a determinar 

L2 e L3 -coordenadas de área (APJ::NDICE B) 

Seja a matriz de coordenadas de área 

[ L ] = [ l  L 2 L 
2 

L 
2 

2 3 

Então, podemos escrever (3.4) na forma 

/3x = L ] [ C ] {/3x} 

/3y = [ L ] [ C ] {/3y} 

onde {/3x} e {(3y} são os vetores das rotações nodais dados por 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 



{/3xl} 

{/3x}= 
{/3x2} 

[ '" ] {/3xl}= /3x2 

/3x3 

[ , .. l {/3x2}= /3x5 

/3xb 

30 

{/3y}= 

{/3yl} 

{/3y2} 

[ �. l {/3yl}= /3y2 

/3y3 

[ �· 1 {/3y2}= /3y5 

/3yb 

e [ C I é a matriz dos coeficientes lllJ (C =ll ) 1 J I J 

Impondo que N = 1 no nó 1 e N = O nos demais nós obtemos 1 1 

1 o o o o o 
-3 - 1  o o o 4 

[C ] [ Cl ] [c2 J 
-3 o - 1  o 4 o 

= = 
4 o o 4 -4 -4 

bx3 bx3 2 2 o o o -4 

2 o 2 o -4 o 6 

Considerando (3.8) e (3.10), podemos escrever (3.7) na forma : 

/3x = [ L ] ( [ Cl ]{ /3xl } + [ C2 ] { /3x2 } ) 

/3y = [ L ] ( [ CI ]{ /3yl } + [ C2 ] { /3y2 } ) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 



31 

As expressões (3.7) e (3. 11) são equivalentes e é possível utilizá-las 

para obter o vetor de curvatura ü:} (expressão 2. 7) e, conseqUentemente, a 

energia de deformação de flexão Ub (expressão 2.20). Então, poderíamos obter 

uma matriz [ K' ] tal que 

Ub 1 
{/3} T [ K' ] {/3} = 2 

[ �· l {(3} 
{(3y} 

(3.12) 

Portanto, se desprezarmos a energia de deformação de cisalhamento 

transversal, é possível utilizar K' ] para relacionar os deslocamentos 

nodais com as cargas a eles correspondentes. Entretanto, como em (3. 12) não 

contemos deslocamentos transversais w, o sistema de equações obtido não nos 

permitiria considerar forças transversais à superfície da placa. 

3. 4- O TRIÂNGULO DISCRETO DE KIRCHHOFF 

O DKT é obtido relacionando-se as rotações dos nós intermediários com os 

graus de liberdade dos nós dos vértices (inclusive w). Substituindo {(3x2} e 

{(3y2} em (3.11), obtemos interpolações de (3x e (3y que incluem os 

deslocamentos w. Para isso. utilizamos sistemas de eixos S-l) descritos no 

APÊNDICE A. A expressão (A.4) permite-nos escrever 

{(3x2} = [Ck] ((31)} - [Sk] {(3s} 

(3.13) 

{(3y2} = [Sk] ((31)} + [Ck] {(3s} 



onde 

{/3s} = [ ::: ] 
/3S6 

[Ck] = [ 
C

�
O 

O O 
] c� c� 
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!Skl = [ 

s
�
o 

o o 
] s

� s� 

(3.14) 

(3.15) 

e Sk e Ck são os senos e cossenos diretores dos sistemas tangente-normais 

conforme a expressão (A.2) 

3.4.1- VARIAÇÃO CÚBICA DE W NO CONTORNO DO ELEMENTO. 

HIPÓTESES DE KIRCHHOFF. 

Seja l o lado do triângulo da figura 3. 2, cujo nós inicial e final são lj 

os nós 1 e J respectivamente, e cujo nó intermediário é o nó k. Então, 

adotando o sentido anti-horário como positivo, temos que : 

l,  

IJ = 23,31,12 para k = 4,5,6 respectivamente 

Seja S o eixo coordenado que passa por 1, k e J ,de modo que S = O em 

S = l / 2 em k e S = t em J. Impomos uma variação cúbica de W ao 
u u 

longo do lado, ou seja, 

2 3 w = a1 + a2 S + <X3 S  + <X3 S  (3.16) 
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Os coeficientes a.1 são obtidos aplicando as seguintes condições de 

contorno 

w = w  

w = w  
j 

e 

e 

8w/8S = 8w/8S I 
1 

8w/8S = 8w/8S 1 
j 

em S = O 

em S = l 
lj 

No APf:NDICE C desenvolvemos a expressão (3.16) e calculamos os 

coeficentes a.1 ,obtendo a seguinte relação (expressão C. 9). 

- 8W/8s i 

- 8W/8s l 5 = [HS] {W} (3.17) 

- 8W/8s l 6 

onde [HS] depende apenas das coordenadas dos nós e {W} é constituído dos 

deslocametos transversais e suas derivadas nos nós dos vértices (expressões 

C.10 e C.11), ou seja , 

W l  

-8w/8x l 1 
-8w/8y l 1 

wz 

{W} = -8w/8x l  2 (3.18) 

-8w/ ay l 2 
W3 

-8w/8x l 3 
-8w/ 8y l 3 
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o o o 3 S4 -C4 -3 S4 -C4 
2t 4 4 2l 4 4 23 23 

[HS) -3 ss -cs o o o 3 ss -cs 
= 

2T 4 4 2t 4 4 31 31 
3 S6 -C6 -3 S6 C6 o o o 

2T 4 4 2t 4 4 12  12 3x9 

Aplicando as hipóteses de Kirchhoff nos nós dos vértices, temos que 

/3x1 = -8w/8x 1 1 
/3y1 = -8w/dy 1 1 

Substituindo (3.20) em (3.18), obtemos 

{W) = {u} 

l = 1,2,3 

onde {u} é o vetor de deslocamento do elemento dado por 

Wl  
/3x1  
/3y 1  
W2 

{u) = /3x2 
/3 y2 
W3 
/3X3 
/3y3 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 
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3.4.2- VARIAÇÃO LINEAR DE /371 

A fim de relacionar as rotações /371 dos nós intermediários com as 

rotações Bx e By dos nós dos vértices, impomos uma variação linear de /371 ao 

longo dos lados. Então, 

/3y. 

IJ = 23,31,12 para k = 4,5,6 respectivamente. 

A expressão (A.5) (APÊNDICE A) fornece as rotações /371 em função de /3x e 

Aplicando estas transformações às rotações /371 e /371 . e substituindo 1 J 
convenientemente os índices 1, J e k, escrevemos (3.23) na forma 

{/371} = [ HN ] {U} (3.24) 

onde 

o o o o C4 S4 o C4 S4 
2 2 2 2 

[ HN ] o cs ss o o o o cs ss = 
2 2 2 2 

o C6 S6 o C6 S6 o o o 
2 2 2 2 

(3.25) 

Devemos notar que, como as colunas l, 3 e 7 da matriz [HN] são nulas, a 

expressão (3.24) não relaciona as rotações com os deslocamentos w. 
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3. 4.3- DEFORMAÇÕES '1 NULAS NOS NÓS INTERMEDIÁRIOS 
BZ 

A expressão (A. 7) (APÊNDICE A) fornece: 

'1 = -Sk '1 + Ck '1 
sz xz yz 

(3.26) 

Substituindo '1 e 7 dados pela expressão (2. 9) e considerando as 
xz yz 

transformações dadas por (A. 5) e (A.6), concluímos que 

aw 7
sz = as + (3s (3.27) 

Afim de relacionar as rotações (3s dos nós intermediários com o vetor 

{u}, nestes nós impomos que 7sz = O , ou seja, impomos que 

(3s 

{(3s} = (3s 

(3s 

= 

6 

- aw1as l 4 
- aw/as l 5 
- aw1as l 6 

Considerando (3.17) e (3.21), podemos escrever 

{(3s} = [HS] {U} 

(3.28) 

(3.29) 

Como as colunas l, 4 e 7 da matriz [HS], definida em (3.19), não são 

nulas, a expressão (3.29) relaciona finalmente as rotações com os 
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deslocamentos transversais. 

3.4.4- ELIMINAÇÃO DOS NÓS INTERMEDIÁRIOS. 

Substituindo (3.24) e (3.29) em (3.13) obtemos : 

onde 

{/3x2} = ( [Ck] [HN] - [Sk] [HS] ) {u} 

{/3x2} = ( [Ck] [HN] + [Sk] [HS] ) {u} 

Sejam as matrizes 

[ IX ] = [ g  
1 o o o o 
o o o 1 o 
o o o o o 

[ IY ] = [ g 

o 1 o o o 
o o o o 1 
o o o o o 

Podemos notar que 

{/3xl} = [ IX ] {u} 

{/3yl} = [ IY ] {u) 

o o 
o o 
o 1 

o o 
o 
o o 

Substituindo (3.30) e (3.32) em (3.11) obtemos : 

/3x = [ L ] [ HX ] {u} 

/3y = [ L ] [ HY ] {u} 

(3.30) 

g 
] 

(3.31) 

� ] 

(3.32) 

(3.33) 
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[ HX ) = [Cl) [IX) + [C2) ( [Ck) [HN)- [Sk) [HS) ) 

[ HY ) = [Cl) [IY) + [C2) ( [Sk) [HN)+ [Ck) [HS) ) 

(3.34) 

As expressões (3.33) fornecem as rotações /;lx e f:ly em qualquer ponto do 

elemento apenas em função dos graus de liberdade dos nós dos vértices, 

incluindo os deslocamentos transversais. São, portanto, as expressões que 

buscávamos para obter a energia de deformação do elemento. Entretanto, antes 

de partirmos para a determinação da matriz de rigidez, vale fazer as 

seguintes observações : 

a) A energia de deformação do elemento é função apenas das rotações /;lx e 

f:ly dadas por (3.33). Portanto, para determinar a matriz de rigidez, 

não é necessário definir as funções de interpolação de w no interior 

do elemento. De qualquer maneira, a variação de w imposta ao longo 

dos lados é propriedade de um polinômio cúbico; 

b) Tanto {3s como aw/aS variam quadraticamente ao longo dos lados. Então, 

como impomos que f:ls = -aw/aS em três pontos de cada lado, temos que 

1s = {3s + aw Ias é nulo ao longo de todo contorno do elemento; 

c) Devido à variação linear ao longo dos lados imposta à rotação /311, as 

rotações f:lx e {3y deixam de ser dadas por polinômios completos do 

segundo grau. Os polinômios completos de maior grau contidos nas 

expressões de f:lx e {3y passam a ser de primeiro grau ; 
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d) Na expressão de w dada por (3.16), impomos quatro restrições para 

determinar os coeficientes 0:1, 1 = 1,2,3,4 . Como w satisfaz 

estas mesmas restrições para dois elementos contendo um mesmo lado 

e nos vértices 8w/8s = -{;!s, segue-se que w e 8w/8S são contínuos 

entre elementos; 

e) Como /;ls= -8w/8S ao longo de todo o contorno, /;ls também é continuo 

entre elementos; 

f) Como /;!li varia linearmente ao longo dos lados e atinge os valores {;!11 1 

e /;ll) J nos nós dos vértices, sua continuidade fica garantida; 

g) Das observações (e) e (f) acima, segue-se que /;lx e {;!y tambén são 

contínuos 

3.4.5- VETOR DE CURVATURA 

Como vimos no item 2.2, o vetor de curvatura fornecido pela teoria de 

cisalhamento de primeira ordem é dado por: 

{ X } = 

8{;!x/8x 

8{;!y/8y 

8/;!x + 8/;!y 
ay ax 

(3.35) 

No APÊNDICE B, derivamos as expressões (3.33) e obtemos o vetor {x}. A 

expressão (B.10) fornece : 



onde 

[ QQ l = 

40 

1 <x> = 2A [ V l [ QQ l {u} 

[ V ] = 

x <HX2> + 
31 

2x <HXS> + 
13 

y <HX2> + y <HX3> 
31 12 

2y <HXS> + y <HX4> 
3 1  1 2  

y <HX4> 
31 

+ 2y <HX6> 
12 

x <HYZ> + 
13 

2x <HYS> + 
13 

x <HY3> 
21 

x <HY4> 
21 

x <HY4> 
13 

+ 2x <HY6> 
21 

x <HXZ> + 
21 

y <HY2> 
31 

+ y <HY2> 
12 

x <HX4> + 2y <HYS> + y <HY4> 
21 31  12 

x <HX4> 
13 

+ 2x2/HX6> + y3/HY4> + 2y1/HY6> 

e L1 em (3.37) representa uma componente de coordenadas de área. 

3.4.6- MATRIZ DE RIGIDEZ 

(3.36) 

(3.37) 

9x9 

(3.38) 

Conforme o item 2.5.1, a energia de deformação de flexão fornecida pela 

teoria de cisalhamento de primeira ordem é dada por : 

1 J T 
u �2 <x> [ o l <x> dx dy b A b (3.39) 
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onde 

A é a área do elemento; 

fa} é o vetor de curvatura; 

[Db] é a matriz de elasticidade de flexão definida em (2.25). 

Aplicando (3.36) em (3.39) e observando que [QQ] e {U} são constantes, 

obtemos 

1 u = -
b 8A2 

{u}1 [QQ]1 

J [V]1 [D J [V] dx dy 
A 

b 
[QQ] {u} 

Considerando a matriz das variáveis [V] definida em (3.37) temos 

onde 

[ 

Db [LL] 1 1  
[VJ1 [D ] [V] = Db [LL] 

21 

Db [LL] 
31 

Db [LL] 
12  

Db [LL] 22 

Db3}LL1 

Db [LL] 

l 
13 

Db [LL] 23 
db [LL] 

33 9x9 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 
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Considerando as regras de integração das coordenadas de área ((30]) e 

definindo 

1 2  

J 
[PP] = -A- }LL] dx dy 

obtemos 

Aplicando (3.41) e (3.43) em (3.40), escrevemos 

onde 

Ub - ! {u}T [QQt [DD] [QQ] {u} 

1 [DD] -48A [ 

Db [PP] 1 1  
Db [PP] 

21 

Db [PP] 
31 

A matriz de rigidez [K] é tal que 

Db [PP] 
1 2  

Db2)PP] 

Db3)PP] 

U - ! {U}T [K] {u} 

Db [PP] 

l 
13 

Db2}PP] 

Db [PP] 
33 9x9 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 
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Então, como só estamos considerando a energia de deformação de flexão, a 

matriz de rigidez que procuramos é dada por 

[K] = [QQ{ [DD] [QQ] 

3.4. 7- MOMENTOS 

No CAPITULO II, a expressão (2.45) fornece o vetor de momentos 

{M} = [Db] {x} 

que, substituindo-se (3.36) em (3.49), pode ser escrita como 

1 {M} = ZA [Db] [VI [QQ] {u} 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 
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CAPITULO IV 

O TRIÂNGULO DISCRETO DE CISALHAMENTO 

4.1- INTRODUÇÃO 

O Triângulo Discreto de Cisalhamento (DST) foi publicado em 1989 [31]. 

Sua formulação utiliza uma generalização da Teoria Discreta de Kirchhoff com 

a consideração das deformações de cisalhamento transversal. Se os efeitos de 

tais deformações não forem significativos, o DST converge para o DKT. 

Embora a formulação do DST seja semelhante à do DKT, ressaltamos duas 

diferenças básicas: a primeira é que no DST considera-se a energia de 

deformação de cisalhamento transversal Us, e no DKT não; a segunda é que no 

DST as deformações de cisalhamento transversal são sempre consideradas 

enquanto que no DKT essas deformações são anuladas nos nós dos vértices e 

r é anulada em todo contorno. 
s z  

Tanto para obter a energia de deformação de cisalhamento transversal 

como para aplicar a generalização da Teoria Discreta de Kirchhoff, é preciso 

determinar as deformações de cisalhamento transversal. Tais deformações são 

obtidas através de equações de equilíbrio que relacionam as forças cortantes 

{T} com os momentos {M}. As equações de equilíbrio envolvem derivadas de 

segunda ordem de /3x e (3y. Como estas rotações são escritas como 

interpolações de segundo grau, as forças cortantes que resultam do 

equilíbrio são constantes em todo elemento. As deformações de cisalhamento 

transversal são obtidas pelo produto da inversa da matriz [Ds] pelo vetor de 

forças cortantes {T) que, consequentemente, também são constantes. Portanto, 

as deformações r e r são descontínuas entre elementos. 
xz yz 

Assim como o DKT, o DST é um elemento triangular de lados retos contendo 

três nós e nove graus de liberdade, e se origina do elemento de seis nós 
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descrito no item 3.3 . Então, as expressões (3.4) a (3.12) permanecem 

válidas. Repetimos a seguir a expressão (3.11) . 

/3x = [ L ] ( [ Cl ]{ /3xl } + [ C2 ] { f3x2 } ) 

/3y = [ L ] ( [ Cl ]{ /3yl } + [ C2 ] { /3y2 } ) 

(4.1) 

onde 

[ �· l [ �· l {/3xl} = /3xz - {/3yl} = /3y2 

/3XJ /3y3 

[ �· 1 [ �· 1 {f3x2} = /3xs -{/3y2} = /3ys 

/3X& /3yo 

(4.2) 

[L] é a matriz de coordenadas de área definida em (3.6) e (Cl) e (C2) são as 

matrizes de coeficientes definidas em (3.10) 

O vetor de deslocamentos é o mesmo do DKT 

T {u} = [w /3x 
1 1 

By 1 /3x By l 
3 3 

(4.3) 

Para relacionar os vetores {/3x2} e {/3y2} com {u}, utilizamos os sistemas 

de coordenadas S-11 descritos no APl:.NDICE A, que nos permitem escrever 
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{/3x2} = [CK] {/311} - [SK] {/3s} 

{/3y2} = [SK] {/311} + [CK] {/3s} (4.4) 

onde 

[ 
/3S4 

] {/3s} = /3SS 
/3S6 

(4.5) 

e [CK] e [SK] estão definidas em (3.15) e dependem apenas das coordenadas 

dos nós. 

4.2- A GENERALIZAÇÃO DA TEORIA DISCRETA DE KIRCHHOFF 

No item 3.2 vimos que é possível relacionar as rotações com os 

deslocamentos transversais impondo que, numa direção S, 

-aw /3s= as 

e que a Teoria Discreta de Kirchhoff consiste em impor que 

-aw /3x = - ax e -aw /3y = -
ay 

(4.6) 

(4.7) 

Vimos também que (4. 6) implica deformações '1 nulas e que (4. 7) implica 
sz 

deformações de cisalhamento transversal nulas nos pontos considerados. 
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Se quisermos manter 7 , devemos substitur (4.6) por •• 

-aw 
/3s = 8S + 78, 

(4.8) 

A generalização da Teoria Discreta de Kirchhoff a que nos referimos 

consiste em impor que 

-aw 
/3X = 8x + 7xz 

em pontos discretos do elemento. 

e -aw 
/3y = -- + T a y  yz 

4.3- FORMULAÇÃO DO TRIÂNGULO DISCRETO DE CISALHAMENTO 

(4.9) 

Para relacionar os vetores {/3x2} e {f3y2) com o vetor {u), o DST segue 

uma estratégia muito semelhante à adotada no DKT. Se, no DKT, substituimos a 

técnica de Kirchhoff por esta técnica generalizada, obtemos a matriz de 

rigidez de flexão do DST. O DST é obtido determinando-se ainda a matriz de 

rigidez de cisalhamento, o que, em si só, não representa um acréscimo 

significativo no volume da formulação, visto que a aplicação da técnica 

generalizada de Kirchhoff já exige a determinação de 7 xz e 7 yz 

As deformações de cisalhamento transversal são obtidas invocando-se o 

equilíbrio entre cortantes e momentos, que nos permite relacionar as 
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componentes de {T} com o vetor de curvatura {;:i:}, e, por conseguinte, com o 

vetor {u}. 

4.3.1- EQUAÇÕES DE EQUILIBRIO 

As equações que resultam do equlíbrio entre momentos e cortantes são 

TX = a Mx + a Mxy 
a x  a y  

TX = a M y  + a Mxy 
ay ax 

Os momentos são dados por 

Mx 

{M} = My 

Mxy 

= [D ] b 

8{3x/8x 

8{3y/8y 

8{3x + 8(3y 
ay ax 

(4.10) 

(4.11) 

As derivadas dos momentos contidas em (4.10) são obtidas pela derivação 

de (4.11). No item B.3 do APtNDICE B determinamos as derivadas segundas de 

{3x e {3y. Substituindo (B.16) em (4.11), obtemos as derivadas dos momentos. 

Aplicando estas derivadas em (4.10) e reorganizando, obtemos 
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TX = [VX] ( [Cl2] {�xi} + [C22] {�x2} ) + 

+ [VXY] ( [Cl2] {�yl} + (C22] {�y2} ) 

TY = [VY] ( [Cl2] {�yl} + [C22] {�y2} ) + 

+ [VXY] ( [Cl2] {�xi} + [C22] {�x2} ) 

[VX] = [ Db
11  

2Db
13 

Db
33 

] [DL] 

[VY] = [ Db 2Db Db ] [DL] 
33 23 22 

[VXY] = [ Db (Db + Db J Db ] [DL] 
13 12 33 23 

[ 

[LXX] 

[DL] = [LXY] 

[LYY] 

[Cl2] = [ � � � ] [ 

4 -4 -4 

] 
[C22] = O O -4 

O -4 O 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 
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As matrizes [LXX], [LYY] e [LXY] estão definidas em (B.18) e resultam da 

partição das derivadas segundas da matriz de coordenadas de área [L]. Corno 

os termos de [L] são de grau igual ou inferior a dois, (DL] é constante. 

Portanto, os cortantes dados por ( 4.12), são constantes ao longo do 

elemento. 

4.3.2- VARIAÇÃO LINEAR DE BlJ 

Assim corno no DKT, impomos urna variação linear de /311 ao longo dos lados. 

Podemos então escrever 

{/311} = [HN] {u} (4.16) 

onde [HN] depende apenas das coordenadas dos nós e está definida em (3.25). 

4.3.3- DEFORMAÇÃO DE CISALHAMENTO TRANSVERSAL 

Considerando as matrizes [IX] e (IY] definidas em (3.31), ternos que 

{(3xl} = [IX] {u} 

{(3yl} = [IY] {u} 

Substituindo (4.4), (4.16) e (4.17) em (4.12), obtemos 

TX = [TXU] {u} + [TXS] {Bs} 

TY = [TYU] {u} + [TYS] {Bs} 

(4.17) 

(4.18) 
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[TXU] = [VX] ( [Cl2) [IX] + [C22] [CK] [HN] ) + 

+[VXY] ( [Cl2] [IY] + [C22] [SK] [HN] ) 

[TYU] = [VY] ( [Cl2] [IY] + [C22] [SK] [HN) ) + 

+[VXY] ( [Cl2] [IX] + [C22] [CK] [HN] ) 

(4.19) 

[TXS] = [VXY) [C22] [CK] - [VX] [C22] [SK] 

[TYS] = [VY] [C22] [CK] - [VXY] [C22] [SK) (4.20) 

As deformações de cisalhamento transversal se relacionam com os 

cortantes através da matriz [Ds). Podemos então escrever 

onde 

Ds22 TX - Ds12 TY 
r xz FS 

Dsu TY - Ds12 TX 
r = yz FS 

FS = Ds Ds - Ds2 

11 22 12 

(4.21) 

(4.22) 
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Substituindo (4.18) em (4.21), obtemos 

{7} = [GU] {u} + [GS] {{3s} 

[ [GXU] ] [GU] = [GYU] 

[GS] = [ [GXS] ] [GYS] 

[GXU] = Ds22 [TXU] - Ds12 [TYU] 
FS 

[GYU] = Dsu [TYU] - Ds12 [TXU] 
FS 

[GXS] = Ds22 [TXS ] - Ds12 [TYS J 
FS 

[GYS] = Dsu [TYS ] - Ds12 [TXS ] 
FS 

Como TX e TY são constantes, (4.23) fornece {7} também constante. 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 
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4.3.4- VARIAÇÃO CÚBICA DE W 

Assim como no DKT, impomos uma variação cúbica de W ao longo dos lados. 

A expressão (C.9) do APÊNDICE C fornece 

onde 

- aw1as l 4 
- aw1as l 5 = [HSI {W} 
- aw1as l 6 

-aw l w ay 2 
1 

-aw l -aw l w ax a y 3 
2 2 

(4.27) 

-aw l a x  
3 

-aw 1 ) ay 3 

(4.28) 

e [HS] depende apenas das coordenadas dos nós e está definida em (C.11) e 

(3.19). 

4.3.5- INTRODUÇÃO DAS HIPÓTESES GENERALIZADAS DE KIRCHHOFF NOS NÓ� 

DOS VÉRTICES. 

Para introduzir as rotações na expressão do deslocamento transversal, 

impomos que 

-aw 1 -- = /3x1 -a x  '1 xz 
e 

-aw 1 � .= /3yl - '1 yz 

l=l,2,3 (4.29} 
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Podemos então escrever 

{W} = {u} - [IG] {7} 

o o 
1 o 
o 1 
o o 

[IG] = 1 o 
o 1 
o o 
1 o 
o 1 

Substituindo (4.30) em (4.27), obtemos 

- 8w/8s l 4 
- 8w/8s l 5 = [HS] ( {u} - [IG] {1} ) 

- 8w/8s l 6 

4.3.6- APLICAÇÃO DA TÉCNICA GENERALIZADA DE KIRCHHOFF NOS NÓS 

INTERMEDIÁRIOS 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 

Para relacionar as rotações com o deslocamento transversal, impomos que 

k = 4, 5, 6 

(4.33) 
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No APÊNDICE A, a expressão (A. 7) fornece 

T = -Sk T + Ck T az xz yz 

Considerando (4.32), (4.33) e (4.34), escrevemos 

onde 

{/ls} = [HS) {u} + [HSG) {7} 

[
-S4 

[HSG) = -S5 
-S6 

C4

] 
C5 - [HS) [IG) 
C6 

Substituindo (4.23) em (4.35) obtemos 

{/ls} = [HBS) {u) 

onde 

[HBS) = [Ar' ( [HS) + [HSG) [GU) ) 

[AI = [I) - [HSG) [GS) 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 



56 

Vale observar que, devido à presença de [HS] em (4.38), a expressão 

(4.37) relaciona finalmente as rotações com os deslocamentos transversais. 

4.3.7- ELIMINAÇÃO DOS NÓS INTERMEDIÁRIOS 

Substituindo (4.16) e (4.37) em (4.4), obtemos 

{/lx2} = ( [CK] [HN] - [SK] [HBS] ) {u} 

{/ly2} = ( [SK] [HN] + [CK] [HBS] ) {u} 

Substituindo (4.40) e (4. 17) em (4.1), obtemos 

onde 

/lX = [L] [HX] {u} 

/ly = [L] [HY] {u} 

[HX] = [CI] [IX] + [C2] ( [CK] [HN] - [SK] [HBS] ) 

[HY] = [CI] [IY] + [C2] ( [SK] [HN] + [CK] [HBS] ) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 
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Substituindo (4.37) em (4.23), obtemos 

{7} = [HG] {u) (4.43} 

onde 

[HG] = [GU] + [GSJ [HBS] (4.44} 

As expressões (4.41) e (4.43) são suficientes para determinarmos a 

energia de deformacão do elemento. Entretanto, antes de partirmos para 

avaliação da matriz de rigidez de elemento, vale fazer as seguintes 

observações : 

a) O elemento apresenta apenas três modos de corpo rígido; 

b) Como /Ili varia linearmente ao longo dos lados, e atinge os valores fI711 

e /I71J nas extremidades, temos que /Ili é compatível (contínuo entre 

elementos) ; 

c) Como as rotações fix1 e fiy1, 1=1,2,3, fazem parte do vetor de 

deslocamento, fis1 tem o mesmo valor para todo elemento que incida no 

nó 1. Como a generalização das hipóteses de Kirchhoff introduzida nos 

vértices implica que 

�1 = 
7 -

/Is as •• 1 
= 1,2,3 
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e rsz é descontínuo, temos que aw/aS 1 1 assume valores diferentes para 

diferentes elementos que contenham o nó t; 

d) Nos lados, w varia segundo um polinômio cúbico de variável S. Uma das 

condições impostas, é que, nas extremidades, a derivada de w atinja o 

valor aw/as 1 1 , t =1,2,3. Então, da observação (c), temos que w não é 

contínuo entre elementos. Entretanto, o polinômio é tal que wt, 

1=1,2,31 é comum a todo elemento que contenha o nó 1; 

e) Tanto (3s como aw1as variam quadraticamente ao longo do contorno. 

Então, como r é constante e impomos que 
sz 

(3s -aw 

= as
+ 7

sz 

em três pontos de cada lado, temos que essa condição é satisfeita em 

todo contorno. Como aw/as e r são descontínuos, (3s é incompatível. 
sz 

A medida que a importância dos efeitos de cisalhamento diminui , a 

incompatibilidade de (3s diminui. A influência desta incompatibilidade 

na convergêcia do elemento ainda não foi estudada detalhadamente. 

Entretanto, os testes de convergência realizados por Batoz e Lardeur 

([31]) revelaram um ótimo desempenho do elemento; 

f) Tanto no DKT como no DST, as rotações são dadas por expressões do 

tipo 

(3x = [HX] {u} 

(3y = [HY] {u} 
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As matrizes [HX] e [HY] do DKT são dadas pelas expressões (3. 34) e as 

do DST por (4.42). Se, em (4.42), substituirmos [HBS] por [HS], 

encontramos (3.34). Daí resultam duas observações. A primeira é que 

para obter a matriz [HBS], utilizamos a matriz [HS] (expressões 4.36, 

4.38 e 4.39) e acrescentamos ainda as expressões (4.18) a (4.26). 

Portanto, a formulação do DST é consideravelmente mais volumosa. A 

segunda, é que demonstrar que o DST converge para o DKT quando os 

efeitos de cisalhamento transvesal não forem importantes, significa 

demonstrar que à medida que a espessura diminui, a matriz [HBS] tende 

para [HS), e a relação Us/Ub tende a zero. Tal demonstração será 

feita no item 4.4. 

4.3.8- VETOR DE CURVATURA 

No APÍ:NDJCE B derivamos as expressões (4.41) e determinamos o vetor de 

curvatura {x}. A expressão (8.10) fornece 

l {x} = 2 A [VI [QQ] {u} (4.45) 

onde A é a área do elemento, [V] é a matriz de variáveis definida em (8.11) 

e [ QQ) está definida em (8.12) e depende apenas das matrizes [HX) e [HY] 

dadas por (4.42) 

4.3.9- MATRIZ DE RIGIDEZ DE FLEXÃO 

O procedimento para se obter a matriz de rigidez de flexão [K ) é o b 

mesmo adotado no item 3.4.6. Devemos apenas considerar as matrizes [HX] e 

[HY) dadas por (4.42) para montar a matriz [QQ].Repetimos a seguir a 
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expressão (3.48) 

onde 

[K ) = [QQ)T [DD) [QQ] b 

1 [DD) -48A [ 

Db [PP) l i  
Db [PP) 21 
Db [PP) 31 

Db [PP] 12 
Db [PP) 22 
Db32[PP] 

Db [PP] 

l 
13 

Db2}PP) 
Db [PP) 33 9x9 

4.3. 10- MATRIZ DE RIGIDEZ DE CISALHAMENTO TRANSVERSAL 

A expressão (2.43) do CAPITULO II fornece 

1 J T us = 2 A <r> [Dsl <r> dy dx 

Substituindo (4.43), obtemos 

l T J T U• = z {u} A [HG] [Ds] [HG] dy dx {u} 

(4.46) 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49) 

(4.50) 
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61 

Como {u}, [HG] e [Ds] são constantes, temos que 

1 T u. = 
2 

{u} [Ks] {u} 

[Ks] = A [HG]T [Ds] [HG] 

é a matriz de rigidez de cisalhamento e A é a área do elemento. 

4.4- TRANCAMENTO POR CORTANTE (SHEAR LOCKING) 

4.4.1- DEFINIÇÃO 

(4.51) 

(4.52) 

No CAPITULO II, vimos que materiais isotrópicos e ortotrópicos têm 

matrizes de elasticidade do tipo 

[E] = [ -
[_D_] -+--[-O ]-] 

[ O ]  [G ]  

que nos permitem escrever 

{crb} = [D] {cb} = z [D] {x) 

h) = [G] {7} 

(4.53) 

(4.54) 
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onde o vetor de curvatura {x} é constante na direção da espessura. 

Então, as parcelas da energia de deformação devido à flexão e ao 

cisalhamento, podem ser escritas na forma 

U
8 

= + kh J {7}T [G] {7} dy dx 
AREA 

(4.55) 

onde h é a espessura e k é o fator de correção de cisalhamento transversal 

que independe de h. 

Então, 

u. 

---a- = 

I 
<x>

T ! D l  <x> dy dx 
AREA 

(4.56) 

Quando, para uma mesma geometria da superfície média, a espessura da 

placa diminui, a importância dos efeitos de cisalhamento transversal 

diminui. Neste caso, a relação U /U deve diminuir. Como em (4.56) temos o 
• b 

quadrado da espessura no denominador, o quociente das integrais deve ser 

proporcional, no mínimo, ao cubo de h. Quando isso não ocorre, a rigidez da 

placa é superestimada. Este fenômeno é conhecido como trancamento por 
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cortante ou shear locking. 

4.4.2- AUStNCIA DO TRANCAMENTO POR CORTANTE NO OST 

Substituindo (4.43) e (4.45) em (4.56), obtemos 

{u}T 

JA [HG]T [GJ [HG] dA { u }  
Us  48A2 k 

Uh -
h 2 

JA {u}T [QQ]T [V]T [ O] [V] [QQ ] dA {u} 

(4.57) 

onde [V] é a matriz de coordenadas de área definida em (8.11) e [QQ] 

depende apenas das matrizes [HX] e [HY] conforme (8.12). 

Por outro lado temos que 

• 
onde Ob 1 J 

Ob = h3 Ob• 
IJ IJ 

• 

e 

e Os independem de h. lj  

• 
Os = h Os 

IJ IJ 

(4.58) 

Nas expressões (4.ll a (4.44}, as matrizes [CI], [C2], [CI2], [C22], 

[Ck], [Sk], [IX], [IY], [IG], [OL], [HN], [HS] e [HSG] independem de h. 

Então, considerando (4.58) ,  temos que as matrizes [VX], [VY] e [VXY], 

definidas em (4.13), são proporcionais ao cubo da espessura. 

Sejam as matrizes [TXU] e [TYU] definidas em (4.19) e [TXS] e [TYS] 

definidas em (4.20). Tendo em vista as observações anteriores, notamos que 
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essas matrizes podem ser escritas na forma 

3 • 
[TXS] = h [TXS ) 

[TYS] = h3 [TYS•) 

• • • • 
onde as matrizes [TXU ) ,  [TYU ), [TXS ) e [TYS ) independem de h. 

(4.59) 

Podemos notar também que as matrizes [GU) e [GS] definidas em (4.24) são 

do tipo 

• • 

[GU) = h2 [Gu·1 

[GS] = h2 [Gs·1 

onde [ GU ) e [ GS ] não dependem de h. 

Substituindo [GU) acima em (4.38), obtemos 

[HBS) = [Ar' [ [HS] + h2 [HSG) [GU•) ) 

(4.60) 

(4.61) 

Substituindo [GS) dado por (4.60) em (4.39), notamos que [AI tende a 

matriz identidade quando h tende a zero. Então, para pequenos valores de h, 

a matriz [HBS) tende para [HS), e as matrizes [HX) e [HY) dadas em (4.42) 

tendem para as matrizes dadas por (3.34). Isso significa que a matriz de 
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rigidez de flexão do DST converge para a matriz de rigidez do DKT à medida 

que h diminui (vide observação f do item 4.3.7).  

Outra consequência do que está exposto no parágrafo anterior é que, 

quando h tende a zero, a matriz [QQ] não tende para uma matriz nula, mas sim 

para a matriz [QQ] que encontramos na formulação do DKT. 

Seja a matriz 

[Cb] = L [QQ]T 
[V]

T [D] [V] [QQ] dA 

(4.62) 

Podemos então afirmar que, quando h tende a zero, a matriz [Cb] tende a 

uma matriz não nula. 

Substituindo (4.60) e (4.61) em (4.44), obtemos 

(4.63) 

Seja matriz 

(4.64) 

Notamos que [Cs] independe de h. Considerando (4.63), (4.64) e (4. 39), 
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notamos também que 

L [HG]T [G] [HG] dA 4 = h [Cs] 

h� 

Então, de (4.57), (4.62) e (4.65), temos que 

Us 
Uh 

h4 {u}
T [ C  ] { } 48 A 2 k --- - - '----'- -.:.._s_;_-'--u'- = o 

h2 {u} T [ Cb ]  {u} 

(4.65) 

(4.66) 

Fica, portanto, demonstrado que para placas esbeltas, o DST converge 

para o DKT, e, portanto, não apresenta trancamento por cortante. 
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CAPITULO V 

REDUÇÃO DA PLACA LAMINADA A PLACA HOMOGÊNEA EQUIVALENTE 

5.1- INTRODUÇÃO 

O modelo de análise de placas laminadas compostas que adotamos neste 

trabalho divide-se em duas etapas. A primeira etapa consiste em obter um 

elemento que inclua as deformações de cisalhamento transversal. Desta etapa 

tratamos no CAPITULO IV, onde desenvolvemos a formulação do DST. A segunda 

etapa consiste em se reduzir uma placa laminada, composta de camadas de 

materiais diversos, a uma placa de camada única equivalente. 

Como vimos, na teoria de cisalhamento de primeira ordem o vetor de 

deformações de estado plano de tensões é dado por 

(5.1) 

onde ü:} é o vetor de curvatura, constante na direção de z e o vetor de 

tensões de estado plano de deformação por 

(5.2) 

onde [D ] é a matriz de elasticidade de estado plano de tensão da camada k. k 
Finalmente, para o vetor de momentos temos 

{M} = [DB] {x} (5.3) 



onde, para placas laminadas, 

-- J h/2 

[DB] 

-h/2 

z2 [D I dz k 
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Utilizando (5.3) para obter {x} e substituindo em (5.2), obtemos 

{<r } = z [D ] [DBr1 {M} 
b k 

O vetor de forças cortantes é definido como 

[ :  J = L::: [ : ::: J dz 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

onde Kx e Ky são os fatores de correção de cisalhamento transversal, que 

independem de z. 

Seja [Gk] a matriz de elasticidade de cisalhamento transversal da camada 

k. Supondo que, em relação ao sistema x-y, as matrizes [Gk] sejam diagonais, 

podemos escrever 

[ TYTX ] -- [DS] {r} (5.7) 



onde 
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[DS] = J h/2 

[ 
Kx Gxz O 

] dz 

-h/Z 
O Ky Gyz 

(5.8) 

A dificuldade maior em se reduzir uma placa laminada composta a uma 

placa homogênea equivalente está em obter os fatores de correção de 

cisalhamento transversal. Para tal, é necessário estabelecer equações que 

forneçam a distribuição de Txz e Tyz ao longo da espessura, o que, para 

placas laminadas, requer a introdução de hipóteses simplificadoras. Como 

vimos no CAPITULO I, existem diversas abordagens para a determinação dos 

fatores de correção de cisalhamento transversal. Neste capítulo, vamos expor 

duas propostas que sugerem a determinação dos fatores Kx e Ky, 

igualando-se a energia de deformação de cisalhamento transversal fornecida 

pela teoria de cisalhamento de primeira ordem, à fornecida pela teoria da 

elasticidade tridimensional. 

Sejam Ds e Ds as parcelas da energia de deformação de cisalhamento 
X y 

transversal por unidade de área, calculadas considerando-se as deformações 

e r fornecidas pela teoria de cisalhameto de primeira ordem yz 

(constantes na direção de z). Então : 

Ds = + J h/2 

dz 1 2 J h/2 

G dz T 1 =
z 1 

xz xz xz xz 

-h/2 -h/2 

Ds + J h/2 

dz 1 .,;_ J h/2 

G dz = T 1 = 2 y yz yz 

-h/2 -h/2 

(5.9) 
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Utilizando (5. 7) para obter 7 e 7 e substituindo em (5. 9), obtemos 
xz yz 

Os 
X 

Os y 

1 
= 2  

1 
= z  

K� 

TX2 

J 

h/2 

- h/2 

G xz 

G 
yz 

dz 

dz 

Os fatores de correção de cisalhamento transversal são dados por 

Us Us 
Kx X Ky y = = 

Os Os 
y 

(5.10) 

(5.11) 

onde Us e Us são as parcelas da energia de cisalhamento transversal 
X y 

calculadas considerando-se a correta distribuição das deformações (e 

tensões) de cisalhamento transversal na direção da espessura, dadas por 

h/2 

Usx = + J "txz 

J h/Z 
z 

1 -r x z  
7xz dz = -- -� 

2 Gxz 
dz 

-h/2 

h/2 

Us
y 

= + J -ryz 7yz dz 
-h/2 

-h/2 

h/2 

_1_ I "tyz 2 
dz 

2 Gyz 
-h/2 

(5.12) 
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5.2- HIPÔlESE DE CAMADAS COM MATRIZES DE ELASTICIDADE PROPORCIONAIS 

Na REFERtNCIA [20], LARDEUR E BATOZ propõem a determinação de Kx e Ky 

considerando que as matrizes de elasticidade de estado plano de tensão das 

camadas são proporcionais entre si, ou seja, considerando que 

(5.13) 

onde a matriz [Ek] e o fator tk são peculiares à camada k e [E] é comum a 

todas as camadas. 

Vale observar que (5.13) inclui os casos de placas homogêneas, placas 

laminadas com camadas isotrópicas com mesmo coeficiente de Poisson e placas 

laminadas com camadas ortotrópicas, dispostas na mesma direção principal e 

com matrizes de elasticidade de estado plano de tensão proporcionais. 

onde 

Considerando (5.13), podemos escrever (5.4) na forma 

[DB] = C [D] 
b 

cb = I 

h/2 

-h/2 

(5.14) 

(5.15) 
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Substituindo (5.13) e (5.14) em (5.5), obtemos 

{a- } = z «k {M} b k 

É importante observar que « pode ser obtido por k 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

onde (D ) e (DB)1J 
são elementos não nulos das matrizes [D I e [DB] k IJ k 

respectivamente, que ocupam a mesma posição IJ. 

A expressão (5.18) é importante, pois permite que se obtenha « mesmo k 

quando a hipótese (5.13) não for verdadeira. Neste caso, deve-se adotar 

l=J=l para determinar Kx e l=J=2 para Ky. Na referência [20] encontram-se 

resultados numéricos satisfatórios ,para placas laminadas cujas camadas não 

possuem matrizes [D ] k 

considerando-se (5.18). 

proporcionais. Tais resultados foram obtidos 

Para obter a distribuição de ,: e ,: na direção da espessura, 
xz yz 

utilizamos as equações diferenciais de equilíbrio 

aa-x 8'txy 8-r:xz o ax + 

8y 
+ - -az 

aa-y 
+ 

8'txy 8-ryz o ay 8x + --az (5.19) 
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Deve-se observar que em (5.19) foram desprezadas as forças de volume nas 

direções x e y. 

De (5.19) temos que 

Txz = J 
z 

8crx dZ - J 
z 8Txy dZ 

ax ay 
-h/2 -h/2 

Tyz 
= J 

z 
8cry dZ - J 

z 8T xy dZ 
8y ax 

-h/2 -h/2 

(5.20) 

As derivadas de tensões contidas em (5.20) podem ser obtidas pela 

derivação de (5.16). Podemos então escrever 

onde 

Tx
z 

Tyz 

= C(z) ( 8Mx -- + 
ax 

8Mxy ) 8y 

= C(z) ( 8My + 8Mxy ) ay ax 

Do equilíbrio entre momentos e cortantes temos 

TX 8Mx 8Mxy = -- + 
8y ax 

TY = 8My + 8Mxy 
ay ai< 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 
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Substituindo (5.23) em (5.21), obtemos 

Yxz = C(z) TX 

Yyz = C(z) TY (5.24) 

A expresão (5.24) fornece a distribuição das tensões que procurávamos. 

No caso de placas homogêneas, (5.24) fornece a variação quadrática de Yxz e 

Yyz dada pela expressão (2.31). 

Substituindo (5. 24) em (5.12), encontramos 

h/2 

Us = _1_ TX2 

I 
C ( z) 2 

dz x 2 Gxz 
-h/2 

h/2 

Us = _1_ TY2 

I 
C ( z) 2 

dz y 2 Gyz 
-h/2 

Então, substituindo (5.25) e (5.10) em (5.11), obtemos 

Kx = 1 

J 

h/2

Gxz dz J 

h/2 

C (  z)2 

dz Gxz 
-h/2 -h/2 

Ky 1 = 

J 

h/2 

I 

h/2 

Gyz dz e ( z)2 

dz Gyz 
-h/2 -h/2 

(5.25) 

(5.26) 
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5.3- HIPÓTESE DE FLEXÃO CILINDRICA 

Na referência [32), OWEN E FIGUEIRAS determinam Kx e Ky supondo flexão 

cilíndrica nas direções x e y respectivamente. Segue-se o procedimento 

adotado. 

No caso de flexão cilíndrica na direção x (figura 5.1), temos que 

{3y = o 
8{3x 

= 0 By ·rxy = O 

/! >- - - - - - � 
/ tL _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

/ 
/ 

/ 

F iguro 5 . 1 - Flexão C i l í nd r i c a  n a  D i re ç ão de  X 

Então, (5.2) e (5.3) fornecem 

o-x = z (D ) 
8{3x 

k ll � 

Mx = (DB) 8{3x 
11 � 

(5.27) 

y 

(5.28) 

(5.29) 
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8(3x Utilizando (5.29) para obter Bx e substituindo em (5.28), encontramos 

O"x = z (D ) 
k 11 

(DB) 
11 

Mx 

Para flexão cilíndrica, (5.20) e (5.23) fornecem 

Txz 

h/2 = - J 80-x dz ax 
-h/2 

8Mx TX = � 

Considerando (5.32) e (5.30), escrevemos 

80-x -- = z ax 
(D ) 

k l i  
( DB) 

1 1  
TX 

Substituindo então (5.33) em (5.31) obtemos 

'txz = TX 

(0B}11 
g(zl 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 
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(D ) 
k 11 

dl 

Finalmente, substituindo (5.34) em (5.12), obtemos 

g ( z)z 

Gxz dz 

Substituindo (5. 10) e (5.36) em (5.11) determinamos Kx. 

1 Kx = - ------------- --

g ( z) z 

Gxz dz I 
h/2 

Gxz 

-h/2 

dz 

(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 

Considerando flexão cilíndrica na direção de y, determinamos Ky de forma 

absolutamente análoga 

onde 

1 Ky = --- - ------- - - --

I 
h/2 

I 
h/2 

�2 

dz G Gyz yz 

-h/2 -h/2 

dz 

(5.38) 
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f(z) 

z 

= - I l (D )  dl 
k 22 

-h/2 

Para materiais homogêneos, (5.37) e (5.38) fornecem 

Kx 
5 

= Ky - 6 

(5.39) 
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CAPÍTULO VI 

ESTUDOS NUMÉRICOS 

Neste capítulo, utilizamos o Método dos Elementos Finitos a fim de 

analisar o comportamento dos elementos DKT e DST na análise linear estática 

e de vibrações livres de placas compostas e homogêneas. Os exemplos foram 

selecionados de modo a englobar dois aspectos: validação das sub-rotinas 

implementadas e comparação entre o comportamento dos elementos entre si. 

O programa utilizado no presente estudo foi desenvolvido em linguagem 

BASIC (QuickBasic 4.0) com o intuito de facilitar a depuração de erros. 

Posteriormente, as sub-rotinas de elemento foram transcritas para linguagem 

FORTRAN, possibilitando a sua implementação nos programas de análise 

estática e de vibrações livres disponíveis no Laboratório de Métodos 

Computacionais em Engenharia da COPPE-UFRJ ([33] e [341). 

Nos exemplos aqui apresentados, os fatores de correção de cisalhamento 

transversal foram calculados considerando-se a hipótese de matrizes de 

elastidade proporcionais, conforme exposto no item 5.2. 

6.2- PLACA JSOTRÓPICA EM BALANÇO 

, · · •· • Este w.QA.len.,. � liP!;.e,.en!i<d<?. n,ii fiiurn .6. 1 .e fpi. cç,psiperqdo por BATOZ e 

LARDEUR ([201). A placa é submetida a duas forças transversais aplicadas nos 

cantos de sua extremidade livre . Foram consideradas as três malhas da 

figura 6.2. O comprimento foi mantido constante (L = 10) e foram 

consideradas três espessuras diferentes (h= 0,1 ; 1,0 e 4,0). 
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O material considerado é isotrópico e suas propridades elásticas são 

E = 2 000 000,00 V =  0,0 

t 
z.w 

�r----------........Jt 
p : 2 F

-
- y 

L :  1 0 ,0 

i I IB = l ,0 

F igura 6 . 1 - Pl a co em Bo l o n co 

� Mol h o A 

l><IXI Mo l h o  B 

i)<J)<J)<'.J)<j Molho  e 

Figu ro 6 .2- Ori entação dos Mo lhos 

.. . -- ---- - ... .  -- .. ,. .. .... .  -. .  � ... - ... . ... . . .. , .. . 

A fim de manter as deflexões para as diversas espessuras na mesma ordem 

de grandeza, variamos o valor das cargas conforme a tabela I. 



81 

L/h 100 1 0  2 , 5  

F 1 ,  O 1000 , 0  10000 0 , 0  

T A B . I -FORÇAS APLI C A D A S  NO S C A N T O S  

DA E X T R EMIDA D E  L I VRE 

A flecha máxima fornecida pela solução analítica, que inclui as 

deformações de cisalhamento transversal é 

W =  

h 
r:- K = 5/6 

P = 2 F 

D= E h3 B 
1 2  

Nas tabelas II, III e IV, temos as deflexões obtidas pelos modelos. 

L/h W D K T  WD S T  WDKT/WANAL WDST/WANAL 

1 00 3 ,  9 09773 3, 9 10073 0 , 9769 º· 97 69 

1 0  3 ,  9 09773 3, 9 46 545 0 , 97 16 º ·  9 8 08 

2 , 5  6 ,  1 09021 6, 7 9 1 884 0 , 8 9 1 8  º ·  9 8 09 

T A B  I I -DEFLE X Õ E S  OBT I D A S  C O M  A MAL H A  A 

L/h WDKT WosT Wo1n/WANAL WosTIWANAL 

1 00 3, 9 83009 3, 9 83286 0 , 9 952 0 , 9 952 

1 0  3, 9 83009 4 , 0 1 2638 0 , 9 8 98 º ·  9 9 72 

2 , 5  6, 2234 52 6, 837504 º ·  9085 0 , 9 9 82 

TAB I I I - D EFLEXÕ E S  O B TIDAS C O M  A MALHA B 

(6.1) 
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L/h W D K T  W o s r  WDKTIWANAL Wo s r/WA N AL 

1 00 4,  0 00086 4, 0 00 3 1 1  O ,  9 9 94 0 , 9 9 9 5  

1 0  4 ,  0 00086 4, 0 2 3 8 1 0  O ,  9 9 4 1  1 , 0 000 

2 , 5 6 , 2 50 1 34 6, 8 49054 O,  9 1 24 1 , 0 000 

T A B  I V -DEFLE X Õ E S  OBT I D A S  C O M  A MA LH A C 

Os resultados demonstram o bom comportamento do DST tanto para placas 

delgadas como espessas. Pode-se também observar que o DKT apresentou bons 

resultados mesmo para placas medianamente espessas (L/h = 10). Para L/h= 2,5 

o erro foi de cerca de 107.. 

É interessante observar que, para todas as malhas consideradas, as 

deflexões fornecidas pelo DKT foram diretamente proporcionais à carga 

aplicada e inversamente proporcionais ao cubo da espessura (W h 3 /P = 

constante). Este comportamento demonstra a insensibilidade do elemento aos 

efeitos do cisalhamento transversal. Para o DST, essa relação varia de forma 

crescente com o aumento de h. 

As flecha máxima fornecida pela teoria clássica de placas é 

W =  p L3 

3 D 

Na tabela V, temos a convergêcia do DKT para esta teoria. 

L/h MALHA A MALHA B MALHA C 

100- 1 0-2, 5 0 , 9 7 7  0 , 9 9 5  l ,  0 0 0  

T AB . V- V A L O R E S  DE W D K T  / WCLA S .  

(6.2) 
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Nas tabelas VI e VII, mostramos os resultados comparativos entre os 

esforços médios (momentos e cortantes por unidade de comprimento) na seção 

transversal e aqueles fornecidos pelos elementos. Esses esforços foram 

calculados no meio do lado engastado. 

L/h ESF ORÇO MALHA A MALHA B MALHA C 

MyDs T / M y M E D  0 , 947  0 , 967 0 . 9 8 1  
100 

TyD S T / T y M E D  1 , 082 0 , 955 0 , 730 

MyDs T /MyMED  0 , 943 0 , 968 0 , 9 8 9  
1 0  

TyDS T / T y M E D  1 , 024 0 , 884 0 , 8 7 2  

MyD S T/MyMED  0 , 953 º ·  985 0 , 99 5  
2 , 5  

TyDS T / T y MED 0 . 909 0 , 952 0 , 9 8 6  

TA B . V I - A N Á L ISE D O S  E S FORÇ O S P AR A  O D S T  

L/h ESFORÇO MALHA A MALHA B MALHA C 

100- 1 0-2,5 My D K T /MyMED º ·  977 0 , 995 1 , 000 

TAB . V I I - A N Á L I S E DOS M O M E N T OS P A R A  O D KT 

Na tabela VI, verificamos os bons reultados dos momentos fornecidos pelo 

DST. Entretanto, o elemento não apresentou o mesmo desempenho para os 

esforços cortantes. Para pequenas espessuras, a precisão diminui à medida 

que a malha foi refinada. Nos elementos adjacentes aos lados maiores, os 

cortantes apresentaram sentido oposto ao esperado. Tal efeito diminuiu à 

medida que a malha foi refinada, quando esses esforços tenderam a zero. 

Atribuímos este comportamento ao fato das tensões de cisalhamento 

transversal serem constantes ao longo da área, o que acarreta a não 
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conformidade do elemento. 

Na tabela VII, notamos que a precisão dos momentos fornecidos pelo DKT 

foi insensível à variação de h e igual à precisão do DST para L/h = 100. O 

DKT não fornece esforços cortantes. 

6.3- PLACA ORTOTRÔPICA EM BALANÇO 

Este problema é o mesmo definido no item 6.2, sendo que o material é 

fortemente ortotrópico. Suas propriedades elásticas são 

E = 100 000,00 

G = 50 000,00 
xy 

G = 50 000,00 yz 

E = 2 500 000,00 
y 

G = 20 000,00 
xz 

V = 0,00 
xy 

Assim como no problema do item 6.1, as cargas são aplicadas nos cantos 

da extremidade livre e estão definidas na tabela I. 

Não dispomos da solução analítica para este problema. A nossa intenção é 

apenas verificar a divergência entre o comportamento do DST e do DKT quando 

a estrutura é constituída de materiais com propriedades semelhantes aos 

utilizados nos laminados modernos. Sendo assim, consideramos apenas a malha 

C. Mais uma vez, os esforços foram comparados com os esforços médios 

Na tabela VIII, temos os resultados das flechas máximas obtidas pelas 

duas formulações. Podemos notar que, para a relação L/h = 100 a diferença 

dos resultados não é significativa. Entretanto, para L/h igual a 10 e 2,5 , 

as deflexões fornecidas pelo DKT corresponde a cerca de 847. e 297. daquelas 

fornecidas pelo DST respectivamente. Para a placa isotrópica do item 6.2, 

estas proporções foram de cerca de 997. e 917. respectivamente. Tal diferença 
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se deve à elevada relação modulo de elasticidade/modulo de cisalhamento 

apresentada pelo material. 

L/h WD K T  WDST  WDKTIWDST  

1 0 0  3 , 206 3 , 227 0 , 993 

1 0  3 , 206 3 ,  8 1 6  0 , 84 0 

2 , 5  5 , 0 1 0  17 , 024 0,294 

TAB  V I I I -DE F L E XÕES OB T I DAS COM A MA L HA C .  
E L EMENTOS D K T  E DS T 

Na tabela IX, analisamos os esforços fornecidos pelos dois elementos. 

L/h MynKT/MyMED Myo s T /MyMED Tyos T /TyMED 

1 00 0 . 98 2  1 ,  1 O 1 2 , 376 

1 0  0,98 2  1 , 0 6 9  l ,  635 

2 , 5  0 , 98 2  o .  9 9 8  l ,  046 

T AB I X - A N ÁL I S E  DOS E S FO R Ç O S . ELEMENTOS D K T  E DST 

Podemos observar que os elementos fornecem momentos com boa precisão. 

Entretanto, o cortante obtido pelo DST mais uma vez não é satisfatório 

especialmente para valores elevados de L/h. De qualquer maneira, vale 

observar que no elemento adjacente à extremidade livre a relação 

TynsT/Tyumrn foi de 1, 110. No problema do item 6.2 os cortantes neste ponto 

da estrutura também apresentaram uma pequena melhora. 
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6.4-PLACA COMPOSTA SUJEITA A CARREGAMENTO SENOIDAL 

Este problema foi proposto por PAGANO e HATFIELD ([35]) e também foi 

considerado por BATOZ e LARDEUR ([20]). Estudamos duas placas quadradas 

uma de três e outra de nove camadas. Em ambos os casos, o contorno é 

simplesmente apoiado e foi utilizada uma malha 6x6 em um quarto da placa 

conforme a figura 6.3. Todas as camadas são constituídas do mesmo material 

disposto alternadamente a zero e a noventa graus em relação ao eixo x. As . .. . . . . . . . . - . . . . . . . - . 
camadas externas estão sempre dispostas a zero graus. O somatório das 

espessuras das camadas dispostas a zero graus é igual ao das camadas 

dispostas a noventa graus, e todas camadas dispostas numa mesma direção têm 

a mesma espessura. 

O carregamento transversal é do tipo 

q = qo sen (nx/L) sen (ny/L) (6.3) 

Para determinar as forças nodais, utilizamos o seguinte critério 

Em cada elemento, substituímos o carregamento senoidal por um 

uniformemente distribuído. Este carregamento foi obtido pela média 

do valor de q dado por (6.3) em quatro pontos do elemento : os nós 

dos vértices e o centroide. A força aplicada em cada nó foi obtida 

pelo produto do carregamento médio pela área do elemento dividida 

por três. 

O lado da placa foi mantido constante (L = 1000) e foram considerados 

três valores de espessura (h=ZO , 100 e 250). A fim de manter as deflexões 

para os diversos casos na mesma ordem de grandeza, o valor de qo em (6.3) 
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foi variado conforme a tabela X. 

L/h 50 1 0  4 

qo º· 1 0  1 ,  00 10,00 

TA B E L A  X-VALOR E S  DE qO 

A 

e 

L /2 =  5 0 0  

L ADO A8 : W = 6/ O 

- v  l ---. ey 

J 

LADO CD : 6y = O 

LADO B D : e = O X 

L/2 = 5 00 

F i g u r o  6 .  3 - Ori entação do Mal h o  e Con d i ções de Contorno , 
Um Quarto de P laca 
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As propriedades elásticas do material são: 

Ex = 25 000,00 Ey = 1 000,00 Vxy = Vyz = 0,25 

Gxy = 500,00 Gxz = 500,00 Gyz = 200,00 

• 

A referência [35] fornece os valores analíticos máximos normalizados 

para as seguintes grandezas 

onde 

4 w J[ Q w = ------
1 2  S4 h qo 

(rxz,Tyz) = 

Q = 4 Gxy + 

(Txz, Tyz) 

qo S 

(Ex  + Ey ( 1 + 2v23) 
( 1 - Vxy Vyx )  

(o-x , O"y , Txy) = ------
2 qo S 

L 
s = 11 

(6.4) 

(6.5) 

Também são fornecidas as grandezas anteriores para a teoria clássica dos 

laminados (CPT). 
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6.4. l- PLACA COM TRÍ:S CAMADAS 

A figura 6. 4 define a disposição das camadas. 

t H /4 
H/2 

+ 
-t- H/4 

F igu ro 6 4 - Distr i bui ção dos Camadas ( 0 /90/0} 

Para esta placa os fatores de correção de cisalhamento transversal foram 

Kx = 0,595 e Ky= 0,720 

que coincidem com os encontrados na referência [20]. 

Na tabela XI, temos as deflexões máximas fornecidas pelo DST e pelo DKT. 

Os valores normalizados dessas deflexões são comparados aos fornecidos pela 

solução analítica e pela CPT respectivamente. 

L/h WD s T  WD K T  WDST/WANAL WDKT/W C P T  

50 57 , 300 5 2 , 858 l ,  0 3 1  0 , 9 8 0  

1 0  8 , 09 1  4 , 229 l ,  0 9 8  0 , 9 8 0  

4 12 , 7 5 5  2 , 706 l ,  029  o ,  9 8 0  

TAB X I -ANÁL I S E  D AS DEF L E XÕES MÁ X I MA S PARA O D K T  E O DST 

PLACA C O M  3 C A M AD A S  
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Podemos notar que para Uh igual a 50 e a 4, o DSf fornece uma boa 

aproximação dos deslocamentos transversais. Entretanto, para Uh igual a 10, 

o erro foi de cerca de 107.. Notamos também que valores de W fornecidos pelo 

DKT para Uh igual a 10 e 4 são inaceitáveis, embora estejam de acordo com a 

teoria clássica dos laminados. Os deslocamentos do DST apresentados na 

referência (20] foram melhores que os apresentados na tabela XI. Também há 

divergências quanto às tensões. Na tabela XII analisamos as tensões do DSf 

obtidas neste trabalho e na tabela XIII temos os resultados obtidos na 

referência (20] (não dispomos dos valores de Txy ). 
(20) 

- - - - -
L a' x  D S T a'yD ST 'T x y D S T  T x z D S T  T y z DST 

li - - - - -
O" x A N A L  0-y A NAL Txy A N A L  T x z A N AL Ty z ANAL 

50 1 , 004 1 , 054 1 ,  O 19  1 , 0 1 8  0 , 837 

1 0  o ,  682 l ,  456 1 , 1 05 0 , 744 0 ,964 

4 o ,  488 1 , 0 12 0 , 626 1 , 570 0 , 578 

T A O . X I I - A N Á L I SE DAS T E N SÕ E S  P A R A  O OST . 
PLACA C O M  3 CAMA D A S  

- - - -
L W C  2 0 1  O-x ( 20 )  O-y ( 2 0 )  T x z (  2 0 )  Tyz ( 2 0 J  

li 
WA N A L  

- - - -
O"'xANAL CTyANAL T x z A N A L  TyzA N AL 

5 0  1 ,  O l l 0,917  1 , 254 0,472 2,504 

1 0  o ,  994 0 , 855 0 , 845 0,674 2,0 7 1  

4 0 , 996 0,624 0 , 56 1  0 , 900 1 , 4 2 1  

TAB . XI I I - R E SUL T A D O S  D O  D S T  O B T I DOS N A  R E FERtN C I A  ( 20 )  
PLACA COM 3 CAMADAS 

Na tabela XIV, comparamos as tensões fornecidas pelo DKT com as da 

teoria clássica dos laminados. 
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- -
O"xDK T O'y D K T  TxyDKT 
- - -
O'xCP T O'y C P T  'T x y C P T  

50 1 ,025 l ,  O IS 0 , 953 

1 0  0,976 1 ,  OIS  0 , 953 

4 0 , 976 1 ,  O I S  0 , 95 1  

D . X I  V - ANÁ L I S E  DAS T E NSÕES P A R A  O DKT. 
P L A C A  COM 3 CAMADAS 

Na referência [36] REDDY e KUPPUSAMY apresentam resultados analíticos 

pira a análise de vibrações livres deste problema. Estes resultados são 
1 

n�rmalizados na forma 

• (6.p) 

onde w é a freqüência natural e p é a massa específica. Na referência [20], 

os resultados de ;\ são apresentados em gráficos e estão de acordo com os 

obtidos em nosso estudo. Na tabela XV, comparamos os valores analíticos de ;>. 

e os obtidos neste trabalho. De modo geral, o elemento apresentou bons 

resultados. O maior erro foi de cerca de 6,37. para L/h = S. 

L 
;\ ;\ 11 ( 3 6  1 

100 15, 1 0 5  15,473 

50 1 4, 69 9  -

s l i ,  066 l i ,  805 

4 8,060 8,317 

TAB . XV-PLACA C OM 3 CAMA DAS 
ANÁ L I SE DE V I B R AÇÕES L I VRES 
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6.4.2- PLACA COM NOVE CAMADAS 

Este problema é o mesmo estudado no item 6.4.1, sendo que a placa é 

constituda de nove camadas (figura 6.5). Os fatores de correção de 

cisalhamento tranversal foram os mesmos obtidos na referência [20) : 

Kx = 0,689 e Ky= 0,611 

H /10 
H /  8 
H /10 
H /  8 
H / 1 0  
H /  B 
H/1 0 
H/ 8 
H/ 1 0 

Figu ra 6.5 - Di s tri bu ição dos Camadas (0/90/0/90/0/90/0/90,0 ) 

Na tabela XVI temos as deflexões máximas fornecidas pelos elementos, na 

tabela XVII analisamos as tensões fornecidas pelo DST e na tabela XVIII 

apresentamos os resultados da referência [20). 

L/h WDST WDKT W D s T/WANAL WDK T/WCPT 

50 53 , 899 5 2 , 687 0 , 9 7 9  0 , 9 7 7  

1 0  6 , 427 4 , 215 o,  9 8 6  0 , 9 7 7  

4 l i ,  323 2 , 697 1 , 0 0 5  º · 9 7 7  

AB X V I-ANÁL I S E DAS DE F LEXÕES M Á X I M A S PARA O D K T  E O DST 

PLA C A  COM 9 C A M A D A S  
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- - - -
O' x D ST O'yD S T  TxyDST TxzDS T 't' y z D S T  
- - - -
O' x ANAL O'y A N AL TxyANAL TxzAN AL Ty z ANAL 

50 o ,  972 1 , 026 0 , 962 1 , 8 1 5  0 , 534 

1 0  0 , 833 1 , 040 0 , 889 1 , 5 2 6  0 , 549 

4 0 , 658 0 , 8 1 2  0 , 643 1 , 600 0 , 573 

T A S . X VII - A N ÁLI SE D A S  TENSÕES PA R A  O D S T . 

PLACA COM 9 CAMADAS 

- - - -
L W !  2 0 1  O'x [ 2 0 l  O'y [ 2 O 1 't' x z  l 2 0 1  Tyz [ 2 0 )  

WA N A L 
- - - -
O'xANAL O' y A N A L  T x zANAL TyzANAL 

50 0 , 986 0 , 968 1 , 055 0 , 7 1 7  l ,  137 

1 0  1 , 0 0 1  0 , 956 0 , 939 0 , 862 l ,  1 19 

4 1 , 036 0 , 776 0 , 709 0 , 99 1  1 , 1 17 

TAB . XVI I I - R E SULTADOS DO DST O B T I DOS N A  REFfRENCIA [ 20 [  

PLACA COM 9 CAMADAS 

Na tabela XIX comparamos as tensões fornecidas pelo DKT com as da teoria 

clássica dos laminados. 

- - -
L O"xDKT O'yD K T TxyDKT 

- - -
O' x C P T  O' y C  P T  TxyCPT 

50 0 , 981  0 , 99 1  0 , 958 

1 0  0 , 98 1  0 , 990 0 , 956 

4 0 . 993 0 , 907 0 , 958 

B . X I  X- ANÁ L I S E  DAS TE N S ÕE S  P A R A  O DKT. 

PLACA COM 9 CAMA D A S  

Não dispomos de valores analíticos para a análise de vibracões livres 

deste problema. Na referência (20] são apresentados resultados de À 

(conforme (6.6)) em forma de gráficos e estão de acordo com os obtidos neste 
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trabalho, que apresentamos na tabela XX. 

L/h 50 1 0  4 

À 1 5 , 082 1 2 , 320 7 , 350 

TAS . XX- P LACA COM 9 CAMA DAS 
ANÁL ISE DE V I BR A C Õ E S  L I VR E S  

6.5-PLACA SANDUICHE SUBMETIDA A CARREGAMENTO UNIFORME 

Este problema foi resolvido por OWEN e FIGUEIRAS ([321) usando o 

elemento Heterosis (9 nós e 26 graus de liberdade) e urna malha 4 x 4 , por 

LARDEUR e BATOZ ([201) usando o DST e urna malha 6 x 6 e a solução analítica 

foi dada por SRINIVAS ([371). Neste trabalho, consideramos a malha da 

figura 6. 3 (6  x 6) e o DST. O carregamento é uniforme e a espessura total da 

placa é de 100 (portanto L/H=lO ), dividida em três camadas. Urna 

intermediária com altura de 80 e as das faces com altura de 10. As camadas 

externas são do mesmo material com as seguintes propriedades elásticas 

Ex = 34 156,00 

G = 6 080,00 
xz 

Ey = 17 931,00 

G = 1 015,00 yz 

G = 10 000,00 xy 

Vxy = 0.44 

As propriedades do material da camada interrnadiária são proporcionais às 

do material das faces, ou seja 

1 [D] = -C [D] 
MEIO FACES 

[G] l [G) 
MEIO= C FACES 
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Na tabela XXI temos os valores de C considerados e os fatores de 

correção de cisalhamento transversal correspondentes obtidos neste trabalho 

e na referência [20]. 

e =  1 e =  1 0  e = 5 0  

Kx = Ky 0, 8333 0 , 35250 o ,  09385 

Kx = Ky120 1 0, 8333 0,3521  º ·  0938 

TAB . X XI  - FAT O R E S  DE CORRECÃO D E  C I  S A L H A MENTO 

P L A C A  S A N DU Í C H E  

Os resultados considerados são o deslocamento transversal W e a tensão 

normal 1Tx calculados no centro da placa, que podem ser normalizadas na forma 

W = W  
Gxy (2) 

H qo 
O'x ITx - --
qo 

onde G (2) diz respeito à camada intermediària e qo é o carregamento xy 
transversal. As forças nodais foram obtidas por : 

1 P = 3 qo ÁREA 

Nas tabelas XXII a XXlV apresentamos os resultados obtidos neste 

trabalho e nas referências [20] , [32] e [37]. As tensões foram calculadas 
-4h+ na face inferior e na interface das camadas ( 1 0  e -4h-

l o ). 



96 

w - -4H- - -4H+ - -H 
MODELO <Tx C

10> 
<Tx C

10 > 
<Tx(2) 

DST 6x6 180 , 876 -27 , 476 -27 , 476  -34,345 

DST 6x6 ( 20 ]  180 , 88 -27, 4 8  -27 , 48 -34,34 

HETEROS I S  [ 32] 183 ,  99 -28 , 98 -29 , 98 -36,22 
4 X 4 

ANAL I T I CO ( 37] 18 1 , 05 -28 , 45 -28 , 45 -35, 94 

T A B . X X I I  - A N Á L I S E  DE R E S ULTADOS P A R A  C 1 

PLACA S ANDUÍCHE 

w - -4h- - -4h+ - -h 
MODELO <Tx ( 10l <Tx(

tol <Tx(2) 

DST 6x6 4 1 , 9 24 -4, 706 -47,058 -58, 823 

DST 6x6 [20]  4 1 ,  92  -4 , 7 1  -47 ,06  -58, 82  

HETEROS I S  [ 32] 4 1 ,  9 2  -4 , 87 -48, 73  -65, 23 
4 X 4 

ANAL í T I CO ( 37] 41,  9 1  -4 , 86 -48, 6 1  -65, 08 

T A B . X X I I I - AN Á L I SE D E  R E S ULTADOS P A RA C = 1 0  

PLACA S A NDUÍCHE 

w 
- -4h- - - 4h+ - -h 

MODELO <Tx !
tol <Tx!

tol <Tx(zl 

DST 6x6 16.  4 1 1  -0 , 9 38 -46, 963 -58, 704 

DST 6x6 [ 20 ] 16, 6 5  - 1 , 0 6  -53, 05 -66, 32 

HETEROS I S  [ 32] 16, 8 5  -0 , 9 3 -46 ,65  -58 , 3 1  
4 X 4 

ANAL I T I CO [ 37]  16, 7 5  -0 , 7 4 -37, 1 5  -66, 90 

T A B . XXIV- ANÁ LISE DE R E S ULTADOS P A RA C 5 0  

PLACA s A N DUÍ CHE 
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De modo geral os elementos apresentaram um bom comportamento. Para C = 1 

e C = 10 os nossos resultados estão em pleno acordo com os da referência 

(20]. Entretanto, para C = 50, notamos uma pequena divergência quanto ao 

deslocamento tranversal e uma diferença significativa quanto às tensões. 

Inesperadamente, o módulo das tensões O'x da camada da face para C = 50 

obtidas neste trabalho e na referência (32], foram inferiores aos obtidos 

para C = 10. Na referência (20] isso não se verificou. 

As referências (20] e (37] também fornecem resultados de análise de 

vibrações livres, que são normalizados na forma 

onde w é a freqüência natural, p é a massa específica e 033 diz respeito à 

camada do meio. Na tabela XXV, apresentamos os nossos resultados e os das 

referências [20] e [37]. Podemos observar o bom desempenho do elemento. 

e À À (  2 0  J À A N A L . 

1 0 ,09299 0 , 0 929 0 , 0925 

1 0  0, 1 9 1 64 O ,  1 920 º ·  1 9 13 

5 0  0. 30099 0 , 3029 0 , 2995 

TAB . XXV- A NÁ L I SE D E  V I B R AC Õ E S  L I VRES 
P L AC A  S U N D U Í C H E  
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CAPITULO VII 

CONCLUSÕES 

A utilização crescente de materiais compostos tem conduzido a uma 

intensificação das atividades de pesquisas para a caracterização mecânica, 

representação estrutural e determinação de critérios de falha desses 

materiais. A proposta deste trabalho foi de investigar as diferentes 

abordagens de elementos finitos disponíveis para a representação numérica do 

comportamento de estruturas desses materiais, e desenvolver o núcleo de um 

simulador numérico para esta representação. 

O principal fator que torna a análise dessas estruturas mais complexa é 

a influência decisiva que as tensões de cisalhamento transversal exercem 

sobre o seu comportamento. Devido à elevada relação módulo de 

elasticidade/módulo de cisalhamento, essas deformações diminuem 

significativamente a rigidez da estrutura, alterando o seu comportamento 

global. Entre as respostas afetadas, temos os deslocamentos e os modos de 

vibração. Além disso, descontinuidade das propriedades elásticas na direção 

da espessura exige que se utilizem modelos refinados para representar 

adequadamente a distribuição interlaminar de tensões, o que é fundamental 

para a determinação do critério de ruptura da estrutura. 

Os modelos tridimensionais e bidimensionais por camadas se propõem a 

representar a estrutura de forma refinada, de modo a fornecer uma 

distribuição realística das tensões inter laminares. Os modelos 

tridimensionais são os mais dispendiosos e sua utilização exclusiva é 

descartada pela maioria dos autores. Os modelos bidimensionais por camadas 

utilizam funções contínuas por partes, definidas apenas em duas camadas 

adjacentes, para interpolar os deslocamentos na direção da espessura. O 

caráter local dessas funções permite que a distribuição das tensões 

cisalhantes interlaminares seja contínua. Como resultado, temos um elemento 
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bidimensional com muitos graus de liberdade por nó. 

Por outro lado, os modelos de camadas equivalentes se propõem a 

representar o comportamento global da estrutura, oferecendo elementos 

econômicos mas que não proporcionam uma boa distribuição das tensões 

interlaminares. Nestes modelos o campo de deformações é contínuo ao longo da 

espessura, e a descontinuidade das propriedades elásticas nas interfaces das 

camadas conduz a uma inevitável descontinuidade das tensões de cisalhameto 

transversal. 

Como resultado da pesquisa bibliográfica inicial, concluímos que a 

estratégia mais eficiente é a utilização de elementos simplificados para 

representar a estrutura como um todo e introduzir elementos mais refinados 

em pontos críticos. Assim, decidimos nesta primeira etapa implementar o DST 

(Triâgulo Discreto de Cisalhamento). 

O DST é um elemento de placa baseado na mais simples das teorias de 

camadas equivalentes - a teoria de cisalhamento de primeira ordem. Nesta 

teoria, as deformações de cisalhamento transversal são constantes na direção 

da espessura e, conseqüentemente, as tensões cisalhantes inter laminares são 

descontínuas. No DST em particular, as deformações de cisalhamento 

transversal são constantes também ao longo da superfície de referência, 

acarretando uma descontinuidade dos cortantes e a não conformidade do 

elemento. Por outro lado, o DST é econômico (apenas nove graus de liberdade 

por nó) e não apresenta trancamento por cortante. 

O DST advém do elemento DKT (Triângulo Discreto de Kirchhoff) que não 

considera as deformações de cisalhamento transversal e que também foi 

implementado. Podemos assim comparar o comportamento dos dois elementos, e 

verificamos que, para materiais isotrópicos, as respostas só divergem 

significativamente para placas muito espessas. Para relação 

comprimento/espessura (L/h) igual a 2,5 ,a diferença entre os deslocamentos 

transversais foi da ordem de 107.. Entretanto, para placas laminadas ou 
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homogêneas fortemente ortotrópicas, a divergência entre os resultados foi 

considerável. Para uma placa composta de três camadas de material com 

características dos utilizados em laminadas e L/h igual a 10, o DST 

apresentou um deslocamento transversal máximo 907. superior ao fornecido pelo 

DKT. Para L/h igual a 4, essa porcentagem foi de 3707.. Neste ultimo caso, o 

erro do DST em relação à solução exata foi de 37., e o erro do DKT em relação 

à teoria clássica dos laminados (que não inclui as deformações de 

cisalhamento tranversal) foi de 27.. 

Apesar de representar satisfatoriamente os deslocamentos, o DST não 

fornece tensões adequadamente. Como opção para melhorar a precisão das 

tensões, e do elemento como um todo, temos os procedimentos preditores 

corretores propostos por BURTON e NOOR ((17]). A técnica consiste em se 

utilizar, num primeiro processamento, um método convencional para se 

determinar os fatores de correção de cisalhamento tranversal, para obter o 

comportamento global da estrutura. Com base nesse resultado, os fatores de 

correção de cisalhamento são refinados e, num segundo processamento, 

obtém-se uma resposta mais apurada. Embora qualquer elemento bidimensional 

possa ser utilizado na primeira etapa do procedimento, os autores recomendam 

que se utilizem elementos baseados na teoria de cisalhamento de primeira 

ordem (tal como o DST) tanto na fase preditora como na fase corretora. 

Tanto no DST como no DKT, o deslocamento tranversal é definido apenas no 

contorno do elemento. Assim, não é possível calcular um vetor de carga e uma 

matriz de massa consistentes. No APÊNDICE D propomos um polinômio definido 

em todo o triângulo e que coincide com w dos elementos ao longo do 

contorno. Tal polinômio é obtido obrigando-se que um polinômio completo do 

terceiro grau em x e y passe por dez pontos. Nove desses pontos são obtidos 

pela função de interpolação de w (pontos do contorno) e o décimo ponto é 

obtido supondo-se que no centroide do elemento o deslocamento transversal é 

igual à média dos deslocamentos transversais dos nós dos vértices. Portanto, 
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o vetor de cargas e a matriz de massa calculadas utilizando-se este 

polinômio não são de fato consistentes. 

Na teoria de cisalhamento transversal, as parcelas de energia de 

deformção Ub e Us são desacopladas. Tal hipótese é verdadeira para placas 

cuja matriz de elasticidade tem a forma dada em (2.18), ou seja, E = O lj 

para 

= !, 2, 3 e J = 4, 5 

e = 4, 5 e J = !, 2, 3 (7.1) 

Para placas constituídas de camadas ortotrópicas orientadas a zero e a 

noventa graus, a expressão (7 .1) é verdadeira. Entretanto, se as camadas 

tiverem orientações diversas, a matriz de elasticidade resultante terá todos 

elementos não nulos e a hipótese de Ub e Us desacoplados passa a não ser 

verdadeira. Na bibliografia consultada, não encontramos nenhuma referência 

quanto à aplicabilidade dessa teoria a placas com camadas orientadas de 

forma qualquer. Deixamos a questão em aberto para futuras atividades de 

pesquisa. 

Para a introdução do processamento global-local, temos duas alternativas 

quanto ao modelo a implementar bidimensional por camadas ou 

tridimensional. Segundo REDDY ( [ 4]), o modelo bidimensional por camadas 

proporciona uma relação custo/qualidade mais favorável. Entretanto, a 

implementação de um modelo tridimensional pode ser importante para 

representar regiões em que a hipótese de <rz = O seja fortemente violada, e 

para fornecer parâmetros de comparação que nos auxiliem no desenvolvimento 

da pesquisa. 
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APÊNDICE A 

SISTEMA DE COORDENADA TANGENTE-NORMAL 

Seja o elemento triangular de seis nós da figura A. l . Considerando o 

sentido anti-horário como positivo, estabelecemos um nó inicial e um nó 

final para cada lado. Assim, o nó intermediário k servirá de identificador 

do lado. 

x , u  

z,w 

o - TRIAN GULO 1 ,2,3 

X 

b - LAOO i j 

4 y • V 

2 ( x 2 , Y2 I 

yk = l /2 ( y .  + y .  1 1 J 

Fi gura A .  I - S istema de Coordenadas Tangente - Normais 
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Temos então 

ij = 23,31, 12 para k = 4,5,6 respectivamente 

Sobre cada lado estabelecemos um sistema de eixos tangente-normal S 

(figura A . l  ). A coordenada S varia linearmente ao longo de cada lado '. k 

tal que: 

s = l 1 J 

em (X , Y ) 1 1 

em (X , Y ) 
J J 

(A.l) 

Seja \ o ângulo formado pelos eixos X e llk (figura A.1-b ). Podemos 

escrever: 

Ck = cos 1 YJ-YI 
k l 1 J 

(A.2) 

Sk = sen 1 X1 -XJ 
k l 1 J 

onde 

(A.3) 
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Sejam as rotações /3x, /3y, /3s, /371, 8w/8X, 8w/8Y, 8w/8S e Bw/871 (w 

conforme a figura A. l ) cujos sentidos positivos são dados por : 

D 

• 
' 

' 

J 

x ,u 

.i3y -- J w J (} y 
-

Fi guro A . 2 - Senti do Po s i t i vo dos Rota ções 

São válidas as seguintes transformações 

= [ 
Ck 

Sk 

-Sk 

] [ 

/3
11 ] Ck /3s 

[ :: ] = 

[ BW/811 ] 

aw1as 

[ 
7

l!Z ] = 
7Sz 

[ 

Ck 

-Sk 

[ 

Ck 
= 

-Sk 

[ 

Ck 

-Sk 

Sk 

] [ 

/3
x ] Ck /3y 

Sk 

] [ 

8W/8x ·] 

Ck aw1ay 

Sk 

] [ 
7xz 

] Ck 'l'YZ 

(A.4) 

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 
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APÊNDICE B 

COORDENADAS DE ÁREA E SUAS DERIVADAS 

B.1- COORDENADAS DE ÁREA 

Seja o triângulo da figura B.1, e seja P um ponto contido em seu 

interior. As coordenadas de área do ponto P são definidas por 

onde 

A - área total do triângulo 

L = �  
3 A 

(B.1) 

L1 , L2 , L3 - componentes das coordenadas de área 

AI ,A2, A3 parcelas de área do triângulo definidas pela posição de P 

(figura B.ll 

z 

y 

3 

X 

2 

Fi gura B .  1 - Coordenadas de Áre a 
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Como a area A é igual à soma das parcelas Ai, temos que 

L + L + L = l 
1 2 3 

Então, a posição de P no interior do triângulo pode ser determinada por 

duas das componentes das coordenadas de área. Neste trabalho utilizamos as 

componentes L2 e L3 

B.2- DERIVADAS PRIMEIRAS DE �x E �y. VETOR DE CURVATURA 

Considere-se a expressão 

�x = [ L l [ HX l {u} 

�y = [ L 1 [ HY 1 {u} (B.2) 

onde as matrizes [HXI, [HYI e o vetor {u} são constantes e a matriz [LI  é a 

matriz de coordenadas de área dada por 

onde 

[LI = [ 1 

Então, podemos escrever 

L 3 

8�x/8x = 
a [ L I  [HXI {u} ax 

8�y/8y = � [HXI {u} ay 

a�x + a�y 
= 

[ 
ay ax 

a [L I 
ay [HXI + _é!_ill [HY) ) {u} ax 

(B.3) 

(B.4) 
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8 [ L I  1 
[ 

y 8 [ L I  y 8 [ L I  ) 
ax = 2A 31 aL + 12 aL 

2 3 

[ 
x a ! L I  x a ! L I  ) 

13 8L + 21 8L 
2 3 

e X = X - X 
lj l J 

Considerando (B.3), temos que: 

a ! L I  = [ O  1 o L 2L O I  aL 3 2 
2 

a ! L I  = [ O  o 1 L o 2L 1 aL 2 3 3 

De (B.6), podemos notar que: 

[ 
<

HX2
>

] 
a I L I  1 2< HXS > aL 

-[HXI = 2A [ 1 L L 
2 3 

2 < HX4 > 

[ 

< HV
» l 

a ! L I  1 
aL [HYI = 2A [ 1 L L 2< HYS > 

2 3 
2 < HY4 > 

[ 
<

HX3
>

; 
a [L I  1 L3 1 aL [HXI = 2A [ 1 L < HX4 > 

2 3 2< HX6 > 

[ 

< HV3 >  
l 

a [L I  1 1 < HY4 > aL [HYI = 2A [ 1 L L 
2 3 3 2< HY6 > 

(B.5) 

(B.6) 

(B.7) 
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onde < HXi > e < HYi > representam as iésimas linhas das matrizes [HX] e 

[HY] respectivamente. 

Substituindo (B.5) e (B.6) em (B.4), e considerando (B. 7), podemos 

escrever : 

a13x 1 
2A [ l Lz ax L ] y 2< HXS > +y < HX4 > [ 

< HX2 >

] [ 

< HX3 >

] 3 31 U 

1 

< HX4 > 2< HX6 > 

[ 

< HY2 >

] [ 

< HY3 >

] L ] x 2< HYS > +x < HY4 > 
3 13 21 

< HY4 > 2< HY6 > 

a13x a13y -- + -- = ay a13x 2A [ l 2< HXS > + [ 

< HX2 >

] 
< HX4 > 

[

< HX3 >

] [

< HY2 >

] [

< HY3 >

] + x21 < HX4 > + y 
31 

2< HYS > + y
12 

< HY4 > 

2< HX6 > < HY4 > 2< HY6 > 

Seja o vetor {x} dado por 

a13x1ax 

< x > = a13y1ay 

a13x + a13y 
ãy ax 

{u) 

{u} 

{u} 

(8.8) 

(B.9) 
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Então, considerando (B.8), podemos escrever 

1 
{x} = ZA [ V ] [ QQ J {U} 

[ V J = 

[ QQ 1 = 

x <HX2> + 
13 

2x <HXS> + 
13 

y <HX2> + y <HX3> 
31 12 

2y <HXS> + y <HX4> 
3 1  12 

y <HX4> + 2y <HX6> 
31 12 

x <HY2> + 
13 

2x <HYS> + 
13 

x <HY3> 
21 

x <HY4> Z1 
x <HY4> 

13 
+ 2x <HY6> 

21 
x <HX3> + 

21 
y <HY2> + 

31 
x <HX4> + 2y <HYS> + 

21 31 

y <HY3> 
12 

y <HY4> 
12 

x <HX4> 
13 

+ 2x <HX6> + y <HY4> 
21  31 

+ 2y <HY6> 
12 

9x9 

(B.10) 

(B.ll) 

(8.12) 

Devemos notar que ,para obter o vetor (l:}, não é necessário definir as 

primeiras linhas das matrizes [HXI e [HY]. 
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8.3- DERIVADAS SEGUNDAS DE /3x E (3y 

Considerando (8.3) temos que 

82 [ L I  1 
o o ; - [  

8x 2 

4A2 

82 [ L I  1 
o o ; _  [ 

8y
2 

4A2 

82 [ L I  - _I_ [ o o 

8x8y 4A2 

Sejam as expressões 

o 

o 

o 

Zyl2
y 31 2 2 

y31 

2x 2x2 

21 13 13 

X y + X y 
13 12 21 31 

2 2 
yl2 

2x2 

21 

2x 13y 31 

(3x ; [ L I  ( [ CI 1 { (3xl } + [ C2 l { (3x2 } )  

(3y ; [ L 1 ( [ CI 1 { (3yl } + [ C2 1 { (3y2 } ) 

ZX
2/12

1 

onde [ CI) e [ C21 são matrizes constantes de ordem 6x3 definidas como 

[ [Cl l
) ] 

[Cll ; 
3X3 

[CI2)3x3 
e [ 

[C2I I  
] [CZI ; 

3X3 

[C22)3x3 

(B.13) 

(B.14) 

(B.15) 

As derivadas de (3x e (3y são obtidas substituindo-se [LI em (8.14) pelas 
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expressões (B.13). Considerando CB.15) temos que 

onde 

B 2

{3x ( ) - �- = [LXX) [Cl2) {.Bxl} + [C22) {{3x2} 
ax 2 

a 2{3x ( ) -�- = [LXY) [Cl2) {{3xl} + [C22) {{3x2} 
axay 

a2{3x ( ) -�- = [LYY) [Cl2) ({3xl} + [C22) {{3x2} 
ay2 

8 2

{3y --'-"- = [LXX) ( [Cl2) {{3yl} + [C22) {{3y2} ) 

a 213
y ( ) --'-"- = [LXY] [Cl2] {{3yl} + [C22] {{3y2} 

axay 

a213
y ( ) -� = [LYY) [Cl2) {{3yl} + [C22) {{3y2} 

a/ 

1 [LXX) = - [ 2y y 
4A 2 12 31 

1 [L YY] = - [ 2x x 
4A 2 21 13 2x2 2x2 

13 21 

1 [LXY) = - [ x y + x y 
4A 2 13 12 21 31 2x y 2x y ]  

13 31 21 12 

(B.16) 

(B.17) 
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APtNDICE C 

VARIAÇÃO CÚBICA DE W 

Seja w uma função que varie cubicamente ao longo do lado de um 

triãngulo. Então, se S é a coordenada tangente a este lado, w é do tipo 

2 3 w = cx1 + cx2 S + cx3 S  + cx4 S  

A derivada de w em relação a S é dada por 

8w/8S = CX2 + 2 CX3 S + 3 CX4 S2 

(C.1) 

(C.Z) 

Seja I o nó inicial do lado em questão (origem do sistema S-1J) e J o nó 

final. Os coeficientes cx1 podem ser obtidos fazendo-se as restrições: 

e 

w = wi e 8w/8S = 8w/8S 1 1 

W = Wj e 8w/8S = 8w/8S I 
J 

Desse modo obtemos 

CX!= W 1 

a3= 
3 (w -w ) - 1 

l lJ 
lz J 1 

IJ 

2 cx4= - (w -w ) 
l3 1 J IJ 

+ -:- ( :; 1 1 
+ 

:; 1 J ) 
lj 

em S = O 

em S = l IJ (C.3) 

(C.4) 
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Substituindo (C.4) em (C.l) e (C.2) obtemos 

w = w ( 1 1 

aw -- = w  as 1 

3S2 

- -- 2S3 

+ -- + w ( J 
3S2 2S3 

- - - -- ) +  
t 2 

l J 

aw l + as  / 

l 3 

l J t 2 t 3 

l J l J 

2S2 S3 

s - -- + -- l  aw 

1 
+ as ( 

t t 2 
l J lj  

J 

-6S 

t 2 

6S2 

+ -- ) + w  6S 6S2 
-- - -- ) +  

t z t 3 

l J 

aw l + as / 

t 3 J 
l J 

4S 3S2 

1 - - - + --
t t 2 

l J l J 

l J l J 

+ aw 
1 ( -zs 

as t J l J 

S3 

+ -
t2 

l j  

3S2 

+ -
t z 

1 J 

(C.5) 

(C.6) 

Utilizando (A.6), podemos substitur aw1as em (C. 5) e em (C.6) obtendo 

w = w ( 1 
l t z 

1 J 

2S3 

+ -
t 3 

l J 

+ w  J 
3S2 

zs
3 

( - - -
l z t 3 

l J l J 

) + 

aw l 
aw l +(-Sk 

ax i+ ck 
av / ( s 2S2 S3 

- -- + --
t t2 

l J l j  

aw l 
aw l +(-Sk - + Ck - ) 

ax av 
J J 

-S z 

l 
l J 

) + 

S3 

+ -
tz 

l j  

(C.7) 
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6S
2 

+ -
t 3 
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+ w  J 

aw l aw l +(-Sk ax i
+ Ck av / 

6S 6S
2 

- - - --
t 2 l 3 

1 J I J 

) + 

4S 3S2 

! - -- + -- ) + 
t l

2 

1 J I J 

+(-Sk - + Ck - ) aw l aw l ax av 
-zs ( -

3S2 

+ - - ) 

J J 1 J 
t

2 

1 J 

(C.8) 

Fazendo S = l . em (C.8) e substituindo adequadamente os índices 1, J e lj 

k ,  podemos escrever 

onde 

{W} = 

e 

-aw/aS 1
4 

-aw/as 1 = [HSI {W} 
5 

-aw/as 1 
b 

W l  

-aw/ax l  
1 

-aw/ ay 1 
1 

wz 
-aw/ax l 

2 

-aw/ay l 
2 

W3 

-aw/ax l 
3 

-aw/ay l 
3 

(C.9) 

(C.10) 
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o o o 3 S4 -C4 -3 S4 -C4 
2l 4 4 2l 4 4 

23 

[HS] = 
-3 ss -cs o o o 3 ss -cs 

2T 4 4 2l 4 4 
31 31 

3 S6 -C6 -3 S6 -C6 o o o 2T 4 4 2l 4 4 
12 12 3x9 

(C.11) 
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APJ:;NDICE D 

INTERPOLAÇÃO DE W PARA O INTERIOR DO ELEMENTO 

D.1- PROJEÇÃO DE UMA SUPERFICIE CÚBICA NUMA DIREÇÃO S 
• 

Seja W(x,y) um polinômio do tipo 

W(x,y) = 

• 

a + a x + a y + a x y + a 
1 2 3 4 5 

2 2 X + a y + 
6 

2 2 3 3 a x y + a x y + a x + a y 
1 8 9 1 O 

(D.l) 

e seja S uma direção definida pelos pontos 1 e J . Então, nesta direção, x e 

y se relacionam pela equação da reta que passa pelos pontos I e J que é do 

tipo 

y = <X X + b (D.2) 

Se elevarmos (D.2) a uma potência N, obtemos um monômio de ordem N em y 

à esquerda da igualdade, e um polinômio de ordem N em x à direita. Como a 

ordem dos dois lados da igualdade é a mesma, se substituímos (D.2) em (D.l), 

não alteramos a ordem de W. Neste caso teremos obtido a variação de W(x,y) 

na direção de S , que é do tipo 

W(x) = b + b 
1 2 

X +  b 
3 

x
2 

+ b x
3 

4 
(D.3) 
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Seja S uma coordenada tangente à reta que passa por 1 e por J, de modo 

que 

S = O em 

em J 

onde l é a norma do segmento IJ. Então, S pode ser escrito como IJ 

ou seja, 

com 

l lJ S = --
x IJ 

X - X) 1 

X = X -1 
IJ 

-�l-- s 

X = X - X IJ 1 J 

IJ 

(D.4) 

(D.5) 

(D.6) 

Como x e S se relacionam linearmente, a substituição de (D.6) em (D.3) 

resulta em um outro polinômio cúbico do tipo 

W(S) = b + b S + b S2 + b s
3 

1 2 3 4 (D.7) 

• 
Fica portanto demostrado que a projeção de W(x,y) numa direção S 



qualquer é uma curva cúbica. 

. . 
D.2- INTERPOLAÇÃO DE W 
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. . •� . .  �� . . .. 

Como vimos nos CAPÍTULOS III e IV, para os elementos DKT e DST o 

deslocamento transversal w é definido apenas no contorno. Em cada lado do 

triângulo, w é dado por (expressão C.1) 

W(S) = a 1 + (l 2 

com S definido conforme (D.4). 

S + a S2 + a S3 

3 4 
(D.8) 

Por quatro pontos passa apenas uma curva do terceiro grau. Então, se com 

(D.8) definirmos w em quatro pontos de um dos lados do elemento e impusermos 

estes valores à W(x,y), teremos que W(x,y) e W(S) coincidirão ao longo de 

todo o lado. Se tomarmos este procedimento para todos os lados do triângulo, 

W(x,y) e W(S) coincidirão em todo contorno. É essa a estratégia que 

adotaremos para definir os coeficientes a1 em CD. ll. 

D.3- DETERMINAÇÃO DE W EM 10 PONTOS DO TRIÂNGULO 

Os coeficientes a1 em (D.l) podem ser definidos impondo-se que W(x,y) 

passe por dez pontos pré- • estabeÍecidos. ºSobre o plano xy, os pontos 

selecionados são os da figura D. 1. Nos pontos 1 a 3 e 5 a 10, w é definido 

pela função de interpolação dos elementos. Para o ponto 4, vamos supor que 

w + w + w 1 2 3 (D.9) 
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. ·--. .. . .... .  , . . .... --· .. 

3 
j = 1 i j 

. � .  

7 n ( S = 2 1 i j ) 

8 

i j  = 1 ,  2 ,  3 
m = 5 , 7 ,9 
n = 6 ,8,9 

9 

• 
4 

l \1 y4) = ( x
1
, x2' x3, 

3 

3 

m. ( s = _l_!.l_ ) 
3 

( s = o ) 

2 

Figura D .  1 

Pontos para determi nação de w ( x ,  y)  

Os coeficientes ex de (D.8) estão definidos em (C. 4). Substituindo estes l 

coeficientes obtemos 



W(S) = w (1 
l 

-
_2_ 

s
2 

lz 

l J 

aw l + as 1 

+ 2 s
3 

t3 
l j  

) + 

126 

w (_2_ S2 

J tz 
l J 

S - 2 S2 + _l_ S3 
t t

2 

l J lj  

+ 2 s
3 

t3 
l j  

+ 

) + 

aw l + as J 
( _ _ l Sz 

l
l j 

+ _l_ S3 
lz 

l j  

(D.10) 

A expressão (A.6) fornece aw1as em função de aw/ax e aw/ay. Substituindo 

estas derivadas e as coordenadas S dos pontos m e n da figura D.l  em (D.10), 

podemos escrever 

( -2 - - + -- ) + aw I aw 
1 ax ax  l J 

+ B ( � 1 - 2 � 1 ) k ay  1 a y  
J 

+ B ( �1 k a y  1 
2 � 1 a y  J 

onde lJ = 23,31,12 para m = 5,7,9 e n = 6,8,10 respectivamente, e 

2 A = - l  Sk 
k 27 lj 

e 2 
B = - l  Ck k 27 lj 

(D.li) 

(D.12) 

(D.13) 
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onde Sk e Ck são os cossenos diretores dos lados do triângulos hJ=23,31,12 

para k = 4,5,6 respectivamente) conforme (A.2). 

Para o DST temos que 

�1 = - /3X + lxz ax  l 
l 

�1 = - /3y + lYZ = 1,2,3 (D.14) 8 y  l 
l 

e 

rxz = < HGI > {u} 

lYZ = < HG2 > {u} (D.IS) 

onde <HGI> e <HG2> são a primeira e segunda linhas da matriz [HG I definida 

em {4. 44) respectivamente, e {u} é o vetor de deslocamento dos elementos. 

Substituindo (D.14) e (D.IS) em (D.li) e (D. 12) definimos w nos pontos 5 

a 10, e com (D. 9) definimos w no ponto 4. Seja {W} o vetor dos deslocamentos 

transversais do pontos 1 a 10 definido como : 

w 
1 

w 3 w 
4 

w 
5 

w 
6 

w w w w 
7 8 9 1 0  

Podemos então estabelecer uma matriz [H] tal que 

{W} = [H] {u} 

(D.16) 

(D.17) 
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onde 

[H] = [Hl] + [H2] 
DST 

(D.IS) 

com 

1 o o o o o o o o 
o o o 1 o o o o o 
o o o o o o 1 o o 

1 /3 o o 1/3 o o 1/3 o o 
o o o 20/27 2A -2B 7/27 -A B 

[Hl] 4 4 4 4 
= 

o o o 7/27 A4 -B 20/27 -2A 2B 
4 4 4 

7/27 -A B o o o 20/27 2A -2B 
5 5 5 5 

20/27 -2A 2B o o o 7/27 A -B 
5 5 5 5 

20/27 2A -2B 7/27 -A B o o o 
b b b b 

7/27 A -B 20/27 -2A 2B o o o 
b b b b !Ox9 

(D.19) 

o 

-A <HGI> + B <HG2> 
[Hl] 4 4 

= 
A <HGI> + B <HG2> 

4 4 
-A <HG!> + B <HG2> 

5 5 
A <HGI> - B <HG2> 

5 5 
-A <HG!> + B <HG2> 

b 

A <HGI> - B <HG2> !Ox9 b b 

(D.20) 



Como no DKT impomos que 

�1 = - f3x ax 1 
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- f3y 1 1=1,2,3 

a matriz [H] fica 

[H]DKT = [Hl] 

D.4- DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES DE W(x,y) 

onde 

e 

A expressão (D.!) pode ser escrita na forma 

W(x,y) = [XY] {a} 

[XY] [l x y xy 

{a} T = [ a 1 

2 2 
X y 

2 X y 
2 xy 

a a 

3 
X 

9 1 0  

(D.21) 

(D.22) 

(D.23) 

(D.24) 

(D.25) 
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Podemos então determinar uma matriz [G] tal que 

{W} = [G] {a} (D.26) 

onde a linha i de [G] é obtida pela substituição das coordenadas x-y do 

ponto i em [XY]. 

Igualando (D.17) a (D.26) escrevemos 

{a} = [Gr1 [Hl {u} (D.27) 

Substituindo (D.27) em (D.23) obtemos finalmente 

W(x,y) = [XY] [Gr1 [H] {u} (D.28) 

que define w em toda área do elemento. Para o DST, a matriz [H] esta 

definida em (D.18) e para o DKT em (D.22). Vale observar que W(x,y) dado 

por (D.28) satisfaz a interpolação do deslocamento transversal dos elementos 

ao longo de todo contorno. 


