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O objetivo deste trabalho é estudar as diversas propostas de elementos
finitos de placas laminadas compostas, e desenvolver o nudcleo de um
simulador numérico para sua representagdo estrutural. Para isso, é feita uma
revisdo detalhada da Teoria de Cisalhamento de Primeira Ordem e sdo
implementados dois elementos de placa.

As aplicagoes englobam estruturas de placas homogéneas isotrépicas e
ortotropicas e de placas laminadas compostas. S3o realizados estudos
comparativos entre os resultados de um elemento baseado na Teoria Classica
de Placas e de um outro baseado na Teoria de Cisalhamento de Primeira Ordem,
sendo constatada a necessidade da consideragdo das deformagdes

de cisalhamento transversal na andlise de placas compostas.
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The purpose of this work is to study different approaches for the finite
element analysis of composite multilayered plates, and to develop the kernel
of a numeric simulator for its structural representation. A detailed review
of the First Order Shear Deformation Theory was made, and two plates
elements were implented.

The applications include homogeneous isotropic and orthotropic plates
and multilayered composite plates. A comparative study between a classical
bending element and a shear deformation element was made, and it was
verified the need to account the transverse shear effects in the analysis of

multilayred plates.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

Os avangos tecnolégicos das inddstrias aeronautica, naval,
automobilistica e aeroespacial entre outras, tém exigido cada vez mais a
utilizagdo de materiais com caracteristicas especiais. O desenvolvimento dos
materiais compostos, em particular os compostos a base de fibras, veio ao
encontro de tal necessidade, oferecendo materiais de baixo peso especifico
capazes de resistir a altas tensdes e temperaturas. Por outro lado, a
analise de estruturas constituidas de tais materiais requer modelos de
calculo mais elaborados que os empregados para analisar estruturas
homogéneas convencionais.

Laminados compostos consistem em duas ou mais camadas de materiais
diferentes ou ndo, perfeitamente interligadas a fim de se obter melhores
propriedades do conjunto. Os compostos a base de fibra s3o laminados
modernos constituidos de fibras de alta resisténcia (carbono, kevlar, vidro)
convenientemente dispostas numa matriz de resina.

Tais laminados apresentam uma rigidez de cisalhamento transversal muito
baixa, se comparada as do estado plano de tensdo. Segundo VINSON e ZUCAS
(1), a relagdo médulo de elasticidade / médulo de cisalhamento (E/G), para
materiais como grafite pirolitico, oscila entre vinte e cinqienta. Portanto,
o modelo de andlise de estruturas constituidas desses materiais deve
considerar as deformagGes de cisalhamento transversal, mesmo para estruturas
de pequena espessura. As tensdes de cisalhamento transversal também
desempenham um papel fundamental na andlise das tensdes interlaminares, o
que, para materiais laminados, é indispensavel.

Na primeira etapa deste trabalho investigaram-se as diversas propostas

de elementos finitos existentes para a andlise de placas compostas, a fim de



selecionar e implantar um elemento econémico e eficiente. As referéncias
(2], [3] e (4] ddo uma ampla visdo das vdarias abordagens disponiveis e foram
fontes de consulta importantes nesta etapa da pesquisa. Em particular, as
referéncias (2] e [3] fornecem uma farta bibliografia sobre o assunto. Na
breve exposiGgdo que se segue, a varidvel z diz respeito a diregdo da
espessura do laminado.

De modo geral, as teorias de elementos finitos para a andlise de

laminados sdo dividas em trés classes :

TEORIAS TRIDIMENSIONAIS
TEORIAS BIDIMENSIONAIS POR CAMADAS (LAYER-WISE)

TEORIAS DE CAMADA UNICA EQUIVALENTE

Obviamente, as teorias tridimensionais sdo as que melhor representam o
comportamento de estruturas laminadas. Entretanto, o elevado numero de
incégnitas envolvidas e a dificil implantacdio de <etapas de pré e
pos-processamento inviabilizam a utilizagdo exclusiva desses modelos. Num
processamento conhecido como local-global, utilizam-se modelos mais
elaborados (tais como os tridimensionais) em regides de altos gradientes de
tensdo, e modelos menos refinados (tais como os de camada Unica equivalente)
nas demais regides da estrutura (referéncias [5], [6] e [7]).

Nos modelos tridimensionais, o ideal é que se tenha, no minimo, um
elemento por camada. Entretanto, a fim de se reduzir o volume computacional,
pode-se utilizar o conceito de sublaminados que consiste em se agrupar
diversas camadas em um sublaminado equivalente. As propriedades do
sublaminado sdo obtidas integrando-se as propriedades de cada camada que o
constitui, assim como se faz nas teorias de camadas equivalentes. Nas

referéncias [2] e [3] encontram-se mais informagdes sobre os modelos



tridimensionais.

Na referéncia (8], REDDY propde a teoria bidimensional por camadas.

Nesta teoria, o campo de deslocamento num ponto (x,y,z) é expandido na forma

N

i
ul(x,y,z] = u(:(x,y) + ¥ Uf(x,y) <I>J(z) i =123
J=1

(1.1)

onde Ni representa o namero de subdivisdes na direcio da espessura, d>j(z)
sdo fungbes conhecidas, continuas por partes e definidas apenas em duas
camadas adjacentes e Uj(x,y) sdo coeficientes a determinar que serao
incorporados ao sistema de equagSes como graus de liberdade nodais. E

frequente adotar-se N1= N2 e N3= 0. Neste caso, (1.1) toma a forma

ui(x,y,z) = ulx,y) + U(x,y,z)
uz(x,y,z) = vix,y) + V(x,y,z)
us(x,y,z) = wix,y) (1.2)
onde
N
Ulx,y,z) = ¥ Ul(x,y) &(2)
=1 J J
N
Vix,y,z) = ¥ V.(xy) ¢(2) (1.3)
=1 J

Em (1.2), u(x,y), v(x,y) e w(x,y) representam, respectivamente, os

deslocamentos ui, uz e u3 sobre a superficie de referéncia. Dessa maneira,



U(x,y,0) e V(x,y,0) sdo nulos.

Devido a natureza local de 01 , 0s deslocamentos sao continuos na
diregdo da espessura, mas suas derivadas primeiras em relagdo a z sao
descontinuas. Assim, as deformagdes de cisalhamento transversal sdo
descontinuas nas interfaces das camadas, permitindo que as tensGes de
cisalhamento transversal sejam continuas. As deformagGes €x, €y e 7¥xy sao
continuas e as tensdes ox, 0y e Txy sdo descontinuas nas interfaces, devido
a diferenga entre as propriedades elasticas de duas camadas adjacentes.

A principal vantagem da teoria bidimensional por camadas sobre a teoria
de camadas equivalentes estd em se obter a continuidade das tensbes de
cisalhamento transversal na diregao da espessura. Estas tensGes desempenham
um papel fundamental na determinagao da carga de ruptura da estrutura. A
desvantagem estd no elevado nimero de graus de liberdade por né. Segundo
REDDY ([4]), a teoria bidimensional por camadas é uma alternativa melhor que
a teoria tridimensional.

Dentre as teorias existentes para se simular o comportamento de
estruturas laminadas, a teoria de camada unica equivalente é a mais simples
e econémica. Nesta teoria, o campo de deslocamento tridimensional é

expandido na forma

M
1

ui(x,y,z) =Y u':(x.y) (z) 1 =1,23
Jj=0

(1.4)

onde Ml é o numero de termos da expansdo da componente de deslocamento
ul(x,y,z) (normalmente Ml = M2 ), e uf(x,y) sdo fungBes definidas sobre a
superficie de referéncia (normalmente a superficie média) que dependem dos

deslocamentos dos noés.



Em todas as teorias de camadas equivalentes os deslocamentos e suas
derivadas sao continuos na diregao da espessura. Como conseqliéncia, o campo
de deformagbes € continuo na direcao de z, e o campo de tensGes ¢é
descontinuo nas interfaces das camadas, onde ocorre uma variagdao subita das
propriedades elasticas. Assim, as teorias de camadas equivalentes sdao, em
geral, adequadas para simular o comportamento global de estruturas laminadas
(deslocamentos e freqliéncias naturais), mas ndo sdo apropriadas para
representar efeitos localizados oriundos da distribuigdo interlaminar de
tensoes.

Dependendo do valor de Ml em (1.4), pode-se desenvolver teorias de
camadas equivalentes de diferentes ordens. Nas referéncias [9] a [11] sdo
apresentadas diversas propostas . Entre elas estd a teoria de terceira ordem
de REDDY, onde as tensGes de cisalhamento transversal se anulam nas faces
externas do laminado.

Fazendo-se M1= M2= 1l e M3= 0, obtem-se a teoria de cisalhamento de

primeira ordem, também conhecida como teoria de Mindlin. Nesta teoria, o

campo de deslocamento toma a forma

ul(x,y,z) = u?(x,y) +2 ui(x,y)

0 1
uz(x,y,z) uz(x,y) + 2z uz(x,y)

o
us(x,y) = u3(x,y) (1.5)

onde u1(x.y,z) e uz(x,y,z) sdo os deslocamentos na diregdo de x e y
respectivamente e u3(x,y) € o deslocamento transversal. As fungoes ui(x,y) e
u;(x,y) sdao as rotagées em torno dos eixos y e Xx respectivamente, e as
fungdes u?(x,y) representam o deslocamento u sobre a superficie de

referéncia.



O campo de deslocamento da teoria de cisalhamento de primeira ordem
redunda em deformagdes de cisalhamento transversal constantes na diregao da
espessura. Essa hipotese n3o € verdadeira nem mesmo para estruturas
homogéneas, onde as deformagdes de cisalhamento transversal variam
quadraticamente na diregdo de z. A ma distribuigdo das tensGes fornecida
pela teoria causa uma estimativa errénea da rigidez ao cisalhamento
transversal da estrututra. Para corrigir este erro, utilizam-se fatores de
corregdo de cisalhamento transversal Kx e Ky.

Segundo BURTON E NOOR ([2] e [3]), o ambito de validade da teoria de
cisalhamento transversal é fortemente influenciado pelos fatores de corregao
de cisalhamento transversal. Varias propostas tém sido feitas ' para
determinar esses fatores. A maioria delas baseia-se em igualar certas
grandezas fornecidas pela teoria de cisalhamento de primeira ordem as
grandezas correspondentes fornecidas pela teoria da elasticidade
tridimensional. Entre estas grandezas estdo a energia de deformagdo de
cisalhamento transversal (a mais freqiientemente adotada), a freqiiéncia
natural associada ao modo de vibragdo de cisalhamento e a velocidade de
propagacdo de uma onda de flexdo ([12] a [16]).

BURTON e NOOR ([17]) propuseram a determinagdo dos fatores de corregio
de cisalhamento transversal, considerando n3o apenas os parametros do
laminado (como até entdo vinha sendo feito), mas também as diferengas na
distribuicdo das deformagGes decorrentes de diferentes condigGes de
carregamento. Esta abordagem foi denominada procedimento preditor-corretor e
se divide em duas etapas. Na primeira (fase preditora), utiliza-se um
método convencional para determinar Kx e Ky e obter o comportamento global
da estrutura. Na segunda (fase corretora), utilizam-se os resultados
fornecidos pela etapa anterior e as equagbes de equilibrio tridimensional

para se obter valores mais precisos dos fatores de corregdo de cisalhamento



transversal.

Na referéncia [3], sdo feitos estudos numéricos comparando os resultados
de diversas teorias de cascas laminadas, incluindo a teoria de cisalhamento
de primeira ordem, utilizando o procedimento preditor-corretor. Dois tipos
de procedimento preditor-corretor foram utilizados, diferindo-se quanto a
grandeza ajustada na fase corretora. No primeiro ajustou-se a rigidez de
cisalhamento transversal ([18]) e no segundo a distribuigio das tensdes
transversais ([19]). Ambos os procedimentos mostraram-se bastante
eficientes.

Pode-se observar que as propostas de andlise de estruturas laminadas sdo
muitas, e, em cada uma delas, encontramos vantagens e desvantagens. E,
portanto, dificil apontar qual o melhor caminho a seguir. Entretanto, a
teoria de camada equivalente, em particular a teoria de cisalhamento de
primeira ordem, parece-nos, por sua economia e simplicidade, ser a melhor
opgdo para simular o comportamento de uma estrutura laminada, ou pelo menos
o de sua maior parte.

Em 1989, BATOZ e LARDEUR ([20)] apresentaram um artigo anunciando um
novo elemento para a andlise de placas laminadas compostas: o DST (triangulo
discreto de cisalhamento). Este elemento baseia-se na teoria de cisalhamento
de primeira ordem e apresenta como principais qualidades a economia (apenas
nove graus de liberdade) e a capacidade de representar satisfatoriamente
tanto placas finas como espessas. Sua formulagdo é obtida pela generalizagdo
de um outro elemento de placa: o DKT (triangulo discreto de Kirchhoff)
([21]).

O objetivo deste trabalho é projetar e desenvolver o nucleo de um
simulador numérico para analisar estruturas de materiais compostos,
utilizando o Método dos Elementos Finitos. Nesta primeira etapa, sera

implementado o elemento DST, possibilitando tanto a andlise estatica linear



como a andlise de vibragdes livres.

Sendo assim, este trabalho estd organizado da seguinte forma :

CAPITULO 11
Expde de forma mais detalhada a teoria de cisalhamento de

primeira ordem;

CAPITULO III

Trata do desenvolvimento da formulagdo do elemento DKT;

CAPITULO IV

Trata do desenvolvimento da formulagdao do elemento DST;

CAPITULO V
Trata do processo de redugdo de uma placa laminada a uma placa
homogénea equivalente, e da determinagdo dos fatores de

corregao de cisalhamento transversal para placas compostas;

CAPITULO VI

Expbe os estudos numéricos realizados

CAPITULO VII

ConclusGes e atividades futuras de pesquisa



CAPITULO 11

TEORIA DE CISALHAMENTO DE PRIMEIRA ORDEM
2.1- HIPOTESES BASICAS

A teoria de cisalhamento de primeira ordem, também conhecida como teoria

de Mindlin, considera a seguinte generalizagdo da hipétese de Kirchhoff:

- . - C imew e .

"Os pontos da placa que, antes da deformagdo, estdo alinhados segundo
uma reta normal a superficie média, permanecem alinhados segundo uma reta
(ndo necessariamente normal & superficie média) apés a deformagdo."

A teoria considera também que as deformagGes sejam pequenas, de modo que
os angulos das rotagoes sofridas pela placa se confundam com os seus
respectivos senos. Entdo, chamando de Bx e By as rotagées em torno dos eixos
Y e X respectivamente (figura 2.1) e considerando as hipdteses acima,

podemos escrever:

u = uo(x,y) + z Bx(x,y)
v = vo(x,y) + z By(x,y)
w = wol(x,y) (2.1)
onde
u, v, w - componentes de deslocamento nas diregdes X, y e z
respectivamente ;
uo, vo, wo - componentes de deslocamento dos pontos sobre a superficie de

referéncia.
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- ZI Gr_i*; heo z’;— By .
X.u J; Jve ] Y,V

Figura 2.1- Sentidos Positivos de u,v,w, Bxe By

Supondo que as retas originalmente normais ao plano da placa girem

centradas na superficie média, e adotando-se esta superficie como

referéncia, temos que:

)
o

uolx,y) =
(2.2)

|
o

volx,y) =

Para que (2.2) seja valido, a placa ndo deve ser solicitada por esforgos

normais as suas segdes transversais. Devemos considerar também que haja uma

simetria das propriedades eldsticas em relagdo a superficie média.

Considerando (2.2), as expressdes (2.1) tomam a forma simplificada

wol(x,y)

€
[

u =2z Bx
(2.3)

v =2z By
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A teoria considera ainda que a componente de tensdao normal a superficie
média é nula. As demais componentes de tensdo sdo obtidas através das
relagdes constitutivas e das deformagdes, que por sua vez sdo obtidas pela

derivagdo das expressdes (2.3).

2.2- DEFORMAGOES

Das relagdes entre deslocamentos e deformagdes temos

€x = du/dx
ey = av/dy
¥xy = 8u/dy + Ov/3x (2.4)

¥xz = Ow/8x + 6u/dz

¥yz = OW/8y + 8v/0z (2.5)

que podem ser escritas como

(cb)=z(x) (2.6)

onde

dBx/dx
8Bx/8y + 8By/dx 2.7
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(]
3%
{e }= Ey
b
Txy (2.8)
e
AW/
(y)= rxz = X + Bx
vz oW/dy + By

(2.9)

Devido a hipétese de oz = 0O, a deformagdao €z relaciona-se diretamente
com as demais componentes de deformagdo através das relagdes constitutivas.
Vale ressaltar que w em (2.1) e (2.3) representa o deslocamento transversal
somente dos pontos sobre a superficie de referéncia e, portanto, ndo podemos
obter €z pela sua derivagao.

E também interessante observar que, como as fungdes Wo, Bx e By sdo
independentes de z, (2.9) fornece as deformagdes de cisalhamento transversal

¥xz e Yyz constantes ao longo da espessura da placa.

2.3- RELAGOES TENSAO-DEFORMAGAO

Sejam { L }) e | €. } os vetores de tensdo e deformagdo da teoria da

elasticidade tridimensional respectivamente, dados por

ox €x
Gy €y
cz €z
(o‘T)- Txy e (eT)- yxy
Txz Ixz
T e (2.10)
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Seja [ET] a matriz constitutiva tridimensional, de modo que

{ o, } = [ET] (eT} (2.11)

Entdo, como ¢z é suposto nulo, de (2.11) podemos obter

T T T T T T
= - + + + +
£z ( ESlcx E32£y Ea41xy Easrxz Egﬁ’a‘yz} / E33

(2.12)

Aplicando (2.12) em (2.11) e considerando a simetria da matriz [ET],

chegamos as relagdes tensdo-deformacgdo bidimensionais

{¢} = [E] (¢} (2.13)
onde
" ox £x
oy €y
{c} = | Txy e (e} = | ¥xy (2.14)
Txz ¥xz
Tyz ¥yz

sdo os vetores de tensdo e deformagdo bidimensionais respectivamente, e



[E] =

SIM.

E -E_E
14 3413

33

E_-E_E
24 34 23

33
l-:u-l-:2

33

14

El -E35El3

33
-E_E

E
25 35 23

33

E s EasEaq

33

é a matriz de elasticidade bidimensional.

E 1 6- E36&

33

E_-E_E
26 36 23

33

E-EE
46 36 34

33

ES “E 36E35

33

No caso de materiais isotrépicos, (2.15) toma a forma

v (0}

1 0
1-v

0 ==

o]

v
2
o

o

—
|
<

)

(2.15)

(2.16)

onde E e v sdo o médulo de Young e o coeficiente de Poisson respectivamente.
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Para materiais ortotrépicos, (2.15) fica

Ex Eyvxy 0
- 1- v
Xy yx Xy yx
ElVyx E, [ 0 ]
0
I-v v I-v v
Xy yx Xy yx
[E] = 0 0 G
xy
G 0]
Xz
[ o ]
0] G
yz
- - (2.17)
onde
Ex e Ey sdao os moédulos de Young nas diregées principais x e y,
vl-1 sdo os coeficientes de Poisson que caracterizam a deformagdo
na diregdo ) causada por uma tensdo na diregao I,
G ,G ,G sdo os modulos de cisalhamento.

Xy xz yz

2.4- TENSOES

Como vimos, os materiais isotropicos e ortotrépicos tém a matriz de

elasticidade bidimensional da forma

[D ]| [0]

[ 01 G 1,

[E] =

(2.18)
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Entdo, para estes materiais, podemos colocar (2.13) na forma

{crb}=[D](eb)=le](x)

{(z)=[(G)1(7 (2.19)
onde
ox
(a‘b) = | oy
¥xy
Txz ]
{T) = (2.20)
Tyz

e os vetores ( eb). { x } e { ¥ } sdo dados por (2.6), (2.7) e (2.9)

respectivamente.

Comparando (2.16) e (2.17) com (2.18), podemos facilmente obter as

matrizes [D] e [G] para materiais isotrépicos e ortotrépicos.

2.5- ENERGIA DE DEFORMAGAO

Como supomos que oz = O, ndo ha acréscimo na energia de deformagao

devido a €z. Neste caso, a energia de deformagdo é dada pela soma das
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parcelas Ub (relativa aos vetores (a‘b) e (eb) ) e Us (relativa aos vetores

{t} e {¥} ). Assim, a energia de deformacgio total é dada por
U=U+U (2.21)
s b

2.5.1- ENERGIA DE DEFORMAGAO DE FLEXAO Ub

Da teoria da elasticidade temos que

U, =172 I (eb)T {0} dz dy dx (2.22)
VOL.

De (2.6) e (2.19) temos que:
(e} (o) =2"(x) DI {x) (2.23)

Aplicando (2.23) em (2.22), e lembrando que {x} é constante na diregéo

de 2z, chegamos a

u, = 12 J’A< 2" D] { x} dy dx (2.24)
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onde A é a area da superficie média da placa ,h é a espessura (figura 2.1) e
+h/2

D] = J 2% [D] dz (2.25)

~-h/2

No caso de material homogéneo temos:

h3
D] = - (D (2.26)

Entdo, no caso de material homogéneo e isotrépico, temos

1 v 0
3
D] = E—hz vl 0
12 ( 1-v9) Lev
o 0
- - (2.27)

Para material homogénep ortotrépica temos ,

Ex yvxy 0}
- v 1-v v
Xy yx Xy yx
3
[D )= —h— Exvyx Ey (0]
b 12
I-v v 1-v v
Xy yx Xy yx
0 0 G
- xy
(2.28)
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2.5.2- ENERGIA DE DEFORMAGAO DE CISALHAMENTO TRANSVERSAL U'

A energia de deformagdao de cisalhamento transversal é dada por

Us = Us + Us (2.29)
x y

onde

Us =1/2
X

Us =1/2
4

¥xz Txz dz dy dx
VOL.

Yyz Tyz dz dy dx (2.30)
JvoL.

=~ unidade de
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Para materiais homogéneos, a teoria da elasticidade fornece

2
=6 ¥ [-L-zz] (2.31)
yz 3 4
h
Considerando-se que
= Txz = Tyz
7xz Gxz € 7yz Gyz (2.32)
podemos escrever (2.30) na forma
T 2
Us =l/2J XZ dz dy dx
ze
voL
- 2
Us =1/2 J Y2 dz dy dx (2.33)
y voL. Gyz

Substituindo (2.31) em (2.33) e integrando de -h/2 a +h/2, obtemos :

2
1 6 TX
Us,= 5 5 I h Gxz OY 9%
AREA
1 6 TY?
Us= 3 5 | o @ dx (2:34)
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Como vimos na teoria de Mindlin, as deformagdes sz e 7yz e,
conseqiientemente, as tensdes txze tyz sdo supostas constantes ao longo da
espessura. Para corrigir o erro no calculo da energia de deformagdo de
cisalhamento transversal causado por esta hipétese, utilizamos fatores de
corregao de cisalhamento transversal.

Estes fatores s3do tais que nos permitem considerar as tensdes de

cisalhamento transversal dadas por uma corregao das tensdes de cisalhamento

transversal médias, ou seja

(2.35)

onde Kx e Ky sdo os fatores de corregiao de cisalhamento transversal.
Sejam Us e Us as parcelas da energia de deformagdo de cisalhamento
x y
transversal calculada considerando-se as tensfes Txz e 7Tyz constantes

conforme (2.35). Entdo, por definigdo, temos que

K = e K = y (2.36)

onde, para materiais homogéneos, st e Usy sio dadas por (2.34).
Substituindo (2.35) e (2.32) em (2.30) e integrando de -h/2 a +h/2 ,

obtemos :

Us = —é— J. ——Z—T-Z(— dy dx
x AREA K~ G h
X Xz
2
Us = % I -———iTY— dy dx
y AREA Ky G h

yz (2.37)
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Substituindo (2.37) e (2.34) em (2.36), e operando, obtemos o fator de

corregao de cisalhamento para materiais homogéneos

(2.38)
x y
Considerando (2.35) e (2.32), podemos escrever
TX
{T} = = [Ds] {y} (2.39)
TY
onde, para materiais homogéneos
h/2 G 0
[Ds] = K [G]l dz = h K xz (2.40)
0 Gyz
-h/2
Substituindo (2.39) em (2.35), obtemos
1
{r} = h [Ds] {7} (2.41)

Considerando (2.41) e (2.30), podemos escrever

o ] T 1
Us= st+ Usy— - Li{) Kb [Ds] {7} dz dy dx

(2.42)
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Integrando (2.42) na direcdo de z e considerando (2.36),

energia de deformagao de cisalhamento transversal corrigida

Us=Us+Us=— [ (n Dsl () dy dx
y AREA
2.6- ESFORGOS
2.6.1- MOMENTOS
Por definigdao, temos
Mx h/2
{M} = | My = I A {a‘b} dz
Mxy -h/2

obtemos a

(2.43)

(2.44)

Substituindo (O‘b). dado por (2.19), em (2.44) e considerando que {x} €

constante na diregdo de z, obtemos

M} = [D] 0

(2.45)
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onde [Db] esta definida em (2.26).

2.6.2- CORTANTES

Os cortantes TX e TY estdo definidos no item 2.5.2. Repetimos a seguir a

expressdo dos cortantes para materiais homogéneos.

TX
(T) = = [Ds] {7} (2.46)
TY

Para materiais ortotrépicos, temos

Kx 0 G 0 Txz
(T =h
0 Ky 0 G vz

(2.47)
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CAPITULO III

O TRIANGULO DISCRETO DE KIRCHHOFF

3.1- INTRODUGAO

A formulagdo do Triangulo Discreto de Kirchhoff (DKT) foi apresentada em
1969 sob o nome de QQ3 [22). Embora ele fosse um dos mais eficientes
elementos de placas da época, sua apresentagdo ndo era simples nem atrativa.
Seguiram-se entdo publicagées concluindo que sua implementagdo era complexa
([23] e [24]), e que o elemento fornecia tensdes relativamente pouco
precisas ([25]).

Cerca de dez anos mais tarde, uma nova publicagdo ([21]) mencionando
estudos teéricos mais recentes ([26] a [29])), demonstrava a eficiéncia do
elemento. Ficava provado que os deslocamentos e autovalores fornecidos pelo
elemento convergiam quadraticamente para a solugdo classica de Kirchhoff.

O DKT é um elemento triangular de lados retos, contendo nove graus de
liberdade e utiliza a Teoria Discreta de Kirchhoff. O modelo ndo esta
associado a nenhum principio variacional especifico e apresenta um campo de
deslocamento de continuidade C° .

Apesar de convergir para a teoria classica de Kirchhoff, o DKT utiliza
uma teoria que inclui as deformagdes de cisalhamento transversal.
Entretanto, como a energia de deformagdo de cisalhamento transversal é
desprezada e as hipéteses de Kirchhoff sdo impostas em pontos discretos, o
elemento ndo é adequado para representar placas constituidas de materiais
compostos modernos. O elemento que realmente nos interessa é o Triangulo
Discreto de Cisalhamento ( DST ), que é derivado do DKT e que considera a
rigidez de cisalhamento transversal. E este, pois, o motivo do estudo que
faremos neste capitulo.

O DKT é obtido a partir de um elemento de seis nds e doze graus de
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liberdade. O elemento original tem como graus de liberdade apenas as
rotagdes e, portanto, a energia de deformagdo de flexdo Us por ele fornecida

ndo inclui os deslocamentos tranversais w .

Z.W z
. )—— yov
]
X,uU 3 X,u 3
/\ A K
1 2
6

Figura 3.1 — Geometrio do DKT

A formulagido do DKT consiste em relacionar as rotagdes dos nés
intermedidrios com os graus de liberdade dos nés dos vértices (incluindo w).
Para tal, adotamos a seguinte estratégia :

~Obtemos uma expressdo que defina w no contorno do elemento de modo que

w=w ( wi, 6w/ax|1 ,8w/6y|1 ) =L, 2, 3
-Impomos a hipéteses de Kirchhoff nos nés dos vértices obtendo
w=w/(w, Bxi, Byi) ;= 2, 3

-Consideramos sistemas de eixos S-n  tangente-normais aos lados do

elemento. As rotagées dos ndés intermedidrios sdo relacionadas com os

graus de liberdade dos nds dos vértices impondo uma variagdo linear de

Bn ao longo do lado, e aplicando a técnica de Kirchhoff na diregdo S
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3.2- TEORIA DISCRETA DE KIRCHHOFF

A teoria discreta de Kirchhoff é constituida de trés etapas bdsicas:

1-Considera-se uma teoria que inclua as deformag¢des de cisalhamento

transversais. Neste caso, as grandezas w, Bx e By sdao independentes.

2-A energia de deformagdao de cisalhamento transversal é desprezada.

Entdo, a energia de deformagao do elemento é do tipo

U = Ub(Bx,By) (3.0

3-No caso de pequenas rotagdes podemos incluir w em (3.1) impondo que

numa certa diregdo S:

-aw
S = — 3.2
Bs = —= @.2)
Fisicamente, (3.2) garante que os pontos inicialmente alinhados
segundo uma reta normal a um eixo de diregao S, permanecem alinhados
segundo uma reta normal a este eixo apés a deformagdo. Na teoria
discreta de Kirchhoff,impomos tal condigdo em pontos discretos do

elemento nas diregdes X e Y, ou seja,impomos que

-ow -3

Bx By = a—¥ (3.3)

I
(1]

A expressio (3.3) implica que, nos pontos considerados, as retas
originalmente normais a superficie média da placa, permanecem normais

a superficie média apdés a deformagao.
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3.3- ELEMENTO TRIANGULAR COM SEIS NOS E DOZE GRAUS DE LIBERDADE

Seja o elemento da figura 3.2 cujas rotagdes sdo dadas por

6

Bx = 2 Ni Bxi
i=1

6
By =} Ni Byi
1=1

onde

Bxt e Byi -rotagoes do né 1

N1 - fungdes de interporlagao

> yv
3 X ©
w4 \ X
*‘gﬁ / .
L5
2
n

(3.4)

By IW/Ix

ils J,ig)
K (s= 1,4?/2)

t (s20)

Figura 3.2 — Sistemma de Coordenadas Tangente Normais
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As fungGes de interpolagdo sdo polindmios completos do segundo grau sem

termos parasitas,ou seja, sio do tipo

2 2
Ni =i +a2i L +o31 L +as¢t L L + asi L™ + as1 L
2 3 2 3 2 3

(3.5)
onde:
altj - coeficientes a determinar
L2 e L3 -coordenadas de area (APENDICE B)
Seja a matriz de coordenadas de area :
[Ll=[1L L LL L2 L?Z%) (3.6)
2 3 z3 2 3 :
Entdo, podemos escrever (3.4) na forma :
Bx=[L}[C]{Bx
3.7
By =[L1I[CI({By)

onde ({Bx} e {By} sdo os vetores das rotagées nodais dados por
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{Bx1) {By1)
{Bx}= ; {By)= (3.8)
{Bx2} {By2}
Bx1 By1
{Bxl)= | Bx2 : {Byl}= | Byz
Bxa By3
(3.9)
Bxa By4
{Bx2)= | Bxs ; {By2)= | Bys
Bx6 Bye
e [ C ] é a matriz dos coeficientes ai) (ClJ=aU)
Impondo que Nl =lnondtie Nl = 0 nos demais nds obtemos
1 0 0O O 0 0
-3 -1 o 0 0 4
— _|-3 0 -1 0 4 0
c1= [Cl] [CZ] |4 o o 4 -4 -4 (3.10)
6x3 6x3 2 2 0O O 0o -4
i (2 0o 2 0o -4 ol
Considerando (3.8) e (3.10), podemos escrever (3.7) na forma :
Bx=[L]([ClKBx1}+[C2]1{Bx2)})
(3.11)
By=[LI]([ClKByl}+[C2]{By2)})
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As expressdes (3.7) e (3.11) sdo equivalentes e é possivel utilizad-las
para obter o vetor de curvatura (¥} (expressio 2.7) e, conseqiientemente, a
energia de deformagdo de flexdo Ub (expressdo 2.20). Entdo, poderiamos obter

uma matriz [ K’] tal que

Ub = % @1 K] ®
{Bx}

(8) =
{By}

(3.12)

Portanto, se desprezarmos a energia de deformagdo de cisalhamento
transversal, é possivel utilizar [ K’] para relacionar os deslocamentos
nodais com as cargas a eles correspondentes. Entretanto, como em (3.12) ndo
contemos deslocamentos transversais w, o sistema de equagdes obtido ndo nos

permitiria considerar forgas transversais a superficie da placa.

3.4- 0 TRIANGULO DISCRETO DE KIRCHHOFF

O DKT é obtido relacionando-se as rotagées dos nés intermedidrios com os
graus de liberdade dos nés dos vértices (inclusive w). Substituindo {Bx2} e
{By2} em (3.11), obtemos interpolagdes de Bx e By que incluem os
deslocamentos w. Para isso, utilizamos sistemas de eixos S-7m descritos no

APENDICE A. A expressdo (A.4) permite-nos escrever

{Bx2}

[Ck] {Bn} - [Sk] {Bs}
(3.13)

{By2}

[Skl {Bn} + [Ck] {Bs}
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onde

Bs4 Bna
{Bs) = | Bss {Bn} = | Bns (3.14)
Bss Bne
C4 0 0 sS4 0 0
[Ck] = 0 CS 0 [Sk] = 0 SS 0 (3.15)
0 0 Ce 0 0 Se6

e Sk e Ck sdao os senos e cossenos diretores dos sistemas tangente-normais

conforme a expressdo (A.2)

3.4.1- VARIAGAO CUBICA DE W NO CONTORNO DO ELEMENTO.

HIPOTESES DE KIRCHHOFF.

Seja tl] o lado do triangulo da figura 3.2, cujo nés inicial e final sao
os nés 1 e j respectivamente, e cujo né intermedidario é o né k. Entao,

adotando o sentido anti-horario como positivo, temos que :

iy = 23,31,12 para k = 4,5,6 respectivamente

Seja S o eixo coordenado que passa por I, k e j ,de modo que S = 0 em
, S = Lu/ 2emk e S = tlJ em ). Impomos uma variagdo cibica de W ao

longo do lado, ou seja,

W=a+a2S+a3S°+a3 S (3.16)
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Os coeficientes o1 s3o obtidos aplicando as seguintes condigdes de

contorno
W= W e aw/8S = 6w/65|l em S=0
w=w e aw/8s = aw/as|j em S =¢,

No APENDICE C desenvolvemos a expressio (3.16) e calculamos os

coeficentes a1 ,obtendo a seguinte relagdo (expressdo C.9).

- aw/as,
- aw/ads| | = [HS] (W} (3.7
- aw/as|,

onde [HS] depende apenas das coordenadas dos nés e {W) é constituido dos
deslocametos transversais e suas derivadas nos nds dos vértices (expressdes

C.10 e C.11), ou seja ,

-6w/6x|l
-6w/6y|l

W) = -aw/ax|z (3.18)
—E)w/6y|2

~ow /x|
—6w/ay|3
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r -
3 S4 -C4 -3 S4 -C4
© 0 O 7 73 7T zi_. & 3
23 23
-3 S5 -CS 3 S5 -CS
Wsl=l 55 7 =7 © ©°0 0 53— =% 3
31 31
3 S6 -Cé6 -3 S6 Cé6
| 2 L ) 4 4 2 le 4 4 0 0 0 |
! 3x9
(3.19)
Aplicando as hipéteses de Kirchhoff nos nés dos vértices, temos que
Bxi = -é?w/<'3x|l
By1 = -aw/dy|i ; i = 1,2,3 (3.20)
Substituindo (3.20) em (3.18), obtemos
(W} = (u) (3.21)
onde {u} é o vetor de deslocamento do elemento dado por
- Wi
Bx1
By1
w2
{u} = Bx2 (3.22)
By2
w3
Bx3
. Bys |




3.4.2- VARIAGCAO LINEAR DE Bn
A fim de relacionar as rotagées Bn dos nés intermediarios com as

rotagoes Bx e By dos nés dos vértices, impomos uma variagdo linear de Bm ao

longo dos lados. Entao,
1
Bn =—— (Bn + anl (3.23)
iy = 23,31,12 para k = 4,5,6 respectivamente.
A expressido (A.S) (APENDICE A) fornece as rotagdes Bn em fungdo de Bx e

By. Aplicando estas transformagdes as rotagdes Bul e an e substituindo

convenientemente os indices i, j e k, escrevemos (3.23) na forma :

{80 =1 HN ] (U} (3.24)
onde
C4 S4 C4 S4
o] o] 0 0 —, — O ~ 5
C5 S5 C5 SS
[ HN ] = 0 — — 0 o0 o} 0 - —=
c6 S6 C6 S6
0 > > 0 — > o] o} o}
(3.25)

Devemos notar que, como as colunas 1, 3 e 7 da matriz [HN] sdo nulas, a

expressdo (3.24) nao relaciona as rotagdes com os deslocamentos w.
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3.4.3- DEFORMAGOES Lo NULAS NOS NOS INTERMEDIARIOS

A expressdo (A.7) (APENDICE A) fornece:

y =-Sky +Cky (3.26)
Xz vz

§Z

Substituindo ¥ e 7 dados pela expressdo (2.9) e considerando as
Xz vz

transformagdes dadas por (A.5) e (A.6), concluimos que

Y., = 3% + Bs (3.27)

Afim de relacionar as rotagdes Bs dos nés intermediarios com o vetor

{u}, nestes n6s impomos que ysz = O , ou seja, impomos que

r 7| - a
Bs4 - f3w/65|4
{Bsy = | Bs, [ = | - 6w/65|5 (3.28)
_ 356 - E?w/é)s[6

- — -

Considerando (3.17) e (3.21), podemos escrever

{Bs} = [HS] {U} (3.29)

Como as colunas 1, 4 e 7 da matriz [HS], definida em (3.19), ndo sdo

nulas, a expressio (3.29) relaciona finalmente as rotagées com os
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deslocamentos transversais.
3.4.4- ELIMINAGAO DOS NOS INTERMEDIARIOS.
Substituindo (3.24) e (3.29) em (3.13) obtemos :
(Bx2) = [ [CK] [HN] - [SK] [HS] ] w

{Bx2} = [ [Ck] [HN] + [Sk] [HS] ] {u}

Sejam as matrizes :

01 000 O O0OUWO
[X]=]0 0 001 00 0O
0 00 O0OOOOT1O
0O 0l 00 0O OO
[IY]1=]0 0 0 0 0O1 0 O O
0 00O OOOU O 1

Podemos notar que

{Bx1}) = [ IX ] {u)
Byl = [ 1Y ] {u}

Substituindo (3.30) e (3.32) em (3.11) obtemos :

Bx =[L1[HX] {u

By =L 1[HY]I]{u

onde

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)



38

[ HX ]

(C1] [1X] + [C2] ( (Ck] [HNI]- [Sk] [HS] ]

[ HY ]

[c1l 11y + (C2] [ (sk] [HN]+ [Ck] [HS] ]
(3.34)

As expressdes (3.33) fornecem as rotagdes Bx e By em qualquer ponto do
elemento apenas em fungdo dos graus de liberdade dos nés dos vértices,
incluindo os deslocamentos transversais. S3o, portanto, as expressdes que
buscdavamos para obter a energia de deformagdo do elemento. Entretanto, antes
de partirmos para a determinagdo da matriz de rigidez, vale fazer as

seguintes observagdes :

a) A energia de deformagdo do elemento é fungdo apenas das rotagdes Bx e
By dadas por (3.33). Portanto, para determinar a matriz de rigidez,
ndo é necessario definir as fungbes de interpolagio de w no interior
do elemento. De qualquer maneira, a variagdo de w imposta ao longo

dos lados € propriedade de um polinémio cibico;

b) Tanto Bs como dw/3S variam quadraticamente ao longo dos lados. Entdo,
como impomos que Bs = -dw/3S em trés pontos de cada lado, temos que

¥s = Bs + 3w/3S é nulo ao longo de todo contorno do elemento;

c) Devido a variagdo linear ao longo dos lados imposta a rotagdo Bm, as
rotagbes Bx e By deixam de ser dadas por polinédmios completos do
segundo grau. Os polinémios completos de maior grau contidos nas

expressdes de Bx e By passam a ser de primeiro grau ;
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d) Na expressio de w dada por (3.16), impomos quatro restrigdes para
determinar os coeficientes ai, '+ = 1,2,3,4 . Como w satisfaz
estas mesmas restrigbes para dois elementos contendo um mesmo lado
e nos vértices 9dw/ds = -Bs, segue-se que w e dw/8S sdo continuos

entre elementos;

e) Como Bs= -dw/8S ao longo de todo o contorno, Bs também €é continuo

entre elementos;

f) Como Brn varia linearmente ao longo dos lados e atinge os valores ﬁnl

e B'q‘| nos nés dos vértices, sua continuidade fica garantida;

g) Das observagdes (e) e (f) acima, segue-se que Bx e By tambén sido

continuos

3.4.5- VETOR DE CURVATURA

Como vimos no item 2.2, o vetor de curvatura fornecido pela teoria de

cisalhamento de primeira ordem é dado por:

dBx/8x
{x}= 8By/ay (3.35)

dBx + 4By
_ay ax

No APENDICE B, derivamos as expressdes (3.33) e obtemos o vetor {x}. A

expressdo (B.10) fornece :
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1
(x} = —>x [ VIIQQ] {u (3.36)
onde
1 Lz L3 0O 0 0 00 O
[v]= ©co0 o0 1L L 000 (3.37)
0O 0 0 00 0O 1 L L
2 3
y31<HX2> + y12<HX3>
2y31<HX5> + y12<HX4>
y31<HX4> + 2y12<HX6>
x <HY2> + x <HY3>
13 21
[QQ ] = 2x <HYS> + x <HY4>
x <HY4> + 2x <HY6>
13 21
X <HX2> + x_ <HX2> + y_ <HY2> + y <HY2>
31 21 31 12
2x _<HX5> + x_<HX4> + 2y_ <HYS> + y <HY4>
13 21 31 12
+ 2x_ <HX6> +
X <HX4> + 2X, Yq,<HY&> + 2y <HY6> 19%9
(3.38)

e Li em (3.37) representa uma componente de coordenadas de area.

3.4.6- MATRIZ DE RIGIDEZ

Conforme o item 2.5.1, a energia de deformagdo de flexdo fornecida pela

teoria de cisalhamento de primeira ordem é dada por :

1

A

b
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onde :
A é a drea do elemento;

{x} é o vetor de curvatura;

[Db] é a matriz de elasticidade de flexdo definida em (2.25).

Aplicando (3.36) em (3.39) e observando que [QQ] e {U} sdo constantes,

obtemos :

U = -+ @ [ N (D] [V] dx dy  [QQ] (u}
A

(3.40)

Considerando a matriz das variaveis [V] definida em (3.37) temos :

Db“[LL] DblzlLL] DblalLL]

T
(vl (D] (V] = DbZIILL] DbzzlLL] Db23[LL] (3.41)
Db _[LL] Db_[LL] db_[LL]
31 32 33
9x9
onde :
1 L2 I..3
_ 2
iLL] = L2 L2 LzLa (3.42)
L LL L



42

Considerando as regras de integracdo das coordenadas de area ([30]) e

definindo
12
[PP] = A [LL) dx dy (3.43)
A
obtemos
12 4
[PP] = 4 2 1 (3.44)
4 1 2

Aplicando (3.41) e (3.43) em (3.40), escrevemos
1 T T
Ub == {u}” [QQ]" [DD] [QQ] {u} (3.45)

onde :

Db [PP] Db _[PP] Db __[PP]
1 11 12 13
[DD] =——= Db21[PP] DbzzlPP] Dbza[PP] (3.46)

48A
Db_[PP] Db_[PP] Db_[PP]
31 32 33
9x9

A matriz de rigidez [K] é tal que

U % LT K] (W (3.47)
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Entdo, como sé estamos considerando a energia de deformagdo de flexdo, a

matriz de rigidez que procuramos é dada por :

[K] = [QQ]" [DDI] [QQ] (3.48)

3.4.7- MOMENTOS

No CAPITULO II, a expressdo (2.45) fornece o vetor de momentos

(M} = [Db] (x} (3.49)

que, substituindo-se (3.36) em (3.49), pode ser escrita como :

1

M} = (Db] {V] [QQ] (w (3.50)

g
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CAPITULO 1V

O TRIANGULO DISCRETO DE CISALHAMENTO

4.1- INTRODUGAO

O Triangulo Discreto de Cisalhamento (DST) foi publicado em 1989 [31].
Sua formulagdo utiliza uma generalizagdo da Teoria Discreta de Kirchhoff com
a consideragdao das deformagdes de cisalhamento transversal. Se os efeitos de
tais deformagdes ndo forem significativos, o DST converge para o DKT.

Embora a formulagdo do DST seja semelhante a do DKT, ressaltamos duas
diferengas basicas: a primeira é que no DST considera-se a energia de
deformagdo de cisalhamento transversal Us, e no DKT ndo; a segunda é que no
DST as deformagdes de cisalhamento transversal sdo sempre consideradas
enquanto que no DKT essas deformagdes sdo anuladas nos nés dos vértices e
7;: é anulada em todo contorno.

Tanto para obter a energia de deformagdo de cisalhamento transversal
como para aplicar a generalizagdo da Teoria Discreta de Kirchhoff, é preciso
determinar as deformagdes de cisalhamento transversal. Tais deformagdes sao
obtidas através de equagdes de equilibrio que relacionam as forgas cortantes
(T} com os momentos {M}. As equagdes de equilibrio envolvem derivadas de
segunda ordem de Bx e PBy. Como estas rotagdes sdo escritas como
interpolagbes de segundo grau, as forgas cortantes que resultam do
equilibrio sdo constantes em todo elemento. As deformacgdes de cisalhamento
transversal sdo obtidas pelo produto da inversa da matriz [Ds] pelo vetor de
forgas cortantes {T} que, consequentemente, também sio constantes. Portanto,
as deformacdes sz e 7yz sdo descontinuas entre elementos.

Assim como o DKT, o DST é um elemento triangular de lados retos contendo

trés n6és e nove graus de liberdade, e se origina do elemento de seis noés
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descrito no item 3.3 . Entdo, as expressées (3.4) a (3.12) permanecem

validas. Repetimos a seguir a expressdo (3.11) .

Bx=[L]([ClNBx1)+[C2]1(Bx2))
By=[L]1([CKByly+[cCz]l{By2))
(4.1)
onde
Bx1 By1
{Bx1} = | Bxz «Byl) = | Byz
Bx3 By3
Bxa Bya
{Bx2} = | Bxs <By2) = | Bys
Bxe Bye
(4.2)

[L] é a matriz de coordenadas de area definida em (3.6) e (Cl) e (C2) sdo as
matrizes de coeficientes definidas em (3.10)

O vetor de deslocamentos é o mesmo do DKT

T
{u) = [wl Bx1 Byl W, ﬁxz Byz w, Bx3 By3]

(4.3)

Para relacionar os vetores {8x2) e {By2} com {(u), utilizamos os sistemas

de coordenadas S-1 descritos no APENDICE A, que nos permitem escrever
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{Bx2} = [CK] {Bn} - [SK] {Bs}
{By2} = [SK] {Bn} + [CK] {Bs} (4.4)
onde
Bsa Bna
{Bs} = | Bss {Bn} = | Bns
Bse B
(4.5)

e [CK] e [SK] estdo definidas em (3.15) e dependem apenas das coordenadas

dos nés.

4.2- A GENERALIZAGAO DA TEORIA DISCRETA DE KIRCHHOFF

No item 3.2 vimos que ¢€é possivel relacionar as rotagdes com os

deslocamentos transversais impondo que, numa diregdo S,

Bs= 'g—";’ (4.6)

e que a Teoria Discreta de Kirchhoff consiste em impor que

Bx ";—: e By = ";—‘; (4.7)

Vimos também que (4.6) implica deformagdes T, nulas e que (4.7) implica

deformagdes de cisalhamento transversal nulas nos pontos considerados.
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Se quisermos manter ¥ , devemos substitur (4.6) por
8Z

~ow + 7 (4.8)

w
[7)
I
o}
2]

A generalizagao da Teoria Discreta de Kirchhoff a que nos referimos

consiste em impor que

(4.9)

em pontos discretos do elemento.

4.3- FORMULAGAO DO TRIANGULO DISCRETO DE CISALHAMENTO

Para relacionar os vetores {Bx2} e {By2) com o vetor {u), o DST segue
uma estratégia muito semelhante a adotada no DKT. Se, no DKT, substituimos a
técnica de Kirchhoff por esta técnica generalizada, obtemos a matriz de
rigidez de flexdo do DST. O DST é obtido determinando-se ainda a matriz de
rigidez de cisalhamento, o que, em si sé ndo representa um acréscimo
significativo no volume da formulagdao, visto que a aplicagio da técnica
generalizada de Kirchhoff ja exige a determinagao de v, € 7yz .
As deformagdes de cisalhamento transversal sdo obtidas invocando-se o

equilibrio entre cortantes e momentos, que nos permite relacionar as
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componentes de {T} com o vetor de curvatura {(x}, e, por conseguinte, com o

vetor (u).

4.3.1- EQUAGOES DE EQUILIBRIO

As equagdes que resultam do equlibrio entre momentos e cortantes sao

aMx+aMxy

™ = ax 3y

aMy+aMxy

™= =3 ax

Os momentos sdo dados por

Mx dBx/d8x

M = | My | = [Db] dBy/d8y
Mxy 98x + 4By
. 8y ax

(4.10)

(4.11)

As derivadas dos momentos contidas em (4.10) sdo obtidas pela derivagdo

de (4.11). No item B.3 do APENDICE B determinamos as derivadas segundas de

Bx e By. Substituindo (B.16) em (4.11), obtemos as derivadas dos momentos.

Aplicando estas derivadas em (4.10) e reorganizando, obtemos
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TX = [VX] { [C12]) {Bx1} + [C22] {Bx2) ] +
+ [VXY] [ [C12]) (Byl} + [C22] {By2} ]
TY = [VY] ( [Ci2] (Byl} + [C22] {By2} ] +
+ [VXY] ( [CI2] {Bx]} + [C22] {Bx2) ]
onde
[VX) = [ Db11 2Db13 Db33 ] [DL]
(VY] = [ Db 2Db Db__ ] [DL]
33 23 22
[VXY] = [ Db (Db + Db_) Db__ ] [DL]
13 12 33 23
[LXX]
[DL] = | [LXY]
[LYY]
e
4 0 O 4 -4 -4
[C12] = 2 2 0 [C22] = 0O 0 -4
2 0 2 0-49 O

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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As matrizes [LXX], [LYY] e [LXY] estdo definidas em (B.18) e resultam da
partigdo das derivadas segundas da matriz de coordenadas de &area [L]. Como
os termos de [L] sio de grau igual ou inferior a dois, [DL] é constante.
Portanto, os cortantes dados por (4.12), sdo constantes ao longo do

elemento.

4.3.2- VARIAGAO LINEAR DE By

Assim como no DKT, impomos uma variagdo linear de By ao longo dos lados.

Podemos entdo escrever

{Bn} = [HNI] {(u} (4.16)

onde [HN] depende apenas das coordenadas dos nés e estd definida em (3.25).

4.3.3- DEFORMAGAO DE CISALHAMENTO TRANSVERSAL

Considerando as matrizes [IX] e [IY] definidas em (3.31), temos que

{Bx1} = [IX] {(u}

By} = [IY] {u} (4.17)

Substituindo (4.4), (4.16) e (4.17) em (4.12), obtemos

TX

[TXU] {u} + [TXS] {Bs)

TY

[TYU] {u} + [TYS] {(Bs) (4.18)
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onde

{TXU] = [VX] [ [C12] [IX] + [C22] [CK] [HN] ] +

+[VXY] [ [C12]) [1Y] + [C22] [SK] [HN] ]

[TYU] = [VY] [ [C12]) [IY] + [C22] [SK] [HN] ] +

+VXY] [ [C12] [IX] + [C22] [CK] [HN] ]

(4.19)
[TXS] = [VXY] [C22] [CK] - [VX] [C22] [SK]
[TYS] = [VY] [C22] [CK] - [VXY] [C22] [SK] (4.20)
As deformagGes de cisalhamento transversal se relacionam com os
cortantes através da matriz [Ds]. Podemos entdo escrever
- Ds22 TX - Ds12 TY
xz FS
Dsu1 TY - Dsi12 TX
vz FS (4.21)
onde
2 (4.22)

FS =Ds Ds__ - Ds
11 22 12
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Substituindo (4.18) em (4.21), obtemos

{7} = [GU] (u) + [GS] (Bs) (4.23)
onde
_[ exul
GUl ~| [eYul ]
_[ (6Xs]
[GS] =| iGYs] ] (4.24)

Dszz [TXU] - Dsiz [TYU]

[GXU]

FS

GYU] = Dsu [TYU] - Dsi1z [TXU] (4.25)
FS

(GXS] = Ds22 [TXS] - Dsi1z [TYS]
FS

(GYS] = Dsn [TYS]F; Dsi1z [TXS] (4.26)

Como TX e TY sdo constantes, (4.23) fornece {y) também constante.
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4.3.4- VARIAGAO CUBICA DE W

Assim como no DKT, impomos uma variagdo cibica de W ao longo dos lados.

A expressdo (C.9) do APENDICE C fornece

- aw/as|,
- aW/6s|5 = [HS] (W}
- aw/as|,
(4.27)
onde
T aw -3W -aw -aW -aw -awW
{W)=[w -ow _| oWl oW oWl oW ]
1 ax1 ayl 2 ax2 ay2 3 6x3 dy 3
(4.28)

e [HS] depende apenas das coordenadas dos nés e esta definida em (C.11) e

(3.19).

4.3.5- INTRODUGAO DAS HIPOTESES GENERALIZADAS DE KIRCHHOFF NOS NOS

DOS VERTICES.

Para introduzir as rotagdes na expressio do deslocamento transversal,

impomos que

-dW -aW
ax |~ Bxt - 1xz € ay | By1 7yz

1=1,2,3 (4.29)
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Podemos entdo escrever

(W} = (u} - [I1G] (¥} (4.30)

onde

o= 00—~ 00+—O0
- 00—~ 00—0O0

[IG] = (4.31)
Substituindo (4.30) em (4.27), obtemos
- aw/as|4
- aw/as| | = [HS] ( {u} - 1G] (0 ] (4.32)
- é)w/aslt>

4.3.6- APLICAGAO DA TECNICA GENERALIZADA DE KIRCHHOFF NOS NOS

INTERMEDIARIOS

Para relacionar as rotagées com o deslocamento transversal, impomos que

(4.33)
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No APENDICE A, a expressdo (A.7) fornece

y =-Sky +Cky (4.34)
Xz vz

8Z

Considerando (4.32), (4.33) e (4.34), escrevemos

{Bs} = [HS] {u} + [HSG] {7} (4.35)
onde
-S4 C4
[HSGl = | -S5 C5 - [HS] (IG] (4.36)
-S6 Cé6

Substituindo (4.23) em (4.35) obtemos
{Bs} = [HBS} {(u} (4.37)
onde

(HBS] = [Al"! [ [HS] + [HSG] [GU] ] (4.38)

[A] = (1] - [HSG] [GS] (4.39)
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Vale observar que, devido & presenca de [(HS] em (4.38), a expressio

(4.37) relaciona finalmente as rotagdes com os deslocamentos transversais.

4.3.7- ELIMINAGAO DOS NOS INTERMEDIARIOS

Substituindo (4.16) e (4.37) em (4.4), obtemos

{Bx2) [ [CK] [HN] - [SK] [HBSI ] {u}

(By2) [ (SK] [HN] + [CK] [HBS] ] (w (4.40)

Substituindo (4.40) e (4.17) em (4.1), obtemos

Bx = [L] [HX] {u}

(L] [HY] {(u} (4.41)

By

onde

HX] = [CIl UX] + [C2] [ [CK] [HN] - [SK] [HBS] ]

[HY] = [CI] [1Y] + [C2] [ [SK] [HN] + [CK] [HBS] ] (4.42)
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Substituindo (4.37) em (4.23), obtemos

{¥} = [HG] (u) (4.43)

onde

[HG] = [GU] + (GS] [HBS] (4.44)

As expressdes (4.41) e (4.43) sdo suficientes para determinarmos a
energia de deformacdo do elemento. Entretanto, antes de partirmos para
avaliagdo da matriz de rigidez de -elemento, vale fazer as seguintes

observagoes :

a) O elemento apresenta apenas trés modos de corpo rigido;

b) Como Bm varia linearmente ao longo dos lados, e atinge os valores B
e Bm; nas extremidades, temos que Bn ¢é compativel (continuo entre

elementos) ;

c) Como as rotagbes PBxit e PByi, 1=1,2,3, fazem parte do vetor de
deslocamento, Bsi tem o mesmo valor para todo elemento que incida no
né 1. Como a generalizagdo das hipéteses de Kirchhoff introduzida nos

vértices implica que

—_— =9 - Bgl 1= 1,2,3
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e ¥sz é descontinuo, temos que 6w/6$|l assume valores diferentes para

diferentes elementos que contenham o né i;

d) Nos lados, w varia segundo um polinémio cuibico de variavel S. Uma das

e)

f)

condigdes impostas, é que, nas extremidades, a derivada de w atinja o
valor zf-Jw/as|l , 1 =1,2,3. Entdo, da observagdo (c), temos que w ndo é
continuo entre elementos. Entretanto, o polindmio é tal que wi,

i=1,2,3, € comum a todo elemento que contenha o né i;

Tanto Bs como Jdw/8S variam quadraticamente ao longo do contorno.

Entdo, como ¥ € constante e impomos que
¥4

™
[7)
1l
@
7]
+
<

em trés pontos de cada lado, temos que essa condigdo é satisfeita em
todo contorno. Como 3w/38S e v, sdo descontinuos, Bs é incompativel.
A medida que a importancia dos efeitos de cisalhamento diminui , a
incompatibilidade de Bs diminui. A influéncia desta incompatibilidade
na convergécia do elemento ainda ndo foi estudada detalhadamente.
Entretanto, os testes de convergéncia realizados por Batoz e Lardeur

([31]) revelaram um 6timo desempenho do elemento;

Tanto no DKT como no DST, as rotagdes sdao dadas por expressdes do

tipo

[HX] {(u}

Bx

(HY] {u}

By



59

As matrizes [HX] e [HY] do DKT sdo dadas pelas expressdes (3.34) e as
do DST por (4.42). Se, em (4.42), substituirmos [HBS] por [HS],
encontramos (3.34). Daf resultam duas observagdes. A primeira é que
para obter a matriz [HBS], utilizamos a matriz [HS] (expressdes 4.36,
438 e 4.39) e acrescentamos ainda as expressdes (4.18) a (4.26).
Portanto, a formulagdo do DST é consideravelmente mais volumosa. A
segunda, é que demonstrar que o DST converge para o DKT quando os
efeitos de cisalhamento transvesal ndo forem importantes, significa
demonstrar que a medida que a espessura diminui, a matriz [HBS] tende
para [HS], e a relagio Us/Ub tende a zero. Tal demonstragido sera

feita no item 4.4.
4.3.8- VETOR DE CURVATURA

No APENDICE B derivamos as expressdes (4.41) e determinamos o vetor de

curvatura {x}. A expressdo (B.10) fornece
1

onde A é a area do elemento, [V] é a matriz de variaveis definida em (B.11)
e [QQl estd definida em (B.12) e depende apenas das matrizes [HX] e [HY]

dadas por (4.42)
4.3.9- MATRIZ DE RIGIDEZ DE FLEXAO
O procedimento para se obter a matriz de rigidez de flexao [Kb] é o

mesmo adotado no item 3.4.6. Devemos apenas considerar as matrizes [HX] e

[HY] dadas por (4.42) para montar a matriz [QQ].Repetimos a seguir a
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expressido (3.48) ;
[K,] = [QQI" [DDI [QQ) (4.46)
onde

Db“[PP] DblzlPPl Dbm[PP]
(DD] ==+ | Db_I[PP] Db_[PP] Db_[PP] (4.47)
21 22 23

—48A
Db_(PP] Db_[PP] Db_ [PP]
31 32 33
9x9
12 4
[PP] = 4 2 1 (4.48)
2

4.3.10- MATRIZ DE RIGIDEZ DE CISALHAMENTO TRANSVERSAL

A expressdo (2.43) do CAPITULO II fornece

U = 2 J )" [Ds] (¥} dy dx (4.49)
A

N

S

Substituindo (4.43), obtemos

U =

] % 'y J (HG]" [Ds] [HG] dy dx {(u) (4.50)
A
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Como {u}, [HG] e [Ds] sdo constantes, temos que

U = 2+ @' Ks] (W (4.51)

s 2
onde
[Ks] = A [HG]" [Ds] [HG] (4.52)
€é a matriz de rigidez de cisalhamento e A é a area do elemento.
4.4- TRANCAMENTO POR CORTANTE (SHEAR LOCKING)

4.4.1- DEFINIGAO

No CAPITULO 1II, vimos que materiais isotrépicos e ortotrépicos tém

matrizes de elasticidade do tipo

(D] 1 (0]
[E] = (4.53)
(o] | [G]

que nos permitem escrever
{ov} = [D] {ev} = z [D] {(x)

()} = [G] (¥} (4.54)
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onde o vetor de curvatura {¥} é constante na diregdo da espessura.
Entdo, as parcelas da energia de deformagdo devido a flexdo e ao

cisalhamento, podem ser escritas na forma

1 h3 T
U = = 71z J {x} [D] {x} dy dx
AREA

U = = kn [ " (Gl (3} dy dx (4.55)
AREA

s 2

onde h é a espessura e k é o fator de corregdo de cisalhamento transversal
que independe de h.

Entao,

J " 1G] () dy dx
12 k AREA

b h2 T
(x) [D} (x} dy dx
AREA

(4.56)

Quando, para uma mesma geometria da superficie média, a espessura da
placa diminui, a importancia dos efeitos de cisalhamento transversal
diminui. Neste caso, a relagdo U'/Ub deve diminuir. Como em (4.56) temos o
quadrado da espessura no denominador, o quociente das integrais deve ser
proporcional, no minimo, ao cubo de h. Quando isso ndo ocorre, a rigidez da

placa é superestimada. Este fenémeno €é conhecido como trancamento por
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cortante ou shear locking.
4.4.2- AUSENCIA DO TRANCAMENTO POR CORTANTE NO DST

Substituindo (4.43) e (4.45) em (4.56), obtemos

W’ J (HG]T [G] [HG) dA {(u}
Us _ 48A° k A

ub h2 T T T
{u} J (QQ]" [Vv] I[D] (V] [QQ ] dA {(u}
A

(4.57)

onde [V] é a matriz de coordenadas de &area definida em (B.11) e [QQ]
depende apenas das matrizes [HX] e [HY] conforme (B.12).

Por outro lado temos que

3 . .
Db = h" Db e Ds = h Ds
1] ij 1J i)

(4.58)

onde Db:J e Ds:J independem de h.

Nas expressdes (4.1) a (4.44), as matrizes [Cl], [C2], [CI2], [C22],
[Ck]), [Sk], [1X], (1Y), [IG]), [DL], [HN], [HS] e [HSG] independem de h.
Entdo, considerando (4.58), temos que as matrizes [VX], [VY] e [VXY],
definidas em (4.13), sdo proporcionais ao cubo da espessura.

Sejam as matrizes [TXU] e [TYU] definidas em (4.19) e [TXS] e [TYS]

definidas em (4.20). Tendo em vista as observagdes anteriores, notamos que
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essas matrizes podem ser escritas na forma

[TxU] = h° [TXU"]

[TYU] = b° (TYU']
3 »
(TXS] = h [TXS |
(TYs] = h° [TYS'] (4.59)

L 2
onde as matrizes [TXU']. [TYU'], [TXS‘] e [TYS ] independem de h.
Podemos notar também que as matrizes [GU] e [GS] definidas em (4.24) sdo

do tipo

[GU] = h? (GU"]

(GS] = h? [Gs'] (4.60)

onde [GU"] e (GS'] nio dependem de h.

Substituindo [GU] acima em (4.38), obtemos
[HBS] = [A]! [ [HS] + h® [HSG) [(GU") ] (4.61)

Substituindo [GS] dado por (4.60) em (4.39), notamos que [A] tende a
matriz identidade quando h tende a zero. Entdo, para pequenos valores de h,
a matriz [HBS] tende para [HS], e as matrizes [HX] e [HY] dadas em (4.42)

tendem para as matrizes dadas por (3.34).Isso significa que a matriz de
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rigidez de flexdo do DST converge para a matriz de rigidez do DKT a medida
que h diminui (vide observagido f do item 4.3.7).

Outra consequéncia do que esta exposto no paragrafo anterior é que,
quando h tende a zero, a matriz [QQ] ndo tende para uma matriz nula, mas sim
para a matriz [QQ] que encontramos na formula¢io do DKT.

Seja a matriz
[cbl = | [QQl" (VI" [D] [V [QQ] dA
A
(4.62)
Podemos entdo afirmar que, quando h tende a zero, a matriz [Cb] tende a

uma matriz ndo nula.

Substituindo (4.60) e (4.61) em (4.44), obtemos

[HG]= h? | [(cU") + [6S"] (A]™ [ [HS] + h® [HSG] [GU"] ]

(4.63)
Seja matriz

* * T * *
[Cs]=J [ [GU ]+[GS ] [HS] ] (G [ {GU 1+[GS ] [HS] ] dA
A

(4.64)

Notamos que [Cs) independe de h. Considerando (4.63), (4.64) e (4.39),
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notamos também que

[ [HGI" [G] [HG] dA = h* [Cs]

A h—0
(4.65)

Entdo, de (4.57), (4.62) e (4.65), temos que

4 T
82 - a8 A k h2 (u).T [Cs] {u} _ 0
h—0 h {u}  [Cb] {(u}

(4.66)

Fica, portanto, demonstrado que para placas esbeltas, o DST converge

para o DKT, e, portanto, ndo apresenta trancamento por cortante.
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CAPITULO V

REDUGAO DA PLACA LAMINADA A PLACA HOMOGENEA EQUIVALENTE

5.1- INTRODUGAO

O modelo de analise de placas laminadas compostas que adotamos neste
trabalho divide-se em duas etapas. A primeira etapa consiste em obter um
elemento que inclua as deformagdes de cisalhamento transversal. Desta etapa
tratamos no CAPITULO IV, onde desenvolvemos a formulagdo do DST. A segunda
etapa consiste em se reduzir uma placa laminada, composta de camadas de
materiais diversos, a uma placa de camada unica equivalente.

Como vimos, na teoria de cisalhamento de primeira ordem o vetor de

deformagGes de estado plano de tensdes é dado por

{eb) =z {x} (5.1)

onde {3y} é o vetor de curvatura, constante na diregio de z e o vetor de

tensdes de estado plano de deformagdo por

(a'b} =z [Du] {x} (5.2)

onde [Dk] é a matriz de elasticidade de estado plano de tensdo da camada k.

Finalmente, para o vetor de momentos temos

{M} = [DB] {x} (5.3)
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onde, para placas laminadas,

hs/2
[DB] = [ 2° D] dz (5.4)

~h/2

Utilizando (5.3) para obter {x} e substituindo em (5.2), obtemos
{c.} =z (D] [DBI" (M) (5.5)

O vetor de forgas cortantes é definido como

™ h/2 Kx Txs
= dz (5.6)

-n/2 Ky Tyz

onde Kx e Ky sdo os fatores de corregio de cisalhamento transversal, que

independem de z.

Seja [Gk] a matriz de elasticidade de cisalhamento transversal da camada
k. Supondo que, em relagdo ao sistema x-y, as matrizes [Gk] sejam diagonais,

podemos escrever

TX
= [DS] (7} (5.7)
TY
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onde

"2 r'Kx Gxz O

[DS] = [ dz (5.8)

b2 0 Ky Gyz

A dificuldade maior em se reduzir uma placa laminada composta a uma
placa homogénea equivalente estd em obter os fatores de corregdo de
cisalhamento transversal. Para tal, é necessario estabelecer equagdes que
fornegam a distribuigdo de txz e Tyz ao longo da espessura, o que, para
placas laminadas, requer a introdugdo de hip6teses simplificadoras. Como
vimos no CAPITULO I, existem diversas abordagens para a determinagio dos
fatores de corregao de cisalhamento transversal. Neste capitulo, vamos expor
duas propostas que sugerem a determinagdao dos fatores Kx e Ky,
igualando-se a energia de deformagdo de cisalhamento transversal fornecida
pela teoria de cisalhamento de primeira ordem, a fornecida pela teoria da
elasticidade tridimensional.

Sejam ste Gsy as parcelas da energia de deformagdo de cisalhamento
transversal por unidade de 4&rea, calculadas considerando-se as deformagdes
¥ e yyz fornecidas pela teoria de cisalhameto de primeira ordem

Xz

(constantes na diregio de z). Entio :

h/2 hs2
Us = L T ¥ dz = 1 72 G dz
X 2 Xz = Xz 2 xz xz
-h/2 -h/2
h/2 hs2
Us = 1 T 3y dz-= 1 v G dz
y 2 vz yz 2 vz vz
-h/2 -h/2

(5.9)
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Utilizando (5.7) para obter 7, ¢ 1yz e substituindo em (5.9), obtemos

2
Os = 1 TX
x 2 h/2
K3 J G dz
Xz
~h/2
2
Os = 1 TY
y h/2
K7 J G dz
vz
-hrs2
(5.10)
Os fatores de corregao de cisalhamento transversal sdao dados por
Us Us
Kx = —= ; Ky = —% (5.11)
Us Us
x y

onde Us e Us sdao as parcelas da energia de cisalhamento transversal
x y
calculadas considerando-se a correta distribuicio das deformagdes (e

tensGes) de cisalhamento transversal na diregdo da espessura, dadas por

h/2 h/2

1 1 Txz
st = T I Txz ¥Yxz dz = —-z— J Gxz dz
~h/2 -h/2
h72 h/2
_ 1 1 Tyz
~h/2 -h/2

(5.12)
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5.2- HIPOTESE DE CAMADAS COM MATRIZES DE ELASTICIDADE PROPORCIONAIS

Na REFERENCIA [20], LARDEUR E BATOZ propdem a determinagdo de Kx e Ky
considerando que as matrizes de elasticidade de estado plano de tensdo das

camadas sdo proporcionais entre si, ou seja, considerando que
(E] = ¢ (E] (5.13)

onde a matriz [Ek] e o fator ¢k sdo peculiares a camada k e [E] é comum a

todas as camadas.

Vale observar que (5.13) inclui os casos de placas homogéneas, placas
laminadas com camadas isotrépicas com mesmo coeficiente de Poisson e placas
laminadas com camadas ortotrépicas, dispostas na mesma diregdo principal e
com matrizes de elasticidade de estado plano de tensdo proporcionais.

Considerando (5.13), podemos escrever (5.4) na forma

[DB] = C, (D] (5.14)

onde

h/72
C = J 2° 3 dz (5.15)

-h/2
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Substituindo (5.13) e (5.14) em (5.5), obtemos

(o*b)k z o {M) (5.16)
onde

a =% /C (5.17)
K K b

E importante observar que ® pode ser obtido por

(Du}u

« = TT)F}TJ-— (5.18)
onde (Dk)lj e (DB)U sdo elementos ndo nulos das matrizes [Dk] e [DB]
respectivamente, que ocupam a mesma posigao i).

A expressdo (5.18) é importante, pois permite que se obtenha ® mesmo
quando a hipétese (5.13) ndo for verdadeira. Neste caso, deve-se adotar
1=)=1 para determinar Kx e i=)=2 para Ky. Na referéncia [20] encontram-se
resultados numéricos satisfatérios ,para placas laminadas cujas camadas nao
possuem matrizes [Dk] proporcionais. Tais resultados foram obtidos
considerando-se (5.18).

Para obter a distribuicdo de =T e T na diregdo da espessura,

xz vz

utilizamos as equagdes diferenciais de equilibrio

docx , 8txy . Otxz _
ax ay Y oz T 0
doy dTxy + Otyz

3y 3% 3z = 0] (5.19)
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Deve-se observar que em (5.19) foram desprezadas as forgas de volume nas
diregdes x e y.

De (5.19) temos que

z
rxz=-[ 9o x dZ-J 8txy 4z

~h/2 -h/2

Tyz

z
8oy 4z - J Ot xy dz
ax

]

1
Sy

Q|

<

-h/2 -h/2
(5.20)

As derivadas de tensBes contidas em (5.20) podem ser obtidas pela

derivagdo de (5.16). Podemos entdo escrever

- ) [ AMx 8Mxy]

Txz =
_ oMy |, dMxy
onde
z
Clz} = JZ @ dZ (5.22)
~-h/2

Do equilibrio entre momentos e cortantes temos

_ OMx ., OMxy
™X=ax* dy
Ty = My, dMxy (5.23)

ay ax
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Substituindo (5.23) em (5.21), obtemos

Txz = C(z) TX

Tyz = C(z) TY (5.24)

A expresdo (5.24) fornece a distribuigio das tensdes que procuravamos.
No caso de placas homogéneas, (5.24) fornece a variagdo quadratica de Txz e
Tyz dada pela expressdo (2.31).

Substituindo (5.24) em (5.12), encontramos

h/2

2
_ 1 2 C(2)
Us =5 TX J oxz - &
-h/2
h/2 )
_ 1 2 C(2)
USy = —2— TY [ (T dz (5.25)
-h/2

Entdo, substituindo (5.25) e (5.10) em (5.11), obtemos

Kx =

h/2 h/2

2
[ Gxz dz J C(2) dz
Gxz

~h/2

(5.26)

Ky h/2

c(2)?
J Gyz dz [ Gyz dz

-h/2
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5.3- HIPOTESE DE FLEXAO CILINDRICA

Na referéncia [(32], OWEN E FIGUEIRAS determinam Kx e Ky supondo flexdo

cilindrica nas diregdes x e y respectivamente. Segue-se o procedimento

adotado.

No caso de flexdo cilindrica na diregdo x (figura 5.1), temos que

By =0 ; —gg—x‘ = : Txy = 0 (5.27)

Figura 5.1 - Flexdo Cilindrica na Oirecao de X

Entdo, (5.2) e (5.3) fornecem

ox =z (D) -9BX (5.28)
kil 38x

Mx = (DB) —9BX (5.29)
1 38x
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76

Utilizando (5.29) para obter ggx
Ox = 2 (Dk)g Mx
“ (DR}

11

Para flexdo cilindrica, (5.20) e (5.23) fornecem

h/2

dox
Txz = = ] aT dz

-h/2

OMx

Considerando (5.32) e (5.30), escrevemos

Substituindo entdo (5.33) em (5.31) obtemos

T = _IX (z)
= = ey, ¢

e substituindo em (5.28), encontramos

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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glz) = - J Z (Dk)11 dz (5.35)

Finalmente, substituindo (5.34) em (5.12), obtemos

hs2 2
Us =—é— TX J glz)” 4, (5.36)

x (DB)? Cxz
11 =-h/2

Substituindo (5.10) e (5.36) em (5.11) determinamos Kx.

1
h/2 h/2

2
_g (2) dz Gxz dz
Gxz

-h/2

(5.37)

Considerando flexdo cilindrica na diregdo de y, determinamos Ky de forma

absolutamente andloga

Ky

h/2 h/2

2
f(z)
J Gyz dz J Gyz dz

-h/2 -h/2

(5.38)

onde
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z

f(z) = - I Z (D) dz (5.39)
K 22

-h/2

Para materiais homogéneos, (5.37) e (5.38) fornecem

Kx=Ky=%
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CAP{TULO VI

ESTUDOS NUMERICOS

6.1- INTRODUGAO

Neste capitulo, utilizamos o Método dos Elementos Finitos a fim de
analisar o comportamento dos elementos DKT e DST na andlise linear estatica
e de vibragbes livres de placas compostas e homogéneas. Os exemplos foram
selecionados de modo a englobar dois aspectos: validagio das sub-rotinas
implementadas e comparagdo entre o comportamento dos elementos entre si.

O programa utilizado no presente estudo foi desenvolvido em linguagem
BASIC (QuickBasic 4.0) com o intuito de facilitar a depuragdo de erros.
Posteriormente, as sub-rotinas de elemento foram transcritas para linguagem
FORTRAN, possibilitando a sua implementagido nos programas de andlise
estdtica e de vibragdes livres disponiveis no Laboratério de Métodos
Computacionais em Engenharia da COPPE-UFRJ ([33] e [34]).

Nos exemplos aqui apresentados, os fatores de corregio de cisalhamento
transversal foram calculados considerando-se a hipétese de matrizes de

elastidade proporcionais, conforme exposto no item S5.2.

6.2- PLACA ISOTROPICA EM BALANGO

-+ . Este prohlema ¢ apresentado, na figura 6.1 £ foi considerado por BATOZ e
LARDEUR ([20]). A placa é submetida a duas forgas transversais aplicadas nos
cantos de sua extremidade livre . Foram consideradas as trés malhas da
figura 6.2. O comprimento foi mantido constante (L = 10) e foram

consideradas trés espessuras diferentes (h= 0,1 ; 1,0 e 4,0).
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O material considerado é isotrépico e suas propridades elasticas sdo

E = 2 000 000,00 v =00

D
-
T
"
n
-

L=10,0 .

J,;.. t’_'[

Figura 6.l —Placa em Balanco

Malha A

Malha B8

Malha C

Figura 6.2- Orientagdo das Malhas

. ¢ v e Attt e o~ e toe W B W ey . m e S .e e o -

A fim de manter as deflexdes para as diversas espessuras na mesma ordem

de grandeza, variamos o valor das cargas conforme a tabela I.
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L/h 100 10 2,5

F 1,0 | 1000,0| 100000,0

TAB.I-FORGAS APLICADAS NOS CANTOS
DA EXTREMIDADE LIVRE

A flecha maxima fornecida pela solugdao analftica, que inclui as
deformacgdes de cisalhamento transversal é
pL’ )
W = 3D {1+ = ) H P=2F
2 h Eh’B
e=x () i K=56 ; D=-—p—
(6.1)
Nas tabelas II, III e IV, temos as deflexdes obtidas pelos modelos.
L/h WDKT WpsT WDKT/WANAL WDsST/WANAL
100 3,909773 | 3,910073 0,9769 0,9769
10 3,909773 | 3,946545 0,9716 0,9808
2,5 6,109021 | 6,791884 0,8918 0,9809
TAB II-DEFLEXOES OBTIDAS COM A MALHA A
L/h WDKT WosT WoK T/ WANAL WpnsT/WANAL
100 3,983009 | 3,983286 00,9952 00,9952
10 3,983009 | 4,012638 00,9898 0,9972
2,5 6,223452 | 6,837504 0,9085 00,9982

TAB I1I-DEFLEXOES OBTIDAS COM A MALHA B
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L/h WDKT WpsT WDKT/WANAL WDsT/WANAL
100 4,000086 | 4,000311 0,9994 0,9995
10 4,000086 | 4,023810 0,9941 1,0000
2,5 6,250134 | 6,849054 0,9124 1,0000
TAB IV-DEFLEXOES OBTIDAS COM A MALHA C

Os resultados demonstram o bom comportamento do DST tanto para placas
delgadas como espessas. Pode-se também observar que o DKT apresentou bons
resultados mesmo para placas medianamente espessas (L/h = 10). Para L/h= 2,5
o erro foi de cerca de 10%.

E interessante observar que, para todas as malhas consideradas, as
deflexdes fornecidas pelo DKT foram diretamente proporcionais a carga
aplicada e inversamente proporcionais ao cubo da espessura (W ha/P =
constante). Este comportamento demonstra a insensibilidade do elemento aos
efeitos do cisalhamento transversal. Para o DST, essa relagdo varia de forma

crescente com o aumento de h.

As flecha maxima fornecida pela teoria classica de placas é

(6.2)

Na tabela V, temos a convergécia do DKT para esta teoria.

L/h MALHA A MALHA B | MALHA C

100-10-2,5 0,977 0,995 1,000

TAB.V- VALORES DE WDKT / WCLAS.



Nas tabelas VI e VII, mostramos os resultados comparativos entre os
esforgos médios (momentos e cortantes por unidade de comprimento) na segio
transversal e aqueles fornecidos pelos elementos. Esses esforgos foram

calculados no meio do lado engastado.

L/h ESFORCO MALHA A MALHA B MALHA C
Mybps T/MyMED 0,947 0,967 0.981
100
TypsT/TyMED 1,082 0, 955 0,730
Mybps T/MyMED 0,943 0,968 0,989
10
TypsT/TyMED 1,024 0,884 0,872
MybpsT/MyMED 0,953 0,985 0,995
2,5
TypsT/TyMED 0.909 0,952 0,986

TAB. VI-ANALISE DOS ESFORGOS PARA O DST

L/h ESFORGO MALHA A | MALHA B | MALHA C

100-10-2,5 MypKk T/MyMED 0,977 0,995 1,000

TAB. VII- ANALISE DOS MOMENTOS PARA O DKT

Na tabela VI, verificamos os bons reultados dos momentos fornecidos pelo
DST. Entretanto, o elemento nao apresentou o mesmo desempenho para os
esforgos cortantes. Para pequenas espessuras, a precisio diminui a medida
que a malha foi refinada. Nos elementos adjacentes aos lados maiores, os
cortantes apresentaram sentido oposto ao esperado. Tal efeito diminuiu a
medida que a malha foi refinada, quando esses esforgos tenderam a zero.
Atribuimos este comportamento ao fato das tensdes de cisalhamento

transversal serem constantes ao longo da a&rea, o que acarreta a nao
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conformidade do elemento.
Na tabela VII, notamos que a precisio dos momentos fornecidos pelo DKT
foi insensivel a variagdo de h e igual a precisdao do DST para L/h = 100. O

DKT ndo fornece esforgos cortantes.

6.3- PLACA ORTOTROPICA EM BALANGO

Este problema é o mesmo definido no item 6.2, sendo que o material é

fortemente ortotrépico. Suas propriedades elasticas sdo

E =100 000,00 H Ey = 2 500 000,00
x

G = 50 000,00 H G = 20 000,00
xy Xz

G = 50 000,00 H v =0,00
yz Xy

Assim como no problema do item 6.1, as cargas sdo aplicadas nos cantos
da extremidade livre e estdo definidas na tabela I.

Ndo dispomos da solugdo analitica para este problema. A nossa intengdo é
apenas verificar a divergéncia entre o comportamento do DST e do DKT quando
a estrutura é constituida de materiais com propriedades semelhantes aos
utilizados nos laminados modernos. Sendo assim, consideramos apenas a malha
C. Mais uma vez, os esforgos foram comparados com os esforgos médios

Na tabela VIII, temos os resultados das flechas mdaximas obtidas pelas
duas formulagGes. Podemos notar que, para a relagdo L/h = 100 a diferenga
dos resultados ndo € significativa. Entretanto, para L/h igual a 10 e 2,5 ,
as deflexdes fornecidas pelo DKT corresponde a cerca de 847 e 297 daquelas
fornecidas pelo DST respectivamente. Para a placa isotrépica do item 6.2,

estas proporgdes foram de cerca de 997 e 917 respectivamente. Tal diferenga
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de elasticidade/modulo de cisalhamento

L/h WokT WosT WDKT/WDST
100 3,206 3,227 0,993

10 3,206 3,816 0,840
2,5 5,010 17, 024 0,294

TAB VIII-DEFLEXJ3ES OBT IDAS COM A MALHA C.

Na tabela IX, analisamos os esforgos fornecidos pelos dois elementos.

ELEMENTOS DKTE DST

L/h MypkT/MyMED | MypsT/Mymep | TybsT/TyMmED

100 0.982 1,101 2,376
10 0,982 1,069 1,635

2,5 0,982 0.998 1,046

TAB IX-ANALISE DOS ESFORGOS .ELEMENTOS DKT E DST

Podemos observar que os elementos fornecem momentos com boa precisao.

Entretanto, o cortante obtido pelo DST mais uma vez ndo é satisfatério

especialmente para valores elevados de L/h. De qualquer maneira, vale

observar que no elemento adjacente a extremidade livre a relagdo

Tyost/Tymepio foi de 1,110. No problema do item 6.2 os cortantes neste ponto

da estrutura também apresentaram uma pequena melhora.
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6.4-PLACA COMPOSTA SUJEITA A CARREGAMENTO SENOIDAL

Este problema foi proposto por PAGANO e HATFIELD ([35]) e também foi
considerado por BATOZ e LARDEUR ([20]). Estudamos duas placas quadradas :
uma de trés e outra de nove camadas. Em ambos os casos, o contorno é
simplesmente apoiado e foi utilizada uma malha 6x6 em um quarto da placa
conforme a figura 6.3. Todas as camadas sdo constituidas do mesmo material
disposto_alternadamente a zero e a noYent‘a .gr.'aus em rel?qé'u‘) ao eix.o X. As
camadas externas estdo sempre dispostas a zero graus. O somatério das
espessuras das camadas dispostas a zero graus € igual ao das camadas
dispostas a noventa graus, e todas camadas dispostas numa mesma diregdo tém

d mesma espessura.

O carregamento transversal é do tipo

q = qo sen (mx/L) sen (my/L) (6.3)

Para determinar as forgas nodais, utilizamos o seguinte critério :

Em cada elemento, substituimos o carregamento senoidal por um
uniformemente distribuido. Este carregamento foi obtido pela média
do valor de q dado por (6.3) em quatro pontos do elemento : os nés
dos vértices e o centroide. A forga aplicada em cada né foi obtida
pelo produto do carregamento médio pela area do elemento dividida

por trés.

O lado da placa foi mantido constante (L = 1000) e foram considerados
trés valores de espessura (h=20 , 100 e 250). A fim de manter as deflexdes

para os diversos casos na mesma ordem de grandeza, o valor de qo em (6.3)
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foi variado conforme a tabela X.

L/h S0 10 4

qo 0,10 1,00 10,00

TABELA X-VALORES DE qO

A 8

— -
Y T —»BY

L/2=500

c 8] ~l~

L/2= 500

>k

)
y

L ADO AB:W=GX= O , LADO CD: ey=0

LADO AC:W=60y=0 ; LADO BD:OX=O

Figura 6.3 -~ Orientagdo da Malha e Condigoes de Contorno,
Um Quarto de Placa
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As propriedades elasticas do material sdo:

Ex = 25 000,00 ; Ey =100000 ; wxy =vyz=0,25

-

Gxy = 500,00 H Gxz = 500,00 ; Gyz

200,00

*v e r e

A referéncia [35] fornece os valores analiticos maximos normalizados

para as seguintes grandezas

— w Q - = — (ox,0y, Txy)
w = f : (G'X,U'Y,Txy] = L’ZXY
12 S h qo qo S
(Txz,Tyz) = —(TLTYZ] (6.4)
’ qo S :
onde
_ (Ex + Ey(1 + 2v23) ) _ L
Q=4GCxy+ (1 - vxy vyx) ' S = “h (6.5)

Também sdo fornecidas as grandezas anteriores para a teoria classica dos

laminados (CPT).
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6.4.1- PLACA COM TRES CAMADAS

A figura 6.4 define a disposigdo das camadas.

pm

H/2

H/4

+
+

Figura 6.4 — Distribuigdo das Camadas (0/90/0)

Para esta placa os fatores de correciao de cisalhamento transversal foram
Kx = 0,595 e Ky= 0,720

que coincidem com os encontrados na referéncia [20].
Na tabela XI, temos as deflexdes maximas fornecidas pelo DST e pelo DKT.
Os valores normalizados dessas deflexdes sdao comparados aos fornecidos pela

solugdo analitica e pela CPT respectivamente.

L/h WDsT WDK T WpsT/WaANAL| WDkT/WcCPT
S0 57,300 52,858 1,031 0,980
10 8,091 4,229 1,098 0,980

4 12, 755 2,706 1,029 0,980

TAB XI-ANALISE DAS DEFLEXJES MAXIMAS PARA O DKT E O DST
PLACA COM 3 CAMADAS
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Podemos notar que para Ls/h igual a SO e a 4, o DST fornece uma boa

aproximagdo dos deslocamentos transversais. Entretanto, para L/h igual a 10,
o erro foi de cerca de 10%. Notamos também que valores de W fornecidos pelo
DKT para L/h igual a 10 e 4 sdo inaceitaveis, embora estejam de acordo com a
laminados.

teoria classica dos

Os deslocamentos do DST apresentados na
referéncia [20] foram melhores que os apresentados na tabela XI. Também ha
divergéncias quanto as tensGes. Na tabela XII analisamos as tensGes do DST
obtidas neste trabalho e na tabela XIII temos os resultados obtidos na

referéncia [20] (ndo dispomos dos valores de Txy

)

(201"
L CxDST CyDST TxyDST TxzDST TyzDST
h CxANAL | OyANAL | TxyANAL TxzANAL| TyzANAL
SO 1,004 1,054 1,019 1,018 0,837
10 0,682 | 1,456 1,105 0,744 0,964
4 0, 488 1,012 0,626 1,570 0,578
TAB .XII- ANALISE DAS TENSOES PARA O DST.
PLACA COM 3 CAMADAS

L Wi201 | ox(20] oyl(20] | Txzl201 | Tyzl20)
h WANAL | oxaNAL GyANAL | TxzANAL | TyzANAL

SO 1,011 0,917 1,254 0,472 2,504

10 0,994 0,855 0,845 0,674 2,071

4 0,996 0,624 0,561 0,900 1,421
TAB .XIII- RESULTADOS DO DST OBTIDOS NA REFERENCIA [20]

Na tabela XIV, comparamos as tensdes fornecidas pelo DKT com as da

PLACA COM 3 CAMADAS

teoria classica dos laminados.
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L G xDKT CyDKT TxyDKT
B oxCPT | oycpT | TxyceT
SO 1,025 1,015 0,953
10 0,976 1,018 0,953
4 0,976 1,015 0,951

B.XIV- ANALISE DAS TENSJOES PARA 0O DKT.
PLACA COM 3 CAMADAS

Na referéncia [36] REDDY e KUPPUSAMY apresentam resultados analiticos
péra a andlise de vibragbdes livres deste problema. Estes resultados sio

[ ]
ngrmalizados na forma

E -.

1 2 '
. A=V p/Ez (6.6)

onde w é a freqiiéncia natural e p é a massa especifica. Na referéncia [20]I,
os resultados de A sdo apresentados em graficos e estdo de acordo com os
obtidos em nosso estudo. Na tabela XV, comparamos os valores analiticos de A
e os obtidos neste trabalho. De modo geral, o elemento apresentou bons

resultados. O maior erro foi de cerca de 6,3% para L/h = S.

h Alsél

100 15,105 15,473

S0 14,699 -

S 11,066 11,805

4 8,060 8,317

TAB.XV-PLACA COM 3 CAMADAS
ANAL ISE DE VIBRAGOES LIVRES
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6.4.2- PLACA COM NOVE CAMADAS

Este problema é o mesmo estudado no item 6.4.1, sendo que a placa é

constituda de nove camadas (figura 6.5). Os fatores de corregio de

cisalhamento tranversal foram os mesmos obtidos na referéncia [20] :

Kx = 0,689 e Ky= 0,611

H /10
H/ 8
H /10
H/ 8
H/10
H/ 8
H/10
H/ 8
H/t0

e |t e e | e | e e

Figura 6.5 — Cistribui¢8o das Camadas (0/90/0/90/0/90/0/90/0)

Na tabela XVI temos as deflexdes maximas fornecidas pelos elementos, na
tabela XVII analisamos as tensdes fornecidas pelo DST e na tabela XVIII

apresentamos os resultados da referéncia [20l.

L/h WDST WDKT WpsT/WaNAL| WDkT/WCPT
SO 53, 899 52,687 0,979 0,977
10 6,427 4,215 0,986 0,977

4 11,323 2,697 1,005 0,977

AB XVI-ANAL I SE DAS DEFLEXOES MAXIMAS PARA O DKT E O DST
PLACA COM 9 CAMADAS
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L CxDST | CyDST TxyDST | TxzDST TyzDST
h TxANAL | yANAL | TxyANAL TxzANAL| TyzANAL
S0 0,972 1,026 0,962 1,815 0,534
10 0,833 1,040 0,889 1,526 0,549
4 0,658 | 0,812 0,643 1,600 0,573
TAB.XVII - ANALISE DAS TENSJES PARA O DST.
PLACA COM 9 CAMADAS

L Wiz20) | axl20] cyl20] | Txzi20) | Tyzl201]
h WANAL | OxANAL | CyANAL | TxzANAL | TyzANAL

S0 0,986 0,968 1,055 0,717 1,137

10 1,001 0,956 0,939 0,862 1,119

4 1,036 0,776 0,709 0,991 1,117
TAB.XVIII- RESULTADOS DO DST OBTIDOS NA REFERENCIA [20]

Na tabela XIX comparamos as tensbes fornecidas pelo DKT com as da teoria

classica dos laminados.

Nao dispomos de valores analiticos para a analise de vibracSes livres

deste

(conforme (6.6)) em forma de graficos e estio de acordo com os obtidos neste

problema.

PLACA COM 9 CAMADAS

L ¢ xDKT CyDKT TxyDKT
h oxCPT | oycPT TxyCPT
S0 0,981 0,991 0,958
10 0,981 0,990 0,956
4 0.993 0,907 0,958

B.XI X- ANALISE DAS TENSOES PARA 0O DKT.

PLACA COM 9 CAMADAS

Na referéncia

{20] sdo

apresentados

resultados
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trabalho, que apresentamos na tabela XX.

L/h 50 10 4

A 15,082 | 12,320 7,350

TAB.XX- PLACA COM 9 CAMADAS
ANALISE DE VIBRACOES LIVRES

6.5-PLACA SANDUfCHE SUBMETIDA A CARREGAMENTO UNIFORME

Este problema foi resolvido por OWEN e FIGUEIRAS ([32]) usando o
elemento Heterosis (9 nés e 26 graus de liberdade) e uma malha 4 x 4 , por
LARDEUR e BATOZ ([20]) usando o DST e uma malha 6 x 6 e a solucdo analitica
foi dada por SRINIVAS ([37]). Neste trabalho, consideramos a malha da
figura 6.3 (6 x 6) e o DST. O carregamento é uniforme e a espessura total da
placa é de 100 (portanto L/H=10 ), dividida em trés camadas. Uma
intermedidria com altura de 80 e as das faces com altura de 10. As camadas

externas sdo do mesmo material com as seguintes propriedades elasticas :
Ex = 34 156,00 Ey = 17 931,00 ny = 10 000,00

G .= 6 080,00 Gyz = 1 015,00 vxy = 0.44

X

As propriedades do material da camada intermadiaria sdo proporcionais as

do material das faces, ou seja

1
MEIO C (D] FACES [G] MEIO

a|-

FACES
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Na tabela XXI temos os valores de C considerados e os fatores de
corregdo de cisalhamento transversal correspondentes obtidos neste trabalho

e na referéncia [20).

C=1 C=10 C =50

Kx =Ky 0,8333 | 0,35250 0, 09385

Kx = Kylzo1| 0,8333 | 0,3521 0,0938

TAB .XXI - FATORES DE CORRECAO DE CISALHAMENTO
PLACA SANDUfCHE

Os resultados considerados sdo o deslocamento transversal W e a tensido

normal ox calculados no centro da placa, que podem ser normalizadas na forma

_ Oox
H qo qo

gl
!

onde ny(Z) diz respeito a camada intermediaria e qo é o carregamento

transversal. As forgas nodais foram obtidas por :

1

P = qo AREA

.

Nas tabelas XXII a XXIV apresentamos os resultados obtidos neste

trabalho e nas referéncias [20] , [32] e [37). As tensdes foram calculadas

-4h+ e -4h-
o) 10

na face inferior e na interface das camadas (

).
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= - ,=-4H- — ,-4H+ — -H
MODELO w d‘x(l—o) O‘x( 10 ) 0‘x( 2 )
DST 6x6 180, 876 | -27,476 |-27,476 -34,345
DST 6x6 [20] 180, 88 -27,48 -27,48 -34,34
HETEROSIS [32]| 183, 99 -28,98 -29,98 -36,22
4 x 4
ANALITICO [37]| 181,05 -28,45 -28,45 -35,94
TAB.XXII - ANALISE DE RESULTADOS PARA C =1
PLACA SANDUICHE
= — ,-4h- | - ,-4h+ - ,-h
MODELO w oxl 10 )| ax( ) )| axl( 2)
DST 6x6 41,924 -4,706 |-47,058 -58,823
DST 6x6 [20] 41,92 -4,71 -47,06 -58,82
HETEROSIS [32]]| 41,92 -4,87 -48,73 -65,23
4 x 4
ANALITICO [37]| 41,91 -4,86 -48,61 -65,08
TAB.XXIII- ANALISE DE RESULTADOS PARA C = 10
PLACA SANDUICHE
= —~ ,=-4h-| — -4h+,| = ,-h
MODELO w O‘X(T) d‘x( 10 ) O‘X( 2 )
DST 6x6 16.411 -0,938 |-46,963 -58,704
DST 6x6 [20] 16,65 -1,06 -53,05 -66,32
HETEROSIS [32]| 16,85 -0,93 -46,65 -58,31
4 x 4
ANALITICO [37]] 16,75 -0,74 -37,15 -66,90

TAB.XXIV- ANALISE DE RESULTADOS PARA C = 50
PLACA SANDUfCHE
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De modo geral os elementos apresentaram um bom comportamento. Para C = 1
e C = 10 os nossos resultados estio em pleno acordo com os da referéncia
[20]. Entretanto, para C = 50, notamos uma pequena divergéncia quanto ao
deslocamento tranversal e uma diferenga significativa quanto as tensoes.
Inesperadamente, o moédulo das tensGes ox da camada da face para C = 50
obtidas neste trabalho e na referéncia [32]), foram inferiores aos obtidos
para C = 10. Na referéncia [20] isso ndo se verificou.

As referéncias [20] e [37] também fornecem resultados de andlise de

vibragdes livres, que sdao normalizados na forma
A=whyv p/D33(2)

onde w é a freqliéncia natural, p é a massa especifica e D33 diz respeito a
camada do meio. Na tabela XXV, apresentamos os nossos resultados e os das

referéncias [20] e [37]. Podemos observar o bom desempenho do elemento.

C A Al20] AANAL.

1 0,09299| 0,0929 | 0,0925

10 0,19164| 0,1920 0,1913

50 0.30099| 0,3029 0, 2995

TAB. XXV- ANALISE DE VIBRACOES LIVRES
PLACA SUNDUfCHE
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CAPITULO VII

CONCLUSOES

A utilizagdo crescente de materiais compostos tem conduzido a uma
intensificagdo das atividades de pesquisas para a caracterizagdo mecanica,
representagdo estrutural e determinagdo de critérios de falha desses
materiais. A proposta deste trabalho foi de investigar as diferentes
abordagens de elementos finitos disponiveis para a representagido numérica do
comportamento de estruturas desses materiais, e desenvolver o nicleo de um
simulador numérico para esta representagao.

O principal fator que torna a andlise dessas estruturas mais complexa é
a influéncia decisiva que as tensGes de cisalhamento transversal exercem
sobre o0 seu comportamento. Devido a elevada relagio moédulo de
elasticidade/maddulo de cisalhamento, essas deformagdes diminuem
significativamente a rigidez da estrutura, alterando o seu comportamento
global. Entre as respostas afetadas, temos os deslocamentos e os modos de
vibragdo. Além disso, descontinuidade das propriedades eldsticas na diregao
da espessura exige que se utilizem modelos refinados para representar
adequadamente a distribuigdo interlaminar de tensGes, o que é fundamental
para a determinagdo do critério de ruptura da estrutura.

Os modelos tridimensionais e bidimensionais por camadas se propdem a
representar a estrutura de forma refinada, de modo a fornecer uma
distribuigdo realistica das tensdes interlaminares. Os modelos
tridimensionais s3o os mais dispendiosos e sua utilizagdo exclusiva é
descartada pela maioria dos autores. Os modelos bidimensionais por camadas
utilizam fungbes continuas por partes, definidas apenas em duas camadas
ad jacentes, para interpolar os deslocamentos na diregdo da espessura. O
carater local dessas fungdes permite que a distribuigdo das tensdes

cisalhantes interlaminares seja continua. Como resultado, temos um elemento
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bidimensional com muitos graus de liberdade por né.

Por outro lado, os modelos de camadas equivalentes se propdéem a
representar o comportamento global da estrutura, oferecendo elementos
econdmicos mas que ndo proporcionam uma boa distribuigdo das tensdes
interlaminares. Nestes modelos o campo de deformagdes é continuo ao longo da
espessura, e a descontinuidade das propriedades elasticas nas interfaces das
camadas conduz a uma inevitavel descontinuidade das tensdes de cisalhameto
transversal.

Como resultado da pesquisa bibliografica inicial, concluimos que a
estratégia mais eficiente é a utilizagdo de elementos simplificados para
representar a estrutura como um todo e introduzir elementos mais refinados
em pontos criticos. Assim, decidimos nesta primeira etapa implementar o DST
(Tridgulo Discreto de Cisalhamento).

O DST é um elemento de placa baseado na mais simples das teorias de
camadas equivalentes - a teoria de cisalhamento de primeira ordem. Nesta
teoria, as deformagdes de cisalhamento transversal sdo constantes na diregao
da espessura e, conseqlientemente, as tensGes cisalhantes interlaminares sao
descontinuas. No DST em particular, as deformagdes de cisalhamento
transversal sdo constantes também ao longo da superficie de referéncia,
acarretando uma descontinuidade dos cortantes e a ndo conformidade do
elemento. Por outro lado, o DST € econémico (apenas nove graus de liberdade
por nd) e ndo apresenta trancamento por cortante.

O DST advém do elemento DKT (Triangulo Discreto de Kirchhoff) que ndo
considera as deformagdes de cisalhamento transversal e que também foi
implementado. Podemos assim comparar o comportamento dos dois elementos, e
verificamos que, para materiais isotrépicos, as respostas s6 divergem
significativamente para placas muito espessas. Para relagao
comprimento/espessura (L/h) igual a 2,5 ,a diferenga entre os deslocamentos

transversais foi da ordem de 107. Entretanto, para placas laminadas ou
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homogéneas fortemente ortotrépicas, a divergéncia entre os resultados foi
consideravel. Para uma placa composta de trés camadas de material com
caracteristicas dos utilizados em laminadas e L/h igual a 10, o DST
apresentou um deslocamento transversal maximo 907 superior ao fornecido pelo
DKT. Para L/h igual a 4, essa porcentagem foi de 3707%. Neste ultimo caso, o
erro do DST em relagdo a solugdo exata foi de 3%, e o erro do DKT em relagdo
a teoria classica dos laminados (que ndo inclui as deformagdes de
cisalhamento tranversal) foi de 2%.

Apesar de representar satisfatoriamente os deslocamentos, o DST nao
fornece tensbes adequadamente. Como opgdo para melhorar a precisio das
tensGes, e do elemento como um todo, temos os procedimentos preditores
corretores propostos por BURTON e NOOR ([17]). A técnica consiste em se
utilizar, num primeiro processamento, um método convencional para se
determinar os fatores de corregao de cisalhamento tranversal, para obter o
comportamento global da estrutura. Com base nesse resultado, os fatores de
corregdo de cisalhamento s3o refinados e, num segundo processamento,
obtém-se uma resposta mais apurada. Embora qualquer elemento bidimensional
possa ser utilizado na primeira etapa do procedimento, os autores recomendam
que se utilizem elementos baseados na teoria de cisalhamento de primeira
ordem (tal como o DST) tanto na fase preditora como na fase corretora.

Tanto no DST como no DKT, o deslocamento tranversal é definido apenas no
contorno do elemento. Assim, ndao é possivel calcular um vetor de carga e uma
matriz de massa consistentes. No APENDICE D propomos um polinémio definido
em todo o triangulo e que coincide com w  dos elementos ao longo do
contorno. Tal polinémio é obtido obrigando-se que um polinémio completo do
terceiro grau em X e y passe por dez pontos. Nove desses pontos sdao obtidos
pela fungdo de interpolagdo de w (pontos do contorno) e o décimo ponto é
obtido supondo-se que no centroide do elemento o deslocamento transversal é

igual a3 média dos deslocamentos transversais dos nés dos vértices. Portanto,
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o vetor de cargas e a matriz de massa calculadas utilizando-se este
polindbmio ndo sdo de fato consistentes.
Na teoria de cisalhamento transversal, as parcelas de energia de

deformgdao Ub e Us sdo desacopladas. Tal hipétese é verdadeira para placas

cuja matriz de elasticidade tem a forma dada em (2.18), ou seja, EU =0
para :

i= 1, 2, 3 e J = 4» 5
e 1=4,5 e 1j=12,3 (7.1)

Para placas constituidas de camadas ortotrépicas orientadas a zero e a
noventa graus, a expressdo (7.1) é verdadeira. Entretanto, se as camadas
tiverem orientagdes diversas, a matriz de elasticidade resultante tera todos
elementos ndo nulos e a hipétese de Ub e Us desacoplados passa a ndo ser
verdadeira. Na bibliografia consultada, n3o encontramos nenhuma referéncia
quanto a aplicabilidade dessa teoria a placas com camadas orientadas de
forma qualquer. Deixamos a questdo em aberto para futuras atividades de
pesquisa.

Para a introdugdo do processamento global-local, temos duas alternativas
quanto ao modelo a implementar : bidimensional por camadas ou
tridimensional. Segundo REDDY ([4]), o modelo bidimensional por camadas
proporciona uma relagdo custo/qualidade mais favordvel. Entretanto, a
implementagdo de um modelo tridimensional pode ser importante para
representar regides em que a hipétese de oz = O seja fortemente violada, e
para fornecer parametros de comparagdo que nos auxiliem no desenvolvimento

da pesquisa.
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APENDICE A

SISTEMA DE COORDENADA TANGENTE-NORMAL

Seja o elemento triangular de seis nés da figura A.l1 . Considerando o
sentido anti-hordrio como positivo, estabelecemos um né inicial e um né
final para cada lado. Assim, o né intermedidrio k servira de identificador

do lado.

X =12 (xj+%5)

N
K z
q’l& Y z/ztyi+yj)

b- LADO ij

Figura A.l - Sistema de Coordenadas Tangente-Normais
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Temos entdo :
ij = 23,31,12 para k = 4,5,6 respectivamente
Sobre cada lado estabelecemos um sistema de eixos tangente-normal Sk s
'nk (figura A.l ). A coordenada Sk varia linearmente ao longo de cada lado |
tal que:

S = 0 em (Xl,Yl)

S=2¢ em (XJ.YJ) (A.1)

Seja @k o angulo formado pelos eixos X e n (figura A.1-b ). Podemos

escrever:
Ck = cos Qk M
1]
(A.2)
Sk = sen Qk M
1]
onde :
_ w2 v 2 172
Ei.l = [U"{1 Xj) + (Yl Yj) | (A.3)
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Sejam as rotag¢des Bx, By, Bs, Bm, Ow/3dX, ow/3dY, O0w/3S e 8w/dn (w

conforme a figura A.l ) cujos sentidos positivos sdo dados por :

*o)w/@x
a7
p o ¥ e
y,v \° S
O e
/ay QW/LQy knk
te— —o>
X,U

Figura A.2 - Sentido Positivo das Rotagoes

Sdo validas as seguintes transformagodes :

Bx Ck -Sk Bn

= (A.4)
By Sk Ck Bs
Bn Ck Sk Bx

= (A.5)
Bs -Sk  Ck By

aw/an Ck Sk dW/3x
‘ [ = . (A.6)
odW/aS -Sk Ck oW /ady
Nz Ck Sk Txz
= (A.7)
0 7Sz -Sk Ck Tyz

e L e s o wm
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APENDICE B

COORDENADAS DE AREA E SUAS DERIVADAS

B.l- COORDENADAS DE AREA

Seja o triangulo da figura B.l, e seja P um ponto contido em seu

interior. As coordenadas de area do ponto P sdo definidas por :

1 A ; 2 A ; 3= A (B.1)

onde :

A - area total do triangulo

L L2 , L3 - componentes das coordenadas de area

Al ,A2, A3 - parcelas de d4rea do triadngulo definidas pela posicio de P

(figura B.1)

Figura B.|- Coordenadas de Area
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Como a area A € igual a soma das parcelas Ai, temos que

L +«+L_+L_=1
1 2 3

Entdao, a posicdao de P no interior do triangulo pode ser determinada por

duas das componentes das coordenadas de area. Neste trabalho utilizamos as

componentes L2 e Ls .

B.2- DERIVADAS PRIMEIRAS DE Bx E By. VETOR DE CURVATURA

Considere-se a expressao

[L]1[HX] {u

Bx

By =[L1[HY] (u

(B.2)

onde as matrizes [HX], [HY] e o vetor {u} sio constantes e a matriz [L] é a

matriz de coordenadas de area dada por

(LI =11 L2 3 2 3 2 3

Entao, podemos escrever

4Bx/dx = aa)[(Ll [HX] (u)

aBy/dy = aa;“ (HX] {u}

a8x . a8y _ | o IL) 3 L]
W + aT = r [HXI + ax [HY] (U)

onde

(B.3)

(B.4)
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a (L] _ 1 y. 8 [L] y,. 8 [L]
ax 2 [3131_ YL
2 3
a Ll _ 1 x_ 48 [L] x_ 8 (L]
8y "2A‘[ B3 Yt *TaL (B.5)
2 3
com ¥, =¥y e X =X -X

Considerando (B.3), temos que:

a (L]l _
—ﬁ_‘——IOIOL3 2L20]
2
alLl _
3L [O 01 L2 (0] 2L3} (B.6)

De (B.6), podemos notar que:

< HX2 > ]

8 IL] 1

aLZ’[HX]—-—Z—-A——-[l L2 L3] 2< HXS >
<Hx4>d
[ < HY2 > ]

8 IL] o

—a—Lz [HY]—KII LZ LB] 2< HYS >
-<HY4>J
< HX3 > |

d [L] _ 1

3[_3 [HXI_TIILZ L3] < HX4 >
| 2< HX6 > |
< HY3 > ]

a8 [L] _ 1 (B.7)

6L3 [HY]—ZAT[ILZ L3] < HY4 >
‘2<HY6>J
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onde < HXi > e < HYi > representam as iésimas linhas das matrizes [HX] e
[HY] respectivamente.

Substituindo (B.S) e (B.6) em (B.4), e considerando (B.7), podemos

escrever :
< HX2 > < HX3 >
agx_ 1
—_— <
ix — 2A [1 L, L3] Yy | 2< HXS > [+y | < HX4 > {uw)
< HX4 > 2< HX6 >
< HYZ2 > < HY3 >
9By_ 1 < >
m [1 L2 L3 ] X13 2< HYS > +X21 HY4 {u}
< HY4 > 2< HY6 >
< HX2 >
98x 8By _ 1
W—*’m—a[ll_z L3] xlS 2< HXS > +
< HX4 >
< HX3 > < HY2 > < HY3 >
+ x2‘ < HX4 > + y31 2< HYS > + ylz < HY4 > {u)
2< HX6 > < HY4 > 2< HY6 >
(B.8)
Seja o vetor {x} dado por
aBx/9dx
{x})= dBy/dy (B.9)
dBx + 9By

~dy ax
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Entdo, considerando (B.8), podemos escrever

1
= B.10
(x) ZA[V][QQI(U) ( )
onde
1 L2 L3 O 0 0 0 0 O
[v]s= 0 0 O 1L2L300 0 (B.11)
0000001L2L33x9
e
y31<HX2> + ylz<HX3>
2y31<HX5> + y12<HX4>
y31<HX4> + 2y12<HX6>
X <HY2> + x <HY3>
13 21
= < > < >
[ QQ ] 2x13 HYS> + x21 HY4
X <HY4> + 2x_ <HY6>
13 21
x13<HX2> + x21<HX3> + y31<HY2> + y12<HY3>
2x _<HXS> + x_<HX4> + 2y <HYS> + y <HY4>
13 21 31 12
X <HX4> + 2x_<HX6> + y <HY4> + 2y <HY6>
13 21 31 12 -
9x9
(B.12)

Devemos notar que ,para obter o vetor {x}, ndo é necessario definir as

primeiras linhas das matrizes [HX] e [HY].
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B.3- DERIVADAS SEGUNDAS DE Bx E By

Considerando (B.3) temos que

8%lL) _ 1

2 2
[0 O O 2y.y 2y 2y° ]
ax2 4A2 12° 31 31 12
a%[L] 1 2 2
= [0 O O 2x21'x13 les 2x2l
ay 4A
32[_‘-]=L[oooxy+xy 2x y.. 2x_y |
axdy 4A2 13712 21731 13”31 21°12
(B.13)
Sejam as expressoes
3\
Bx= (LI [[Cl](Bxl)+[C2](Bx2)
/
By ={ L] [[Cl](By1)+[C2](By2)
/
(B.14)
onde [Cl) e [C2] sdio matrizes constantes de ordem 6x3 definidas como :
[C11] [c21]
[cll = 3 e [c2] = a3 (B.15)
[C12]3x3 [C22]3x3

As derivadas de Bx e By sdo obtidas substituindo-se [L] em (B.14) pelas
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expressdes (B.13). Considerando (B.1S) temos que

2
8 BX_ _ [Lxx] [ [C12] {Bx])} + [C22] {Bx2) ]
c'ix2
a’g

PX = [LXY] [ [C12] (BxI} + [C22] {Bx2) ]
axay
a’g

2" = [LYY] [ [C12] (Bx1} + [C22] {Bx2) ]
ay

2

a2
9 BY _ Lxx] [ [C12] {Byl) + IC22] {By2) ]
Jx

a’g
2Ry - [LXY] [ {Ci2] {Byl} + [C22] {By2} ]
axay

BBy _yyl [ [C12] {Byl) + [C22] {By2) ]

dy
onde

LXxl = —l2yy, 2y, 2y,

4A
Lyl = — [2x x_ 2x° 2x ]

2 21713 13 2
4A
_ 1

(LXY] = E [ X2t Xam P m 2x21y12]

(B.16)

(B.17)
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APENDICE C

VARIAGAO CUBICA DE W

Seja w uma fungdao que varie cubicamente ao longo do lado de um

triangulo. Entdo, se S é a coordenada tangente a este lado, w é do tipo :

W=o1+02S +0a3S>+as S (c.a)

A derivada de w em relagdo a S é dada por :

OwW/8S =z + 2 a3 S + 3 aa S° (C.2)

Seja 1 o né inicial do lado em questdo (origem do sistema S-m) e j o nd

final. Os coeficientes ai podem ser obtidos fazendo-se as restrigdes:

w = wi e aw/as = 6w/6S|l emS =0
e
W = Wj e aw/as = aw/as|j em S = tl.l (C.3)
Desse modo obtemos :
= , = ow
ar= W, ; az=
1
_ 3 o1 ow aw
asz= B (wJ wl) ; ( 2 35 i + ﬁIJ ) (C.4)

1 1]

a4=i(w~w)+_l Q_V_I +§.E ]
3 1 aSl aSJ
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Substituindo (C.4) em (C.1) e (C.2) obtemos :

2 3 2 3
w=w(1—3S +ZS)+ (3§-Z§)+
! I} e’ ) I}
1) 1) i) 1]
aw 2s? 8 aw s? s3
as| (S - e rag | )
1 ¢ ¢ ) ¢ e
i) ] 1] i)
(C.5)
2 2
T R SIS B 2
I} ¢ ) ]
i} i) i) | ]
2 2
$ Wl 1-88 L3S 0w (28 3S
asl ¢ lz aS ] ¢ £2
i) i) 1) 1)
(C.6)

Utilizando (A.6), podemos substitur dw/38S em (C.S) e em (C.6) obtendo

2 3 2 3
w=w(1-3§ 2§)+w(3s-2§)+
) ¢ S L
1) 1) i) i)
2 3
aw aw 2S S
+(-Sk ﬁ + Ck -a'"?-’ Y (S - + > ) +
i 1 ¢ ¢
i) 1)
2 3
aw ow -S S

i) 1]

(C.7)



120

I} ¢ ) ]
1) 1) 1) 1)
aw aw as 3s?
+(-Sk H Ck aY ) ( 1 - + 2
i 1 £ ¢
1) 1)
aw aw -2S
+(-sk ﬁ’ Ck 3y J) ( £—

Fazendo S = L,
1J

k , podemos escrever

-aw/3s|,

-aw/as|_ | = [HS] (W)

_-8w/as|,

onde

-aw/8x|
-dw/ 8y | .
w2
-aw/6x|2
-aw/ay|,

W) =

w3
-aw/axl3
-aw/ay|

(C.8)

em (C.8) e substituindo adequadamente os indices 1, j e

(C.9)

(C.10)
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o o o 3  s4 -C4 -3 sS4 -Ca4
77 a2 a4 21 4 3
23 23
-3 S5 -Cs 3 S5 -C5
(HS] = 2—[;1 —4—- T 0 0 0 ﬂ:n 3 3
3 S6 -C6 -3  S6 -Cé
ZT, & 4 ZT, & 3 °© o 0o

3x9
(c.n)



122

APENDICE D

INTERPOLAGAO DE W PARA O INTERIOR DO ELEMENTO
D.1- PROJEGAO DE UMA SUPERFICIE CUBICA NUMA DIREGAO S'

Seja W(x,y) um polinémio do tipo

Wix,y) =a +a_ x+a +a xy+a x°+a y 4+
¥l =3, 2 3 Y XY 5 6

aXZ +ax2+a x3+a 3
7 y 8 y 9 10y

(D.1)

e seja S‘ uma diregdo definida pelos pontos i1 e j .Entdo, nesta diregdo, x e
y se relacionam pela equagdo da reta que passa pelos pontos 1 e j que é do

tipo

y=ax+b (D.2)

Se elevarmos (D.2) a uma poténcia N, obtemos um monémio de ordem N em y
a esquerda da igualdade, e um polindmio de ordem N em x a direita. Como a
ordem dos dois lados da igualdade é a mesma, se substituimos (D.2) em (D.l1),
ndo alteramos a ordem de W. Neste caso teremos obtido a variagio de W(x,y)

na diregdo de S‘, que é do tipo

Wix)=b +b x+b x> +b x° (D.3)
1 2 3 4
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Seja S uma coordenada tangente a reta que passa por i e por J, de modo

que

S = 8” em ] (D.4)

onde Llj é a norma do segmento ij. Entdo, S pode ser escrito como

¢
s=—2Y (x -x) (D.S)
x”

ou seja,

xl
X =x - l’-s (D.6)

com
Como X e S se relacionam linearmente, a substituigio de (D.6) em (D.3)
resulta em um outro polinémio cibico do tipo

WS)=b +b S+b s?+b §° (D.7)
1 2 3 4

Fica portanto demostrado que a projecio de W(x,y) numa diregio S.
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qualquer é uma curva cubica.

D.2- INTERPOLAGAO DE W

Como vimos nos CAPITULOS III e IV, para os elementos DKT e DST o
deslocamento transversal w € definido apenas no contorno. Em cada lado do

triangulo, w é dado por (expressido C.1)
2 3
WS)=a +a S+a S"+a S (D.8)
1 2 3 4

com S definido conforme (D.4).

Por quatro pontos passa apenas uma curva do terceiro grau. Entdo, se com
(D.8) definirmos w em quatro pontos de um dos lados do elemento e impusermos
estes valores a W(x,y), teremos que W(x,y) e W(S) coincidirdo ao longo de
todo o lado. Se tomarmos este procedimento para todos os lados do triangulo,
W(x,y) e W(S) coincidirdlo em todo contorno. E essa a estratégia que

adotaremos para definir os coeficientes a em (D.1).
D.3- DETERMINAGAO DE W EM 10 PONTOS DO TRIANGULO

Os coeficientes a em (D.1) podem ser definidos impondo-se que W(x,y)
passe 'por dez pontos 'pré-'estabe'lecidos. *Sobre o plano Xy, Os pontos

selecionados sdao os da figura D.l. Nos pontos 1 a 3 e S a 10, w é definido

pela fungdo de interpolagdao dos elementos. Para o ponto 4, vamos supor que

1
w—-3—(wl+w2+w3] (D.9)
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® o~ o @ . & -t . .

O ocamm— n: o

. - L]

ij=1,2,3
m=35,7,9
n =6,89

= X +X
(xq,y4) (xl' ot Xzt Yt U, v3)

3 3

Figura D.|

Pontos para determinagao de w(x,y)

Os coeficientes @ de (D.8) estdo definidos em (C.4).

coeficientes obtemos

Substituindo estes
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W(S)=wl(l—%sz+i83)+w (isz-b 2 s¥ )+

L N b2 I
i) 1) 1) 1)
L v (S__Z_Sz+_1$3) +
das
1 [
i) i)
ow 1 2 1 _3
+E (-—S +TS ) (D.10)
J ¢
ij 1)

A expressdo (A.6) fornece dw/38S em fungdo de dw/dx e dw/3dy. Substituindo

estas derivadas e as coordenadas S dos pontos m e n da figura D.l1 em (D.10),

podemos escrever

_ 20 7 aw aw
Ym T 27 w1+?W1+Ak(zax ax )+
aw ow
£ B _‘ - —| )
k ay | ay )
(D.11)
_ 7 20 aw aw
WS Wt Wt A - 25|
ow ow
+B ( —I —’ )
Kk dy . dy ]
(D.12)
onde iy = 23,31,12 para m = 5,7,9 e n = 6,8,10 respectivamente, e
-2 2
Ak = —>7 LU Sk e Bk— —>7 LU Ck (D.13)
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onde Sk e Ck sdo os cossenos diretores dos lados do triangulos (ij=23,31,12
para k = 4,5,6 respectivamente) conforme (A.2).

Para o DST temos que

g‘:: = - ﬁx| + ¥xz
i
ow _
Wl = - Byl + Yyz i = 1,2,3 (D.l4)
i
e
yxz = < HGI > {u}
¥yz = < HG2 > {u) (D.15)

onde <HGI> e <HG2> sdo a primeira e segunda linhas da matriz [HG] definida

em (4.44) respectivamente, e {u} é o vetor de deslocamento dos elementos.
Substituindo (D.14) e (D.15) em (D.11) e (D.12) definimos w nos pontos S

a 10, e com (D.9) definimos w no ponto 4. Seja {W)} o vetor dos deslocamentos

transversais do pontos 1 a 10 definido como :

(D.16)

Podemos entdo estabelecer uma matriz [H] tal que

(W) = [H] (w (D.17)
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onde
[H] = [H1] + [H2] (D.I18)
DST
com

0 0] 0] 0] 0 0] (0] 0’

0 0] 1 0 0 0] 0 0

0 0] 0] 0 0 1 0 0

1/3 0 0] 1/3 0] 0 1/3 0 0

0] 0 20727 2A -2B 7727 -A B

[H1] = £8 v
o 0] 0 7/27 Aa —B‘ 20727 -2A4 ZB‘

7727 -A B 0] 0] 0 20/27 2A_-2B

5 5 5 5

20/27 -2A_ 2B 0] 0] 0] 7/27 A -B

5 5 [ 5

20/27 2A -2B 7727 -A B 0] 0] 0]

6 6 6 6
7/27 A -B 20727 -2A 2B 0] 0] 0]
- 6 6 6 6 -
10x9
(D.19)
(0}

-A <HGI> + B <HG2>
[H1] =
A <HGI> + <HG2>

B

-A_ <HGI> + B_ <HG2>

A_ <HGI> - B_ <HG2>

-A <HGI> + B <HG2>
B

A, <HGD> - B_ <HG2> |

(D.20)
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Como no DKT impomos que

éw
x| =B
1
ow _
Ty l -_—— By[ l-l|2)3
a matriz [H] fica :
[H]DKT = [H1]

D.4- DETERMINAGAO DOS COEFICIENTES DE W(x,y)

A expressdo (D.1) pode ser escrita na forma

W(x,y) = [XY] {(a)

onde

IXYI[1 x y xy x y X y xy2

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)

(D.25)
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Podemos entdo determinar uma matriz [G] tal que

{WM = [G] {(a) (D.26)

onde a linha i de [G] é obtida pela substituigio das coordenadas x-y do
ponto i em [XY].

Igualando (D.17) a (D.26) escrevemos

{a} = [G]™" [H] {(w (D.27)

Substituindo (D.27) em (D.23) obtemos finalmente

Wix,y) = [XY] [G]" [H] (W) (D.28)

que define w em toda &area do elemento. Para o DST, a matriz [H] esta
definida em (D.18) e para o DKT em (D.22). Vale observar que W(x,y) dado
por (D.28) satisfaz a interpolagdo do deslocamento transversal dos elementos

ao longo de todo contorno.



