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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
para a obtencdo do grau de Doutor em Ciéncias (D. Sc.)

Formulagoes de Elementos Finitos Bi e Tridimensionais para
Simulagao em Paralelo de Escoamentos em Reservatdrios de Petréleo

Eduardo Licio Mendes Garcia

Agosto/1997

Orientadores: Ahimael F. D. Loula e Luiz Landau
Programa: Programa de Engenharia Civil

Sao propostos e analisados formulagoes de elementos finitos para simulagao de
escoamentos misciveis incompressiveis em meios porosos rigidos utilizando computa-
dores paralelos de meméria distribuida, com aplicagao na engenharia de reservatorios
de petroleo.

O modelo matematico é composto por um sistema de equagoes diferenciais par-
ciais composto por um sub-sistema eliptico, que fornece a pressao e a velocidade
total da mistura, e uma equagao de convecgao-difusdo, que fornece em cada instante
de tempo o valor da concentracao do fluido injetado.

A vaniivel de maior interesse ¢, sem duvida, a concentragao do fluido injetado,
entretanto, em se tratando de escoamentos predominantemente convectivos, & cru-
cial a determinagdo precisa da velocidade. Atengio especial é dada & aproximacgao
da velocidade através de técnicas de pos-processamento globais e locais. Para a
equagdo da concentragio é utilizada uma formulagio de Petrov-Galerkin (SUPG),
para discretizagio espacial, combinada com uma aproximacio implicita de diferencas
finitas no tempo.

A metodologia proposta foi implementada em computadores paralelos de
memoria distribuida utilizando métodos iterativos para resolugdo dos sistemas de
equacoes combinado com uma técnica de elemento-por—elemento para armazena-
mento das matrizes. Esta implementacao mostrou-se bastante eficiente para res-
olugdo de problemas de grande porte.

Sao apresentados resultados de simulagdes de processos de injecdo continua com
razao de mobilidade adversa e inje¢ao de tragadores em reservatorios de petroleo em
duas e trés dimensoes.
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Two and Three Dimensional Finite Elements Formulations to
Parallel Simulation of Petroleum Reservoir Flows

Eduardo Licio Mendes Garcia

August /1997

Thesis Supervisors: Abimael F. D. Loula and Luiz Landau
Department: Civil Engineering

Finite element formulations oriented to distributed memory parallel machines
are proposed and analized to simulate incompressible miscible flow in porous media
with applicationto petroleum reservoir engineering.

The mathematical model consists in a system of a partial differential equations
given by an elliptic subsystem which describes the pressure and the velocity of
mixture, and a convection—diffusion equation which describes the concentration of
the injected fluid. '

Global and local post-processing techniques are employed to accurately compute
the velocity field. A stabilized consistent Petrov—Galerkin method is applied to the
concentration equation combined with a implicit finite difference scheme in time.

To solve the large systems of linear equations iterative Krylov projection type
methods combined with an element—by—élement strategy are implemented in a par-
allel machine.

Numerical results for two and three dimensional simulations of tracer injection
and tertiary recover processes are carried out showing the good performance of the
proposed numerical formulations and efficiency of parallel implementation.
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento de novos métodos numéricos aliado ao continuo crescimento
dos recursos computacionais muito tem contribuido para o aprimoramento da si-
mula¢io numérica de escoamentos em meios porosos. Em particular, na engenharia
de petréleo a simulacio numérica tem atualmente grande aplicagao na caracterizacao
de reservatdrios e na otimizacio dos processos de recuperacao.

Este trabalho tem como objetivo a anilise e o desenvolvimento de métodos de
elementos finitos para cédlculo da solugdo aproximada do sistema de equagoes dife-
renciais parciais utilizado para modelar o escoamento miscivel em reservatorios de
petréleo, dando especial atencio para o céleulo do campo de velocidade e utilizando
computadores paralelos de memdria distribuida.

No inicio do processo de extracio, a pressao no interior do reservatorio é, em
geral, suficientemente alta para forcar a saida do petréleo naturalmente ou por meio
de bombeamento. Entretanto, com a queda de pressdo pela saida de material a
eficiéncia cal rapidamente e apenas 10% a 15% de dleo pode ser retirado utilizando
esta técnica denominada de recuperacao primaria.

Através de técnicas de recuperagao que alteram as condicoes naturais € possivel
aumentar a produgdo e a vida 1til do reservatério. Pela injecdo de fluidos (4gua,
vapor d’dgua, polimeros, gis), no interior do reservatério, através de pocos injetores,
aumenta-se a pressio interna e a vazao nos po¢os produtores. O fluido injetado
ocupa os poros antes preenchidos pelo petréleo e o empurra forgando-o a sair pelos
pocos produtores. Quanto maior for o volume ocupado pelo fluido injetado, antes
dele préprio atingir os pogos produtores, melhor serd o rendimento deste processo.
Estas técnicas denominadas de recuperagdo secunddria, no caso de injecdo de agua,
e tercidria, no caso de injegio de gds ou solventes, sfo mais eficientes quanto mais se
conhecem os mecanismos que determinam o escoamento no interior do reservatério,



principalmente na regiao de interface entre o fluido residente e o fluido injetado.

Na realidade o reservatdrio ndo contém unicamente dleo, mas uma mistura de
dleos, gases e dgua, com varias componentes, que durante o escoamento interagem
entre si podendo inclusive ocorrer mudanca de fases. Outros fatores ainda concor-
rem para aumentar a complexidade dos processos e a dificuldade na construcao de
simuladores. A presenga de diferentes escalas, do poro ao pogo, do pogo ao reser-
vatério, demanda a adog¢io de modelos macroscopicos baseados em médias, como
é o caso, por exemplo, da lei de Darcy que relaciona a velocidade ao gradiente da
pressao usando um tensor de permeabilidade média do meio.

Modelos simplificados sdo comumente empregados como aproximacoes para 0s
fendmenos que ocorrem no interior do reservatorio. Dentre estes destacam-se mo-
delos composicionais {black oil) frequentemente utilizados na indistria de petréleo.
Modelos simples de escoamentos misciveis (6leo-gds) e imisciveis (6leo-dgua) sdo
amplamente utilizados como campo de testes para os métodos numéricos por conter
as principais dificuldades inerentes ao problema: instabilidades (fingering) ¢ ndo—
linearidades [1].

O modelo matematico que descreve o escoamento de fluidos incompressiveis
misciveis em um meio poroso rigido € composto por um sistema de equagoes di-
ferenciais parciais acoplado sujeito a condigdes de contorno e condigdes iniciais [2].
Do ponto de vista de andlise, subdivide-se este sistema em um sub-sistema eliptico
envolvendo os campos de pressdo e velocidade, e uma equagao de convecgao—difusao
predominantemente convectiva associada & concentragdo. O sub-sistema eliptico é
constituido pela lei de Darcy que relaciona o gradiente de pressao com 0 campo
de velocidades através de um tensor que depende da permeabilidade do meio e da
viscosidade da mistura, que por sua vez depende da concentracao do fluido injetado.
Este modelo também é utilizado na simulagao da injecdo de tragadores em reser-
vatorios. Tragadores sdo elementos quimicos ou radioativos adicionades ao fluido
injetado que permitem inferir sobre propriedades dos reservatérios e caracteristicas
do escoamento. O tempo de chegada e a concentragio do tracador nos pocos de
produgao sdo informagdes importantes para se identificar caminhos preferenciais do
escoamento, falhas geoldgicas, propriedades do meio poroso, ete.

A varidvel de maior interesse é, sem duvida, a concentragao do fluido injetado,
entretanto, em se tratando de escoamentos predominantemente convectivos, é cru-
cial a determinagdo precisa do campo de velocidades [3], principalmente em casos de
escoamentos misciveis com razao de mobilidade adversa, i.e., quando a viscosidade
do fluido injetado é menor do que a do fluido residente. Portanto, atengdo especial
tem sido dada a aproximacgao da velocidade.a formulacao de Galerkin guns com-
portamentos nao—fisicos, tais como efeitos de orientacio de malhas, observados em
simulagoes numéricas de escoamentos misciveis e atribuidos principalmente a insta-
bilidades e imprecisoes na resolucao da equagao de transporte, foram identificados
e relacionados com imprecisées no campo de velocidade utilizado [4].



Substituindo a lei de Darcy na equagao de conservacdo de massa da mistura,
obtém-se uma equagio diferencial parcial de segunda ordem para a pressao de facil
resolucdo por métodos classicos como, por exemplo, aqueles resultantes de aprox-
imacoes conformes baseadas no método de Galerkin, para os quais tém-se estimativas
de erro com taxas de convergéncia otimas. Uma aproximacao natural para a veloci-
dade é entao obtida diretamente pela lei de Darcy por derivagao da aproximacio da
pressdao. Porém a aproximacio da velocidade assim obtida apresenta alguns incove-
nientes sérios, tais como: i} imprecisdo - uma ordem de convergéncia a menos que a
aproximacao da pressdo; 1) nao satisfagdo de forma forte da condi¢ae de fluxo nulo
no contorno; i) nio conservagio de massa local no nivel dos elementos.

Como alternativa & esta formulagdo natural, a formulacao mista de elementos
finitos desenvolvida por Raviart e Thomas [5] tem sido amplamente utilizada na
area de reservatérios de petréleo [3, 1, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. Envolvendo aproxi-
macoes simultineas dos campos de velocidade e de presséo, esta formulacao apre-
senta melhor aproximacio para o campo de velocidades em detrimento ao campo de
pressao, com satisfacio da condi¢io de fluxo nulo de forma forte e com conservagao
de massa local. Por adotar diferentes ordens de interpolacao para a pressao e para
a velocidade, visando a satisfagao das condigbes de estabilidade dos modelos mis-
tos (LBB), [14] e por gerar sistemas de equagtes ndo-positivos definidos, a imple-
menta¢ido computacional e a resolugdo do sistema de equagdes associado a esta for-
mulacio exige tratamento especiais. Métodos iterativos associados a decomposicao
de dominios com implementa¢es em paralelo tém sido utilizados com sucesso na
solug@o dos sistemas resultantes [9, 12, 13].

Neste trabalho sdo utilizados campos de velocidade obtidos a partir do pds—
processamento do campo de pressdo anteriormente calculado pelo método de
Galerkin. Através de técnicas de pds—processamento global, em todo o dominio
[15, 4], e locais, por elemento ou por macro—elementos [16], é possivel obter aproxi-
magoes para a velocidade com taxas de convergéncia otima ou quase—o6timas usando
interpolacoes lagrangianas, ignais as usadas para o cdlculo da pressdo, ou mesmo
interpolagdoes de Raviart—-Thomas, resultando sempre em sistemas de equagoes
simétricos e positivos definidos. O pds—processamento global é obtido por uma
formulacdo que combina residuos de minimos quadrados da lei de Darcy, com a
pressio conhecida, e da equagdo de balango de massa em todo o dominio. J& o
pos—processamento local combina residuo da lei de Darcy, restrita aos pontos de su-
perconvergéncia do gradiente da pressdo, com os residuos da equagao de balango de
massa e do rotacional nulo no nivel de macroelementos ou elementos, dependendo
se sao utilizadas aproximacoes lineares ou de ordem mais alta, respectivamente.
Discretizacdes com elementos triangulares e quadrildteros em duas dimensoes e de
hexaedros em trés dimensoes usando interpolagdo linear ou de mais alta ordem sao
facilmente obtidas com esta formulagao e tém sido utilizada com sucesso em modelo
de escoamento miscivel para reservatérios de petréleo [17, 18, 19, 20, 21, 22].



Para a equacio de transporte uma formulagio estabilizada é utilizada (23], obtida
adicionando-se & formulagio de Galerkin termos dependentes da malha no nivel dos
elementos nas regioes de fortes gradientes da solugao. E uma formulagio consis-
tente, ou seja a solugao exata satisfaz a equacdo original, ndo alterando o problema,
como ocorre em métodos cldssicos de difusdo artificial. Esta formulagio é de uti-
lizacdo geral e de facil implementagio por adotar interpolagao lagrangiana de mesma
ordem que as utilizadas para a pressdo e para a velocidade, tipicas dos elemen-
tos isoparamétricos que incorporam naturalmente elementos distorcidos ¢ malhas
nao—estruturadas. Bons resultados foram obtidos com esta formulagio para pro-
blemas em duas e trés dimensoes. Para o caso de tragadores em modelos bidimen-
sionais a técnica de refinamento auto-adaptativo foi avaliada [18, 24]. Experimentos
numéricos foram realizados com métodos das caracteristicas com malha mével {19)
apresentando boas perspectivas para a simulagdo de injegdo de tracadores com al-
gumas semelhangas com o método de acompanhamento da frente de concentracao
do tragador utilizado em [7]. Métodos das linhas de fluxo também foram utilizados
[25] e se mostram bastante eficientes na andlise do problema do tragador em duas
dimensoes.

Na formula¢do numérica geral do problema de escoamentos misciveis, a cada
passo de tempo, trés sistemas de equagoes algébricas sao resolvidos: dois simétricos
positivos e definidos, para a pressdo e velocidade; e um nao simétrico para a con-
centragdo. A resolucdo destes sistemas equacdes consomem a maior parte do tempo
durante a simulagio. Métodos eficientes devem, portanto, ser adotados na resolucao
destes sistemas. Métodos diretos, como o de eliminagio de Gauss, e métodos ite-
rativos, como o método dos gradientes conjugados e método dos residuos minimos
generalizados, sio empregados. Para simulagoes em trés dimensoes, a armazenagem
da matriz global dos sistemas, necessdria aos métodos diretos, faz com que rapi-
damente se atinja os limites de memdria. Métodos iterativos associados a técnica
de armazenamento elemento—por—elemento que nao necessitam montar as matrizes
globais dos sistemas sdo utilizados nestes casos. Para grandes sistemas de equagoes,
mesmo se tratando de modelos bidimensionais, métodos iterativos podem ser mais
eficientes computacionalmente, e até mesmo mais precisos por contornar problemas
numéricos relacionados com erros de arredondamento (26].

Além disso métodos iterativos sdo mais apropriados a implementacio em para-
lelo. Esta caracteristica é explorada, e formulagdes de elementos finitos so imple-
mentadas em computadores paralelos de meméria distribuida utilizando a linguagem
FORTRAN. As simulag¢bes numéricas foram realizadas no IBM-SP com 8 proces-
sadores instalado no LNCC/CNPq, utilizando MPI (Message Passing Interface) [27]
como sistema de troca de mensagens necessirias a este tipo de programacao dis-
tribuida. Com pequenas alteragbes o cédigo desenvolvido pode utilizar uma rede
de estagGes de trabalho heterogénea, ou até mesmo rede de microcomputadores,
operando sob o sistema Unix, como é feito em [28, 29, 30, 31} para solugdo em para-



lelo de sistemas de equagdes com o auxilio de ferramentas apropriadas como 0 PVM
(Parallel Virtual Machine) {32].

No Capitulo 2 é apresentado o modelo matematico utilizado e comentadas al-
gumas dificuldades que surgem na imposigao das condigdes de contorno e condigoes
iniciais. O método de discretizacio no tempo utilizado no modelo numérico também
¢é apresentado no Capitulo 2. No Capitulo 3 o sub-sistema eliptico da pressao e
velocidade é estudado isoladamente, sem acoplamento com a equacao de convecgao—
difusdo. Analisa-se entdo algumas possibilidades de aproximacgdes para o campo de
velocidade obtidos por métodos frequentemente utilizados em escoamentos em meios
porosos e apresenta-se uma nova técnica de pés-processamento local naturalmente
paralelizdvel e com taxas de convergéncia étima para a velocidade. No Capitulo 4
retorna-se ao sistema acoplado e analisa-se 0 método SUPG para aproximagao da
equacao de convecgio—difusio para simulagio de processos de recuperagio tercidria
e injecao de tragadores em reservatérios de petréleo. Resultados de simulagoes uti-
lizando modelos bi e tridimensionais sao apresentados. O Capitulo 5 ¢ dedicado
aos métodos iterativos, & apresentagio dos detalhes da implementacdo em paralelo
e andlise de desempenho dos métodos apresentados nos capitulos anteriores. Fi-
nalmente no Capitulo 6 sao apresentadas as conclusdes e propostas de trabalhos
futuros visando aperfeicoamento dos métodos numéricos para simulacdo de escoa-
mentos misciveis em meios porosos.



Capitulo 2

Modelo Matematico

Neste capitulo é apresentado o sistema de equagoes diferenciais usado na modela-
gem do fendémeno de escoamento de fluidos misciveis incompressiveis em um meio
poroso rigido. Apresentam-se as hipdteses adotadas e comentam-se algumas dificul-
dades e limitacdes do modelo. O escoamento é monofasico, com no maximo duas
componentes.

Sao discutidas também algumas possibilidades de esquemas de integracdo no
tempo que utilizam aproximagcdes de diferencas finitas para o termo da derivada no
tempo, frequentemente adotadas na simulagdo de escoamentos em reservatérios de
petrdleo.

2.1 Sistema de Equacgoes Diferenciais Parciais

Seja © um dominio aberto limitado em R¢, d = 1,2,3, com froteira 95 regular e
T € R um ntmero fixo. O sistema diferencial em © x [0, 7], nas varidveis p, u e
c, respectivamente, a pressao total do sistema, a velocidade total de escoamento da
mistura e a concentracdo do fluido injetado, normalmente usado para modelar um
escoamento miscivel incompressivel em um meio poroso rigido é constituido pelas
seguintes equagdes [2]:

lei de Darcy

K(z)
p(c) VP

conservacio de massa da mistura



diva = f (2.2)
com condic¢ao de contorno

u-n=0 em O
conservacio de massa do fluido injetado

de

Y + div(uc) — div(DVe) = &f (2.3)

com condicédo de contorno
D{u)Ve-n=20

e condicao inicial
e(x, 0) = co(x)

onde ¢ € a porosidade do meio, ¢ é o valor da concentragao do solvente nos pogos
de injecao e concentragio residual nos pogos de produgdo, p(c) é a viscosidade da
mistura dada em termos da concentragao do fluido injetado por uma relagdo empirica
do tipo

—4

ple) = (L—c+ M%) prres (2.4)

AJ — Ju'r'es ; (25)
Hing

5endo fres € pin; as viscosidades dos fluidos residente e injetado respectivamente.
Duas situacdes serdo consideradas: M = 1 que corresponde a viscosidades iguais
para o fluido residente e o fluido injetado, é o caso de injecdo de tracadores, que dada
a sua pequena quantidade admite-se que esta nao altera as propriedades do fluido
injetado; e M > 1, que corresponde ao caso do modelo de recuperagio terciaria
em que o fluido injetado (solvente) é menos viscoso que o fluido residente (éleo),
podendo ocorrer problemas de instabilidades na frente de mistura.

Em 2.1, K(z) é um tensor simétrico e positivo definido cuja matriz, no caso geral
de trés dimensoes, é dada por,



Embora seja mais usado na sua forma diagonal, com kg, k, e k, sendo as permeabi-
lidades nas diregdes z,y e z respectivamente, a consideragdo da sua forma completa
em alguns casos terd um papel relevante. Se ky =k, =k, e kyy = kg = ky. =00
meio é isotropico, e neste caso ndo ha diregio preferencial para o escoamento. Nas
simulacoes numéricas apresentadas verifica-se a influéncia desta propriedade para
casos em duas e trés dimensoes.

Ainda na equagdo (2.2), f representa os termos de fonte associados aos pogos
de injecdo e producéo, que serdo considerados como deltas de Dirac nas simulagoes
apresentadas.

Em (2.3) D é o tensor de dispersdo-difusao dado por [2]:

D = (22t rffull) 1+ 2=
T [[ul]

onde ¢ e T sdo, respectivamente, a porosidade e a tortuosidade do meio poroso,
enquanto que G, ¢ € ar sao coeficientes de difusdo molecular e de dispersao
hidrodinamica longitudinal e transversal respectivamente, ¢ o simbolo ® representa
o produto tensorial. A equagdo da concentragio é uma equacdo de transporte
convectivo—difusivo, predominantemente convectiva, ou seja, o valor numérico do
termo convectivo div(uc) é superior ao valor numérico do termo difusivo div(DVe).

®u, (2.7)

2.2 Discretizagao no Tempo

A analise numérica deste sistema passa inicialmente pela escotha de uma esquema de
discretizacao no tempo. Nesta se¢do sdo discutidas algumas discretizagoes no tempo
para este sistema e destacada a opgdo escolhida. Os esquemas apresentados a seguir,
usam aproximacoes de diferengas finitas de primeira ordem comumente empregadas
na discretizacao temporal em problemas de escoamentos em reservatoérios de petréleo
[1, 33, 22].

2.2.1 Método Implicito na Pressao e Explicito na Concentracao

O problema resultante desta discretizacao consiste em

Paran=0,1,2,..., N achar u®,p" e ¢®™! em £ x [0,T] satisfazendo

divu™ = f*

+ div(u™c®) — div(D(u*)Vc*) = & .



Dada a forma explicita de aproximagio da equagdo da concentragao, este método,
normalmente referido como IMPES, apresenta propriedades de estabilidade condi-
cionada a

AT < AT,

onde AT, depende da discretizacao espacial.

2.2.2 Método Totalmente Implicito

O problema resultante desta discretizagao consiste em:

Paran=0,1,2,.... N achar u®"!,p"" e "' em Q x [0, 7] satisfazendo

divu”'H — fn+1=
K(x)
nt+l _ v m+1
ey
cn-H —c"
7 T div(u™ ™) — div(D(u* Vet = gttt

A cada intervalo de tempo o sistema constituido pelas equacoes da pressao,
velocidade e concentragao é resolvido de forma acoplada.

Ao contrario do método IMPES, este método totalmente implicito apresenta boas
propriedades de estabilidade, podendo, em principio, ser adotado qualquer valor do
passo de tempo na discretizagio temporal permitindo intervalo de tempo adaptativo
[22].

2.2.3 Método Implicito Sequencial

Desenvolvendo o termo div(ue) da equagio (2.3) e considerando a equacio (2.2)
tém-se que

div(uc) =u - Ve+edivu = u- Ve + fe, (2.8)

¢ 0 método implicito sequencial é apresentado como:

Paran =0,1,2,..., N achar u®, p* e ¢*'! em Q x [0, T| satisfazendo a

diva® = f* (2.9)

u’ = - vy (2.10)
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Cn+1 —

T +u- vcn-i-'l - diV(D(un)VCn+l) + Cn—a—l]cn+1 — fﬁn+1fn+1. (2.11)

L2

Este esquema serd o adotado neste trabalho. Ele combina as vantagens do
método IMPES e do método totalmente implicito. A forma desacoplada e lin-
earizada de resolucdo das equacoes, juntamente com a estabilidade decorrente da
aproximacdo implicita da concentragdo, sao atrativos naturais para a escolha deste
método para aproximacdo temporal do problema miscivel. Além disso, diferen-
tes intervalos de integragdo podem ser adotados na discretizacido das equagdes da
pressdo/velocidade e da concentracao. Como a velocidade varia mais lentamente
no tempo do que a concentracio pode-se adotar AT para a pressao maior que o
adotado para a concentracao e extrapolar a velocidade nos instantes intermedidrios
de resolucdo da equacdo da concentracio, com um ganho significativo do tempo
computacional sem perda de precisao {1, 12, 22].

Com esta formulagao implicita sequencial a cada passo de tempo resolvem-se
separadamente o sistema eliptico, constituido pela lei de Darcy e da equagao de con-
servacao de massa da mistura, e a equacdo de transporte da concentragao. Portanto,
nos capitulos seguintes serdo tratados isoladamente os problemas de aproximagao
da velocidade e pressao (Capitulo 3} e da concentragio (Capitulo 4). De acordo
com equacao (2.1) a aplicagio de tracador ndo modifica as propriedades da fase em
que ele é adicionado e as velocidades ndo dependerdo da concentragao da mistura
e por conseguinte a pressdo e a velocidade ndo se alteram com o tempo e sao cal-
culadas uma tnica vez durante todo o processo. Desta forma a evolugdo temporal
restringe-se a equacdo da concentragao.

2.3 Condigoes de Contorno para Pressao e Velocidade

As solicitagOes sobre o reservatdrio assim como a sua resposta se processam e se
observam basicamente através dos pocos de inje¢ao e produgao. Entretanto os pogos
tém dimensdes geométricas, como didmetros por exemplo, des- preziveis quando
comparadas com as dimensdes do reservatdrio, e este fato traz grandes dificuldades
matemadticas e numéricas na modelagem dos pocos e na caracterizagdo da resposta do
reservatério. A seguir discutimos brevemente a questio da imposigao de condigoes
de contorno associadas aos pogos.

Substituindo a lei de Darcy {eq. 2.1) na equacgio de conservacdo de massa da
mistura (eq. 2.2) e explicitando o termo de for¢a do lado direito obtém-se a equagao
para a pressao

—div K(z) = m £ x
d (H(C) Vp)=f e Q x [0,7T]. (2.12)
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Nas simulag¢bes numéricas realizadas e apresentadas nas se¢es seguintes, para
a solucao desta equagado adota-se a prescri¢ao de vazao nos pogos, desta forma a
pressao fica determinada a menos de uma constante. A forma escolhida de levantar
a indeterminagao é prescrevendo a pressdo em um ponto qualquer do dominio de
maneira que a solugdo p™ tenha média nula, ou seja

/pnszO.
)

Esta condigio aliada a restricao de que a integral das vazoes prescritas, em todo o
dominio, deve ser nula, [ g df) = 0, torna este problema bem posto, e compativel
com as hipdteses de incompressibilidade do escoamento e do reservatoério ser selado,
isto é, fluxo nulo no contorno do dominio

K

u"-n= V" -n=0 em 00 x[0,7]
pler)

Para simulacoes com pogos localizados no interior do reservatdrio, suficiente-
mente afastados do contorno, nao impor fortemente esta condigdo podem nao afetar
significativamente os resultados da simulagdo. Porém no modelo dos cinco pogos,
caso padrio para testes de formulacdes numéricas, comumente encontrados na litera-
tura, a localizagio dos pogos no contorno do dominio computacional, pode acarretar
imprecisdes significativas na imposicao desta condigao.

Além disso os pogos tém dimensdes de centimetros enquanto o reservatorio em
geral tem dimensoes de quilémetros. A representacao das vazoes dos pogos por deltas
de Dirac é uma consequéncia natural desta diferenca de escalas. Porém modelos com
fontes singulares tornam-se também fontes de dificuldades. Modelos de pogos [33]
ou técnicas de remogao de singularidade {3] tém sido utilizados para contornar estas
dificuldades.

2.3.1 Remocgao de Singularidade

Para um arranjo de N; pogos, em cada passo de integragao n decompomos 0 campo
de velocidades u™ em [3, 34, 4]:

u” =uj +u; (2.13)

onde u? é a parte singular conhecida de u”, tal que
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onde f; é a fonte singular correspondente ao pogo i. . A pressdo no instante n é
igualmente decomposta em

Pt =47
com

Ns ) Ns Q
Pr=) 00" =) e inlr — 3
L L ™

K ,
uPt = —ur—in?"
i
onde K; = K(x;) e u? = p(c™(x;)) sdo os valores de K e p no pogo 4 no instante n.
A presente decomposicdo resulta no seguinte sistema em uy e p:

K(z) M(Km@ﬂ ) -
u; = — Vor + ——F —1ju} 2.14
n 1:21 [J.(CH)Ki s ( )
divuy =0. (2.15)

com condi¢ao de contorno nao homogéneas em u;
n — i3
u'-n=—u} -n (2.16)

Substituindo (2.14) em (2.15), tém-se a seguinte expressdo para a equagao da
pressao:

(K o) (K@
i (™) Z?(%wﬂm )

Para M = 1 a segunda parcela da equagdo (2.14) se anula, e a lei de Darcy
relaciona a parte regular do gradiente de pressdo com a parte regular da velocidade,
como no caso geral sem remogao de singularidade.

O resultado destas operagdes é uma sistema em ul e p?* com mais regularidade,
sem termos de fontes (2.15) mas com condicGes de contorne nao homogéneas por
causa da decomposi¢io (2.16).
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2.4 Condicoes Iniciais

Singularidades ocorrem também nas condigoes iniciais usualmente adotadas para a
concentracdo. Por exemplo, é comum a utiliza¢io de condigdes iniciais do tipo

c(x,0) = co(x) em £
incompativeis com as condigdes de contorno nos pogos de injecio

C(X,",f) = ég(X,-,i) 1=1,2,..., N,

2.4.1 Modelo Axissimétrico Para a Concentragao

Admitindo que o escoamento préximo aocs pogos de inje¢do tem simetria radial,
um modelo axissimétrico é adotado e em seguida a solugdo obtida é projetada na
malha bidimensional e desta forma esta solucio é considerada como uma condicdo
inicial para a simulagao em duas dimensées. Deste modo, na vizinhaga de cada poco
de injecdo a concentracdo do fluido injetado pode ser aproximada pela solugdo do
problema axissimétrico

de | f Oc & 18c\
°%t T amrar D (? * rar) =0 (2.17)

com condicao inicial
¢(r,0) =0,
e condigdo de contorno
c(0,t)=1.
Esta aproximagdo resulta do fato de que vizinho ao pogo

f dc

u-Ve=——.

A Figura 2.1 ilustra esta situagdo na vizinhanca de um pogo de inje¢do onde
co(X,0) = co(r,0) =0 e &(0,1) = 1.

Seguindo a proposta de Douglas e co-autores {16}, uma redugao de tempo compu-
tacional significativa e, principalmente, um ganho de precisao nos instantes inici-
ais do processo de deslocamentos misciveis podem ser alcancados resolvendo-se a
equacdo (2.17) até o instante de tempo correspondente a injegao de 1% do volume
poroso, e projetando em seguida a solugdo assim obtida no espago de elementos
finitos bidimensional [34]. A principal vantagem deste procedimento decorre do fato
de que préximo ao pogo ocorrem fortes camadas limites internas, tornando dificil,
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Figura 2.1: Singularidade na condigao de contorno da concentracao nos pogos

do ponto de vista computacional, a obten¢ao de aproximacées precisas para o pro-
blema bidimensional. Note que o custo computacional de uma malha unidimensional
refinada é praticamente desprezivel frente a equivalente bidimensional.

Desta forma a solu¢do unidimensional projetada na malha bidimensional ¢ vista
como uma condicdo inicial para o escoamento bidimensional. Esta idéia pode ser
também aplicada a problemas tridimensionals.



Capitulo 3

Métodos de Elementos Finitos

para Pressao e Velocidade

Neste capitulo sio tratadas as aproximagoes da pressao e da velocidade de maneira
desacoplada da equagdo da concentragio. Esta analise é diretamente aplicada ao pro-
blema de aproximacio do campo de velocidades associado a escoamentos misciveis
com razao de mobilidade unitdria (M = 1) bem como de injecdo de tragador. Pode
também ser adaptada, como veremos no Capitulo 4, ao problema geral (M > 1)
considerando que o esquema implicito sequencial adotado para a discretizagao tem-
poral, a cada passo de tempo, desacopla o sub-sistema eliptico para a velocidade e
pressao da equacao da concentracdo. Deste modo, para facilitar a manipulagéo das
equagdes, neste capitulo, abandona-se o indice n nas equacdes (2.9) e (2.10), e define-
se A7l = K(x)"'u(c), na equagao (2.9), admite-se u(c) como uma fungio conhecida,
sem qualquer aproximacio da concentracio, e analisamos o seguinte problema

Achar os campos de pressio € velocidade uep em , satisfazendo a

divu+ f =0 (3.1)
Alu=Vp (3.2)
u'n=0 em T (3.3)

onde A~! é um tensor de segunda ordem simétrico e positivo definido, isto é, existe

a > 0 tal que
A'v-v>av.v V v#0

15
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Sao apresentadas as téenicas de pds-processamento global e local utilizadas no
modelo de escoamentos misciveis desenvolvido, porém inicialmente sao revistos o
método de Galerkin e o método misto de Raviart-Thomas, comumente utilizados em
simulagoes de reservatdrios de petréleo. Nao serd apresentada uma andlise detalhada
dos métodos numéricos considerados mas apenas resumidos os principais resultados
destas anélises tais como estabilidade, convergéncia e estimativas de erro. Andlise
detalhada destes métodos pode ser encontrada nas referéncias citadas no texto.

Comparagoes sio feitas com resultados numéricos obtidos para situagoes encon-
tradas nas referéncias da area de meios porosos.

3.1 Método de Galerkin para a Pressao

Uma formulac¢do natural para o problema proposto envolvende o campo p apenas
é facilmente obtida eliminando-se o campo u, pela substituicio de (3.2) em (3.1),
resultando

—div(AVp)=f em £, (3.4)
com condicdo de contorno
AVp-n=10

cuja forma variacional é:
Problema P: Achar p € V tal que

Alp,g)=flg) V g€V (3.5)

com

V-{ge B, [qd2=0}
Alp,q) = [ AVp-Vad VpgeV, (36)

fle) = /ﬂfqdﬂ VgeV. (3.7)

Existéncia e unicidade de solugdo para este problema sao assegurados pelo lema
de Lax, uma vez que a forma bilinear A(:,-) é continua e V—eliptica, i.e., existem
constantes M < oc e o > 0 tais que:

Alp.q) < Mlpllvlielly ¥ p,geV
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Alg,g) > cllglli, V qeV
sendo
lally = [ (¢* + [ Val)de.

Para a analise de aproximacoes de elementos finitos admitimos, por simplicidade,
que £2 é um dominio poligonal discretizado por uma malha uniforme de NV, elementos
tal que

Q¢ com V=0, i#j]

=

Q:

[l
=

£

onde ¢ denota o interior do e-ésimo elemento, e ¢ seu fecho. Denota-se por
h = max h,, o parimetro da malha, sendo k, o didmetro do elemento e. Seja SF(Q2)
o espaco das funcfes de interpolacio de elementos finitos de classe C?, portanto
polinomiais continuas por partes de grau k em cada uma das variaveis, para elemen-
tos quadrildteros ou em ambas varidveis para elementos triangulares. Em outras
palavras SE() sdo os espagos de elementos finitos lagrangianos isoparamétricos
usuais de graus k composto por fungdes continuas na interface dos elementos. Para
elementos quadrildteros

Sk(2) = {an € H'(Q) g} € Prr(7)}

onde P, ;(2¢) é o conjunto dos polindmios definidos em {2, com grau menor ou igual
aiejem I e To, respectivamente, e para os elementos triangulares

Si(©) = {gn € H'(Q), g} € Fu(Q)}

onde P;(€¢) é o conjunto dos polindmios definidos em £2¢, com grau menor ou igual
a j em zTa.

A aproximagio de elementos finitos, baseada no método de Galerkin, para a
equacio da pressao, no subespago V¥ = S¥ C V, é dada por:

Problema P,: Achar p, € V}* tal que

Alpn,an) = flan) ¥V pr.an € Vi (3.8)

Como V¥ C V, as propriedades de elipticidade e continuidade de A{.,.) no espago
de dimensdo infinita, sdo transferidas imediatamente para o problema aproximado,
ou seja, sdo validas as propriedades de continuidade,

Alpn,an) < Mlpallvllaelly ¥ progn € Vi

elipticidade,
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Algn,an) > allgnlly ¥V gn € Vi
e consisténcia
Alp,an) = flar) YV au € Vi
Destas propriedades resulta a seguinte estimativa para a aproximagao py:
lo—pullv <Clp—allv ¥ gqn € ViE

Fazendo uso de resultados de interpolagio préprios do método dos elementos finitos
[35], ou seja, _
Dado uma fungdo p € H**1(0), existe uma interpolante p, € SF(Q) tal que :

lp — Ball + AV — Vu| < Cob*H|plesy, (3.9)

tém-se as seguintes taxas de convergéncia para o gradiente de py

IVP = Vpullo < Ch*|ples, (3.10)
e usando o trugque de Nitsche

lp = palle < CRFplirt (3.11)

vélidas para solucdes regulares do Problema P, ou seja para p € H™(Q), com
m > k. Considerando 1, dado pela lei de Darcy, ou seja:

up, = —AVph
tém-se:
lu = wllo < CH*pleta- (3.12)

Estas estimativas sdo validas para solugdes suficientemente regulares, isto é, para
p € H*1(Q), que infelizmente ndo ocorre nos problemas reais de simulagdo de
reservatérios de petroleo. Por exemplo admitindo que os didmetros dos pogos sao
despreziveis frente as dimensoes dos reservatérios simula-se os termos de fonte asso-
ciados as vazdes nos pocos como deltas de Dirac. Neste caso pode-se ter, no maximo,
p € HY(Q) o que implica nas seguintes estimativas:

lp — pull < Chip)y

Ve — Vpu|| < Clply,
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ou seja convergéncia de primeira ordem para a aproximacao da pressao em L%(Q)
e nao-convergéncia para a aproximacao da velocidade. A situagao, na realidade,
nao chega a ser tdo dramdtica. Trata-se de singularidades nos pog¢os de injecio e
producdo. Excluindo-se pequenas regides vizinhas aos pogos recuperam-se as taxas
de convergéncia, no restante do dominio [4]. Alternativamente, tem-se utilizado
a técnica de remocdo de singularidade, apresentada no capitulo anterior, visando
obtencdo de aproximagoes de elementos finitos mais precisas.

Mesmo para solugdes regulares algurnas limitagoes ainda persistem para a aproxi-
magao (3.12) do campo de velocidades, tais como:

(i) taxa de convergéncia de ordem & comparada com % + 1 para a pressao,

(ii) ndo conservagdo local de massa, i.e.,

]ﬂ divudQ® # /ﬂ fase

(iii) nao atendimento, de forma forte, da condigao de contorno u, - n = 0, ja que
esta é uma condicao natural para a formulagao variacional adotada.

Para contornar estas limitacoes uma formulagdo mista nas varidvels pressao e
velocidade ¢ frequentemente utilizada em escoamentos em meios porosos e € apre-
sentada na segao seguinte.

3.2 Formulacdo Mista de Raviart-Thomas para Pressao e

Velocidade

Esta formulacio, construida com a pressao em L*(£2) e a velocidade em H(div),
difere do método anterior por requerer interpolagoes para a pressao e velocidade
independentes. Assim, definindo os espacos:

para a velocidade
W ={veHdiv),v-n=0 em I =090}

para a pressao

Q={ge (), [ qi2=0)

a formulacdo mista de Raviart-Thomas para o problema continuo consiste em
Problema MRT: Achar (u,p) € W x @ tal que
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a(u,v) +b(v,p) =0 Vvew
b(u,q} = flg) Vae@
sendo
a(u,v) = (A'u,v) YuveWw
b(v,p) = —(divv,q) VveW |V ¢eq@,
fla)=(f,9) Yge@Q.

Existéncia e unicidade de solucao para esta classe de problemas sao asseguradas
pelo teorema de Brezzi, que requer a satisfacdo das seguintes condigoes:

(a) Continuidade de f()
F @) <Cllgll ¥V ¢€@, C<oo
(b) Continuidade de af(-,-)
la(u, v)| < Mi||ullgavllVlig@yy ¥V u,veW
(c) Continuidade de b(, -}
o(v, @)] < M|Vl aaiv |2l 22
(d) K-elipticidade de a(.,.), i.e., existe a > 0 tal que
a(v,v) 2 alivlfigy ¥ VEK
onde
K={veW bv,g)=0 ¥V g€@Q}
(e) Condigdo de compatibilidade (LBB)[14], i.e., existe 3 > 0, tal que

b
sup (v, q)

> Bllallrmyy g€ @.
vew ||Vl aaiv)
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Pode-se verificar que estas condigoes sdo satisfeitas pelo Problema MRT. A
construciao de aproximacoes de elementos finitos estdveis para este problema passa
pela satisfacao de condicoes equivalentes nos espagos de elementos finitos escolhidos.
As trés primeiras condigoes sao satisfeitas por qualquer escolha de espagos de aproxi-
macoes conformes, WF C W e Q) C Q. A maior dificuldade é quanto a satisfagdo
das duas iiltimas condigoes.

Neste contexto sao frequentemente empregados os espagos de Raviart-Thomas
[5], inicialmente formulados para problemas bidimensionais e posteriormente exten-
didos para 3 dimensdes por Nedelec [36]. Restritos a duas dimensdes, os espagos de
Raviart-~Thomas de ordem k, sdo definidos como segue:

Para quadriliteros:
WE = {v, € W,vi € Ppr_1(Q%) x P 1(0%)}
Qk = {an € Q.45 € Peo1x1(9Q°)}.
Para tridngulos:
WF = {vy, € W, v € P_1(9°) X Py (%) + xP1 (%)}
Q= {gn € Q, g5 € P ()}
Estes espacos apresentam as seguintes propriedades:

(P1) para todo g, € QF existe v, € W tal que divvy, = gp;
(P2) para todo v, € WF existe g, € QF tal que g, = divvy;

(P3) interpolacio : para toda fungio v € H* x H* com divv € H* existe uma
interpolante v;, € W} tal que

v = Vall @y < CH*(Iv]e + |divvle).

Como consequéncia das propriedades P1 e P2 as versoes discretas das condigoes
(d) e (e), respectivamente,

(d), Kj-elipticidade de a(.,.)
a(Vi, Vi) > onl|Ve|lg@vy Y -va € Ky

com

K= {vh € Wi b(vp, @) =0, Yan € QL};
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(), condigao de compatibilidade

sup b(vh: Qh)

> Bullanllzzy Van € @,
viewst [Vallgiv)

s3o satisfeitas com ay e J;, independentes de h. Este fato assegura que o problema
aproximado

Problema MRT}: Achar u, € WF C W, p, € QF C @ tal que

a(uhsvh) + b(Vh:Ph) =0 Vvh € Wff}

b(un,gn) = flan) Van € Qf,

tem soluc@io vnica e vale a seguinte estimativa, Vg, € Qﬁ e vy E W,f

lu — wpllggaivy + l2 — Pallezy < Cllu = villa@wy + |12 — anllz2@) (3.13)

Para solucdes suficientemente regulares esta estimativa conduz as seguintes taxas
de convergéncia

la - ]| mraiv) + lp — Prllz2y < CR*(|ulk + |dival).

Este resultado é tipico de formulagOes mistas e fornece estimativas acopladas para
as aproximacdes da pressio e da velocidade em L?(f2) e H(div), respectivamente.
Observa-se ainda que, por construcio, o Problema MRT); apresenta as seguintes
propriedades: '

(i) taxa de convergéncia de ordem k para a pressao em L?(Q2) e para a velocidade
em H(div),

(ii) conservagdo de massa local isto é,

divupdf, = [ a9,
Q. Qe
(iii) satisfagdo da condi¢do de contorno u, - n = 0 de forma forte,

(iv) continuidade do fluxo normal aos lados dos elementos, muito conveniente para
simulacao de escoamentos.
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Do ponto de vista de implementacido computacional esta formulacido conduz a
sistema de equagoes algébricas lineares nao-positivos definidos, exigindo métodos
especiais para a sua resolugdo. Em [12, 9] métodos de decomposi¢io de dominio
sao propostos visando implementacao computacional eficiente em computadores de
memoria distribuida.

Na se¢do seguinte sao apresentadas técnicas de pds-processamento para obtencao
de aproximagdes mais precisas da velocidade que geram sistemas de equagoes
simétricos e positivos definidos utilizando elementos lagrangianos usuais, e de mesma
ordem que os empregados para aproximar a pressio via método de Galerkin, ou
mesmo as interpolagdes de Raviart-Thomas para a velocidade, referidas anterior-
mente.

3.3 Técnicas de Pos-Processamento para a Velocidade

Inicialmente é apresentada a técnica de pds-processamento global que tém sido em-
pregada com sucesso em diferentes casos de simulagbes de escoamentos imisciveis,
misciveis e tracadores em modelos bidimensionais [17, 18, 37, 4, 19, 22, 24] e
tridimensionais [20, 21]. Em seguida ¢ apresentada uma nova técnica de pos-
processamento local por macroelementos que se apresenta como uma 6tima opcao
para o calculo das velocidades emn meios heterogéneos, além de ser naturalmente
paralelizdvel [20, 21].

3.3.1 Pos-Processamento Global

Esta formulagio de pés—processamento global é definida em um espago de elementos
finitos contido em H(div) considerando o residuo de minimos quadrados da lei de
Darcy, com a pressdo conhecida, ¢ residuo da equagado de balan¢o de massa da
mistura.

Seja p, € V¥ uma aproximacéao de elementos finitos para o campo p conhecida.
Por exemplo, p;, pode ser a solugdo do Problema P, — formulagio de Galerkin —
que como visto na expressio 3.11 apresenta taxas de convergéncia de ordem £ + 1
em L*(). Conhecido pj determinamos u, em X} C H(div) tal que '

(A_lllh + Vg, Vh) + (5h"(divuh + f,dll\-'Vh) =0 Vv, € X,i . (314)

Integrando por partes o termo envolvendo Vpy, resulta o seguinte problema

Problema Puy: Dado p, € V¥ achar u, € X} tal que
Ag(un, vp) = Fo(vy) ¥Yv, € X} (3.15)

onde
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Ay (up, vi) = (A" uy, vi) + 647 (divuy, divvy,) (3.16}
F,(vy) = —6R7(f,divvy) — (pp, divvy) (3.17)

onde ¢ > 0 serd escolhido apropriadamente da acordo com a andlise numeérica deste
método. '

E facilmente verificado que a forma bilinear A, define uma norma,

fulls = 4, (u,u)'?,

uma vez que a primeira parcela de A(uy, v,) por si s6 ja gera uma norma equivalente
a norma de L?($2), assim sendo existéncia e unicidade de solugio para este problema
estio garantidas pelo lema de Lax, e vale a seguinte estimativa [34, 4]

la = wills < Cllu = vallo +Ch™""(lp — pall,

ou na forma explicita

||11 - llh” + h"/2||divu - di\"llh” <
(3.18)

C(llw = vall + b7 |[diva — diva] + h™|lp = pul).

Esta estimativa evidencia a dependécia de u, com a aproximagao da pressac p,
dada pela ultima parcela do lado direito da desigualdade. Até este ponto o valor
de o estd em aberto. A estimativa (3.18) vai orientar a escolha apropriada de o
visando uma melhor aproximacao para up, como resumimos a seguir, de acordo com
[4], para interpolagdes lagrangianas e de Raviart-Thomas.

Interpolacido Lagrangiana de Classe C¢

Considerando X} C HY(2) x H'(2) dado por X} = S} x S, N W no caso bidi-
mensional, ou X! = St x 5% x St N W no caso tridimensional, isto é X} é um
espaco lagrangiano de classe C” e grau [. Para esta escolha os resultados de inter-
polacdo de elementos finitos aplicados & estimativa (3.18), levam &s seguintes taxas
de convergéncia

[u = wpl] + £/2||dive - divug| < C(RH2ulesr + P2 (ples), (3.19)

dependentes das possiveis escolha de [, k& e 0. Consideremos as seguintes situagoes
com suas respectivas implicagdes sobre as taxas de convergéncia de uy:

l.o=0el=k
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e~ mrgaiv) < C(A*ulegs + A5 [plisr)

Este caso pode parecer semelhante ao caso da velocidade vinda por derivagdo
da aproxrimacdo da pressdo, porém a estimative aqui é um pouco melhor por
estar na norma do H(div) que é mais rigorosa do que a norma do L*(2) usada
anteriormente.

.o=0el=k+1

lu — unll @y < CF M ualkin + A5 plesy)
lu—usl} < CH**ules

[div(n — wy)|| < CRF ules

Fsta escolha fornece um método com tazas de convergéncia de mesma ordem
para a pressdo e pare a velocidade. O inconveniente desta escolha € a uir-
lizac@o de interpolacdo de ordem mais alta para o pés—processamento, (k+1),
comparada com a ordem k adotada na aprorimacdo de pp.

.o=1lek=1

[u—u[; < C(R 2 ulgg + R plig)
ln = wyl| < CRFY2[ufyp

ldiv(u — wh)ll < Ch*lules

Esta é a melhor opcdo, de acordo com a andlise, para interpolagdes de igual
ordem para U, e pn, pois implica em tazas de comvergéncia dtimas para
|div(u — us)|| e quasi-dtima para ||u — wy|.

.o=2el=k

[ = wslly < CFH fafiir + A5 [plesa)

lu —u| < Ch¥[pliss

[idiv(u — ws)[| < CR* ipliss
FEsto é aparentemente uma opgdo inadequadn pots, por esta andlise, conduziria
a tazas de convergéncia quasi—otimas para ||div(u — w,)|| e {ju — uy||. Entre-

tanto, ezperimentos numéricos realizados apresentamn taras de convergéncia
otimas para ||div(u — ug)|| e [[u— uglj.
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A escolha o = 1 e k = [ foi a adotada nas simulagoes realizadas com campos
de velocidades continuos, pelas suas boas propriedades de convergéncia e precisao, e
pela facilidade resultante da utilizagdo de interpolacées de igual ordem para pressao
e velocidade. O custo computacional da solucio do sistema de equagoes algébricas
associado a 3.15 é minimo quando resolvido iterativamente. Um algoritmos itera-
tivo simples, utilizando como pré-condicionador a matriz diagonal resultante da
avaliacdo do termo A{u,,v,) nos pontos nodais, tem se mostrado muito eficiente
com convergéncia bastante rapida.

Interpolacao de Raviart—Thomas

Consideremos agora X C H(div) dado por X} = W}, onde W}, é um espago vetorial
de Raviart-Thomas definido na secio 3.2. Neste caso, considerando que W} aproxima
u,, e divu, com a mesma ordem, a escolha apropriada para o é o = 0. Os resultados
de interpolacio em W} aplicados a (3.18), com ¢ = 0, levam as taxas de convergéncia

lu — | + [|divu — divay|| < C(R' 1l + W pless), (3.20)

dependentes das possiveis escolha de {, k. Consideremos as seguintes situagoes.

1. | = k = 1. Interpolagdo lagrangiana de mais baixa ordem para a pressao py
combinada com a interpola¢io de mais baixa ordem de Raviart-Thomas.

lu — u,l} < Chpls
l|div(u — )| < Chlpl2

Convergéncia de primeira ordem para ||div(u — u,}|| e ||u — ual|.

2.l=2ek=1
Hu — || < Ch*|pls
fldiv(u —up)|| < CA?|pls

Convergéncia de sequnda ordem para [|div(u—up)l| e |[u—us|| mas a um custo
compubacional elevade comparado com a formulagdo em espago lugrangianos
discutida anteriormente.
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3.3.2 Poés-Processamento Local

Este método é uma generalizacao do método anterior e utiliza residuos de minimos
quadrados da equacio de balango, de uma condic¢ao de rotacional nulo, valida para
campos vetoriais calculados a partir do gradiente, e da lei de Darcy restrita a pontos
de superconvergéncia [38] do gradiente de pressdo. Difere principalmente do método
anterior por definir problemas locais no nivel de cada elemento ou de macroelemen-
tos. Um macroelemento é um conjunto de elementos adjacentes, por lados no caso
bidimensional ou por faces no caso tridimensional, como ilustrado nas Figuras 3.1 e
3.2 respectivamente, para o caso de malha regular de quadrildteros e hexaedros.

Como no caso anterior, seja pp € V¥ uma aproximacdo de elementos finitos
para o campo p conhecida, ou seja, p € a solugido do Problema P,. Seja ainda
V¥ C L*Q)? no caso bidimensional, ou ¥ € L*(2)? no caso tridimensional, isto
é, Y é um espago de elementos finitos lagrangiano usual de classe C*, de fungdes
polinomiais descontinuas na interfaces dos elementos ou dos macroelementos, de
grau k. O pés-processamento local é baseado na forma residual em Y} dada por

(A_luh -+ Vph, Vh,)G + 51h2(divuh - f, diVVh)h
(3.21)

+-6yh% (rot[A ™ ay,], rot[A T vy ])p = 0

onde (fx, gr)r denota o produto interno no nivel dos elementos, dado por

Ne
(fr, gn)n = ;/;’ [h grdQ

sendo ff e gf, respectivamente, as restricoes de f, e gy ao elemento e, e

Ne Gp

(Forgn)e = D D_ Wi fa(x5) gh(xf)

e=11i=1

o "produto interno” calculado numericamente usando integracdo reduzida, sendo
x¢ as coordenadas dos pontos de superconvergéncia do Vp, no elemento e, e W7
pesos associados a estes pontos. No caso de elementos quadrildteros estes pontos de
superconvergéncia sao os pontos de integragao de Gauss-Legendre de ordem & x k,
e tem-se a seguinte estimativa para Vp, para malhas e solugoes regulares

IVp = Vpale < CH* ¥ pliys (3.22)
onde

|Vprl% = (Vpu, Vor)g -
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A estimativa (3.22) expressa a superconvergéncia do gradiente de pj, que ¢é explorada
nesta anslise.

A forma residual (3.21) define o seguinte problema ou conjunto de problemas
sobre cada elemento ou macroelemento.

Problema PLuy,: Dado pj, € Vif achar u;, € Yy, tal que
Ap(up, vp) = Fu(vi) Vv €Y (3.23)

onde

An(un, va) = (A7 ap, Vi) +6r h*(divuy, divva)
Vo wvp,up € Yff

+6h%(rot (A uy,), rot(A™1vy))

Fh(vh) = —61h2(f, diVVh) - (Vph,vh)g.

Neste caso nao é direto que o operador bilinear A (-, ) define sempre uma norma
em Y;¥ como no caso do pés-processamento global. Portanto o Problema PLuy
pode nao ter solucdo dependendo da escolha de k e da composi¢do dos macroele-
mentos. Na referéncia [16] ¢ demonstrado analiticamente, para quadrildteros (2D),
que

[unlln = An(un, va)'/? (3.24)

é uma norma em Y}, equivalente 4 norma do L?, nas seguintes situagoes:

1. Para k > 2 (elementos de alta ordem) e qualquer composigao dos macroelemen-
tos. Neste caso, portanto, o pds-processamento pode ser realizado elemento—
por—elemento;

2. Para k = 1 (elementos bilineares), e macroelementos compostos por pelo
menos dois elementos, como ilustrado na Figura 3.1 para malhas regulares.

Para hexaedros {3D), tém-se demonstrado numericamente, que (3.24) define uma
norma equivalente a norma de L? nas seguintes situagdes:

1. Para k > 2, e qualquer composi¢ido dos macroelementos. Neste caso como
para o caso bidimensional, 0 pés-processamento pode ser realizado elemento-
por—elemento;

2. Para k = 1 (elementos trilineares) com macroelementos compostos por pelo
menos quatro elementos, como ilustrado na Figura 3.2 para malhas regulares.
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Para estes casos, a analise apresentada em [16] conduz & seguinte estimativa

lu — unl]? < C(llu = valla + VP — Virle)

Usando os resultados clissicos de interpolacéo lagrangiana sobre o termo |ju—vy||5 e
considerando a superconvergéncia de |Vp—Vp,|¢ dada em (3.22) tem-se a estimativa

lu — usl| < CA*ules

com taxas de convergéncia 6timas para up.

Figura 3.1: Macroelemento quadrildtero bilinear - 2D

&

Figura 3.2: Macroelemento quadrildtero trilinear - 3D

Além de fornecer taxa de convergéncia Otima para a velocidade o pés—
processamento local é mais apropriado a meios heteronéneos e é naturalmente par-

alelizavel.
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3.4 Experimentos Numéricos

Nesta secdo sdo analisados os resultados obtidos com os métodos descritos para .
problemas encontrados em referéncias da drea de escoamentos em melos porosos
com aplicagoes em aguas subterrineas e reservatorios de petroleo. Considera-se que
estd se resolvendo a pressdo e a velocidade em um instante de tempo fixo n com
¢™ conhecido ou nos casos de escoamentos com M — 1 a pressao e a velocidade sao
calculadas no primeiro intervalo e se mantém fixos durante o processo evolutivo.

As formulacao variacional do pos-processamento permite prescrever pressao ou
fluxo nodalmente dependendo da modelagem desejada. A formulacao mista utiliza
prescricao da pressio como termo de fonte, e da vazao, como condigao de contorno,
em nos localizados nos lados dos elementos. Os casos simulados a seguir utilizam
principalmente a prescri¢ao da pressao por terem origem em trabalhos que utilizam
a formulagdo mista de Raviart—-Thomas e analisam seu desempenho para simulagao
de escoamento em meios heterogéneos.

3.4.1 Exemplo 1

Esta primeira situacio é semelhante ao exemplo apresentado em [8]. O dominio é
quadrado com dimensbes iguais a 1, e considera-se o meio isotrépico com a perme-
abilidade unitaria (K = I) exceto na regido em tom de cinza (Figura 3.3) que indica
uma regiao de baixa permeabilidade. Sao consideradas duas variacoes para o tensor
de permeabilidade desta regido : na primeira o tensor ¢ diagonal (K = 0.00011), e
na segunda o tensor é completo com componente normal igual a 0.0001 e compo-
nente tangencial igual & 0.1. A pressdo é prescritaem z =0, P(0,y) =1, ez =1,
P(l,y) =0 e fluxo normal nuloem y =0 ey = 1.

As Figuras 3.4 e 3.5 apresentam resultados obtidos com a técnica de pos—
processamento global. Se diferenciam na forma como utilizaram o tensor de perme-
abilidade, ou seja, obter 0 método utilizando o residuo da lei de Darcy das seguintes
formas: i) u, = AVp, oui) A~'uy = Vp,. No primeiro caso (Figura 3.4} o tensor de
permeabilidade contribui do lado direito do sistema de equagdes algébricas associado
ao pos-processamento global para o célculo da velocidade. O valor da velocidade
assim obtida em um determinado no, que pertence a elementos com permeabilidades
diferentes, terd semelhanca com uma média ponderada, sendo os valores das permea-
bilidades os pesos desta média. O comportamento que este resultado conduz é uma
aparente diminuicdo da regido de baixa permeabilidade, verificada na Figura 3.4.
Para o segundo caso o tensor de permeabilidade contribui do lado esquerdo do sis-
tema de equacdes e valor nodal da velocidade assim obtida é semelhante & uma
média harmonica. J4 neste caso o resultado é oposto do anterior e a tendéncia €
aparentemente aumentar a regido de baixa permeabilibade, como ¢é verificado na
Figura 3.5.
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u.n=0

— | ] ._._____H\
[ —1baixa
T T permeabilidade

u.n=0

Figura 3.3: Dominio e condigdes de contorno [§]

Para este exemplo uma boa medida para resolver estes imprecisoes seria adotar
malha adaptativa que aumentasse o refinamento nos limites da regido de baixa
permeabilidade, o que produziria bons resultados nas duas situagdes. Porém o mais
adequado para meios heterogéneos é uma formulagio descontinua. As Figuras 3.6
e 3.7 apresentam os resultados obtidos com o pds—processamento local em duas
situagdes do tensor de permeabilidade na regido de baixa permeabilidade. Para o
resultado da Figura 3.6 foi utilizado os tensor de permeabilidade diagonal e para
o resultado Figura 3.7 foi utilizado os tensor de permeabilidade completo sendo a
componente normal igual 4 0.0001 e componente tangencial igual a 0.1. Nestas duas
figuras a velocidade é apresentada no centro do elementos, local que coincide com
os pontos de superconvergéncia.

A diferneca é notada no fluxo que ocorre no interior da regido de baixa perme-
abilidade. No primeiro caso o fluxo vai em dire¢do da camada superior, indicando
uma tendéncia a transferéncia de massa entre as camadas. No segundo caso o fluxo
tende a se dar dentro da prépria regiao de baixa permeabilidade, ndo provocando
transferéncia de massa.
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& —E
B —t=—-

B> *+$%$$$$_&$

Figura 3.4: Velocidades obtidas pelo pés-processamento global

’
i

Figura 3.5: Velocidades obtidas pelo pds-processamento global
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Figura 3.6: Velocidades obtidas pelo pés-processamento local com tensor de per-
meabilidade diagonal
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Figura 3.7: Velocidades obtidas pelo pds-processamento local com tensor de per-
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3.4.2 Exemplo 2

A segunda situagio apresentada para comparagido das formulages apresentadas é
retirada de [11]. Neste artigo é feita uma comparagao entre as velocidades obtidas
pelo método de Galerkin, o método misto de Raviart-Thomas e a técnica de pos—
processamento de [39]. O escoamento ocorre devido 4 diferenca de pressio em uma
regiao confinada nas laterais que possui duas barreiras perpendiculares a diregao de
escoamento que formam um canal por onde o fluido deve passar, como ilu strado
na Figura 3.8. As barreiras sao representadas por regides com baixa permeabilidade
nas quais o fluido ndo deve penetrar. As dificuldades da simulagao deste problema
podem ser verificadas préximas & entrada e 4 saida do canal. Em [11] os autores

E = &
$ §95
| - — i
un=0)
20m
P=100
60m — P=99
20m
K =0.00001

un=(

Figura 3.8: Dominio e condigdes de contorno [11]

fazem uma comparacao injusta no inicio do trabalho mostrando as velocidades obti-
das com o método Galerkin, para uma malha de tridngulos, na entrada do canal.
Existem logais onde a velocidade é melhor calculada, que sdo os meios dos lados dos
elementos, que apresentam um comportamento melhor para a mesma malha.

Observando as Figuras 3.9,3.10 e 3.11 pode-se notar uma diferenca que ocorre no
inicio do canal (parte superior esquerda) e na saida dele (parte inferior direita). As
velocidades obtidas pelo pés-processamento (Figuras 3.10 e 3.11) sao mais estdveis e
nao apresentam as oscilagbes que ocorrem nas velocidades obtidas diretamente pela
lei de Darcy (Figura 3.9).
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Figura 3.10: Velocidades obtidas pelo pos-processamento global

Do ponto de vista de conservagdo de massa a quantidade do fluido que estd
passando pelo canal para os métodos de Galerkin e pds-processamento global é 90%
do valor imposto no contorno, quando se utiliza uma malha de 25 x 25 elementos
quadrildteros bilineares e se for usada uma malha de 50x50 este valor atinge 95%
0 que mostra a convergéncia dos métodos. Ja as velocidades obtidas pelo pds-
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processamento local foram desenhadas usando o valor no centro de cada elemento e
a quantidade que fluido que passa no canal é de 99.8% da vazao total imposta no
contorno para a malha de 25x25. Este resultado confirma a eficiéncia do método
para tratar problemas de escoamento em meio heterogéneo.
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Figura 3.11: Velocidades obtidas pelo pds-processamento local



Capitulo 4

Métodos de Elementos Finitos

para Escoamentos Miscivelis

Como foi comentado anteriormente, utilizar o esquema de integracido sequencial-
mente implicito permite resolver as equages da pressao, da velocidade e da con-
centracdo separadamente a cada intervalo de tempo, facilitando a computacéo e a
andlise. Porém esta é somente uma estratégia para resolver o problema que na reali-
dade é acoplado. No capitulo anterior foram discutidas algumas possibilidades para
o calculo da pressdo e da velocidade para problemas de escoamentos. Neste capitulo
é apresentada uma formulagio de elementos finitos para a aproximacio da equagao
da concentragao e analisada a metodologia obtida combinando esta formulagao com
o método implicito sequencial para discretizagio no tempo, método de Galerkin para
a aproximacao da pressido e pdés—processamento para a aproximacao da velocidade.

Uma formulacio de elementos finitos estabilizada proposta em [23] para pro-
blemas de fluxos predominantemente convectivos é utilizada para equagao da con-
centracao. Esta formulacao, conhecida como SUPG (Streamline Upwind Petrov-
Galerkin), utiliza fungdes peso descontinuas construidas adicionando-se as fungoes
peso do método cldssico de Galerkin perturbagGes que atuam na direcdo das lin-
has de corrente. Apesar do método ndo excluir totalmente oscilagtes da solucao,
bons resultados para simulacdes em duas e trés dimensdes foram obtidos uti-
lizando esta metodologia para simulagdo de escoamentos monofésicos e bifésicos
(17, 18, 40, 19, 20, 21, 24]. A adi¢do de termos de captura de choque como aqueles
que sao utilizados em [37, 41, 22] reduzem os efeitos de instabilidades do método.

Através de resultados da andlise numérica (34, 42, 4, 43] estuda-se o caso de

37
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escoamentos de fluidos com viscosidades diferentes (M > 1), que mostram a in-
fluéncia da aproximacdo da concentracio no cédlculo da velocidade e a influéncia
da aproximacao da velocidade no cilculo da concentragdo. Nos casos de injegao
de tragadores (M = 1), os resultados do capitulo anterior sdo validos e resulta-
dos da analise mostram a influéncia da aproximacgao da velocidade no calculo da
concentracio [44].

Algumas simulagoes de processos de recuperagao tercidria e inje¢ao de tragadores
em modelos bi e tridimensionais utilizando computacido sequencial e paralela sao
apresentadas e analisadas. Faz-se comparacoes entre os resultados de referéncias da
area de simulagao de reservatérios para o caso de recuperagao tercidria com M > 1
[1] e injegdo de tragadores M = 1 [33] em duas dimensdes. Modelos tridimensionais
sao construidos utilizando basicamente os dados dos modelos bidimensionais com
algumas adaptagoes.

4.1 Analise Numérica do Problema Acoplado, M > 1

Considerando o algoritmo de discretizacao no tempo e usando o esquema implicito
sequencial apresentado no Capitulo 2:

Paran=0,1,2,..., N achar u®, p” e ¢"*! em Q x [0, T] satisfazendo a

divu™ = f*

com
u"-n=DW)V -n=0em 9.

Nesta secao € retomado o problema acoplado de escoamentos de fluidos misciveis
em meios porosos com viscosidades diferentes e é proposta uma metodologia para a
resolugdo do sistema de equagoes anterior.

4.1.1 Calculo da Pressao e da Velocidade

Na solugao deste problema serao adotados os métodos apresentados no capitulo an-
terior, ou seja, formulagao lagrangiana de mesma ordem para a pressao e velocidade,
esta dltima usando técnica de pds—processamento, que por simplicidade colocamos
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somente na opgao global. Neste caso hd uma diferenca no tensor A = % definido
anteriormente para o qual ndo era considerada a dependéncia da viscosidade com a
concentragio que serd agora considerada, ou seja A(c?) = K/u(ch). As formulagdes
adaptadas a nova situagio (M > 1), para o qual a pressio e velocidade dependem
da concentracao calculada no instante anterior, ficam

para a pressao

Problema P}: Conhecido ¢}, solucao da equagao da concentragao, achar pj; €
V¥ tal que

At gn) = flan) ¥V ane V¥

com

K
AR ar) = (—=VPRVa) ¥V pn e g€V
(k)

Flay=(f,am)V gneVy

para a velocidade

Problema Puf: Conhecidos ¢}, solugio da equagado da concentragao, e pj € vk,
solucdo do Problema P7 | achar u? € X} tal que

A (Ul vy) = Fo(chipfsv) ¥V vy € X}
onde

A, vi) = (K u(cup, vp) + Az (dival, divvy) ¥V u, e vy € XF

Fo(vy) = —h3(f,divvy) — (o8, divws) vy € XF.

Considerando o acoplamento entre as equacdes, a estimativa de erro para a
velocidade fica [44]:

n n 1.1, n n n
[ — up|l + M3R2||div(u® — up)l} < CM (A + [lc = )

Este resultado assume o pds—processamento global para o cdlculo da velocidade
com ¢ = 1, resultando taxa de convergéncia quasi-6tima, como no resultado apre-
sentado no capitulo anterior. Nota-se porém que neste caso a estimativa para aprox-
imagao de u} depende de M e do erro da aproximagio da concentracao ||c — c}||.
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4.1.2 Calculo da Concentracao

Para derivar a forma variacional da equacao da concentracao em cada intervalo de
tempo define-se a forma residual:

n-+1 n

C
+u” - VA - div(D(W) V) 4 (L gt i

c —
R(Cn+1) = ('g—----—AT

cuja a condigao de ortogonalidade
/ R pd =0, ¥V &g H
Q

apoés integragao por partes define o seguinte problema

Problema C™: Conhecidos u® e ¢® achar ¢**! € H! tal que
Clethm=F(") ¥V neM

com
C( ) = () + AT(w, - V™, ) + AT(D(u,) Ve, Vin)+
AT(f*+ ™ n)

F(c*n) = (" + ATg™ n)

sendo gn+1 — fﬂ+lén+1.
A aproximacao por elementos finitos deste problema construida com base na
formulacao classica de Galerkin consiste em:

Problema C?: Conhecidos u} € XF, solugio do Problema Pu}, e ¢} € M}

achar cit! € M} tal que

ClEatm)=F(q) ¥V ime M,

onde M} = St C H' sendo S. o espago de elementos finitos lagrangiano de grau
! > 1 definido no capitulo anterior inicialmente para a pressdo. Devido ao escoa-
mento predominantemente convectivo, esta aproximacao de Galerkin ndo apresenta
boa propriedade de estabilidade, conduzindo a aproximagoes com oscilagdes espurias,
e portanto ina- ceitdveis nas simulagoes reais. Métodos estabilizados tém sido uti-
lizados nestes casos, em particular métodos do tipo Petrov-Galerkin obtidos pela
adicao de termos de estabilizacgio

O método aqui utilizado, introduzido em [23], adiciona perturbagdes as fungdes
peso do método de Galerkin que atuam na dire¢io das linhas de corrente no nivel
dos elementos. Deste modo a formulagdo estabilizada (SUPG) é construida a partir
do residuo variacional:
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fQR iy th+Zf R0t Vied2 =0 ¥ g, € ML

onde 2L u? e 7, sdo as restri¢des, ao elemento e de it ul e 7y, respectivamente.
O parametro de estabilizacido 6, > 0, serd definido posteriormente. Esta forma
residual define entdao o seguinte problema variacional:

Problema CE}: Conhecidos u} € X¥ e ¢ € V} achar ™' € M} tal que
ColGtm) = Fe() ¥ me M,
com

(&2, 1) = (%, m) ¥ mw € M},

onde
C ( n+1’ Tfh) C(CZH, nh)—i'
. (4.1)
SR + ATu? - Vet — ATdiv(D(uZ)Vt) + AT e, 6ouf - V)]
e=1
€
Ne
Fo(clym) = F(chm) + D[(ch + ATg™ 1, deuf - V), (4.2)
e=1

sendo &, definido em cada elemento por [23]:

he

————  Pe,>1
5, =4 2lullz= i

0 0< Pe, <1

onde

mx||u2||L°°he

Pe, = Dg/de

é o nimero de Péclet dependente da malha, e

de = Qipor + 2 xigge [u?(z)],

= uin (5
mk—3m1n2czmj
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D = (2etmot + U[uZl|z)” +2(3c — 200)| VUL [F o hins) ¥
A constante inversa ci,, tipica de espacos de elementos finitos, € tal que
2 2 2 l
Cinps||Ava]]® < || Vunll®, Vun € M;.

Os termos multiplicados por 8, em 4.1 e 4.2 sdo responsaveis pela estabilizagao
do método. Para é, = 0 o método é o método de Galerkin e para &, # 0, dado pela
definicdo anterior, os termos de estabiliza¢do sdo acionados geralmente em elementos
onde ha presenca de camada limite, e devido a isto é um método adaptativo e
dependente da malha.

De posse de uma formulacao para aproximacao da concentracio pode-se voltar
ao sistema de equacdes original para se propor uma metodologia para sua resolugo:
calcula-se a pressio pj resolvendo o Problema P}, calcula-se a velocidade uj; resol-
vendo o Problema Pu}, e calcula-se a concentragio ¢} -+ 1 resolvendo o (Problema
CEp}), para cada instante de tempo, como ilustrado pelo algoritmo da Figura 4.1,
considerando o método implicito sequencial para a discretizacdo do tempo e AT
para a pressio e velocidade igual ao da concentragao.

paran=0,1,2,..., N faca
T=T+AT
Calcula a pressao pj,

Ao}, qn) = flgn)

Calcula a velocidade uj

Ay (uh, vi) = Fo (s i va)

Calcula a concentragdo cpt!

CER ™, mp) = F(ck; uf, mn)

fim do faca

Figura 4.1: Algoritmo do esquema implicito sequencial para o problema acoplado

Para este caso vale o seguinte resultado da andlise para a aproximagao da con-
centragao [44]:
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N Ne
max [loft) — chlIF+ AT 3 S (IV(eltn) — I + 6ol - V(e(t) — e)]l) <
- = n=1e=1

C1(AT)? + Cy( M2RFF o p2Hh)

onde c(t,) é a concentragdo exata para o instante t; k € o grau de interpolacao para a
velocidade e { é o grau de interpolagao para a concentragdo. Considerando [ = &, que
representa elementos com igual interpolacao para a velocidade e para a concentragao,
e consequentemente para a pressdo, este método fornece taxa quasi-6tima para
a aproximacdo da concentracdo. Este resultado considera o método de diferenca
finita para a discretizagao do tempo e a aproximacdo da concentragdo obtida da
resolugio do Problema CE}, e mostra que a aproximagao da concentragio, além
de ser influenciada pelos erros da aproximagio da velocidade, é também influenciada
pelo valor da razao de mobilidade M.

4.2 Analise Numérica de Injecao de Tracgador

O modelo de escoamento adotado para as simulagdes de injecdo de tragadores com
M =1 é de certa forma desacoplado e para simulagio deste escoamento calcula-
se, primeiramente, py € u,, independentes da concentracao e em seguida integra-se
a equacdo da concentracio no tempo para calcular ¢it' em cada instante, como

ilustrado pelo algoritmo da Figura 4.2.

Neste caso a aproximagio da velocidade néo € influenciada pelos erros de aproxi-
macao da concentragio, e valem os resultados da analise do capitulo anterior, mas a
aproximacao da concentragdo é influenciada pelos erros cometidos na aproximagao
da velocidade como pode ser confirmado pelo seguinte resultado da analise [44]:

N Ne
max [le(ta) — 17+ AT S S (IV(eltn) — IF +elfu - Vieta) = ) <
== n=1e=1

N N
CLATY? + CAT Y |lu™ — uf||* + G AT > B |c(tn) |51
n=1 n=1
sendo neste caso a velocidade independente do tempo e uma parcela fixa do erro de
aproximacio desta, multiplicada por AT, ¢ adicioada a cada intervalo de tempo.

Este resultado considera o método de diferenga finita para a discretizagio do
tempo e a aproximagio da concentracio obtida da resolugao do Problema CEf}. A
aproximacao da velocidade ndo esta particularizada e pode ser escolhida posterior-
mente. Para u® calculada pelo pés-processamento continuo (||lu—uy||? = O(h%*+!) e
adotando a mesma ordem de interpolacao para a pressao, velocidade e concentragao
tém-se
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Calcula a pressio py

A(pr, qn) = f(gn)

Calcula a velocidade u,,

Ag(un, v) = Fo(pu;vn)

paran=20,1,2,...,N faca
T=T+AT

Calcula a concentragdo ¢t

CERT, m) = F(cF; un, )

fim do faca

Figura 4.2: Algoritmo do esquema implicito sequencial para a injecao de tragador

N Ne
Jmaxfle(ta) = kI + AT 32 3 ([V{eltn) = E)I* + bellu - Vie(ta) = €ll) <
n=1e=1

CL(AT)* + CAT Z R a1 + CaAT Z R et )Ili+1

n=1 n=1

resultando em taxa de convergéncia quasi-Gtima para a concentragao dada pelo
método de Petrov—Galerkin.

A exigéncia de intervalos de tempo muito pequenos para obtencdo de bons re-
sultados para a simula¢do de inje¢do de tragador pode ser uma limitagao para a
utilizagio do método SUPG. Algumas alternativas tém sido estudas para a con-
tornar esta dificuldade. Malhas adaptativas tém sido estudas utilizando esta mesma
metodologia [24] apresentando bons resultados. Além desta, utilizando os métodos
de clementos finitos apresentados no Capitulo 3 para o cédlculo da pressao e veloci-
dade, a equacdo da concentragdo pode ser resolvida pelo método das caracteristicas
modificado com malha mével [19] ou métodos das linhas de fluxo [25]. A seguir
discute-se rapidamente estas possibilidades como alternativas para simulagao de
injecdo de tracadores em reservatdrios de petroleo.

4.2.1 Meétodo das Caracteristicas com Malha Mével

Utilizando o esquema implicito sequencial e velocidade obtidas resolvendo o Pro-
blema Pu, a equacdo da concentragio pode ser aproximada resolvendo o seguinte
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problema,

Paran =0,1,2,..., N, conhecidos c*(x) e u, solugdo do Problema Pu,, achar
et tal que

(%) - (%)

P N _ d-lv(D(uh)vcn-l-l) + cn+1fn+1 — én+1fn+1 in O

=%+ AT in
@

e u}(x) sendo um campo de velocidade média no intervalo [I° — AT, T).
A formulacdo de Galerkin para este problema é

Paran =0,1,2,..., N, conhecidos c}(x) e u, solu¢io do Problema Puj, achar
gt e Mt tal que Vi, € MF

(&) — (%)
(7 AT

) + (D(Ug) Ve, Vi) + (fH o+ ) = (@ o)

com c* = ¢o(x), obtido pelo modelo axissimétrico.

Para este caso o0 método de Galerkin funciona perfeitamente, devido ao termo
de conveccado estar presente implicitamente no cdlculo de X e ndo na aproximagao
de elementos finitos da equacdo da concentracio que tem, neste caso, um cardcter
parabdlico.

(a) malha (b) curvas de isoconcentragio

Figura 4.3: Malha e curva de isoconcentragao para 1200dias obtidas pelo método
das caracteristicas modificado com malha mével para escoamento sem difusdo (o =
Gy = OU)

Para ilustragio deste método, resultados para a simulacao de injecao de tragador
em um dominio de 1/4 do arranjo dos cincos pogos, sao apresentados. As Figu-
ras 4.3(a) e 4.3(b) mostram a malha de 20 x 40 e a solugdo em forma de curvas
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de isoconcentragio para 1100 dias, para um volume de tragador de 0.3% do vol-
ume poroso total e escoamento sem difusdo (og = 0.0 ¢ o, = 0.0), em um dominio
1000.0 x 1000.0f#2, ¢ = 0.1 e K, = K, = 100.0uD e vazdo ¢ = 200ft*/dia. Na
Figura 4.3(b) as duas linhas extremas representam os limites da malha da concen-
tracao.

O campo de velocidade é calculado para todo o dominio, neste caso usando uma
malha 80 x 80, e para a equac¢ao da concentragio uma malha mével de 20 x 40, com
AT = 20.0 dias. Este método que pode ser visto como um método adaptativo,
bastante eficiente para este problema, usa a solug@o axissimétrica como condicac
inicial e move a malha a cada passo de tempo acompanhando o escoamento. Porém
esta formulagdo, apresenta algumas dificuldades, tais como: excessiva distor¢ao e
até mesmo colapso dos elementos, no instante em que o tragador atinge pocos de
producao. Para contornar estas dificuldades pode-se redefinir a malha, ou projetar a
solucado em uma malha fixa na vizinhanga dos pogos de producao e trocar de método.

A simulagio comn este método é feita com poucos elementos e sem introdugio
de difusao artificial. Porém deve estar associado a um campo de velocidade preciso
{19].

4.2.2 Método das Linhas de Fluxo

Considerando o método de linhas de fluxo apresentado em [45] para resolver o trans-,
porte da concentragdo de um po¢o injetor ao pogo produtor combinado com o campo
de velocidade calculado pelo pds—processamento pode-se gerar um método preciso
e com baixos custos para a simulagio de injegio de tragadores em reservatérios de
petréleo.

Calculando-se o campo de velocidade pode-se determinar as trajetorias das
particulas. Supondo ndc haver fluxo transversal ou dispersdo transversal a con-
centracdo no pogo produtor no instante t é dada por [45]:

Co V;tr st 1 (tbm - t)z
c=——— Z —exp| ————
2q,(map)? ol 2 devp I,

onde N é o niimero de linhas de fluxo que chegam no pogo produtor, ¢g € a concen-
tracao de tragador no pogo injetor, Vi, é o volume de tragador injetado, ¢; a vazao
total nos pocos, cy, é a dispersdo longitudinal, ., é o tempo de chegada do tragador
de cada linha de fluxo n, dado por

P ds
toin = —_—

n
Tpi
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Tpp

d
%Z/g

ZTpi

tn
v

onde v, € a velocidade de Darcy na linha de fluxo n, s sua trajetéria e z,; e T, as
coordenadas dos pocos de inje¢do e produgdo respectivamente.

Otimos resultados podem ser obtidos com esta técnica que novamente exige
campos de velocidades precisos. Note que neste caso pode-se admitir que a tnica
aproximagao introduzida ¢ no cdlculo das velocidade. Deste modo tem-se

@) - &0l < € [ u(s) - un(s)lds

onde &(t) representa a concentragdo associada a aproximagao da velocidade uy(t).

O custo computacional deste método é minimo. Isto permitiu que este fosse com-
binado com algoritmos genéticos para um estudo de identificagao de propriedades
em um modelo de 1/4 do arranjo de 5 pocos [25]. Para aplicacdo desta metodologia
um niimero grande de simulagbes sdo necessdrias e o baixo custo de cada uma foi
determinante para o sucesso deste primeiro estudo.

0.12 T T
target —

solutieon - —

0.1 ]

0.08 |

0.06

concentration

0041

0.02 |

0 1 I 1 i 1 1
1000 1500 2000 250% 3000 3500 4000 4500
ays

{a) Concentragio do efluente (b) Modelo

Figura 4.4: Comparagio entre o modelo construido (linha cheia e ¢ = 0.18) e o
modelo encontrado {linha tracejada e ¢ = 0.168) pela estratégia da linhas de fluxo
mais algoritmos genético

O problema tratado neste artigo consistiu da identificagao de uma regiao com
propriedades diferentes do resto do reservatério pela comparagao com a curva do
efluente do caso construido previamente. O objetivo é identificar a porosidade desta
regido, suas dimensoes e localizagdo, sabendo apenas que esta tinha forma retan-
gular. As Figuras 4.4(a) e 4.4(b) mostram o resultado final para um total de 9000
simulagdes usando 4 estagdes de trabalho interligadas e comunicando via PVM [32]
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através de um esquema mestre—escravo que distribuifa as simulagdes pelas maquinas
disponiveis na rede. O tempo total gasto para a solu¢ao deste problema inverso nao
excedeu a 1 hora.

4.3 Resultados das Simulagoes Numéricas

Os resultados numéricos apresentados neste capitulo tém como objetivo ilustrar
o comportamento dos métodos desenvolvidos para a simulagdo de escoamentos
misciveis.

O primeiro caso é retirado de [1] e usado para discutir a estabilidade do método
diante das dificuldades usualmente encontradas, tais como baixos coeficientes de
difusdo e alta razdo de mobilidade entre o fluido injetado e o residente.

O segundo caso é de injecao dé tragadores simulado pelo escoamento monofdsico
com uma dnica componente encontrado em [33]. Neste caso a pequena quantidade
de tracador inserida no fluido injetado ndo altera as propriedades deste, ¢ justamente
por ser em quantidade pequena requer métodos precisos e estiveis para uma boa
resolucao do problema.

O terceiro caso é a simulacio da inje¢io de tragador em uma regido do reser-
vatério de Namorado, na Bacia de Campos. Os dados foram obtidos para simulagao
como atividade do projeto de cooperacao cientifica entre 0 LNCC a COPPE e o
CENPES/PETROBRAS. O modelo é ainda bidimensional mas a geometria nao €
mais do arranjo dos 5 pogos, como nos casos anteriores. As simulagdes avaliam
o comportamento do escoamento diante de duas diferentes situagdes do tensor de
permeabilidade.

O quarto e o quinto casos sdo simulagdes usando modelos tridimensionais em
meios heterogéneos por camadas de diferentes permeabilidades, camadas estas com
comunicacdo entre si. O dominio computacional e as propriedades do meio e do
escoamento foram adotadas do caso bidimensional de injecao continua com algumas
adaptagoes. O quarto caso é um modelo para simulacdo do processo de recuperagao
tercidria e o quinto um modelo de injecao de tragador.

Em todos os casos o campo de velocidades foi obtido pelo pds—processamento
global e interpolagbes de igual ordem para a pressdo, velocidade e concentragio.
Nos casos da simulagdo de processos de recuperacio tercidria o AT utilizado para
a concentracao foi adotado também para a atualizacdo da pressdo e da velocidade,
embora o método implicito sequencial permitisse adotd-los diferentes. Nos casos
de injecdo de tragador a pressdo e a velocidade nao se alteram com o tempo e sao
calculadas uma tinica vez no inicio do processo.

A utilizagdo de métodos iterativos neste trabalho para solucdo dos sistema de
equacoes algébricas associadas ao cédlculo da pressao, velocidade e concentracio per-
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mite o armazenamento das matrizes dos sistemas no nivel dos elementos utilizando
a técnica de elemento-por-elemento, bastante econdmica em termos de gasto de
meméria e fundamental para resolver problemas tridimensionais e para a imple-
mentacao em paralelo dos métodos apresentados anteriormente.

Para resolver o sistema de equagoes associado & presséo e & velocidade o método
dos gradientes conjugados (MGC) ¢ apropriado por se tratar de sistemas com ma-
trizes simétricas e positivas definidas. Para resolver o sistema de equagdes associado
A concentracdo foi utilizado o método dos residuoas minimos generalizados com
reinicio (GMRES(m)), sendo m o nimero de vetores da base. Para ambos métodos
foi utilizado o precondicionamento de Jacobi, muito simples de ser implementado e
apresentado no Capitulo 5 assim como os dois métodos.

4.3.1 Modelo Bidimensional de Processo de Recuperagao Terciaria

Este exemplo trata do escoamento monofasico com duas componentes em um meio
poroso bidimensional rigido. As simulagdes sdo realizadas em um dominio de geo-
metria simples e utilizam a simetria do problema para a andlise do escoamento em
um reservatério que apresenta uma distribuicdo de pogos como na Figura 4.5, co-
nhecida como arranjo dos cinco pogos. Esta figura também mostra duas maneiras de
modelagem espacial do dominio com simetria. Utilizando elementos quadrildteros
estas duas situacdes se diferem pela disposi¢do dos elementos com relagio aos pogos
produtores e injetores, representados na figura por circulos brancos (P) e pretos
(I) respectivamente. Identificadas por malha paralela e diagonal, elas vao auxiliar
na andlise da dependéncia da resposta do modelo numérico com a orientagao do
elementos.

Q (o] o] o] O
. ] ] ]
o] o & P Q P o
. I/c‘ I
Malha diagonal Malha paralela
o o op o p o

Figura 4.5: Arranjo dos cinco pogos: Modelo de disposigao de pogos em um reser-
vatdrio e malhas com orientagio diagonal e paralela
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Diferentemente de escoamentos em meios heterogéneos, escoamentos em meios
homogéneos nio apresentam mais de uma direcdo preferencial. A parte da frente
de mistura que se encontra na linha que une um pogo injetor e um produtor tem
maior velocidade e provoca a formagio de uma saliéncia (viscous finger), que serd
a primeira parte do fluido injetado a atingir o pogo de produgdo. A partir deste
instante o escoamento entra praticamente em um regime estacionario. Quanto maior
o valor da razao de mobilidade M, mais rapido ird se dar este fendmeno.

Em meios homogéneos, a ocorréncia de mais de uma diregdo preferencial indica a
presenca de problemas numéricos. Em [1] é analisado o escoamento em um quarto de
arranjo dos 5 pogos, em meio homogéneo. Este problema foi construido para avaliar
o método apresentado naquele artigo. E com o mesmo objetivo que este exemplo
se coloca neste trabalho. A dificuldade na modelagem numérica deste exemplo vem
do valor alto escolhido para a razao de mobilidade (M = 41) e valores baixos para
os coeficientes de dispersdo fisica (o ¢ o). Esta combinagio provoca a formagio
de uma frente de mistura fisicamente instdvel mas ainda assim nao ha razao para o
surgimento de mais uma direcao preferencial para o escoamento.

(Geometria e propriedades . valores
Dominio 1000 x 1000 f¢
Porosidade w=201
Tensor de perm. da cam. sup. K, =K, =100uD
Razao de mobilidade M =41.0
Difusdo hidrodindmica, caso 1 = 10.0ft, 0 = 1.Of1
Difusao hidrodindmica, caso 2 oy = 4.0ft, oy = 0.4ft
Difusao hidrodindmica, caso 3 oy =2.0ft, 00 = 0.2f1
Vaza0 nos pogos g = 200.0ft?/dia
Intervalo de integracao no tempo AT =10.0,20.0,40.0d%as
Malhas 100 x 100, 77 x 77, 50 x 50 elementos

Tabela 4.1: Dominio, propriedades, malhas, para o modelo recuperagio terciaria
bidimensional

As unidades adotadas sdo as mesmas do artigo [1] com comprimento em ft e
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tempo em dias. O comprimento do lado do modelo de cinco pogos completo € 2000 f¢
(distancia entre dois pogos iguals, injetores ou produtores). No caso da simulagao
com malha diagonal temos um dominio quadrado de lado 1000f¢ e para malha
paralela 1414.21f¢. O meio poroso é homogéneo com permeabilidade K = 100uD) ¢
porosidade ¢ = 0.1. e a viscosidade do éleo residente é ;(0) = 1cP. A vazao nos
pocos é de 200ft%/dia, isto significa dizer que um volume poroso (PV) do solvente
é injetado a cada 2000 dias (Tabela 4.1).

As simulaces foram realizadas com malhas uniformes de 50 x 50, 77 x 77,
100 x 100 elementos quadrildteros bilineares lagrangianos para os trés campos:
pressdo, velocidade e concentragdo, fornecendo valores nodais para cada um de-
les. Na discretizacdo do tempo foram utilizados passos de tempos fixos iguais a
10, 20 ¢ 40 dias. Admitindo a hipGtese do escoamento apresentar simetria radial um
modelo axissimétrico foi usado como condicéo inicial para o problema bidimensional.
Corm uma malha de 2000 elementos lineares, intervalo de tempo igual a 0.1dza, para
todas simulacdes, ap6s 100 dias a solugdo foi projetada na malha bidimensional. A
seguir resolve-se a equagao da pressio utilizando os novos coeficientes e a equagio da
concentragao, dando prosseguimento ao esquema sequencial implicito. Este procedi-
mento é essencial para o bom resultado do modelo e funciona como um refinamento
adaptativo da malha e do AT. A técnica de remogao de singularidade [3] é também
utilizada.

Os resultados numéricos das simulagdes sdo apresentados por curvas de isocon-
centracao, com valores 0.1,0.3,0.5,0.7 e 0.9, e curvas de produgao que representam
0 quanto de material residente é extraido durante o processo de inje¢do continua do
solvente. As curvas de isoconcentragao sao apresentadas apds 1000 dias do inicio do
processo de injecao do solvente, ou apds 50% VP ter sido injetado. Este € o tempo
médio que o solvente leva para atingir o pogo produtor, no caso de M = 41, para
valores menores de M este tempo é maior e a quantidade de 6leo varrido e produzido
é maior. Até este instante podem surgir as maiores dificuldades na simulagio, de-
pois o escoamento entra em regime permanente e sem muito interesse pois 0 que se
produz é uma mistura muito pobre em 6leo.

O outro resultado é apresentado em curvas de produgio e o valor desenhado
é 0 volume de material acumulado com o passar do tempo que inicialmente tem
comportamento linear devido a dois fatores: primeiro porque o escoamento é incom-
pressivel e como, em todos os exemplos, a injegdo é uniforme a produgao também
serd; e segundo porque o fluido injetado ndo atingiu o pogo produtor, quando isso
acontece o material produzido nao é sé o fluido residente mas uma mistura entre
ele e o fluido injetado, provocando uma queda na producao do petréleo residente.
Apresentar os resultados desta maneira evita maiores enganos pois, em alguns ca-
sos, a curva de produgdo pode apresentar um otimo aspecto porém o escoamento
ocorrido no interior do reservatério pode ter sido totalmente instavel e diferente da
realidade. A Figura 4.6 mostra os resultados obtidos com a metodologia apresentada
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neste trabalho, ou seja técnica de pés—processamento global (PP), para a velocidade,
mais Galerkin com termos de estabilizagio (SUPG), para a concentracdo, identifi-
cada daqui em diante por PP+SUPG; e o resultado obtido com o método misto
(MM) para as velocidades e método das caracteristicas (MC) para a concentragao
[1], identificada por MM+MC. Nos resultados de [1] sao utilizadas malhas adaptadas
4 solucdo com refinamento préximo aos pocos para a equagdo da pressdo e refinada
proxima ao pogo produtor para a equagio da concentragdo. A Figura 4.6(c) é a
Figura 1b daquele artigo que foi copiada e colocada aqui para comparagio. Como
em [1] os valores para dispersao fisica sdo: oy = 100,y = 1.0, AT = 40.0ea
malha na orientacio paralela é de 77 x 77 e orientacdo diagonal 50 x 50. Os resul-
tados das duas metodologias, PP+SUPG e MM+MC, sdo equivalentes, com esfor¢o
computacional também equivalente, ¢ para este caso nao ha efeito de orienta¢ao de

//':
7,

— /)
N
|

(a) PP4+SUPG, malha paralela 77 x 77 (b) PP+SUPG, malha diag. 50 x 50

malha.

{c) MM+MC,malha paralela 77 x 77

Figura 4.6: o; = 10.0, ¢y = 1.0, AT = 40.0 [1]
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Ainda comparando os resultados das duas metodologias percebe-se nestas figuras
(4.6(a), 4.6(b), 4.6(c)) um pequena diferenca na largura da regido de mistura. Longe
do pogo de produgao o método PP+SUPG apresenta um faixa mais larga e préximo
ao pogo de produgao uma frente mais estreita que a obtida com MM+MC. Este
comportamento pode ser devido as velocidades, que préxima aos pogos, sio melhor
calculadas pela técnica de pds-processamento e apesar do refinamento adaptativo
da malha da pressao utilizada em [1] a formulagao PP4+SUPG com remogio de sin-
gularidade permite simular os pogos como cargas concentradas, 0 que nao acontece
para a formulagio mista. Longe dos pogos, onde as velocidades sao menores e mais
regulares o método usado na aproximagao da equacao da concentracao ¢ mais de-
terminante no resultado, e sendo o método das caracteristicas mais preciso, por nao
adicionar termos de estabiliza¢io, possui menos difusdo apresentando a largura da
frente mais estreita.

As Figuras 4.7(a), 4.7(b) mostram novamente a equivaléncia entre as duas
metodologias com malhas 100 x 100. Nestas figuras pode-se observar um com-
portamento semelhante ao anterior no qual préximo ao pogo de produgao o método
PP+SUPG apresenta menor difusdo, diferentemente do que ocorre no contorno longe
dos pocos. Utilizando A = 20 dias pode-se melhorar este resultado, como mostra a
Figura 4.7(a). Porém um 6timo resultado, para este caso, € obtido utilizando uma
malha de 50 x 50 elementos e AT = 20.0 dias, apresentrado na Figura 4.7(d) para
as mesmas condicdes do escoamento. Os resultados apresentados nas Figuras 4.7(d)
e 4.7(c) estdo mais proximos do resultado da Figura 4.7(b) com relagio a largura
da frente de mistura tanto préximo ao poco produtor quanto fora desta regido. Isso
confirma os resultados da andlise que mostram o acoplamento entre a aproximacao
espacial e temporal e além disso mostram que a difusdo estd mais relacionada com
o intervalo de tempo adotado.

Uma grande diferenca entre os dois modelos pode ser notada na Figura 4.8.
A Figura 4.8(c) é a Figura 8d de [1] e nela aparecem fingers que sido devidos a
instabilidade numeérica e isto ndo ocorre na Figura 4.7(a). Neste artigo os autores
deixam claro a dificuldade da simulagio de escoamentos com altos valores da razao
de mobilidade e baixos valores para os coeficientes de dispersdo. A metodologia
apresentada aqui também estd sujeita a estas dificuldades. A causa deste mau
comportamento ¢ uma falha na modelagem, mais especificamente na inicializagao
do processo. Problemas semelhantes ocorreram com o método apresentado quando
se utilizou um modelo axissimétrico menos refinado (Figura 4.9).

Bons resultados da metologogia PP+SUPG sdo apresentados na Figura 4.10,4.11
utilizando a malha de 50 x 50 elementos quadrildteros bilineares. Na Figura 4.10
encontram-se resultados com malha 50 x 50 para diferentes intervalos de tempo. A
Figura 4.10(a) apresenta curvas de isoconcentragio onde ocorre alguma instabilidade
para AT =10.0 dias. Pode-se concluir que para esta simulacio AT = 20.0 dias
é uma boa escolha. Na Figura 4.11 nota-se a influéncia da disperséo fisica na largura
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da frente de mistura e o resultado desta nas curvas de produgao.

A Tabela 4.2 apresenta o numero de iteragdes médios para cada intervalo de
tempo para a solugdo de problema usando métodos iterativos para a solugao dos
sistemas de equagdes algébricas envolvidos na simulagdo, usando tolerdncia de 10~°
para os trés sistemas. Apesar do sistema associado ao célculo da velocidade ser 4
vezes maior que o da pressao o nimero de iteragdes é bem menor devido a carac-
teristicas da matriz, que apresenta semelhancas com a matrizes de massa, e ainda de-
vido ao primeiro residuo da equacio trazer informacoes bastante préxima a solugao,
isto é 79 é diretamente proporcional a A~'Vp} que é uma boa aproximacdo da
solucgao.

E ® 100 X 100
/ ol
f___,r-f'/
/
oL = 1€; DT = 1
t = 1000
(a) PP+SUPG, 100 x 100, AT = 40.0 (by MM+MC, 100 x 100, AT = 400

(c) PP+SUPG, 100 x 100, AT = 20.0 (d) PP+SUPG, 50 x 50, A T = 20.0

Figura 4.7: o = 10.0, o = 1.0, malhas diagonais
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(a) PP+5UPG,100 x 100, AT = 40.0 (b) PP+SUPG, 50 x 50, AT = 20.0

€ 7 100 X 10D

OL = 24 OT = .2
oL = 40; L = fDOQ

(¢} MM+MC,100 x 100, AT = 40.0

Figura 4.8: oy = 2.0, ¢ = 0.2, malhas diagonais

Figura 4.9: Mau resultado,o; = 2.0ft, 0 = 0.2ft, 50 x 50, A T' = 20.0
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0 ! 1 1
0 500 1000 1500 2000
tempo(dias)
{d) Curvas de produgio {1 VP injetado)
Figura 4.10: oy = 2.0, o, = 0.2, malha 50 x 50
Malhas GC GMRES(5)
Pressao | Velocidade | iteragGes | reinicios
50 x 50 129 6 25 555
100 x 100 255 5 41 865

Tabela 4.2: Nimero médio de iteragdes, no caso de oy = 2.0ft, oy = 0.2f¢, AT =
20.0,
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Figura 4.11: malha 50 x 50 ; AT = 20.0
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4.3.2 Modelos Bidimensionais de Injecao de Tracador

As segunda situacao é o caso da injecao de tracador em reservatério homogéneo. E
um modelo simples porém, como no caso anterior, trds outras dificuldades que seréo
encontradas nos modelos mais complexos. A metodologia apresentada neste trabalho
¢ comparada com o resultado de uma solugio semi-analitica [45]. Os resultados
sdo da simulagdo do escoamento de um tragador em um reservatério com a mesma
geometria do exemplo anterior(Figura 4.5). Supde-se 0 meio saturado com um fluido
com as mesmas propriedades do fluido injetado no pogo de injegdo (M = 1). Nestas
condi¢bes pode-se obter uma solucio semi-analitica para o problema. O problema é
evolutivo mas linear e desta forma a equacio da pressao s6 é resolvida uma vez no
inicio do processo.

Geometria e propriedades valores
Dominio 165 x 165 f#2
Porosidade =025
volume de tracador 90ft%: 0.25% VP

Tensor de permeabilidade diagonal | k, = k, = 2.125¢ — 12ft*/s

Difusao hidrodinamica oy = 0.66ft, 00 = 0.0f%

Vazio nos pogos q=3472E — 03ft*/s

Intervalo de integracao no tempo AT = 0.1 dias = 8640 s

Malhas 20 x 20 e 40 x 40 elementos

Tabela 4.3: Dominio, propriedades, malhas, para a injecao de tragador em 1/4 do
arranjo de 5 pogos

Injeta-se um pulso de tracador cuja quantidade é muito pequena em relacao ao
volume do reservatério. O tempo de chegada do tragador no pogo produtor e a
histéria no tempo da concentragdo medida neste ponto sio informagoes importantes
para se inferir sobre as propriedades do escoamento e do meio. Para um meio ho-
mogéneo a fungao ¢,(t) formada pelo valor da concentragédo no pogo produtor em
cada instante de tempo terd um unico ponto de maximo. Para as condicgoes estab-
elecidas para o escoamento este maximo se dd em torno do instante em que foram
injetados 1.5V PI { um e meio volume poroso injetado)} independente da difusao fisica
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e mesmo numérica. O mesmo nao ocorre para o instante de chegada do tragador ao
pogo produtor que é reconhecido pelo local da curva em que a concentragio deixa
de ser zero, este instante vai depender da difusao. Escoamentos com maior difusao
provocam uma chegada mais rapida do fluido injetado ao pogo produtor, e se esta
difusao é numérica pode-se dizer que é uma chegada antecipada nio representando o
comportamento real do escoamento. A metodologia apresentada neste trabalho pro-
porciona simulagtes com pouca difusdo numérica como é visto na Figura 4.12, pois
comparada com uma solugdo sem nenhuma difusdo numérica apresenta resultados
muito proximos.

\_*_\

3 _——

= ™

(a) T = 0.5V P, malha 20 x 20 (b) T = 0.5V P, malha 40 x 40
0.016 , i |
PP+SUPG, malha 40x40 ——

oola T PP+SUPG, malha 20x20 -~ ]
0.012 ¢ A\ Abbaszadeh-Dehghani [45] -~

g 00T

g 0008

S 0006 |

(=]

© 0004 | |
0.002 | ]

0
-0.002 - . '
0 50 100 150 200

Tempo(seg.)

(¢) Concentragao no Efluente cp(t)
Figura 4.12: Tracador em meio homogéneo
Como no exemplo anterior é conveniente analisar também as curvas de isocon-

centracio em alguns instantes como mostrado nas Figuras 4.12(a) e 4.12(b) para o
instante 0.5V PI, para as malhas de 20 x 20 e 40 x 40. Os valores das curvas nao
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estao indicados e sdo qualitativos e ndo quantitativos como € o caso da curva de
concentragao do efluente.

Um caso com pequena difusao e pequeno volume de tragador

Esta simulacdo de injecdo de tracador visa avaliar o método quando submetido a
uma quantidade de tragador 500 vezes menor que no caso anterior (0.0005%V P) com
uma difusdo fisica muito pequena também (o = 0.1f¢, oy = 0.0ft). Considerando
isto, esta simulagao é mais proxima da realidade.

Neste caso a solugdo axissimétrica permitiu a injegao da pequena quantidade de
tracador que devido &s limitacbes do modelo numérico é diretamente relacionada
ao volume injetado em cada intervalo de tempo e como o intervalo é menor para a
solugao axissimétrica isto foi possivel.

Geometria e propriedades valores
Dominio 1000 x 1000 f¢*
Porosidade w=0.10
volume de tragador 0.5ft%; 0.0005%V P

Tensor de permeabilidade diagonal ky =k, =100pD

Difusao hidrodiniamica oy = 0.1ft, a, = 0.0f¢

Vazio nos pogos g = 100.00ft?/dia

Intervalo de integracao no tempo AT = 0.5,1.0dias

Malha bidimensional 160 x 160 elementos
Malha para o mod. axissimétrica 2000 elementos
AT do mod. axis. AT = (0.01segundos
Instante da projecao em 2D 50dias

Tabela 4.4: Dominio, propriedades, para a inje¢ao de tragador em 1/4 do arranjo
de 5 pogos com pequena difusio fisica e pequeno volume de tragador

A malha bidimensional utilizada nesta simulagfo teve que ser berm mais refinada
que no caso anterior para ser compativel com a nova caracteristica do escoamento
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e possibilitar bons resultados como os apresentados na Figura 4.13. Mesmo assim
o método SUPG fornece uma solugio que ainda apresenta pequenas oscilagoes que
podem ser observadas na Figura 4.13{c), na qual verifica-se também oscilagées da
solugio semi-analitica por alguma provavel imprecisao na integragao no tempo se-
melhantes 4s ocorridas em alguns casos, com pequena difusdo, para o método de
front tracking em torno dos 1800 a 2300 dias mostrados em [46).

(a) 500 dias (b) 1000 dias

4e-05 T T T T 1 T T
: PP+SUPG, DT=0.5 —

3.5¢-05 PP+SUPG, DT=1.0 —— 1

i Abbaszadeh-Dehghani [45] -~
3e-05 f i

25¢-05 } '
2e-05

t.5e-05

concentracao

le-05

5e-06 |

0 4

'56'06 1 L 1 L 1 1 1
G 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
. Tempo(seg.)

(¢) Concentragdo no Efluente cp(t)

Figura 4.13: Tragador em meio homogéneo com pequena difuséo fisica e pequeno
volume de tracador

Verifica-se pela posicio das curvas de isoconcentragdo com o tempo (Figu-
ras 4.13(a) e 4.13(b)) e pela curva de concentracdo do efluente (Figura 4.13(c))
que o escoamento com M = 1 é mais lento ou melhor o liquido injetado leva mais
tempo para chegar ao pogo produtor que no caso de M > 1 do exemplo anterior.
Ambos os casos utilizam praticamente os mesmos dados de definicio do modelo
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(2000 dias para injetar um volume poroso) alterando apenas a difuséo fisica que no
caso do tracador é menor.

Malhas AT GC GMRES(5)

Pressdo | Velocidade | iteracoes | reinicios

160 x 160 | 1.0dza 253 11 3 2976

160 x 160 | 0.5dia 253 1 3 9976

Tabela 4.5: Numero médio de iteracdes para o modelo de injecao de tracador
bidimensional (1.5 VP injetado)

Regido do Reservatdério de Namorado

O problema consiste agora na simulagdo de inje¢do de tracador em um reservatorio
com varios pogos, um de inje¢do (PI 31) e oito de producdo (PP 12, 15, 16, 37,
47, 48, 50 e 53). E analisado o tempo de chegada do tracador nos diversos pogos
produtores. O reservatério considerado é selado e a disposicdo dos pogos no seu
interior est4 representada na Figura 4.14. Como foi dito anteriormente estes dados
foram obtidos junto ao CENPES/PETROBRAS durante o projeto de cooperagao
cientifica com o LNCC/CNPq ¢ a COPPE/UFRJ.

47
J6
12 %! 50
23 37
48 13

Figura 4.14: Dominio e localizacio dos pogos do reservatério de Namorado

Duas caracteristicas dos pogos sio importantes para o tempo de chegada e a
concentracio maxima atingida em cada pogo, sdo elas a sua distdncia em relagdo ao
poco injetor ¢ a sua vazao.
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Geometria e propriedades valores
Dominio 2000 x 2000 ft?
Porosidade =01
Volume de tracador 250.0 ft%; 0.25% VP
Difusao hidrodinamica ap=10ft,a; =0.1f¢
Vazdo em PI 31 g = 61.77ft*/dia
Vazdo em PP 12 g = —7.08ft*/dia
Vazio em PP 15 q = —13.35ft*/dia
Vazdo em PP 16 g = —8.48 ft?/dia
Vazio em PP 37 g = —5.83ft*/dia
Vazdo em PP 47 q=—5.13ft*/dia
Vazio em PP 48 g = —5.21ft*/dia
Vazio em PP 50 g = —12.50ft*/dia
Vazao em PP 53 g = —4.16ft*/dia
Intervalo de integracao no tempo AT = 5.0dwas
Malha bidimensional 160 x 160 elementos

Tabela 4.6: Dominio e propriedades do modelo bidimensional para simulacao de
injecdo de tragadores em uma regiao do reservatdrio de Namorado
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Da analise da Figura 4.15, que mostra as curvas de isoconcentragio nos instantes
250, 500, 1000 e 1500 dias, pode-se verificar o escoamento com simetria axial em torno
do pocgo injetor nos primeiros 250 dias. Este comportamento muda a medida que o
tempo passa e as curvas de isoconcentragdo passam a apontar para 0s pogos mais
proximos do pogo injetor. Observando a Figura 4.17(a), que mostra as curvas de
concentracio do tracador em todos 0s pocos, nota-se que o primeiro pogo em que o
tracador chegou foi o pogo 37 e este ndo é o pogo mais préximo do poco injetor. O
pogo mais préximo € o 53, porém a sua vazao é menor que a do pogo 37, e este foi
o motivo do tragador ter chegado primeiro em 37, mas logo em seguida ele atinge o
poco 53, como era de se esperar.

(a) 250 dias (b) 500 dias

(c) 1000 dias (d) 1500 dias

Figura 4.15: Curvas de isoconcentragio do tragador nos pogos de uma regiao do
reservatorio de Namorado, K; = K, = 100.0p.D
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No caso em que é utilizado um tensor ortotrépico com K, = 2K, = 200.0pD
o escoamento toma outra configuracio ¢ o tragador antige outros pogos primeiro.
De acordo com as curvas de isoconcentragio (Figura 4.16) o escoamento aponta
para os po¢os 12 e 50 por agora eles estarem na direcdo preferencial do escoamento.
Novamente a vazdo tem um papel importante. O pogo 50 estd um pouco mais
afastado do pogo 31 que o pogo 12, porém a vazao em 50 é maior que em 12 e isto
faz o tracador atingi-los num mesmo instante como mostra a Figura 4.17(b). Logo
em seguida o tragador atinge os pogos mais proximos 37 e 33.

(a) 250 dias {b) 500 dias

(c) 1000 dias (d) 1500 dias

Figura 4.16: Curvas de isoconcentra¢io do tracador nos pogos de uma regido do
reservatdrio de Namorado, K,; = 200.0uD, K, = 100.0uD
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Figura 4.17: Concentracio do tracador nos pogos produtores de uma regiao

do reservatdério de Namorado em duas situagdes do tensor de permeabilidade:
a)isotrépico e bjortotrdpico
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4.3.3 Modelo Tridimensional de Processo de Recuperagao Terciaria

(a)

Figura 4.18: Modelo tridimensional para 41 do arranjo dos 5 pogos de duas camadas
de permeabilidades diferentes com comunicagao

Tomando como base o caso da injecdo continua bidimensional, analisado anterior-
mente, as simulacdes realizadas para os modelos tridimensionais usam basicamente
os mesmos dados (Tabela 4.20) com algumas adaptagoes. O dominio computacional
é um quarto do arranjo dos cinco pogos e mede 1000 x 1000 x 50 ft* e, considerando
que este valor é 50 vezes maior que 0 volume do caso bidimensional a vazdo adotada
foi de 2500.0ft*/dia, o que vale dizer que um volume poroso ¢ também injetado em
2000 dias. A injecao do fluido é feita por toda a extensdo de uma aresta indicada
na Figura 4.18 por cinco setas, representando a distribuicio da vazdo pelos nés.
Para simular o poco de producéo a vazdo foi toda concentrada em um dnico né, de
maneira que sé hd uma saida para o fluido. O tensor de permeabilidade é diagonal
mas com a componente da diregdo vertical dez vezes menor que as demais, desta
forma a principal componente do fluxo estd no plano zy.

Para caracterizar o modelo tridimensional adota-se um meio heterogéneo com
duas camadas de permeabilidades diferentes e com comunicagao. Devido a diferenca
da permeabilidade é esperado um comportamento diferente entre 0 escoamento na
camada superior e 0 escoamento na camada inferior. Aquela que possui maior perme-
abilidade permitird o escoamento mais rapido. Além disso haverd uma transferéncia
do fluido injetado na camada inferior para a camada superior.

Os experimentos foram realizados utilizando malhas de 64 x 64 x8 e 128 x 128 x 3
e intervalo de tempo de 40 dias.

Foram utilizadas faixas de cor para representar os valores das concentragoes
sendo que o vermelho representa a concentracdo 1 e o roxo a concentracao 0, como
indica a Figura 4.19.
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(a)

Figura 4.19: Escala de cor adotada para os resultados de isoconcentragéo das
simulacoes para modelo tridimensionais

Geometria e propriedades valores
Dominio 1000 x 1000 x 50f*
Porosidade ¢=0.1

Tensor de perm. da cam. sup. | K, = K, = 400, K, = 40uD

Tensor de perm. da cam. inf. K, =K, =300,K, = 30uD

Razao de mobilidade M = 40.0
Difusao hidrodinamica, caso 1 a; =10.0ft,a: = 1.0ft
Difusao hidrodindmica, caso 2 o =2.0ft,as =0.2ft

Vazao nos pogos q = 2500.0ft3/dia
Intervalo de integragao no tempo AT = 40.0dias
Malha 1 64 x 64 x 8 elementos
Malha 2 128 x 128 x 8 elementos

Figura 4.20: Dominio, propriedades, malhas, para o modelo recuperagao tercidria
tridimensional

Os resultados nos instantes 480 e 1000 dias, estdo apresentados de duas maneiras
para facilitar a visualizagdo do escoamento nas camadas: uma vista em perspectiva
e mais quatro se¢oes equidistantes entre si e paralelas ao plano zy com as cotas
Z =00,Z=125,7Z = 250e Z = 37.5. A se¢do de cota Z = 50.0 ndo estd
desenhada separadamente mas pode ser observada pela vista em perspectiva. E
importante notar que cada figura representa o resultado da simulagao em um instante
de tempo fixo, que no caso sao 480 e 1000dias, mas devido ao escoamento na camada
inferior ser mais lento, ao olhar as figuras (b), (¢), (d) e (e), pode dar uma impressao
de evolugdo do escoamento, o que nao é verdade. Observando a vista em perspectiva
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pode-se notar pelo lado do dominio computacional que hd uma diferenca entre a
camada inferior e a superior. Na camada superior a cor vermelha ji ocupa uma
regido maior que na camada inferior. O limite entre a camada superior e a camada
inferior tem cota z = 25.0, ¢ as figuras que representam a concentragao nas segoes
mais proximas a esta, tm um padrdo intermediirio entre o que ocorre na superficie
( z = 50.0) e o que ocorre no fundo (z = 0.0).

Os resultados com a malha 64 x 64 x 8 sdo bem representativos do meca-
nismo do escoamento. Conseguem representar bem a diferenca entre os escoamen-
tos com diferentes difusdo fisica (o = 2.0ft, 4 = 0.2ft na primeira situagao e
a; = 10.0ft, oy = 1.0t para a segunda situagio ), isto é, fica claro a diferenga entre
os resultados apresentados nas Figuras 4.21 e 4.23 para 480 dias, e nas Figuras 4.22
e 4.24 para 1000 dias. Além do comportamento, nos dois casos serem diferentes,
devido & heterogeneidade, a largura da regido de mistura mostra qual o escoamento
com maior ou com menor difusdo.

Um comportamento interessante pode ser notado ac se observar as Figuras 4.22
e 4.24. No escoamento com maior difusfio os fluxos nas camadas inferiores ja antin-
giram o pogos de produ¢io o que nao ocorreu no caso com menor difusdo para o qual
os fluxos nas camadas inferiores, e principalmente em z = 0.0, ainda estdo muito
atrasados. A Figura 4.22(d), em particular, pode ser interpretada da seguinte forma:
ela mostra que em 1000 dias o fluido injetado que ji atingiu o poco na superficie
comega a se acumular naquela regido e comeca a aumentar de volume mas agora
na diregéo e no sentido da profundidade z do reservatério. Este comportamento faz
com que o fluxo na camada superior passe a se comunicar com o fluxo da camada
inferior em maior quantidade. Nos instantes seguintes ndo havera mais um fluxo
atrasado na camada inferior em relagdo ao fluxo da superficie, como ocorre ainda
em z = 0.0 (Figura 4.22(e)). Esta interpretagio.pode ser auxiliada observando a
Figura 4.24, no caso com mais difuséo, onde este comportamento ja ocorreu e em to-
das as camadas j4 ha um caminho entre o poco injetor e o pogo produtor preenchido
pelo solvente.

Os resultados obtidos com a malha de 128 x 128 x 8 sao realmente mais precisos
e a frente de mistura fica mais bem definida (Figuras 4.25 e 4.26), porém nio sdo
significativas as diferengas. As curvas de producdo da Figura 4.27 confirmam esta
analise e mostram pouca diferenga entre os resultados obtidos com as duas malhas.

Observando as Tabelas 4.7 e 4.8 que mostram os numeros médios de iteragoes,
gasto pelos métodos iterativos, a cada intervalo de tempo durante a simulacao tridi-
mensional, nota-se 0 comportamento semelhante ao ocorrido no caso bidimensional.
Poucas iteracoes sio necessarias para atingir a tolerancia requerida para o calculo da
velocidade, e o maior esfor¢o estd concentrado no cdlculo da pressao. Comfirma-se
também a convergéncia do método dos gradientes conjugados da ordem de A, ou
seja dobrou-se 0 nimero de elementos nas dire¢des z e ¥ e o nimero de iteragdes
requerido para a convergéncia também dobrou.
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(a) Vista em perspectiva

(b) Z=375 (¢) Z=250

(d) Z=125 (6) Z=0.0

Figura 4.21: Injecdo continua, 480dias, M = 40.0,¢; = 2.0,a; = 0.2 malha de
64 x 64 x 8, vista total em 3D e se¢des transversais no plano zy em quatro niveis
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(b) Z =375 (¢) Z=250

d) Z =125 (&) Z=00

Figura 4.22: Injecdo continua, 1000dias, M = 40.0, oy = 2.0, = 0.2 malha de
64 x 64 x 8, vista total em 3D e se¢des transversais no plano zy em quatro niveis



a) Vista em perspectiva
persp

(b) Z=375 (¢) Z=250

(d) Z2=125 (&) Z=0.0

Figura 4.23: Injecdo continua, 480dias, M = 40.0,«; = 10.0, 4 = 1.0 malha de
64 x 64 x 8, vista total em 3D e secOes transversais no plano zy em quatro niveis
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(a) Vista em perspectiva

(b) Z=375 (¢) Z=25.0

(d) Z =125 (&) Z=0.0

Figura 4.24: Inje¢do continua, 1000dias, M = 40.0,0q = 10.0,a; = 1.0 malha de
64 x 64 x 8, vista total em 3D e se¢bes transversais no plano zy em quatro niveis
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{(a) Vista em perspectiva

(e) Z=0.0

Figura 4.25: Injecdo continua, 1000dias, M = 40.0,; = 2.0,c;, = 0.2 malha de
128 x 128 x 8, vista total em 3D e segOes transversais no plano zy em quatro niveis
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{a) Vista em perspectiva

(b) Z=375 () Z=250

(d) Z=125 (&) Z=0.0

Figura 4.26: Injecdo continua, 1000dias, M = 40.0, 4 = 10.0, 4 = 1.0 malha de
128 x 128 x 8, vista total em 3D e se¢des ¢Oes transversais no plano zy em quatro
niveis



Volume Produzido
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Figura 4.27: Curvas de producdo, M = 40.0

2000



Malhas GC GMRES(5)

Pressao | Velocidade | iteragbes | reinicios

64 x 64 x 8 157 14 95 212

128 x 128 x 8 312 13 168 300

Tabela 4.7: Numero médio de iteraces, no caso de oy = 2.0ft, 04 = 0.2f%.

Malhas GC GMRES(5)

Pressao | Velocidade | iteragdes | reinicios

64 x 64 x 8 157 12 105 549

128 x 128 x 8 299 11 175 902

Tabela 4.8: Nimero médio de iteragdes no caso de oy = 10.0ft, oy = 1.0 ¢
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4.3.4 Modelo Tridimensional de Injecdao de Tragador

Este modelo usa o dominio computacional apresentado no caso anterior, mas a
permeabilidade da camada superior é de k; = k, = 900uD, k, = 90uD e os demais
dados estdo na Tabela 4.9.

Geometria e propriedades valores
Dominio 1000 x 1000 x 50f¢*

Porosidade @ =10.1
Volume de tragador 5000.0f¢%,0.10%V P

Tensor de perm. da cam. sup. |k, =k, =900pD, k, = 90uD

Tensor de perm. da cam. inf. ky =ky =300puD &k, = 30pD

Razdo de mobilidade ' M=10
Difusao hidrodinidmica oy =1.0ft, 0, =0.1f1
Vazi0 nos pogos g = 2500.0f83 /dia
Intervalo de integracao no tempo AT = 1.0dias
Malha 1 64 x 64 x 8 elementos
Malha 2 128 x 128 x 8 clementos

Tabela 4.9: Dominio, propriedades, malhas, para o modelo de injecao de tragador
tridimensional

O fluxo que ocorre na camada superior é mais rapido que o fluxo na camada
inferior, como pode ser conferido nas Figuras 4.28 e 4.29 para a matha de 128x128x 8
elementos. Como no caso anterior estas figuras mostram faixas de isoconcentracao,
usando a escala de cor semelhante & da Figura 4.19 com uma diferen¢a que neste
caso o valor maximo é menor que 1, mas ndao hi preocupac¢ao de saber quais séo
estes valores, uma analise do valor da concentracio pode ser feita utilizando os
resultados apresentados na Figura 4.30, que mostra a concentragio do efluente para
duas malhas utilizadas. A vista em perspectiva do dominio computacional com as
faixas de isoconcentragio auxiliam na visualizagao da diferenca entre os escoamentos.
A parte superior mostra as faixas de isoconcentracao em Z = 50.0
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(a) vista em perspectiva

(b) Z=375 (c) Z=25.0

d) Z=125 (&) Z=0.0

Figura 4.28: Injecdo de tragador, 500dias, malha de 128 x 128 x 8, vista total em
3D e secOes transversais no plano zy em quatro niveis
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(a) vista em perspectiva

(b) Z =375 (¢) Z=25.0

(d) Z =125 (e) Z=0.0

Figura 4.29: Injecdo de tracador, 1000dias, malha de 128 x 128 x 8, vista total em
3D e secbes transversais no plano zy em quatro niveis



e pelo lado esquerdo pode ser notado o fluxo na camada inferior. As Figuras 4.28(c)
e 4.29(¢) mostram as segdes intermedidrias entre as duas camadas para os tempos
500 e 1000 dias respectivamente e nestas se¢des o comportamento é diferente das
demais camadas e as concentragoes apresentam caracteristicas dos escoamentos das
camadas superior e inferior, confirmando a comunicagio existente entre elas.

Como no caso do tracador no modelo bidimensional a malha aqui é bastante
refinada e o intervalo de tempo (AT = 1.0 dia) é pequeno encarecendo a simulagao.
A utilizacio do modelo axissimétrico com AT pequeno permitiu injetar uma quan-
tidade muito pequena de tragador o que ndo ocorreu aqui. Neste caso o volume
de tracador corresponde ao volume injetado em dois intervalos de tempo ou seja
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5000.00f¢* para uma vazio de 2500.00f#3/dia.

0.0035
0.003
0.0025 |
0.002
0.0015
0.001 r

Concentracao

0.0005 ¢

0

T

64x64x8 — |
128x128x8 -

T

1

1

1

-0.0005
0

Figura 4.30: Concentragio do efluente, para meios com duas camadas de permea-

bilidades diferentes

A Tabela 4.31 contém o nimero de iteragdes gastos para as simulagdes com as

500

1000 15

tempo(dias)

malhas utilizadas e mantido o AT = 1.0 dia.

00 2000 2500 3000

Malhas GC GMRES(5)
Pressdo | Velocidade | iteragdes | reinicios
64 x 64 x 8 101 30 31 10969
128 x 128 x 8 | 203 22 25 8648

Figura 4.31: Numero médio de iteragdes para o modelo de injecao de tragador

tridimensional (1 VP injetado)




Capitulo 5

Solucao em Ambiente Paralelo

O estudo de algoritmos numéricos paralelos para simulagdo de reservatérios de
petréleo tem dois objetivos neste trabalho: o primeiro é obter um método que
permita a redugao do tempo gasto nas simulagoes, e o segundo € proporcionar a uti-
lizacdo de malhas que possibilitem solugdes precisas para os problemas propostos,
principalmente para os modelos tridimensionais.

A classe de computadores para a qual os algoritmos sao projetados sao computa-
dores de processamento paralelo de memoéria distribuida. Enquadram-se nesta classe
o sistema IBM-SP ou mesmo um conjunto de estagoes de trabalho interligados por
uma rede de comunicacao. Os processadores deste tipo de maquina sao indepen-
dentes e podem ser utilizados separadamente, mas este ndo é o caso em questdo no
momento, pois 0 que se quer é agrupar as maquinas para que resolvam um mesmo
problema definido no espago e no tempo.

Dividindo o trabalho computacional entre os processadores é possivel a reducao
do tempo da simulacio. Porém é importante ressaltar que para a solucdo global do
sistema a quantidade de cdlculos acumulados por todos os processadores utilizados
deve permanecer praticamente fixa independente da quantidade de processadores,
a menos de algum gasto necessdrio ao gerenciamento e comunicagao, que deve ser
pequenc em relagdo custo total da simulacio para que a eficiéncia seja garantida.

O projeto de paralelismo deste trabalho se utiliza da divisao do trabalho pela
divisdio do dominio computacional. O paralelismo serd explorado na resolucio dos
sistemas de equagoes resultantes das discretizagoes da equagio da pressao, da ve-
locidade, e da concentracdo. Os dois primeiros sdo sistemas simétricos positivos
definidos e o terceiro um sistema nao-simétrico mas positivo definido.

Métodos diretos sequenciais de solugao de sistemas de equagtes sao, em geral,
bastante eficientes e sdo capazes de resolver grandes problemas em duas dimensoes,
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mas o mesmo nao ocorre em trés dimensdes. Além disso, estes métodos sdo de
baixo grau de paralelismo, principalmente para matrizes esparsas, ao contrario dos
métodos iterativos. Estes tem alto grau de paralelismo [26, 22], que associado a
técnica de armazenamento elemento—por—elemento, permitem tratar modelos em
duas e trés dimensodes bastante refinados.

Para a resolucio do sistema de equagdes associados & pressdo e a velocidade é
adotado o método dos gradientes conjugados (CG) [47], e para o sistema de equacdes
associados A concentracdo é adotado o método dos residuos minimos generalizados
(GMRES) [48] que sdo métodos adequados s caractisticas das matrizes destes sis-
temas.

Como sera visto, basicamente ndo h4d necessidade de alteragdes nos algoritmos
para que sejam utilizados sequencialmente ou em paralelo.

Para a troca de informacgoes entre os processadores é utilizado o padrio MPI
(Message Passing Interface) [27] no IBM-SP instalado no Laboratério Nacional de
Computacio Cientifica do CNPq.

5.1 Decomposi¢cao do Dominio

A decomposicdo do dominio é usada aqui para dividir as tarefas de cdlculo das
matrizes e vetores de carga, e a solugao do sistema de equagoes, ou seja a algebra
linear envolvida no problema.

O dominio computacional onde o problema estd definido é dividido em sub-
dominios e cada sub-dominios é associada a um processador. Os célculos que dizem
respeito a um sub-dominios sido realizados localmente. Para a decomposigdo de
dominio dois pontos devem participar das decisdes a serem tomadas durante a etapa
de modelagem numérica: o primeiro é o balanceamento de carga e o segundo a
relagio entre os tempos de comunicagao e de computacao.

Ao decompor o dominio deve-se considerar o equilibrio entre a quantidade de
computacdo que cada processador vai realizar. Da forma como € modelado o escoa-
mento (um intervalo de tempo fixo para todo o dominio e métodos iterativos com
convergeéncia global) uma boa medida para o esfor¢o computacional estd diretamente
relacionada com o nimero de elementos.

Para modelos bidimensionais, a maneira de dividir os dominios pode ser pro-
movendo divisdes em uma tdnica dire¢io ou promovendo divisdes em duas dire¢fes
como nas Figura 5.1 e Figura 5.2 respectivamente para a geometria do arranjo dos
cinco pogos. A principal diferenca entre estes dois tipos de parti¢ao é a vizinhanga
dos subdominios e é o que gera mudancas nas trocas de mensagens dos nés dos
contornos.

O desempenho destes dois modelos pode ser analisado usando a seguinte ex-



84

®\

Al
-

-1

bt
|
|
1
|
I
|

’/
|
I
'
)
i
TS

®)
d e
® 6 ®

ot

] O —f= -

N

Figura 5.1: Representagio da parti¢do de dominio em uma direcao para utilizagao
de 4 e 8 processadores e troca de mensagem entre vizinhos (malha M x M elementos)
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Figura 5.2: Representagio da partigio de dominio em duas diregdes para utilizagao
de 4 e 8 processadores e troca de mensagem entre vizinhos (malha M x M elementos)

pressao para o caleulo do tempo gasto para transferéncia de dados entre proces-
sadores:

Tcomun =a+ ﬁL

sendo a a laténcia da operacdo de comunicagio, S a taxa de transmissdo e L o
comprimento da mensagem. Na Tabela 5.1 tém-se um estimativa dos valores de
Toomun Para 4 e 8 processadores, sendo M o nimero de elementos na diregao x
(igual na diregio y) de uma malha regular para um dominio quadrado. Supondo
que hé possibilidade da comunicagdo entre processadores se realizar de forma con-
corrente devido a utilizacao do switch do IBM-SP, no caso da particao 1D o nimero
de comunicagdes é menor que em 2D (o coeficiente que multiplica o é menor na
particio 1D). Porém com parti¢ao 2D os tamanhos das mensagens sio menores (0
coeficiente que multiplica 8 é menor na parti¢io 2D). No sistema IBM-SP utilizado
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considerando o = 40ps e § = 0.11us [49, 50] e para o numero de processadores
utilizados o modelo unidimensional apresenta bons resultados, e por ser mais sim-
ples de ser implementado foi escolhido para tal. Este tipo de partigdo também foi
adotado nos modelos tridimensionais.

Particdo | 4 processadores | 8 processadores

1D 20 + 28M 20 + 20M

2D do+40% | da+2p% +26%

Tabela 5.1: Tempo estimado para a troca de mensagens dos nés da vizinhaga para
particdo 1D e 2D

5.2 Os Sistemas de Equagoes Algébricas

O algoritmo implicito sequencial apresentado no Capitulo 2 conduz ao esquema de
avango no tempo dado na Figura 5.3. Neste esquema a cada instante de tempo
calcula-se uma aproximagao para a pressdo, uma para a velocidade e uma para a
concentracao. Os métodos de elementos finitos adotados para a aproximagao destas
equagoes geram duas matrizes simétricas positivas definidas, A e B, para a pressao e
velocidade respectivamente, e uma matriz ndo-simétrica, C, para a concentragao. A
pressio e a concentragio sdo varidveis escalares e geram um sistema com dimensao N
igual a0 nimero de nés da malha de elementos finitos. A velocidade é uma grandeza
vetorial e para cada né da malha estd associado 2 ou 3 valores, dependendo se
o modelo ¢ em duas ou trés dimensoes, correspondentes as suas componentes nas
dire¢Ges z,y ou z, resultando um sistema de 2V ou 3V equagoes, respectivamente.

E sabido que o sistema relativo ao cdlculo da pressao é o que exige maior nimero
de iteragoes [22, 12]. Nestes trabalhos os autores usam métodos distintos para
o calculo da pressio mas ambos observam este mesmo comportamento. Em [22]
a pressdo é calculada pelo método de Galerkin, e em [12] a pressdo é calculada
usando o método misto de Raviart-Thomas, ambos apresentados no Capitulo 3.
Em [12] verifica-se a dificuldade da solugdo deste sistema sem um pré-condicionador
adequado. J4 para o método de Galerkin o resultado é menos drastico e asso-
ciado a técnica de pds—processamento, a velocidade pode ser obtida em poucas
iteracdes. Este comportamento é devido ao residuo da primeira iteragao conter boas
informagdes da solucao, dada pelo gradiente da pressdo e as caracteristicas da matriz
do sistema.
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Entrada de dados
Paran=1,2,..,NDT faca
T=T+AT
Sistema. associado a Pressao
calcula Ae f
Resolve o sistema Ap} = f
Sistemna associado a Velocidades
calcula Bey
Resolve o sistema Bu} = g
Sistema associado a Concentragao
calcula Ceh
Resolve o sistema Cct! = h®

Fim do faca

Figura 5.3: Ilustracdo do algoritmo implicito sequencial para escoamentos misciveis

5.2.1 Armazenamento das matrizes por elemento

O armazenamento das matrizes e vetores dos sistemas de equagoes algébricas é um
aspecto relevante para a solugao de problemas modelados pelo método dos elementos
finitos. Os modelos tridimensionais podem ter severas limitacGes quando os dados
nao sao armazenados adequadamente.

Métodos diretos necessitam a fatoragao da matriz do sistema e exigem operagoes
nio associativas. Métodos iterativos utilizam somente operages de multiplicacao
envolvendo matrizes e vetores em suas formas diretas, o que possibilita valer-se da
propriedade associativa destas operagoes.

Nos casos estudados usando malhas e dominios regulares a estimativa da memdria
necessaria para armazenar em banda uma matriz simétrica de um sistema de
equacdes associado a uma discretizagdo de M x M, sendo M o numero de ele-
mentos da malha na direcio z e y, com N incégnitas (N = (M +1)%), é de 1N%/?
termos. Para um caso tridimensional com discretizacao M x M x M, o nimero de
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termos necessarios é 1 N5 (N = (M +1)) [26]. A técnica de coluna ativa (skyline)
para o armazenamento da matriz é eficiente, porém, para as aplicacoes tratadas aqui
esta técnica e a de armazenamento da matriz em banda sdo equivalentes e a analise
anterior é valida.

Pressao Velocidade | Concentragéo
2D | H(M +1)* | 4(M+1)° (M +1)3
3D %(M +1)° %243(M +1)° (M +1)°

Tabela 5.2: Niumero de termos necessirios para armazenamento das matrizes em
banda

Os métodos iterativos, da forma como estdo implementados, ndo necessitam da
montagem da matriz global do sistema e armazenam as matrizes dos elementos
tornando a gasto de memoria proporcional ao nimero de elementos. Fazendo isso a
irea necessdria para o armazenamento das matrizes dos sistemas € proporcional ao
numero de elementos da malha, o que é muito conveniente para o caso de problemas
de grande porte. Para os casos propostos anteriormente uma analise pode ser feita
observando a Tabela 5.3.

Pressao | Velocidade | Concentragao

2D | 10M? 36M2 16M*?

3D | 36M° 30003 64M3

Tabela 5.3: Numero de termos necessarios para armazenamento das matrizes
usando a técnica elemento—por—elemento

Por exemplo, a matriz de elemento para a pressio, em duas dimensdes e usando
elemento quadrildtero bilinear, é de 4 x 4, e 8 x 8 em trés dimensdes (elemento
trilinear), o que significa matrizes com 16 e 64 termos, respectivamente. Levando
em consideragao a simetria é possivel armazenar, no caso bidimensional 6 termos fora.
da diagonal e 4 da diagonal resultando em 10 termos. No caso tridimensional este
niimero sobe para 28 fora da diagonal ¢ 8 na diagonal, resultando em 36 termos. No
caso das matrizes de elementos da equagao da concentracio elas ndo siao simétricas e
precisam ser guardadas por inteiro, e em particular por ser uma varidvel escalar como
a pressdo, a conta ja estd feita e é 16 e 64 termos para modelos bi e tridimensionais
respectivamente. Multiplicando estes valores pelo nimero de elementos da malha
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chega-se aos valores da Tabela 5.3. Para a velocidade o cdlculo é semelhante ao
da pressao porém deve ser considerado o nimero de componentes para duas e trés
dimensoes.

A forma usual de calcular e armazenar a matriz do sistema é calcular as matrizes
dos elementos e somar as contribuicbes destes de uma forma adequada nas linhas
¢ colunas da matriz global. Uma forma de entender a técnica de armazenamento
elemento-por-elemento é imaginar as matrizes dos elementos como matrizes esparsas
N x N, sendo N o numero total de graus de liberdade da malha, com termos
diferentes de zero somente naqueles locais que correspondem aos graus de liberdade
do elemento. Uma multiplicacdo Ary.,, do passo 12 da Figura 5.5, por exemplo,
pode ser escrita como Y.71% A¢riy,, onde Ne é o mimero de elementos da malha, e
A é uma matriz N x N para o elemento ¢ e 7441 € um vetor do residuo com N
valores globais. O resultado desta operagéo € um vetor com valores globais obtido da
acumulacdo de valores locais. Porém a maneira eficiente de tratar A € armazenar
somente os termos diferentes de zero e através de um mapeamento explicito fazer os
produtos de forma conveniente. Desta forma as operacgdes sdo realizadas no nivel dos
elernentos e as matrizes globais dos sistemas nao sdo montadas. Porém os vetores,
como Ty, 7y € S do algoritmo da Figura 5.5, contém valores globais e sao eles que
carregam as informagses globais do sistema resultando uma resposta tnica para todo
o sistema.

Para programas sequenciais a técnica de elemento—por—elemento trdz as vanta-
gens de simplicidade e economia de memdria. Para programas paralelos vai ser util
tanto em computadores de meméria compartilhada {37, 22], como em computadores
de meméria distribuida [51, 52|, permitindo o tratamento de grupos de elementos
pelos processadores.

Da forma como foi feito em {51, 52], aqui neste trabalho o dominio é particionado
em subdominios vizinhos sem intersec¢ao constituidos por elementos adjacentes. O
objetivo é dividir, entre os processadores, as seguintes etapas: o cdlculo das matrizes
de elementos e vetores de carga, e a resolucdo do sistema usando métodos iterativos
que se utilizam das seguintes operagdes: produto matriz por vetor, produto interno
¢ atualizacao de vetores (SAXPY).

Sao apresentados na se¢do seguinte os métodos iterativos e sao comentados os
locais de sincronismo e maior computagao dos algoritmos.

5.3 Métodos iterativos

Reconhecidamente adequados a resolucio de grandes sistemas de equagoes, 0s
métodos iterativos usam uma sequéncia de aproximagoes sucessivas para gerar uma
aproximacao que satisfaga a condi¢io de convergéncia anteriormente estabelecida.
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Nesta secdo sao discutidos aspectos da implementagao e do desempenho destes
métodos em computadores paralelos de meméria distribuida, como é o caso do IBM—
SP.

Primeiramente é apresentado o método dos gradientes conjugados (GC) que é
. tido como um método robusto para resolucdo de sistemas que possuem a matriz
simétrica e positiva definida, propriedades estas presentes nas matrizes associadas a
pressao e ao pos-processamento das velocidades. Em seguida é apresentado o método
dos residuos minimos generalizados (GMRES) que é utilizado para a resolugdo do
sistema associado & concentracdo, cuja matriz nao é simétrica.

Ambos os métodos sao classificados como métodos de Krylov por se basearem na
minimizagao dos vetores residuos rg, 1, ..., Tk, com 1y = Az —b, sobre o sub-espaco
de Krylov dado por span|rg, Arg, A%rg, ..., A¥ry]. Deve-se entiio construir uma base
ortogonal para este sub-espago e a forma de construir esta base é que diferencia os
métodos.

A descricao dos passos dos algoritmos apresentados a seguir pode ser encontrada
em [53, 54]. O que se propoe nas se¢ées seguintes é analisar estes algoritmos para sua
implementacdo em computadores de meméria distribuida, ressaltando os aspectos
positivos e as limitagbes para os casos praticos de simulagdo de escoamentos em
meios porosos.

5.3.1 Meétodo dos gradientes conjugados

Inicialmente proposto por [47] o algoritmo classico do método dos gradientes con-
jugados sem precondicionamento, para a resolver Az = b, é descrito na Figura 5.4,
sendo zj a solugao, ry 0 residuo no passo k e tol a tolerdncia escolhida.

Por tratar sistemas cuja matriz é simétrica e positiva definida o método dos
gradientes conjugados é capaz de construir implicitamente a base de Krylov. O
residuo calculado na iteragdo & € ortogonal ao residuo da iteragao £ — 1.

Durante o processo iterativo a multiplicacio de matrizes por vetores € a operagao
que mais consome tempo. Dividir a matriz global em blocos para que esta operagao
seja compartilhada é a estratégia utilizada para explorar o paralelismo numa
maquina paralela de meméria distribuida. Nestes computadores, um processador
nao tém acesso direto & memdria do outro. Nestes casos a estratégia deve priorizar
os calculos que podem ser feitos independentemente. O cdlculo das matrizes, a mul-
tiplicagio de matrizes por vetores e atualizacdo de vetores podem ser realizados
desta forma. No entanto ¢ e 5, da Figura 5.4, sdo resultados de produtos internos
que exigem a contribuigio das parcelas locais calculadas em cada processador ¢ isto
é feito através de uma etapa de comunicagio global em que todos os processadores
devem participar. Assim os passos 6 e 10 da Figura 5.4 sdo pontos de sincronizagao
do algoritmo. Cada processador contribui com o valor local calculado para que seja
obtido o valor dos produtos internos em todo o dominio. Ao final de cada uma
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1. dadoxy;rg = b — Axy
2. P11 = 0,,6_1 =0
3. po = (r0,70)

para k = 1,2, ... faca

4. pp =7k + Br-Pr—1
5. qr = Apy

.
6. ak - (pk:Qk)

T Zpy1 = 2k + OpP

8. Thy1L =Tk — Q-G

O

. se ||rx]| < tol||ro|| entdo PARE

10. pr41 = (Ths1, Thpr)

11. 3, =

P
fim do faca

Figura 5.4: Tlustragio do algoritmo do método dos gradientes conjugados original

dessas etapa todos os processadores devem ter os valores totais de oy e [y para que
possam ter os valores das parcelas de xy e 4 locais atualizados a cada iteragao. Para
realizar esta operagao de comunicagio global, toda a computacio deve aguardar
até que esta tarefa seja completada.

Varios antores tém se preocupado em eliminar ou reduzir os tempos de espera
nestes pontos de sincronismo. Uma maneira de se fazer isto é usar uma variagao do
algoritmo original no qual cada comunicagio global é sobreposta por uma etapa de
computacio tornando estas operagbes concorrentes [54).

Qutra maneira de reduzir o tempo de espera nas operacoes de comunicacao é
ter 1 ao invés de 2 pontos de sincronizagdo. Em [55] ¢ proposto uma variante do
método original no qual a comunicacio global para o célculo de oy e G ¢ feita em
urn tnico passo reduzindo de dois para um ponto de sincroniza¢ao. Este algoritmo
é apresentado em Figura 5.5, e é desta forma que foi implementada.

Em [51] encontra-se uma andlise para esta ultima variante do algoritmo, para
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um modelo bidimensional de escoamento incompressivel. Para um malha de 784 nés

1. dado zp; 10 = b — Azy  (2e)

2.8 ,=0

3.1 =0,pp=r9
4. po = (70, 70)

5. to = (Sg,70)}

6. o = po/ o

parak = 0,1,2, ... faca

7. P =Tk + Bro1.Pe-1

8. qr = sk + Br-1Gr—1

9. Tp41 = Tk + gD

10, rpey = 7% — Gk Gy

11. se ||rx|| < tol||ro|| entdo PARE

, 12. Sgp1 = Argyr (1e)
13. pr1 = (Tkt1, Tht1)

14, figyr = (Sgq1,Th41) Lo

15. Bx = pr+1/Pe
16. gy = Pri1
it — Pr1Br/ o
fim do faca

Figura 5.5: Ilustragao do algoritmo do método dos gradientes conjugados modifi-
cado

e 1458 elementos o tempo gasto para realizar o produto interno, usando esta variante,
fica dividido por um fator entre 2 e 3 para um nimero de 2 a 11 processadores. A
eficiéncia fica ampliada de 39.2% para 56.3% para a simulagdo realizada com 11
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processadores.

Em [56] encontram-se criticas a estabilidade desta variante do algoritmo dos gra-
dientes conjugados, porém nos casos aqui analisados néo surgiram qualquer indicio
de instabilidade e a ordem de convergéncia do método foi também obedecida e com-
provada nas Tabelas 5.4 e 5.5 pelo nimero de iteragdes para a pressao, para diversas
malhas usadas na discretizacao do modelo do arranjo dos cinco pogos homogéneo no
caso da injecdo de tragador, com tolerdncia tol = 10~%. Neste caso, para verificagio
da convergéncia, nao € usado escalonamento. Por estas tabelas pode-se observar o
comportamento do método para resolver o sistema do pés-processamento e no caso
tridimensional o nimero de iteragoes ndo ¢ despresivel, mas quando se adiciona ao
método o escalonamento os numéros sao bem menores como pode ser verificado nas
simulagdes apresentadas no Capitulo anterior.

Malhas | Pressao | Velocidade
40x40 25 6
80x80 108 5

160x160 213 5}

960x960 | 1526 15

Tabela 5.4: Numero de iteragdes do GC para os modelo do cinco pogos bidimen-
sional

Malhas | Pressao | Velocidade

20x20x2 90 22
40x40x4 174 31
80x30x8 336 42

Tabela 5.5: Niumero de iteragtes do GC para os modelo do cinco pogos tridimen-
sional

No algoritmo da Figura 5.5 algumas linhas estao marcadas com os simbolos:
para indicar onde e quantas comunicagdes dos nés da vizinhaca sao feitas naquele
passo; ¢ o para indicar onde hd acumulacdo global para o cdlculo de um produto
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interno. No passo 1. existem duas comunicagdes entre vizinhos: uma delas é para
se obter o valor de b global ¢ a outras é para obter o valor global de Az nos
sub-dominios. No passo 14. uma opera¢ido de comunicagdo global é utilizada para
realizar a operacao de acumulagio de gixy1 € prri-

5.3.2 Método dos Residuos Minimos Generalizados (GMRES(m))

&

O método dos residuos minimos generalizados é utilizado para resolver sistemas
cuja matriz ndo sdo simétricas. Neste caso a geragdo de um residuo ortogonal aos
anteriores deve ser feita explicitamente, exigindo que se armazene os residuos das
iteragdes anteriores. Porém para contornar a exigéncia de uma memoria excessiva,
para armazenamento de todos os residuos anteriores a iteragao k, uma variante
deste método tem sido utilizada com sucesso denominada de GMRES(m), onde 0 é
m nimero maximo de vetores de Krylov para o qual a ortogonalizacio é realizada
explicitamente. Se apos terem sido gerados os m elementos desta base a solugdo nao
convergiu abandonam-se estes elementos, guarda-se o vetor solu¢do z; obtido até o
momento e utiliza-o como o vetor de partida para se reiniciar a etapa de geracao da
nova base ortogonal de m vetores, tornando vidvel a utilizacio deste método. Em
[22, 37} 0s modelos numéricos construidos utilizam, com sucesso, esta variante do
método dos residuos minimos generalizados para a equacdo da concentragao.

Inicialmente proposto em [48] a versdo implementada tem duas diferencas basicas
quanto & versio original: usa a ortogonalizacdo de Gram-Schmidt e o nimero de
vetores da base é limitado em m. A primeira mudanca aumenta a possibilidade
de paralelizagio do trecho da ortogonalizagido da base de Krylov [56]. A segunda
mudanca limita a memoria requerida para o armazenamento dos vetores da base de
Krylov, dai a denominagio GMRES(m), sendo m o mimerc de vetores da base a
serem armazenados.

Neste trabalho, na andlise dos resultados deste método a palavra iteragoes ¢
utilizada para designar o niimero total de iteragbes mais internas (passos 4, 5, 6,
7. 8 do algoritmo da Figura 5.6), isto é, quantos vetores da base foram gerados. E
utilizado reinicio para designar o niimero de vezes que se iniciou a geragao de uma
nova base.

Nas simulacoes realizadas foram adotados valores de m variados. Para modelos
bidimensionais foi utilizado m = 5 para os modelos tridimensionais foram utilizados
m = 10 para injecao de tragadores e inje¢ao continua com oy = 10.0 e m = 25 para
o = 2.0

No algoritmo ilustrado na Figura 5.6 algumas linhas estdo marcadas com os
simbolos: e para indicar onde e quantas comunicacdes dos nds da vizinhaga sao
feitas naquele passo; e o para indicar onde ha acumulagao global para o calculo de
um produto interno, da mesma forma feita para o gradiente conjugado.

No passo 1. a comunicagao ¢ feita para obter b com valores globais e que havia



94

sido obtido pela contribuictes dos elementos de um subdominio, ficando os valores

1. dado zg;7g = b — Azg (29)
para k = 1,2, ..., nitermaz faga
2. Vi =ro/[Irall2 (10
3. s = ||rol|2e1
para j=1,2,...,m faca
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt
AR;;=V;AV;i=1,...j (je,10)
5.0 = AV; — R, ;V;
6. R4 = [I8]l2 (Lo
TV =0/Rjn,
8se |gjr1| <€ calcule z, FIM
fim do faca
8.resolver Ry =g
9z =21 + V)
10.se |g;41| <e¢ FIM
1lry=b— Az (le)
1265 = |lrxllz  (10)

fim do faca

Figura 5.6: Ilustracdo do algoritmo do método dos residuos minimos generalizados

do contorno incompletos e apds esta comunicagdo tem-se os valores globais de b.
Neste mesmo passo os valores de zp ja sdo globais, pois se o dado de partida
é zero entdo é trivial, ¢ se o dado inicial é a solugio anterior esta ji foi total-
izada no final do intervalo de tempo anterior anterior e possui valores globais,
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e a outra comunicacdo é necessiria para atualizacdo de Azy. Nos passos 2, 6
e 12 hd uma comunicacdo global em cada um para o cédlculo de produtos in-
ternos. No passo 11 hd um produto de matriz por vetor e no passo 4 hd j
produtos de matriz por vetor e j produtos internos mas os valores dos produ-
tos internos parciais calculados localmente podem ser armazenados para que a
tarefa de acumulagao seja realizada com uma dnica comunicagao global de 7 val-
ores. No caso de cédlculo de produtos internos, o maior custo da comunicagado
global est4 relacionado a laténcia da comunicagao e desta forma o gasto para trans-
ferir 1 ou 7 vetores é praticamente o mesmo. Este procedimento é possivel por ser
utilizado a ortogonalizagio de Gram-Schmidt e ndo a sua versdo modificada.

5.3.3 Precondicionadores

A razdo de convergéncia de cada método iterativo para a maioria dos sistemas de
equagdes é uma pergunta em aberto, porém em alguns casos podemos ter uma esti-
mativa da taxa de convergéncia, como é o caso do método dos gradientes conjugados
para um sistema vindo de uma equagdo diferencial eliptica de segunda ordem, que
é o caso da equagdo da pressdo estudado neste trabalho, que apresenta a taxa da
ordem de h [54], e verificado anteriormente (Tabelas 5.4 e 5.5).

A razdo de convergéncia do GC depende principalmente do nimero de condi-
cionamento espectral da matriz de coeficientes. Este nimero é dado por:

k= }\max/ Am‘in

que expressa a razdo entre as amplitudes do maior autovalor, .., € do menor,
Amin, 40 sistema.

Encontrar um sistema equivalente ao original, porém com a matriz apresentando
um valor para nimero de condicionamento espectral mais favoravel, é o objetivo dos
precondicionadores, que sdo matrizes de transformacao do sistema. Os precondi-
cionadores devem melhorar a convergéncia dos métodos iterativos suficientemente
de forma que seja compensado o custo da sua construgao e utilizagao.

Neste trabalho foi utilizado um escalonamento da matriz pela sua diagonal,
comumente denominado de precondicionamento de Jacobi, da seguinte maneira:
suponha o sistema genérico dado por Az = b sendo A a matriz dos coeficientes, z o
vetor de incdgnitas e b o vetor de cargas. Encontra-se a matriz diagonal D, contendo
a diagonal de A e faz-se a seguinte operacao :

D—1/2AD—1/2D1/’2$ — D—1/2b

ou
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com A apresentando o ndmero de condicionamento espectral modificado proporcio-
nando uma convergéncia mais rapida dos métodos iterativos.

Este escalonamento melhora mas nao otimiza o nimero de condicionamento
espectral. Precondicionadores mais eficazes sao necessarios para acelerar a con-
vergéncia do método [57]. Em [57], hd casos em que o nimero de iteragdes para o
método dos gradientes conjugados com precondicionamento é 1/32 do nimero de
iteragoes do método sem precondicionamento. Porém, como mencionado anterior-
mente, o gasto com o calculo e utilizagdo do precondicionador nao permite que a
reducdo do tempo esteja na mesma razao. No caso relatado o tempo ficou reduzido
pela metade, 0 que é um 6timo resultado.

Uma estratégia para obtencdo de uma boa solucao de partida para a pressao
utilizada em [12] para os intervalos de tempos subsequentes ao primeiro, pode ser
usada, neste caso, e é considerada também como uma técnica de precondiciona-
mento. Na resolugio da equagao da velocidade ocorre algo semelhante a isto. Como
na primeira iteragdo o residuo da equagao é formado pelo gradiente da pressao, esta
j4 é uma boa boa aproximacao para a solucao e funciona como um precondicionador
muito eficiente e a velocidade converge em poucas iteragoes .

Detalhes da implementagdo computacional sao apresentados na se¢ao seguinte.

5.4 Implementacao

Por usar o padrio MPI (Message Passing Interface} cada processador fica execu-
tando o mesmo programa com pequenas alteragdes em sua légica dependendo do
seu numero, que est4 relacionado a qual dominio ele estd associado. A parti¢do do
domfnio ¢é feita antes do programa ser executado. Como estd proposto, em nenhum
momento um processador precisard armazenar as informacoes de todo o dominio.
Cada cépia do programa, que estd executando nos processadores, vai ler um arquivo
que contém todas informacgdes que definem o subdominio associado a ele, que ao
serem agrupados definem o problema global. Uns podem ter condi¢do de contorno
outros ndo, e assim o cdlculo da malha, conectividade, calculo das matrizes e vetores
de carga sao feitos localmente. Isto é possivel por que o cédigo utilizado, semelhante
ao fornecido em [58], possui um gerador de malha simples. Para o exemplo da
Figura 5.1 para quatro processadores, haverd quatro arquivos de dados: inputa.dat,
inputh.dat, inputc.dat e inputd.dat (Figura 5.7), de uma malha de 160 x 160 elemen-
tos, para a simulacao do tragador apresentado no Capitulo anterior. A numeragao
é local dentro de cada subdominio, mas as coordenadas sao globais. Os arquivos de
saida também sdo independentes e para realizar uma visualizacdo dos resultados é
necessdrio concatend-los adequadamente. Para uma execucdo sequencial o arquivo
é exatamente igual a estes, porém contendo as informagdes de todo o dominio.
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A apresentagao destes arquivos tem objetivo de se mostrar em detalhes a forma
de tratamento da decomposicio do dominio. I preciso fornecer a priori a geometria
de cada subdominio. No caso do exemplo os subdominios sao todos retangulos e suas
geometrias e posigoes definidas pelas coordenadas nas linhas de 4 a 8 dos arquivos.
Nas linhas seguintes estdo informacoes dos nés com condigao de contorno. Pode
ser verificado que a numeragdo é local em cada subdominio e a identificagio dos
nés da vizinhanga é feita de maneira simplificada: de posse do nimero de nds da
vizinhaga NV, a identificacao serd feita pela posigao topolégica, ou seja, os primeiros
e os ultimos NV pontos da malha sdo os nds da vizinhanca, que estao numerados
sequencialmente para que esta identificacdo seja possivel.

Os nds das vizinhancgas participam de mais de um sub-dominio para que cada
subdominio contenha toda a informagio referente a ele préprio. Com isso alguns
célculos sdo duplicados, mas ha o cuidado de ndo fazer acumulagdo duplicada, como
poderia ocorrer no calculo do produto interno. Cada subdominio contribui com a
sua parte e previamente ¢ determinado qual deles contribuird com os termos do
contorno para o calculo a ser realizado.

Cada processador comega a execugdo sem necessidade de conhecer as informacoes
dos demais. Isto sd é necessario quando ocorre o primeiro sincronismo na etapa de
montagem da matriz de escalonamento D, que deve conter os termos globais das
diagonais das matrizes dos sistemas.

Para a etapa do calculo do produto interno, na qual é realizada uma comunicagao
global entre os processadores, foi utilizada uma rotina fornecida pela biblioteca do
MPI e neste caso foi suposto que os dois modelos de parti¢do de dominio tém com-
portamento semelhante, devido ao fato de estar se usando as unidade de comunicao
swicth que coloca todos 0s processadores a uma mesma distancia entre si.

Nio hi balanceamento dinidmico de carga, e o balanceamento é feito usando
subdominios com um mesmo nimero de elementos, fixo durante toda a simulagao.

O cédigo paralelo é 0 mesmo cédigo serial, a menos de pequenas diferencas que
ocorrem quando se faz a multiplicacdo de matrizes por vetores e calculo de produtos
internos, que nos casos de mais de um processador hd necessidade de comunicag¢ao
e gerenciamento.

5.5 Andlise de Desempenho

A anilise do desempenho do algoritmo paralelo implementado é feita principalmente
com base no custo de cada iteragio dos métodos iterativos. Aumentando o nimero
de processadores e o tamanho das malhas pode-se verficar o comportamento dos
métodos utilizados.

A unidade utilizada para a medida do tempo é segundos, porém pela velocidade
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com que se desenvolvem os computadores estes niimeros podem ficar desatualizados
muito rapidamente. Para que eles ndo se percam e possam ter uma vida 1til ampli-
ada uma forma de fazer a analise é considerar a relagio entre as etapas da simulagio
usando a metodologia apresentada neste trabalho. Uma boa medida normalizada
para a analise dos algoritmos € o speed up que € o fator pelo qual o tempo é reduzido
usando np processadores e definido por:

~

np

onde T é o tempo gasto numa tarefa usando 1 processador e T3, o tempo gasto
utilizando np processadores. A eficiéncia é também uma medida muito usada e
define o quanto de processamento estd sendo utilizado naquela tarefa e definida
como [49]:

T

E=——-—.
np - Thp

Estas quantidades sdo chamadas de speed up relativo e eficiéncia relativa por estarem
definidos sobre o algoritmo paralelo executando em 1 processador. Outra maneira
seria subtituir T} pelo tempo gasto pelo algoritmo sequencial mais rdpido, se fosse
assim estariam definidos o speed up e eficiéncia absoluta. Neste trabalho sao adota-
dos os valores relativos, e isto pode ser aproveitado para avaliar o quanto o algoritmo
utilizado é paralelizavel.

Em todos os casos os processos estavam executando com exclusividade ou seja, s6
um processo por processador. Este é um tipo de servigo oferecido pelo LNCC/CNPq
que disponibiliza um nimero de processadores solicitado para um tnico usudrio para
que possa realizar anélise de desemnpenho do cédigo em desenvolvimento.

A anilise de eficiéncia dos algoritmos paralelos é feita com dados extraidos das
simulagdes usando modelos numéricos utilizados no Capitulo anterior. O primeiro
caso ¢ a simulagio em modelo bidimensional do tragador usando a malha de 160 x 160
e 320 x 320 elementos quadrilateros bilineares. E segundo e o terceiro foram extraidos
da simulagdo tridimensional da injeg@o de tragador usando as malhas 64 x 64 x 8 e
128 x 128 x 8 elementos hexaedros trilineares.

As Tabelas 5.8 e 5.9 mostram o niimero de iteragdes requeridas pelos métodos
iterativos para a simulacao utilizada na analise de desempenho. Cada simulagao foi
realizada duas vezes para, verificar se havia alguma variagdo nos tempos entre as duas
execucgoes . Como a mdquina nao tinha processos de outros usudrios, somente os do
sistema, nio houve variagao significativa nos tempos e néo foi realizada nenhuma
média e 0s tempos apresentados nas Tabelas 5.10, 5.13, 5.16 e 5.19 sao os tempos,
em segundos, de uma execug¢do. Porém dividindo-se estes valores pelos nimero de
iteracdes das Tabelas 5.8 e 5.9 obtém-se o tempo médio gasto por cada iteragao, e
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Malhas GO GMRES(5)

Pressdo | Velocidade | iteracdes | reinicios

160 x 160 253 11 105 22

320 x 320 501 16 85 18

Figura 5.8: Numero de iteragoes para resolver a equacao da pressao e da velocidade
e 6 passos da equagdo da concentracio, modelo bidimensional

Malhas GC GMRES(10)

Pressao | Velocidade | iteracdes | reinicios

64 % 64 x 8 101 30 208 24

128 x 128 x 8 200 22 279 30

Figura 5.9: Numero de iteragdes para resolver a equagao da pressao e da velocidade
e 6 passos da equacdo da concentragao, modelo tridimensional

estes sdo apresentados nas Tabelas 5.11, 5.14, 5.17 e 5.20 juntamente com speed up
relativo.

As Tabelas 5.12, 5.15, 5.18 ¢ 5.21 apresentam as eficiéncias relativas medidas
pelo custo de cada iteracao levando em consideragao os valores das Tabelas 5.11,
5.14, 5.17 e 5.20

Comparando-se os valores dos tempos das Tabelas 5.11 e 5.14 verifica-se que o
custo de cada iteracio é proporcional ao numero de elementos. As primeiras linhas
destas tabelas confirmam isto, com valores da Tabela 5.14 guatro vezes maiores
que os da Tabela 5.13. Note também que os valores dos speed up relativos da
Tabela 5.14 séo superiores ao da Tabela 5.11 mostrando que a relagao entre o tempo
de computagdo e o tempo de comunicagio foi aumentada quando foi aumentado o
tamanho da malha. Os valores da eficiencia relativa apresentados nas Tabelas 5.12
e 5.15 confirmam este comportamento.

Estas observacGes sao validas também para o modelo tridimensional e podem
ser confirmadas pelos valores das tabelas correspondentes a eles {Tabelas 5.17, 5.20,
518 e 5.21).

As Tabelas 5.16 e 5.19 mostram os tempos, em segundos, gasto para calcular as
matrizes e resolver os sistemas associados & pressao, velocidade e concentragao.
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np | Pressio (GC) | Velocidade (GC) | Concentracdo (GMRES(5))
1 3.380E4-01 2.379E+00 2.295E+01
2 1.723E+01 1.297E+00 1.197E+01
4 | 9.252E+400 6.688E-01 6.156E+00
8 5.844E4-00 3.577E-01 3.451E400

Figura 5.10: Tempo gasto para resolver a equacao da pressao e da velocidade
e 6 passos da equagao da concentracdo para o modelo bidimensional com malha

160 x 160
np | Pressao (GC) | Velocidade (GC) | Concentragdo (GMRES(5))
1 1.336E-01 2.162E-01 2.185E-01
2 | 6.810E-02(1.96)* | 1.179E-01(1.83)" 1.140E-01(1.91)*
4 | 3.659E-02(3.65)" | 6.080E-02(3.55)" 5.862E-02(3.73)"
8 | 2.310E-02(5.78)* | 3.251E-02(6.65)" 3.286E-02(6.64)*

Figura 5.11: Tempo de uma iteracio e speed up relativo (S,)* para o modelo

bidimensional com malha 160 x 160

np | Pressao (GC) | Velocidade (GC) | Concentragao (GMRES(5))
1 1 1 1

2 0.98 0.91 0.95

4 0.91 0.89 0.93

8 0.72 0.83 0.83

Figura 5.12: Eficiéncia relativa calculada sobre uma itera¢ao para o modelo bidi-

mensional com malha 160 x 160
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np | Pressdo (GC) | Velocidade (GC) | Concentragio (GMRES(5})
1 2.678E+402 1.344E4-01 7.515E+01
2 1.346E4-02 7.073E4+00 3.784E+01
4 6.890E+01 3.690E400 1.922E4-01
8 3.749E401 2.003E4+00 1.020E+01

Figura 5.13: Tempo gasto para resolver a equacado da pressac e da velocidade
e 6 passos da equacdo da concentragdo para o modelo bidimensional com malha

320 x 320
np | Pressao (GC) | Velocidade (GC) | Concentragao (GMRES(5))
1 5.345E-01 8.400E-01 8.841E-01
2 | 2.686E-01(1.99)* | 4.421E-01(1.90)* 4.451E-01(1.98)*
4 | 1.375E-01(3.89)* | 2.306E-01(3.64)* 2.261E-01(3.91)*
8 | 7.483E-02(7.14)* | 1.251E-01(6.71)* 1.202E-01(7.35)*

Figura 5.14: Tempo de uma iteragdo e speed up relativo (Sp)* para o modelo

bidimensional com malha 320 x 320

np | Pressdao (GC) | Velocidade (GC) | Concentragio (GMRES(5))
1 1 1 1

2 0.99 0.95 0.99

4 0.97 0.91 0.98

8 0.89 0.84 0.92

Figura 5.15: Eficiéncia relativa calculada sobre uma iteragao para o modelo bidi-

mensional com malha 320 x 320
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np | Pressio (GC)

Velocidade (GC)

Concentracao (GMRES(10))

1 3.189E+01

3.559E+01

1.800E+01

2 | 1.621E+01(1.96)"

1.834E+01(1.94)*

7.828E-00(1.96)*

4 | 8.766E4+00(3.63)"

9.478E-+00(3.75)*

4.811E-00(3.74)*

8 | 5.047E+00(6.31)*

5.123E+00(6.94)"

2.737E-00(6.57)*

Figura 5.16: Tempo gasto e speed up relativo (S,)* para cdlculo das matrizes e
resolver a equacgdo da pressdo e da velocidade, e 6 passos da equagao da concentragao

para o modelo tridimensional com malha 64 x 64 x 8

np | Pressio (GC)

Velocidade (GC)

Concentragao (GMRES(10))

1 2.575E-01

7.377E-01

3.684E-01

2 | 1.317E-01(1.95)*

3.870E-01(1.90)*

1.880E~01(1.96)"

4 | 7.188E-02(3.58)"

2.039E-01(3.61)*

1.002E-01(3.68)"

8 | 4.273E-02(6.02)*

1.147E-01(6.43)*

6.093E-02(6.05)"

Figura 5.17: Tempo de um iteragio e speed up relativo (S,) para o modelo tridi-

mensional com malha 64 x 64 x 8

np | Pressio (GC) | Velocidade (GC) | Concentragdo (GMRES(10))
1 1 1 1

2 0.97 0.95 0.98

4 0.89 0.90 0.92

8 0.75 0.80 0.75

Figura 5.18: Eficiéncia relativa calculada sobre uma iteracao para o modelo tridi-

mensional com malha 64 x 64 x 8
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np | Pressdo (GC)

Velocidade (GC)

Concentracio (GMRES(10))

1 2.280E+02

1.309E+02

5.363E402

2 | 1.157E+02(1.97)"

6.809E+01(1.90)*

2.479E+02(2.16)"

4 | 5.978E+01(3.81)*

3.432E+01(3.81)*

1.349E+02(3.97)"

8 | 3.205E+01(7.11)"

1.771E+01(7.39)*

7.289E+01(7.35)*

Figura 5.19: Tempo gasto e speed up relativo (S,)* para célculo das matrizes e
resolver a equagao da pressdo e da velocidade, e 6 passos da equagao da concentragao

para o modelo tridimensional com malha 128 x 128 x 8

np | Pressao (GC)

Velocidade (GC)

Concentracio (GMRES(10))

1 1.023E-00

3.000E+00

1.476E-+00

2 | 5.197E-01(1.96)*

1.579E+00(1.90)"

7.380E-01(2.00)"

4 | 2.691E-01(3.80)*

8.014E-01(3.73)"

3.803E-01(3.88)"

8 | 1.457E-01(7.02)*

4.250E-01(7.06)"

2.041E-01(7.23)*

Figura 5.20: Tempo de uma iteragio ¢ speed up relativo (S,)* para o modelo

tridimensional com malha 128 x 128 x 8

np | Pressao (GC) | Velocidade (GC) | Concentracao (GMRES(10))
1 1 1 1

2 0.98 0.95 1.00

4 0.95 0.93 0.97

8 0.88 0.88 0.90

Figura 5.21: Eficiéncia relativa calculada sobre uma iteragio para o modelo tridi-

mensional com malha 128 x 128 x 8
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Neste ltimo caso porém o tempo é relativo a resolver seis sistemas associados a con-
centragao significando que evoluiun-se no tempo utilizando seis intervalos de tempo.
Isto foi feito para que o modelo de tomada de tempo e andlise de desempenho es-
tar mais proéximo ao que realmente ocorre numa simulacao de injecdo de tragador.
Porém n#o foi deixado que toda simulacao fosse feita, com 3000 intervalos de tempo,
por causa da limitacao do tempo da maquina com utilizagao exclusiva. Os valores
dos speed up relativos destas tabelas sdo superiores aos encontrados nas Tabelas 5.17
e 5.20 devido as primeiras incluirem o tempo de cdlculo das matrizes dos sistemas,
que, da forma como foi implementado, é uma etapa totalmente paralela nao ne-
cessitando de comunicagdo para ser realizada. Inclusive para o modelo com malha
128 x 128 x 8, devido ao tamanho da malha, a estratégia adotada apresenta umn
speed up superescalar no caso de 2 processadores.



Capitulo 6

Conclusoes

Inicialmente foi apresentado o sistema de equagdes diferenciais para modelagem do
escoamento miscivel incompressivel em meios porosos, utilizado na simulagao de
reservatérios de petréleo. O esquema de integragio no tempo adotado € sequen-
cialmente implicito o qual desacopla parcialmente o sistema e permite a andlise das
equacoes da pressdo, da velocidade e da concentragio separadamente.

Foram analisados alguns métodos frequentemente usados para o célculo da ve-
locidade. Confirmaram-se as limitacdes da aproximacio da velocidade obtida dire-
tamente da lei de Darcy. Uma nova técnica de pds—processamento local foi apre-
sentada usando elementos lagrangianos, iguais aos utilizados no célculo da pressio
com taxa de convergéncia 6tima O(h**!) Este método explora a propriedade de
superconvergéncia do gradiente da pressdo em alguns pontos da malha, propor-
ciona aproximacoes precisas para velocidades em meios heterogéneos, com a van-
tagem computacional de envolver sistemas de equagbes com matrizes simétricas e
positivas definidas. Quando utilizou-se métodos iterativos o calculo da velocidade
exigiu poucas itera¢oes para atingir a convergéncia requerida de 10~% mostrando-se
muito eficiente. Desta forma apresenta-se como um alternativa ao método misto
de Raviart-Thomas reconhecidamente aceito como um método preciso, porém com
algumas dificuldades de implementagdo computacional por usar interpolagdes di-
ferentes para a pressao e velocidade e gerar sistemas de equacoes com matrizes
nao—positivas definidas.

Para a equacdo da concentragao, foi usado um método de elementos finitos com
termos de estabilizacao adicionados no nivel dos elementos, e consistente no sentido
variacional, isto ¢, a solugdo exata satisfaz o problema aproximado. Esta formulagao
utiliza os mesmos elementos lagrangianos isoparamétricos utilizados para o célculo
da pressdo e do pds—processamento da velocidade. E de facil implementacao e de
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uso geral. As solugdes obtidas ndo estdo completamente livres de oscilagoes, porém
nao apresentam problemas de conservagao de massa. Para as simulagoes realizadas
em duas e trés dimensoes os resultados com este método foram bastante precisos.
Intervalos de tempo da ordem daqueles usualmente utilizados para os métodos das
caracteriscas modificados, em problemas de recuperacdo tercidria, puderam ser uti-
lizados. Nestas simulagdes modelos com alta razdo de mobilidade e baixos coefi-
cientes de difusdo fisica foram testados e resultados realistas foram obtidos com
uma malha de 50 x 50 apresentando solugées sem instabilidade na frente de mistura.
Para injegdo de tracadores, dadas as pequenas quantidades envolvidas, intervalos
de tempo menores e malhas mais refinadas sédo requeridos para evitar a difusao
numérica. Como alternativas a simulagio de injecdo de tragadores apresentou-se
alguns resultados de modelos que utilizam o método das caracteristicas modificado
com malha madvel ¢ o método das linhas de fluxo para a equacao da concentragio
que apresentam bons resultados e reduzido custo computacional.

Modelos bi e tridimensionais, em meios homogéneos e heterogéneos foram ana-
lisados e as solugbes obtidas sdo bastante precisas e mostram a potencialidade do
método. Para modelos refinados, principalmente tridimensionais, métodos iterativos
com armazenamento das matrizes utilizando a técnica elemento-por-elemento foram
necessarios e algoritmos orientados & computagdo paralela foram implementados,
em substituicdo ao método direto de eliminacao de Gauss empregado em problemas
de menor porte.

Utilizou-se o método dos gradientes conjugados adequado a resolugao dos sis-
temas de equagbes associado & pressio e a velocidade, que sao simétricos e posi-
tivos definidos, € o método dos residuos minimos generalizados para o sistema de
equacoes associado & concentracdo, que é um sistema nao-simétrico mas positivo
definido. Estes métodos se mostraram bastante robustos. Porém, além do pré-
condicionamento de Jacobi, outros pré—condicionadores devem ser utilizados para
tornar a resolugao mais eficiente. A eficiéncia da implementagdo computacional em
paralelo pode ser confirmada pelo bom desempenho do algoritmo quando da uti-
lizacao de até 8 processadores do sistema IBM-SP no qual o cédigo computacional
foi implementado usando o padrao MPI para troca de mensagens.

Para este tipo de mdquina, com processadores muito robustos com grande capaci-
dade de memdria e unidade de comunicagao bastante eficiente, o particionamento
do dominio em uma diregdo mostrou-se muito eficiente.

Como futuros trabalhos e desenvolvimentos pode-se citar:

e 0s resultados das simulagoes apresentados foram obtidos com elementos
quadrildteros bilineares e hexaedros trilineares, porém elementos triangulares e
de mais alta ordem estao implementados, inclusive em trés dimensées e devem
ser mais explorados;

e a técnica de pds-processamento local para o célculo das velocidades nao foi uti-
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lizada nas simulacdes de escoamentos e deve ser feita em substituicdo ao pds-
processamento global para explorar o paralelismo;

¢ utilizar pré-condicionadores mais eficientes;,

¢ introduzir termos de captura de choque na equagio da concentracio .
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