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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D. Sc.)

Formulações de Elementos Finitos Bi e Tridimensionais para
Simulação em Paralelo de Escoamentos em Reservatórios de Petróleo

Eduardo Lúcio Mendes Garcia

Agosto/1997

Orientadores: Abimael F. D. Loula e Luiz Landau
Programa: Programa de Engenharia Civil

São propostos e analisados formulações de elementos finitos para simulação de
escoamentos miscíveis incompressíveis em meios porosos rígidos utilizando computa-
dores paralelos de memória distribuída, com aplicação na engenharia de reservatórios
de petróleo.

O modelo matemático é composto por um sistema de equações diferenciais par-
ciais composto por um sub-sistema elíptico, que fornece a pressão e a velocidade
total da mistura, e uma equação de convecção-difusão, que fornece em cada instante
de tempo o valor da concentração do fluido injetado.

A variável de maior interesse é. sem d úvida, a concentração do fluido injetado,
entretanto, em se tratando de escoamentos predominantemente convectivos, é cru-

cial a determinação precisa da velocidade. Atenção especial é dada à aproximação
da velocidade através de técnicas de pós-processamento globais e locais. Para a
equação da concentração é utilizada uma formulação de Petrov-Galerkin (SUPG),
para discretização espacial, combinada com uma aproximação implícita de diferenças
finitas no tempo.

A metodologia proposta foi implementada em computadores paralelos de
memória distribuída utilizando métodos iterativos para resolução dos sistemas de
equações combinado com uma técnica de elemento-por-elemento para armazena-

mento das matrizes. Esta implementação mostrou-se bastante eficiente para res-
olução de problemas de grande porte.

/

São apresentados resultados de simulações de processos de injeção continua com
razão de mobilidade adversa e injeção de traçadores em reservatórios de petróleo em
duas e três dimensões.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfillment of the require-
ments for degree of Doctor of Science (D. Sc. )

Two and Three Dimensional Finite Elements Formulations to
Parallel Simulation of Petroleum Reservoir Flows

Eduardo Lúcio Mendes Garcia

August/1997

Thesis Supervisors: Abimael F. D. Loula and Luiz Landau
Department: Civil Engineering

Finite element formulations oriented to distributed memory parallel machines
are proposed and analized to simulate incompressible miscible flow in porous media
with applicationto petroleum reservoir engineering.

The mathematical model consists in a system of a partial differential equations
given by an elliptic subsystem which describes the pressure and the velocity of
mixture, and a convection-diffusion equation which describes the concentration of
the injected fluid.

Global and local post-processing techniques are employed to accurately compute
the velocity field. A stabilized consistent Petrov-Galerkin method is applied to the
concentration equation combined with a implicit finite difference scheme in time.

To solve the large systems of linear equations iterative Krylov projection type
methods combined with an element-by-element strategy are implemented in a par-

allel machine.

Numerical results for two and three dimensional simulations of tracer injection
and tertiary recover processes are carried out showing the good performance of the
proposed numerical formulations and efficiency of parallel implementation.
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Capítulo 1

Introdução

0 desenvolvimento de novos métodos numéricos aliado ao contínuo crescimento
dos recursos computacionais muito tem contribuído para o aprimoramento da si-
mulação numérica de escoamentos em meios porosos. Em particular, na engenharia
de petróleo a simulação numérica tem atualmente grande aplicação na caracterização
de reservatórios e na otimização dos processos de recuperação.

Este trabalho tem como objetivo a análise e o desenvolvimento de métodos de
elementos finitos para cálculo da solução aproximada do sistema de equações dife-
renciais parciais utilizado para modelar o escoamento miscível em reservatórios de
petróleo, dando especial atenção para o cálculo do campo de velocidade e utilizando
computadores paralelos de memória distribuída.

No início do processo de extração, a pressão no interior do reservatório é, em
geral, suficientemente alta para forçar a saída do petróleo naturalmente ou por meio
de bombeamento. Entretanto, com a queda de pressão pela saída de material a
eficiência cai rapidamente e apenas 10% a 15% de óleo pode ser retirado utilizando
esta técnica denominada de recuperação primária.

Através de técnicas de recuperação que alteram as condições naturais é possível
aumentar a produção e a vida útil do reservatório. Pela injeção de fluidos (água,
vapor d’água, polímeros, gás) , no interior do reservatório, através de poços injetores,
aumenta-se a pressão interna e a vazão nos poços produtores. O fluido injetado
ocupa os poros antes preenchidos pelo petróleo e o empurra forçando-o a sair pelos
poços produtores. Quanto maior for o volume ocupado pelo fluido injetado, antes
dele próprio atingir os poços produtores, melhor será o rendimento deste processo.
Estas técnicas denominadas de recuperação secundária, no caso de injeção de água,
e terciária, no caso de injeção de gás ou solventes, são mais eficientes quanto mais se
conhecem os mecanismos que determinam o escoamento no interior do reservatório,
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principalmente na região de interface entre o fluido residente e o fluido injetado.

Na realidade o reservatório não contém unicamente óleo, mas uma mistura de
óleos, gáses e água, com várias componentes, que durante o escoamento interagem
entre si podendo inclusive ocorrer mudança de fases. Outros fatores ainda concor-
rem para aumentar a complexidade dos processos e a dificuldade na construção de
simuladores. A presença de diferentes escalas, do poro ao poço, do poço ao reser-
vatório, demanda a adoção de modelos macroscópicos baseados em médias, como
é o caso, por exemplo, da lei de Darcy que relaciona a velocidade ao gradiente da
pressão usando um tensor de permeabilidade média do meio.

Modelos simplificados são comumente empregados como aproximações para os
fenômenos que ocorrem no interior do reservatório. Dentre estes destacam-se mo-
delos composicionais ( black oil) frequentemente utilizados na indústria de petróleo.
Modelos simples de escoamentos miscíveis (óleo-gás) e imiscíveis (óleo-água) são
amplamente utilizados como campo de testes para os métodos numéricos por conter
as principais dificuldades inerentes ao problema: instabilidades ( fingering) e não-
linearidades [1].

O modelo matemático que descreve o escoamento de fluidos incompressíveis
miscíveis em um meio poroso rígido é composto por um sistema de equações di-
ferenciais parciais acoplado sujeito a condições de contorno e condições iniciais [2],

Do ponto de vista de análise, subdivide-se este sistema em um sub-sistema elíptico
envolvendo os campos de pressão e velocidade, e uma equação de convecção-difusão
predominantemente convectiva associada à concentração. O sub-sistema elíptico é
constituído pela lei de Darcy que relaciona o gradiente de pressão com o campo
de velocidades através de um tensor que depende da permeabilidade do meio e da
viscosidade da mistura, que por sua vez depende da concentração do fluido injetado.
Este modelo também é utilizado na simulação da injeção de traçadores em reser-
vatórios. Traçadores são elementos químicos ou radioativos adicionados ao fluido
injetado que permitem inferir sobre propriedades dos reservatórios e características
do escoamento. O tempo de chegada e a concentração do traçador nos poços de
produção são informações importantes para se identificar caminhos preferenciais do
escoamento, falhas geológicas, propriedades do meio poroso, etc.

A variável de maior interesse é, sem dúvida, a concentração do fluido injetado,
entretanto, em se tratando de escoamentos predominantemente convectivos, é cru-
cial a determinação precisa do campo de velocidades [3], principalmente em casos de
escoamentos miscíveis com razão de mobilidade adversa, i.e., quando a viscosidade
do fluido injetado é menor do que a do fluido residente. Portanto, atenção especial
tem sido dada à aproximação da velocidade.à formulação de Galerkin guns com-

portamentos não-físicos, tais como efeitos de orientação de malhas, observados em
simulações numéricas de escoamentos miscíveis e atribuidos principalmente a insta-

bilidades e imprecisões na resolução da equação de transporte, foram identificados
e relacionados com imprecisões no campo de velocidade utilizado [4].
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Substituindo a lei de Darcy na equação de conservação de massa da mistura,
obtém-se uma equação diferencial parcial de segunda ordem para a pressão de fácil
resolução por métodos clássicos como, por exemplo, aqueles resultantes de aprox-
imações conformes baseadas no método de Galerkin, para os quais têm-se estimativas
de erro com taxas de convergência ótimas. Uma aproximação natural para a veloci-
dade é então obtida diretamente pela lei de Darcy por derivação da aproximação da
pressão. Porém a aproximação da velocidade assim obtida apresenta alguns incove-
nientes sérios, tais como: i) imprecisão - uma ordem de convergência a menos que a
aproximação da pressão; ii) não satisfação de forma forte da condição de fluxo nulo
no contorno; Ui) não conservação de massa local no nível dos elementos.

Como alternativa à esta formulação natural, a formulação mista de elementos
finitos desenvolvida por Raviart e Thomas [5] tem sido amplamente utilizada na
área de reservatórios de petróleo [3, 1, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. Envolvendo aproxi-
mações simultâneas dos campos de velocidade e de pressão, esta formulação apre-
senta melhor aproximação para o campo de velocidades em detrimento ao campo de
pressão, com satisfação da condição de fluxo nulo de forma forte e com conservação
de massa local. Por adotar diferentes ordens de interpolação para a pressão e para
a velocidade, visando a satisfação das condições de estabilidade dos modelos mis-
tos (LBB) , [14] e por gerar sistemas de equações não-positivos definidos, a imple-
mentação computacional e a resolução do sistema de equações associado a esta for-
mulação exige tratamento especiais. Métodos iterativos associados à decomposição
de domínios com implementações em paralelo têm sido utilizados com sucesso na
solução dos sistemas resultantes [9, 12, 13].

Neste trabalho são utilizados campos de velocidade obtidos a partir do pós-
processamento do campo de pressão anteriormente calculado pelo método de
Galerkin. Através de técnicas de pós-processamento global, em todo o domínio
[15, 4], e locais, por elemento ou por macro-elementos [16], é possível obter aproxi-
mações para a velocidade com taxas de convergência ótima ou quase-ótimas usando
interpolações lagrangianas, iguais às usadas para o cálculo da pressão, ou mesmo
interpolações de Raviart-Thomas, resultando sempre em sistemas de equações
simétricos e positivos definidos. O pós-processamento global é obtido por uma
formulação que combina resíduos de mínimos quadrados da lei de Darcy, com a
pressão conhecida, e da equação de balanço de massa em todo o domínio. Já o
pós-processamento local combina resíduo da lei de Darcy, restrita aos pontos de su-
perconvergência do gradiente da pressão, com os resíduos da equação de balanço de
massa e do rotacional nulo no nível de macroelementos ou elementos, dependendo
se são utilizadas aproximações lineares ou de ordem mais alta, respectivamente.
Discretizações com elementos triangulares e quadriláteros em duas dimensões e de
hexaedros em três dimensões usando interpolação linear ou de mais alta ordem são
facilmente obtidas com esta formulação e têm sido utilizada com sucesso em modelo
de escoamento miscível para reservatórios de petróleo [17, 18, 19, 20, 21, 22].
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Para a equação de transporte uma formulação estabilizada é utilizada [23], obtida
adicionando-se à formulação de Galerkin termos dependentes da malha no nível dos

/

elementos nas regiões de fortes gradientes da solução. E uma formulação consis-
tente, ou seja a solução exata satisfaz a equação original, não alterando o problema,
como ocorre em métodos clássicos de difusão artificial. Esta formulação é de uti-
lização geral e de fácil implementação por adotar interpolação lagrangiana de mesma
ordem que as utilizadas para a pressão e para a velocidade, típicas dos elemen-

tos isoparamétricos que incorporam naturalmente elementos distorcidos e malhas
não-estruturadas. Bons resultados foram obtidos com esta formulação para pro-
blemas em duas e três dimensões. Para o caso de traçadores em modelos bidimen-
sionais a técnica de refinamento auto-adaptativo foi avaliada [18. 24]. Experimentos
numéricos foram realizados com métodos das características com malha móvel [19]
apresentando boas perspectivas para a simulação de injeção de traçadores com al-
gumas semelhanças com o método de acompanhamento da frente de concentração
do traçador utilizado em [7]. Métodos das linhas de fluxo também foram utilizados
[25] e se mostram bastante eficientes na análise do problema do traçador em duas
dimensões.

Na formulação numérica geral do problema de escoamentos miscíveis, a cada
passo de tempo, três sistemas de equações algébricas são resolvidos: dois simétricos
positivos e definidos, para a pressão e velocidade; e um não simétrico para a con-
centração. A resolução destes sistemas equações consomem a maior parte do tempo
durante a simulação. Métodos eficientes devem , portanto, ser adotados na resolução
destes sistemas. Métodos diretos, como o de eliminação de Gauss, e métodos ite-
rativos, como o método dos gradientes conjugados e método dos resíduos mínimos
generalizados, são empregados. Para simulações em três dimensões, a armazenagem
da matriz global dos sistemas, necessária aos métodos diretos, faz com que rapi-
damente se atinja os limites de memória. Métodos iterativos associados à técnica
de armazenamento elemento-por-elemento que não necessitam montar as matrizes
globais dos sistemas são utilizados nestes casos. Para grandes sistemas de equações,
mesmo se tratando de modelos bidimensionais, métodos iterativos podem ser mais
eficientes computacionalmente, e até mesmo mais precisos por contornar problemas
numéricos relacionados com erros de arredondamento [26].

Além disso métodos iterativos são mais apropriados a implementação em para-
lelo. Esta característica é explorada, e formulações de elementos finitos são imple-
mentadas em computadores paralelos de memória distribuída utilizando a linguagem
FORTRAN. As simulações numéricas foram realizadas no IBM-SP com 8 proces-
sadores instalado no LNCC/CNPq, utilizando MPI (Message Passing Interface) [27]
como sistema de troca de mensagens necessárias a este tipo de programação dis-
tribuída. Com pequenas alterações o código desenvolvido pode utilizar uma rede
de estações de trabalho heterogénea, ou até mesmo rede de microcomputadores,
operando sob o sistema Unix, como é feito em [28, 29, 30, 31] para solução em para-
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lelo de sistemas de equações com o auxílio de ferramentas apropriadas como o PVM
(Parallel Virtual Machine) [32].

No Capítulo 2 é apresentado o modelo matemático utilizado e comentadas al-
gumas dificuldades que surgem na imposição das condições de contorno e condições
iniciais. O método de discretização no tempo utilizado no modelo numérico também
é apresentado no Capítulo 2. No Capítulo 3 o sub-sistema elíptico da pressão e
velocidade é estudado isoladamente, sem acoplamento com a equação de convecção-
difusão. Analisa-se então algumas possibilidades de aproximações para o campo de
velocidade obtidos por métodos frequentemente utilizados em escoamentos em meios
porosos e apresenta-se uma nova técnica de pós-processamento local naturalmente
paralelizável e com taxas de convergência ótima para a velocidade. No Capítulo 4
retorna-se ao sistema acoplado e analisa-se o método SUPG para aproximação da
equação de convecção-difusão para simulação de processos de recuperação terciária
e injeção de traçadores em reservatórios de petróleo. Resultados de simulações uti-
lizando modelos bi e tridimensionais são apresentados. O Capítulo 5 é dedicado
aos métodos iterativos, à apresentação dos detalhes da implementação em paralelo
e análise de desempenho dos métodos apresentados nos capítulos anteriores. Fi-
nalmente no Capítulo 6 são apresentadas as conclusões e propostas de trabalhos
futuros visando aperfeiçoamento dos métodos numéricos para simulação de escoa-
mentos miscíveis em meios porosos.



Capítulo 2

Modelo Matemático

Neste capítulo é apresentado o sistema de equações diferenciais usado na modela-
gem do fenômeno de escoamento de fluidos miscíveis incompressíveis em um meio
poroso rígido. Apresentam-se as hipóteses adotadas e comentam-se algumas dificul-
dades e limitações do modelo. O escoamento é monofásico, com no máximo duas
componentes.

São discutidas também algumas possibilidades de esquemas de integração no
tempo que utilizam aproximações de diferenças finitas para o termo da derivada no
tempo, frequentemente adotadas na simulação de escoamentos em reservatórios de
petróleo.

2.1 Sistema de Equações Diferenciais Parciais

Seja O um domínio aberto limitado em Rd , d = 1, 2, 3, com froteira dQ regular e
T G R um número fixo. O sistema diferencial em fl x [0, T], nas variáveis p, u e
c, respectivamente, a pressão total do sistema, a velocidade total de escoamento da
mistura e a concentração do fluido injetado, normalmente usado para modelar um
escoamento miscível incompressível em um meio poroso rígido é constituído pelas
seguintes equações [2]:

lei de Darcy

K( x ) (2.1)Vp11 = p(c)

conservação de massa da mistura

6
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(2.2)divu = /

com condição de contorno

u • n = 0 em dQ

conservação de massa do fluido injetado

dc (2.3)+ div(uc) — div(DVc) = c f^ dt

com condição de contorno

D(u)Vc n = 0

e condição inicial

c(x, 0) = co (x)

onde íp é a. porosidade do meio, c é o valor da concentração do solvente nos poços
de injeção e concentração residual nos poços de produção, p( c ) é a viscosidade da
mistura dada em termos da concentração do fluido injetado por uma relação empírica
do tipo

(2.4)l̂ res

ßres (2.5)M — ßinj

e as viscosidades dos fluidos residente e injetado respectivamente.sendo
Duas situações serão consideradas: M — 1 que corresponde a viscosidades iguais

res

para o fluido residente e o fluido injetado, é o caso de injeção de traçadores, que dada
a sua pequena quantidade adinite-se que esta não altera as propriedades do fluido
injetado; e M > 1, que corresponde ao caso do modelo de recuperação terciária
em que o fluido injetado (solvente) é menos viscoso que o fluido residente (óleo) ,
podendo ocorrer problemas de instabilidades na frente de mistura.

Em 2.1, K ( x) é um tensor simétrico e positivo definido cuja matriz, no caso geral
de três dimensões, é dada por,

( kg k>xy ^xz ^
K ( x ) = (2.6)fcyx ^y fcyz

\kzx kzy kz /
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Embora seja mais usado na sua forma diagonal, com kx , ky e kz sendo as permeabi-
lidades nas direções x , y e z respectivamente, a consideração da sua forma completa
em alguns casos terá um papel relevante. Se kx = ky = kz , e kxy — kxz = kyz = 0 o
meio é isotrópico, e neste caso não há direção preferencial para o escoamento. Nas
simulações numéricas apresentadas verifica-se a influência desta propriedade para
casos em duas e três dimensões.

Ainda na equação (2.2) , / representa os termos de fonte associados aos poços
de injeção e produção, que serão considerados como deltas de Dirac nas simulações
apresentadas.

Em (2.3) D é o tensor de dispersão-difusão dado por [2]:

(^+«d|U|i) &L — &T (2.7)1 +D = u <g> u
u

onde ( p e r são, respectivamente, a porosidade e a tortuosidade do meio poroso,
enquanto que amoi , e OLT são coeficientes de difusão molecular e de dispersão
hidrodinâmica longitudinal e transversal respectivamente, e o símbolo ® representa
o produto tensorial. A equação da concentração é uma equação de transporte
convectivo-difusivo, predominantemente convectiva, ou seja, o valor numérico do
termo convectivo div(uc) é superior ao valor numérico do termo difusivo div(DVc).

2.2 Discretização no Tempo

A análise numérica deste sistema passa inicialmente pela escolha de uma esquema de
discretização no tempo. Nesta seção são discutidas algumas discretizações no tempo
para este sistema e destacada a opção escolhida. Os esquemas apresentados a seguir,
usam aproximações de diferenças finitas de primeira ordem comumente empregadas
na discretização temporal em problemas de escoamentos em reservatórios de petróleo
[1, 33, 22] ,

Método Implícito na Pressão e Explícito na Concentração2.2.1

O problema resultante desta discretização consiste em
Para n — 0,1, 2, .... N achar un , pn e cn+1 O X [0, T] satisfazendoem

divu" = fn

*(x)Vpnu71 —
p( cn )

cn+l _
— + div (uncn) — div (D(un) Vcn) = cn/n .^ AT
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Dada a forma explicita de aproximação da equação da concentração, este método,
normalmente referido como IMPES, apresenta propriedades de estabilidade condi-
cionada a

AT < ATc

onde ATC depende da discretização espacial.

2.2.2 Método Totalmente Implícito

O problema resultante desta discretização consiste em:

Para n = 0,1, 2, .... N achar u” +1, pn+1 e cn+l Q X [0, T] satisfazendoem

divun+1 = fn+1

A-(x) 71+1un+1 = Vp
//(cn+1)

rn+1 _
^ AT — + div(un+1cn+l ) - div(D(un+1) Vcn+1) = cn+1/Tl+1.

A cada intervalo de tempo o sistema constituido pelas equações da pressão,
velocidade e concentração é resolvido de forma acoplada.

Ao contrário do método IMPES, este método totalmente implícito apresenta boas
propriedades de estabilidade, podendo, em princípio, ser adotado qualquer valor do
passo de tempo na discretização temporal permitindo intervalo de tempo adaptativo
[22] .

2.2. 3 Método Implícito Sequencial

Desenvolvendo o termo div{uc) da equação (2.3) e considerando a equaçao (2.2)
têm-se que

div(uc) = u Vc + cdivu = u Vc + /c, (2.8)

e o método implícito sequencial é apresentado como:

Para n — 0,1, 2, ..., N achar un , pn e cn+1 em Q x [0, T] satisfazendo a

divun = fn (2.9)

*(x) Vpnun = (2.10)
p(c” )
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cn+l _ cn
+ Un Vcn+1 - div(D(un)Vcn+1) + cn+1/n+1 = cn+1

,r+1. (2.11)v> AT

Este esquema será o adotado neste trabalho. Ele combina as vantagens do
método IMPES e do método totalmente implícito. A forma desacoplada e lin-

earizada de resolução das equações, juntamente com a estabilidade decorrente da
aproximação implícita da concentração, são atrativos naturais para a escolha deste
método para aproximação temporal do problema miscível. Além disso, diferen-

tes intervalos de integração podem ser adotados na discretização das equações da
pressão/velocidade e da concentração. Como a velocidade varia mais lentamente
no tempo do que a concentração pode-se adotar AT para a pressão maior que o
adotado para a concentração e extrapolar a velocidade nos instantes intermediários
de resolução da equação da concentração, com um ganho significativo do tempo
computacional sem perda de precisão [1, 12, 22].

Com esta formulação implícita sequencial a cada passo de tempo resolvem-se
separadamente o sistema elíptico, constituído pela lei de Darcy e da equação de con-
servação de massa da mistura, e a equação de transporte da concentração. Portanto,
nos capítulos seguintes serão tratados isoladamente os problemas de aproximação
da velocidade e pressão (Capítulo 3) e da concentração (Capítulo 4). De acordo
com equação (2.1) a aplicação de traçador não modifica as propriedades da fase em
que ele é adicionado e as velocidades não dependerão da concentração da mistura
e por conseguinte a pressão e a velocidade não se alteram com o tempo e são cal-
culadas uma única vez durante todo o processo. Desta forma a evolução temporal
restringe-se a equação da concentração.

2.3 Condições de Contorno para Pressão e Velocidade

As solicitações sobre o reservatório assim como a sua resposta se processam e se
observam basicamente através dos poços de injeção e produção. Entretanto os poços
têm dimensões geométricas, como diâmetros por exemplo, des- prezíveis quando
comparadas com as dimensões do reservatório, e este fato traz grandes dificuldades
matemáticas e numéricas na modelagem dos poços e na caracterização da resposta do
reservatório. A seguir discutimos brevemente a questão da imposição de condições
de contorno associadas aos poços.

Substituindo a lei de Darcy (eq. 2.1) na equação de conservação de massa da
mistura (eq. 2.2) e explicitando o termo de força do lado direito obtém-se a equação
para a pressão

(2.12)Vp) = / em O X [0, T\.— div(
f i ( c )
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Nas simulações numéricas realizadas e apresentadas nas seções seguintes, para
a solução desta equação adota-se a prescrição de vazão nos poços, desta forma a
pressão fica determinada a menos de uma constante. A forma escolhida de levantar
a indeterminação é prescrevendo a pressão em um ponto qualquer do domínio de
maneira que a solução pn tenha média nula, ou seja

f pn d,Q = 0.
Jn

Esta condição aliada à restrição de que a integral das vazões prescritas, em todo o
domínio, deve ser nula, J q dÇ2 = 0, torna este problema bem posto, e compatível
com as hipóteses de incompressibilidade do escoamento e do reservatório ser selado,
isto é, fluxo nulo no contorno do domínio

K dQ X [0, T] ,Vp71
• n = 0 emun - n= -"7—t

ß{ cn)

Para simulações com poços localizados no interior do reservatório, suficiente-
mente afastados do contorno, não impor fortemente esta condição podem não afetar
significativamente os resultados da simulação. Porém no modelo dos cinco poços,
caso padrão para testes de formulações numéricas, comumente encontrados na litera-
tura, a localização dos poços no contorno do domínio computacional, pode acarretar
imprecisões significativas na imposição desta condição.

Além disso os poços têm dimensões de centímetros enquanto o reservatório em
geral tem dimensões de quilómetros. A representação das vazões dos poços por deltas
de Dirac é uma consequência natural desta diferença de escalas. Porém modelos com
fontes singulares tornam-se também fontes de dificuldades. Modelos de poços [33]
ou técnicas de remoção de singularidade [3] têm sido utilizados para contornar estas
dificuldades.

2.3.1 Remoção de Singularidade

Para um arranjo de Ns poços, em cada passo de integração n decompomos o campo
de velocidades un em [3, 34, 4]:

(2.13)u“ = u;+ ic
onde u^ é a parte singular conhecida de u71, tal que

N s

< = £<"
1

com

divu” ’1 = h
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A pressão no instante n éonde f i é & fonte singular correspondente ao poço i.
igualmente decomposta em

pn = p” + p?
com

N s N s QiEp? = EPT ln\x — Xi \2viKi / tf )i-1 ¿=1

e

Kin,i _ — vp7;-1u„

onde Ki — K ( x j ) e püf — p(cn (x¿)) sao os valores de K e p no poço i no instante n.
A presente decomposição resulta no seguinte sistema em u” ep":

^ ( K ßl {cn )
ß(cn )Ki

K ( x )^Pr + E (2.14)-1 <’1
P Í=1

(2.15)divu = 0 .

com condição de contorno não homogéneas em u"

(2.16)-u?sK * n = n.

Substituindo (2.14) em (2.15) , têm-se a seguinte expressão para a equação da
pressão:

Ns K ( x ) p fK
-Ediv ( iK’1Vp?— div p{ cn ) Kip{ cn ) ï-1

Para M — la segunda parcela da equação (2.14) se anula, e a lei de Darcy
relaciona a parte regular do gradiente de pressão com a parte regular da velocidade,
como no caso geral sem remoção de singularidade.

O resultado destas operações é uma sistema em u" e p71 com mais regularidade,
sem termos de fontes (2.15) mas com condições de contorno não homogéneas por
causa da decomposição (2.16).
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2.4 Condições Iniciais

Singularidades ocorrem também nas condições iniciais usualmente adotadas para a
concentração. Por exemplo, é comum a utilização de condições iniciais do tipo

c(x, 0) = CQ(X) em Q

incompatíveis com as condições de contorno nos poços de injeção

c(xjj t ) CQ (X¿ , í) i = 1, 2, . . . , Ns.

2.4.1 Modelo Axissimétrico Para a Concentração

Admitindo que o escoamento próximo aos poços de injeção tem simetria radial,
um modelo axissimétrico é adotado e em seguida a solução obtida é projetada na
malha bidimensional e desta forma esta solução é considerada como uma condição
inicial para a simulação em duas dimensões. Deste modo, na vizinhaça de cada poço
de injeção a concentração do fluido injetado pode ser aproximada pela solução do
problema axissimétrico

d2c 1 dc
r dr

dc f dc
^ dt 2-nr dr

(2.17)- D = 0,dr 2

com condição inicial

c(r, 0) = 0,

e condição de contorno

c(0, í) = 1 .

Esta aproximação resulta do fato de que vizinho ao poço

/ dc
u Vc — 2TTR dr

A Figura 2.1 ilustra esta situação na vizinhança de um poço de injeção onde
c0 (x, 0) = co(r, 0) = 0 e c(0 ,t ) = 1.

Seguindo a proposta de Douglas e co-autores [16], uma redução de tempo compu-
tacional significativa e, principalmente, um ganho de precisão nos instantes inici-
ais do processo de deslocamentos miscíveis podem ser alcançados resolvendo-se a
equação (2.17) até o instante de tempo correspondente a injeção de 1% do volume
poroso, e projetando em seguida a solução assim obtida no espaço de elementos
finitos bidimensional [34]. A principal vantagem deste procedimento decorre do fato
de que próximo ao poço ocorrem fortes camadas limites internas, tornando difícil,
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Figura 2.1: Singularidade na condição de contorno da concentração nos poços

do ponto de vista computacional, a obtenção de aproximações precisas para o pro-
blema bidimensional. Note que o custo computacional de uma malha unidimensional
refinada é praticamente desprezível frente à equivalente bidimensional.

Desta forma a solução unidimensional projetada na malha bidimensional é vista
como uma condição inicial para o escoamento bidimensional. Esta idéia pode ser
também aplicada a problemas tridimensionais.



Capítulo 3

Métodos de Elementos Finitos

para Pressão e Velocidade

Neste capítulo são tratadas as aproximações da pressão e da velocidade de maneira
desacoplada da equação da concentração. Esta análise é diretamente aplicada ao pro-

blema de aproximação do campo de velocidades associado a escoamentos miscíveis
com razão de mobilidade unitária (M = 1) bem como de injeção de traçador. Pode
também ser adaptada, como veremos no Capítulo 4, ao problema geral (M > 1)
considerando que o esquema implícito sequencial adotado para a discretização tem-
poral, a cada passo de tempo, desacopla o sub-sistema elíptico para a velocidade e
pressão da equação da concentração. Deste modo, para facilitar a manipulação das
equações, neste capítulo, abandona-se o indice n nas equações (2.9) e (2.10) , e define-
se A-1 — /é(x)-V(c) > na equação (2.9) , admite-se /¿(c) como uma função conhecida,
sem qualquer aproximação da concentração, e analisamos o seguinte problema

D, satisfazendo aAchar os campos de pressão e velocidade uep em

(3.1)divu + / = 0

A * u = Vp (3.2)

(3.3)u • n = 0 em P

onde A 1 é um tensor de segunda ordem simétrico e positivo definido, isto é, existe
a > 0 tal que

A
_1v • v > ctv • v V v ^ O

15
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São apresentadas as técnicas de pós-processamento global e local utilizadas no
modelo de escoamentos miscíveis desenvolvido, porém inicialmente são revistos o
método de Galerkin e o método misto de Raviart-Thomas, comumente utilizados em
simulações de reservatórios de petróleo. Não será apresentada uma análise detalhada
dos métodos numéricos considerados mas apenas resumidos os principais resultados
destas análises tais como estabilidade, convergência e estimativas de erro. Análise
detalhada destes métodos pode ser encontrada nas referências citadas no texto.

Comparações são feitas com resultados numéricos obtidos para situações encon-

tradas nas referências da área de meios porosos.

Método de Galerkin para a Pressão3.1

Uma formulação natural para o problema proposto envolvendo o campo p apenas
é facilmente obtida eliminando-se o campo u, pela substituição de (3.2) em (3.1) ,
resultando

(3.4)div(AVp) = / n,em

com condição de contorno

AVp • n = 0

cuja forma variacional é:

Problema P: Achar p £ V tal que

(3.5)A( p, q) - f (q ) V g V

com

{ q e H l {Q ) , ¡nQdQ = 0}

A( p, q ) = í AVp - Vç dfí V p, q <E V,
J Í7

f ( q ) = [ f q d n Vç

Existência e unicidade de solução para este problema são assegurados pelo lema
de Lax, uma vez que a forma bilinear A(- , - ) é contínua e U-elíptica, i.e., existem
constantes M < oo e a > 0 tais que:

V =

(3.6)

(3.7)e V.

A( p.q ) < V|¡p||i,||g||K V p,q £ V
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A{ q,q ) > u\\q\\l V qGV

sendo

«lit = /n(92 + |V?|2)<iSÎ

Para a análise de aproximações de elementos finitos admitimos, por simplicidade,
que íí é um domínio poligonal discretizado por uma malha uniforme de Ne elementos
tal que

N e
o = ( jãe Pl çÿ = 0 l ï J ,com

e=l

onde denota o interior do e-ésimo elemento, e Cle seu fecho. Denota-se por
h = max fie, o parâmetro da malha, sendo he o diâmetro do elemento e. Seja 5£(Q)
o espaço das funções de interpolação de elementos finitos de classe C° , portanto
polinomiais contínuas por partes de grau k em cada uma das variáveis, para elemen-
tos quadriláteros ou em ambas variáveis para elementos triangulares. Em outras
palavras 5^ (0) são os espaços de elementos finitos lagrangianos isoparamétricos
usuais de graus k composto por funções contínuas na interface dos elementos. Para
elementos quadriláteros

onde Pi é o conjunto dos polinómios definidos em com grau menor ou igual
aie j em e respectivamente, e para os elementos triangulares

sí ( n) = { q„e H' (a ) , <& ePk ( S2')}

onde Pj { Qe ) é o conjunto dos polinómios definidos em Qe, com grau menor ou igual
a j em x\x%.

A aproximação de elementos finitos, baseada no método de Galerkin, para a
equação da pressão, no subespaço V£ = Sfc C V , é dada por:

Problema P/,: Achar p¡t G V£ tal que

A{ ph , Qh ) = f { Qh ) V ph , qh G V£ .

Como V£ C V , as propriedades de elipticidade e continuidade de A(.,.) no espaço
de dimensão infinita, são transferidas imediatamente para o problema aproximado,
ou seja, são válidas as propriedades de continuidade,

(3.8)

M f k , «J < MIIPJIIVIMV V Ph ,(jh £ vh

elipticidade,
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A{ qh ,qh ) > a||?fc||v V qh G Vh

e consistencia

¿(P > Qh ) = f ( Qh ) V qh G

Destas propriedades resulta a seguinte estimativa para a aproximação pt¿

\\P - Pk\\v C\\ p - qh\\v V q h e V k .

Fazendo uso de resultados de interpolação próprios do método dos elementos finitos
[35], ou seja,

Dado uma função p G Hk+l (Q ) , existe uma interpolante p¡x G tal que :

IIP- Pfcll + A||Vp- Vp*|| < C„ft‘+1|p| (3.9)Ä +1 ?

têm-se as seguintes taxas de convergência para o gradiente de

II Vp- Vpjllo < CA*|p|*+ (3.10)1 >

e usando o truque de Nitsche

II? -Pillo < CAl+1|p| (3,11)fc-f 1

válidas para soluções regulares do Problema P, ou seja para p G Hm+l (Çl)
m > k . Considerando dado pela lei de Darcy, ou seja:

com

uh = -AVph

têm-se:

|u — Uftllo < Ch“ |p|t+1. (3.12)

Estas estimativas são válidas para soluções suficientemente regulares, isto é, para
p G Hk+1( £l ) , que infelizmente não ocorre nos problemas reais de simulação de
reservatórios de petróleo. Por exemplo admitindo que os diâmetros dos poços são
desprezíveis frente às dimensões dos reservatórios simula-se os termos de fonte asso-
ciados às vazões nos poços como deltas de Dirac. Neste caso pode-se ter, no máximo,
p G Hl (Q) o que implica nas seguintes estimativas:

Ib- Phl l < Ch\ p\1

l|Vp- Vp4||< C|p|1 )



19

ou seja convergência de primeira ordem para a aproximação da pressão em L2(Q)
e não^convergência para a aproximação da velocidade. A situação, na realidade,
não chega a ser tão dramática. Trata-se de singularidades nos poços de injeção e
produção. Excluindo-se pequenas regiões vizinhas aos poços recuperam-se as taxas
de convergência, no restante do domínio [4]. Alternativamente, tem-se utilizado
a técnica de remoção de singularidade, apresentada no capítulo anterior, visando
obtenção de aproximações de elementos finitos mais precisas.

Mesmo para soluções regulares algumas limitações ainda persistem para a aproxi-
mação (3.12) do campo de velocidades, tais como:

(i ) taxa de convergência de ordem k comparada com k + 1 para a pressão,

(ii) não conservação local de massa, i.e. ,

/ divuhdf¿e ^ f fdQe
J& JW

(iii ) não atendimento, de forma forte, da condição de contorno uh n = 0 , já que
esta é uma condição natural para a formulação variacional adotada.

Para contornar estas limitações uma formulação mista nas variáveis pressão e
velocidade é frequentemente utilizada em escoamentos em meios porosos e é apre-

sentada na seção seguinte.

Formulação Mista de Raviart-Thomas para Pressão e3.2

Velocidade

Esta formulação, construída com a pressão em L2 ( £l ) e a velocidade em if (div) ,
difere do método anterior por requerer interpolações para a pressão e velocidade
independentes. Assim, definindo os espaços:

para a velocidade

0 em T = <9Í1}W = {v e H ( div) V • n =

para a pressão

Q = { q e L2 ( Q ) , J qdtt = 0}

a formulação mista de Raviart-Thomas para o problema contínuo consiste em

Problema MRT: Achar (u, p) G W x Q tal que
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a(u, v) + 6{v, p) = 0 V V e W

b{u,q ) = f { q ) V g e Q

sendo

a(u, v) = (À 1u, v) Vu, v e PF

ò(v, p) = — (divv, q ) V v G VF V q e Q,

f (q ) = (/> q ) G Q .

Existência e unicidade de solução para esta classe de problemas sao asseguradas
pelo teorema de Brezzi, que requer a satisfação das seguintes condições:

(a) Continuidade de / ( •)

\ f ( q )\ C\\q\\ V q e Q, C < o o

(b) Continuidade de a( - , )

|o(u, v)| < Mjullíqdivjllvll .fqdiv} V u, v G W

(c) Continuidade de b( - , )

IHV - ?) I ^2||v|| ií{div) lklU2(n)

(d) K-elipticidade de a(., .), i.e., existe a > 0 tal que

a (V, v) > or||v|&(div) V v e A"

onde

K — {v e W b{v, q ) = 0 V q e Q }

(e) Condição de compatibilidade (LBB) [14], i.e., existe ß > 0, tal que

b{v ,q )
vÇW IMIif (div)

/5||ç||z,2(n)V q e Q .
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Pode-se verificar que estas condições são satisfeitas pelo Problema MRT. A
construção de aproximações de elementos finitos estáveis para este problema passa
pela satisfação de condições equivalentes nos espaços de elementos finitos escolhidos.

As três primeiras condições são satisfeitas por qualquer escolha de espaços de aproxi-
mações conformes, Wk C W e Qlh C Q. A maior dificuldade é quanto a satisfação
das duas últimas condições.

Neste contexto são frequentemente empregados os espaços de Raviart-Thomas
[5j, inicialmente formulados para problemas bidimensionais e posteriormente exten-

didos para 3 dimensões por Nedelec [36]. Restritos a duas dimensões, os espaços de
Raviart-Thomas de ordem k , são definidos como segue:

Para quadriláteros:

m X pk-hk ( ne ) }{v/l w,vl e Pk >k-1

Qh = { Qh Q,qeh E Pk («*)}•

Para triângulos:

wkh { vh e W,veh E Pk-i (Qe) X P^W ) + xPk _
l ( ne ) }

Qh — { <ih £ Q, qeht .Rfc-i (^e)}-

Estes espaços apresentam as seguintes propriedades:

(Pl) para todo qit E Q\ existe\h E W¡¡ tal que divvh — qh\

(P2) para todo E Wfc existe qk E Q£ tal que qk = divv/i ;

(P3) interpolação : para toda função v E Hk x Hk com divv E Hk existe uma
interpolante vh E W{¡ tal que

||v - Vft|| jy(div) < Chk (|v|* + |divv|jk ) .

Como consequência das propriedades Pl e P2 as versões discretas das condições
(d) e (e) , respectivamente,

(d )h iffc-elipticidade de a(., .)

a( vh , Y/,) > afc||vA||ff (d¡v) V vh E I<h

com

Kh = {vfc E Wk , b{ vh , qh ) = 0, Vç, 6 g};};
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(e) h condição de compatibilidade

sup
¿(vfr > gfc)

vh £W¡¡ IIv/i ll íf (div)
ßh\\Qk \\ L2( n )

sao satisfeitas com o¿h e ßh independentes de h. Este fato assegura. que o problema
aproximado

Problema MRT/t: Achar U/! Ç. W¡¡ c W , ph Q* C Q tal que

a(uft, v&) + 6(vfc ,p&) = 0 Vvfc W*

K u h , Q h ) = f { q h ) V q h Z Q h t

tem solução única e vale a seguinte estimativa. Mqh e Q* e v/i G W*

|u - ufe || //(div) + ||p - Ph\\ L2( sí ) C'dlu - vh||ff (div) + ||p - g/ilU^n) ) (3.13)

Para soluções suficientemente regulares esta estimativa conduz às seguintes taxas
de convergencia

ujií(div) + Ib - p&|U*(n) < Chk { \u\ k + I divu I )lu

Este resultado é típico de formulações mistas e fornece estimativas acopladas para
as aproximações da pressão e da velocidade em L2 ( Q ) e H ( div ) , respectivamente.
Observa-se ainda que, por construção, o Problema MRT\ apresenta as seguintes
propriedades:

( i) taxa de convergencia de ordem k para a pressão em L2 ( Q) e para a velocidade
em if (div),

(ii ) conservação de massa local isto é,

divu^dOg = [ fdÇte ?

(iii ) satisfação da condição de contorno u/, n = 0 de forma forte,

(iv) continuidade do fluxo normal aos lados dos elementos, muito conveniente para
simulação de escoamentos.
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Do ponto de vista de implementação computacional esta formulação conduz a
sistema de equações algébricas lineares não-positivos definidos, exigindo métodos
especiais para a sua resolução. Em [12, 9] métodos de decomposição de dominio
são propostos visando implementação computacional eficiente em computadores de
memória distribuída.

Na seção seguinte são apresentadas técnicas de pós-processamento para obtenção
de aproximações mais precisas da velocidade que geram sistemas de equações
simétricos e positivos definidos utilizando elementos lagrangianos usuais, e de mesma
ordem que os empregados para aproximar a pressão via método de Galerkin, ou
mesmo as interpolações de Raviart-Thomas para a velocidade, referidas anterior-
mente.

3.3 Técnicas de Pós-Processamento para a Velocidade

Inicialmente é apresentada a técnica de pós-processamento global que têm sido em-
pregada com sucesso em diferentes casos de simulações de escoamentos imiscíveis,
miscíveis e traçadores em modelos bidimensionais [17, 18, 37, 4, 19, 22, 24] e
tridimensionais [20, 21] , Em seguida é apresentada uma nova técnica de pós-
processamento local por macroelementos que se apresenta como uma ótima opção
para o cálculo das velocidades em meios heterogéneos, além de ser naturalmente
paralelizável [20, 21],

3.3.1 Pós-Processamento Global

Esta formulação de pós-processamento global é definida em um espaço de elementos
finitos contido em íf (div) considerando o resíduo de mínimos quadrados da lei de
Darcy, com a pressão conhecida, e resíduo da equação de balanço de massa da
mistura.

Seja ph G V* uma aproximação de elementos finitos para o campo p conhecida.
Por exemplo, ph pode ser a solução do Problema P^ - formulação de Galerkin -

que como visto na expressão 3.11 apresenta taxas de convergência de ordem k + 1
em L2( Çl ). Conhecido ph determinamos u/i em X ¿ C H { div) tal que

(A-1 + Xph, v/i) + ¿^(divu/i + /, divv/i ) = 0 Vv^ e Xlh .

Integrando por partes o termo envolvendo Vph, resulta o seguinte problema

Problema Pu/,: Dado ph V£ achar u/, Xlh tal que

AT ÍU/í, V/i) = Fr ( vh ) Vv/i Xlh

(3.14)

(3.15)

onde
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Ar(uA, v& ) = (A luh> vh ) + 6h<T ( divuA, divvA) (3.16)

(3.17)= Sha( f ,divvft) - (pA > divv*)

onde a > 0 será escolhido apropriadamente da acordo com a análise numérica deste
método.

É facilmente verificado que a forma bilinear Aa define urna norma.

Huiler = A <r (u, u)1/ 2

urna vez que a primeira parcela de A(UA., vh ) por si só já gera urna norma equivalente
a norma de L2 (Q,) , assim sendo existencia e unicidade de solução para este problema
estão garantidas pelo lema de Lax, e vale a seguinte estimativa [34, 4]

Vfclle, + Ch a/ 2\\ p - ph\\u - U f t f l f f < C||u

ou na forma explícita

u - uA||+ ff 12||divu - divuj <
(3.18)

diwh|| + h W2||p — Pfcll ) -(7(||u — vh\\ + fi^ljdivu

Esta estimativa evidencia a dependêcia de com a aproximação da pressão Ph ,
dada pela última parcela do lado direito da desigualdade. Até este ponto o valor
de o está em aberto. A estimativa (3.18) vai orientar a escolha apropriada de a
visando uma melhor aproximação para uA , como resumimos a seguir, de acordo com
[4], para interpolações lagrangianas e de Raviart-Thomas.

Interpolação Lagrangiana de Classe C°
Considerando X ^ C íC(n) x HJ (Í2) dado por Xlh = Slh x S‘h n W no caso bidi-
mensional, ou = Slh x Slh x Slh n W no caso tridimensional, isto é Xlh é um
espaço lagrangiano de classe C° e grau l . Para esta escolha os resultados de inter-
polação de elementos finitos aplicados à estimativa (3.18) , levam às seguintes taxas
de convergência

|u - U/,H + A^2||divu divujjl < C(h‘+^|u|*+1 + ht+' -°' 2\p\ k+i ) (3.19)

dependentes das possíveis escolha de l , k e a. Consideremos as seguintes situações
com suas respectivas implicações sobre as taxas de convergência de uA:

1. a — 0 e l = k
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|u - UA||ff (div) < C( /lfe|u|*+1 + ^fc+1 blfc+i)

Este caso pode parecer semelhante ao caso da velocidade vinda por derivação
da aproximação da pressão, porém a estimativa aqui é um pouco melhor por
estar na norma do H ( div) que é mais rigorosa do que a norm.a do L2 (H) usada
anteriormente.

2. a — Oel — k + 1

|u- UAII ff (div) < C(/lfc+1|u|*+1 + hk+1\p\ k+1 )

||u — UA||< C/i*+1¡u|fc+i

||div(u - ufc)|| < C7i*+1 |u|jfc+i

Esta escolha fornece um método com taxas de convergência de mesma ordem
para a pressão e para a velocidade. 0 inconveniente desta escolha é a uti-
lização de interpolação de ordem mais alta para o pós-processamento, (k + l ),
comparada com a ordem k adotada na aproximação de Ph.

3. a = 1 e k = l

||u - uh\\a < C( hk+1/ 2\u\k+l + hk+1/2\p\k+i )

|u - uh\\ < Chk+l / 2 |u|*+1

||div(u - ufc)|| < C/ife|u|jt+i

Esta é a melhor opção, de acordo com a análise, para interpolações de igual
ordem para uA e ph, pois implica em taxas de convergência ótimas para
||div(u — U*, ) d e quasi-ótima para ||u — uA| .

4. a — 2 e l = k

u - Ufclb < C7(A
,B+1|U|A.+I + Â*|p|fc+i)

|u - Ufcll < Chk \ p\k+l

| jdiv(u — uA)|| < Chk-1 ]

\ p\ k+i

Esta é aparentemente uma opção inadequada pois, por esta análise, conduziria
a taxas de convergência quasi-ótimas para |] div(u — uA )|| e ||u — uA||. Entre-
tanto, experimentos numéricos realiza,dos apresentam taxas de convergência
ótimas para ||div(u — uA)|| e ||u — uA||.
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A escolha o — 1 e k = l foi a adotada nas simulações realizadas com campos
de velocidades continuos, pelas suas boas propriedades de convergencia e precisão, e
pela facilidade resultante da utilização de interpolações de igual ordem para pressão
e velocidade. O custo computacional da solução do sistema de equações algébricas
associado a 3.15 é mínimo quando resolvido iterativamente. Um algoritmos itera-
tivo simples, utilizando como pré-condicionador a matriz diagonal resultante da
avaliação do termo A(u/t , vft ) nos pontos nodais, tem se mostrado muito eficiente
com convergência bastante rápida.

Interpolação de Raviart-Thomas

W[ , onde W¡¿ é um espaço vetorialConsideremos agora Xlh C H (div) dado por Xlh —
de Raviart-Thomas definido na seção 3.2. Neste caso, considerando que Wlh aproxima
U/t e divu/t com a mesma ordem, a escolha apropriada para <r é a — 0. Os resultados
de interpolação em W¿ aplicados a (3.18) , com <7 = 0, levam às taxas de convergência

|u - u/td + ||divu - divu/iH < C^ juli+i + hk+l \ p\ k+l ) (3.20)

dependentes das possíveis escolha de l , k . Consideremos as seguintes situações.

1. I = k = 1. Interpolação lagrangiana de mais baixa ordem para a pressão ph

combinada com a interpolação de mais baixa ordem de Raviart-Thomas.

|u - u/t|| < Ch\ p\ 2

Il div (u - u/t ) II < Ch\ p\2

Convergência de primeira ordem para ||div (u — U/4 )|| e ||u - u h \ .

2. I = 2 e k = 1

|u- u/t || < Ch2\p\ z

||div(u - U/,) II < Ch2\ p\z

Convergência de segunda ordem para||div(u — U/t)|| e j|u — u/t|| mas a um custo
computacional elevado comparado com a formulação em espaço lagrangianos
discutida anteriormente.
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3.3.2 Pós-Processamento Local

Este método é uma generalização do método anterior e utiliza resíduos de mínimos
quadrados da equação de balanço, de uma condição de rotacional nulo, válida para
campos vetoriais calculados a partir do gradiente, e da lei de Darcy restrita a pontos
de superconvergência [38] do gradiente de pressão. Difere principalmente do método
anterior por definir problemas locais no nível de cada elemento ou de macroelemen-
tos. Um macroelemento é um conjunto de elementos adjacentes, por lados no caso
bidimensional ou por faces no caso tridimensional, como ilustrado nas Figuras 3.1 e
3.2 respectivamente, para o caso de malha regular de quadriláteros e hexaedros.

Como no caso anterior, seja pk G V¡¡ uma aproximação de elementos finitos
para o campo p conhecida, ou seja, p^ é a solução do Problema P^. Seja ainda
Y/f C L2( Q )2 no caso bidimensional, ou Y/f C L2 (Q)3 no caso tridimensional, isto
é, Y/f é um espaço de elementos finitos lagrangiano usual de classe C-1, de funções
polinomiais descontínuas na interfaces dos elementos ou dos macroelementos, de
grau k . O pós-processamento local é baseado na forma residual em Y/f dada por

(A V + Vph, vh )G + $ift2(divuA - /, d\vvh )h
(3.21)

+<52 /i2(rot[A 1u/J , rot[A lvh] )h = 0

onde ( fh ,9h )h denota o produto interno no nível dos elementos, dado por

Are
(.fh ,9h )h = J2 Í fh 9hd

e— l

sendo fH e geh , respectivamente, as restrições de //, e gn ao elemento e, e

N e Gp

e— l i= l

o ’’ produto interno” calculado numericamente usando integração reduzida, sendo
xf as coordenadas dos pontos de superconvergência do Vp^ no elemento e, e W?

pesos associados a estes pontos. No caso de elementos quadriláteros estes pontos de
superconvergência são os pontos de integração de Gauss-Legendre de ordem k x k ,
e tem-se a seguinte estimativa para Vp^ para malhas e soluções regulares

|Vp- Vp/l|G < C^+1|p| (3.22)h+2

onde

IVpftfe (Vph,Vph )G



28

A estimativa (3.22) expressa a superconvergência do gradiente de ph que é explorada
nesta análise.

A forma residual (3.21) define o seguinte problema ou conjunto de problemas
sobre cada elemento ou macroelemento.

Problema PLuh: Dado ph G Vj¡ achar G Y* , tal que

Ah( uh ,vh ) = Fh( vh ) VvA G Y,| (3.23)

onde

Ah( uh ,vh ) = (A 1u/í , v/l )G+5i /i2 (divu/l, diw/l)
V vh ,uheY¿

-t-(52 h2(rot (A 1U/l ) , rot (A l\h ) )

Fh{vh) --¿i /i2 (/, diWft ) - (VpfcjvA)G .

Neste caso não é direto que o operador bilinear A/i ( - . •) define sempre uma norma
em Y¿, como no caso do pós-processamento global. Portanto o Problema PLuh
pode não ter solução dependendo da escolha de k e da composição dos macroele-
mentos. Na referência [16] é demonstrado analiticamente, para quadriláteros (2D) ,
que

I K I I A = ^( u f c. V f c )172

é uma norma em Y£ , equivalente à norma do L2 , nas seguintes situações:

(3.24)

1. Para k > 2 (elementos de alta ordem) e qualquer composição dos macroelemen-
tos. Neste caso, portanto, o pós-processamento pode ser realizado elemento-
por-elemento;

2. Para k = 1 (elementos bilineares) , e macroelementos compostos por pelo
menos dois elementos, como ilustrado na Figura 3.1 para malhas regulares.

Para hexaedros (3D), têm-se demonstrado numericamente, que (3.24) define uma
norma equivalente a norma de L2 nas seguintes situações:

1. Para k > 2, e qualquer composição dos macroelementos. Neste caso como
para o caso bidimensional , o pós-processamento pode ser realizado elemento-
por-elemento;

2. Para k — 1 (elementos trilineares) com macroelementos compostos por pelo
menos quatro elementos, como ilustrado na Figura 3.2 para malhas regulares.
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Para estes casos, a análise apresentada em [16] conduz à seguinte estimativa

U - U/, 112 < C(||u - vA||, + I V p - VVh|G )

Usando os resultados clássicos de interpolação lagrangiana sobre o termo ||u — v^¿||^ e
considerando a superconvergência. de |Vp— Vph\o dada em (3.22) tem-se a estimativa

|u - U f c l l < C7i*+1|u|fc+i

com taxas de convergência ótimas para n h .

+++ +

+ +

#

Figura 3.1: Macroelemento quadrilátero bilinear - 2D

i

Figura 3.2: Macroelemento quadrilátero trilinear - 3D

Além de fornecer taxa de convergência ótima para a velocidade o pós-

processamento local é mais apropriado a meios heteronêneos e é naturalmente par
alelizável.
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Experimentos Numéricos3.4

Nesta seção são analisados os resultados obtidos com os métodos descritos para
problemas encontrados em referências da área de escoamentos em meios porosos
com aplicações em águas subterrâneas e reservatórios de petróleo. Considera-se que
está se resolvendo a pressão e a velocidade em um instante de tempo fixo n com
c n conhecido ou nos casos de escoamentos com M — la pressão e a velocidade são
calculadas no primeiro intervalo e se mantêm fixos durante o processo evolutivo.

As formulação variacional do pós-processamento permite prescrever pressão ou
fluxo nodalmente dependendo da modelagem desejada. A formulação mista utiliza
prescrição da pressão como termo de fonte, e da vazão, como condição de contorno,
em nós localizados nos lados dos elementos. Os casos simulados a seguir utilizam
principalmente a prescrição da pressão por terem origem em trabalhos que utilizam
a formulação mista de Raviart-Thomas e analisam seu desempenho para simulação
de escoamento em meios heterogéneos.

3.4.1 Exemplo 1

Esta primeira situação é semelhante ao exemplo apresentado em [8]. O domínio é
quadrado com dimensões iguais a 1, e considera-se o meio isotrópico com a perme-
abilidade unitária ( K — I ) exceto na região em tom de cinza (Figura 3.3) que indica
uma região de baixa permeabilidade. São consideradas duas variações para o tensor
de permeabilidade desta região : na primeira o tensor é diagonal ( K — 0.00017), e
na segunda o tensor é completo com componente normal igual à 0.0001 e compo-
nente tangencial igual à 0.1. A pressão é prescrita em x — 0, P(0, y ) = 1, e x = 1,
P(l , y ) = 0 e fluxo normal nulo em y — 0 e y = 1.

As Figuras 3.4 e 3.5 apresentam resultados obtidos com a técnica de pós-
processamento global. Se diferenciam na forma como utilizaram o tensor de perme-
abilidade, ou seja, obter o método utilizando o resíduo da lei de Darcy das seguintes
formas: i) = A V p h ou i) A-1U/, = V p h - No primeiro caso (Figura 3.4) o tensor de
permeabilidade contribui do lado direito do sistema de equações algébricas associado
ao pós-processamento global para o cálculo da velocidade. O valor da velocidade
assim obtida em um determinado nó, que pertence a elementos com permeabilidades
diferentes, terá semelhança com uma média ponderada, sendo os valores das permea-

bilidades os pesos desta média. O comportamento que este resultado conduz é uma
aparente diminuição da região de baixa permeabilidade, verificada na Figura 3.4.
Para o segundo caso o tensor de permeabilidade contribui do lado esquerdo do sis-
tema de equações e valor nodal da velocidade assim obtida é semelhante à uma
média harmónica. Já neste caso o resultado é oposto do anterior e a tendência é
aparentemente aumentar a região de baixa permeabilibade, como é verificado na
Figura 3.5.
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u.n=0

P = 1 P = 0

X
baixa
permeabilidade

u.n=0
Figura 3.3: Domínio e condições de contorno [8]

Para, este exemplo uma boa medida para resolver estes imprecisões seria adotar
malha adaptativa que aumentasse o refinamento nos limites da região de baixa
permeabilidade, o que produziria bons resultados nas duas situações. Porém o mais
adequado para meios heterogéneos é uma formulação descontínua. As Figuras 3.6
e 3.7 apresentam os resultados obtidos com o pós-processamento local em duas
situações do tensor de permeabilidade na região de baixa permeabilidade. Para o
resultado da Figura 3.6 foi utilizado os tensor de permeabilidade diagonal e para
o resultado Figura 3.7 foi utilizado os tensor de permeabilidade completo sendo a
componente normal igual à 0.0001 e componente tangencial igual à 0.1. Nestas duas
figuras a velocidade é apresentada no centro do elementos, local que coincide com
os pontos de superconvergência.

A diferneça é notada no fluxo que ocorre no interior da região de baixa perme-
abilidade. No primeiro caso o fluxo vai em direção da camada superior, indicando
uma tendência a transferência de massa entre as camadas. No segundo caso o fluxo
tende a se dar dentro da própria região de baixa permeabilidade, não provocando
transferência de massa.
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Figura 3.4: Velocidades obtidas pelo pós-processamento global

fe* fe» fe* fe» fe* fe-fe es e* e— fe-
fe íe*

e*- — fe
fe^ fe- fe*-
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Figura 3.5: Velocidades obtidas pelo pós-processamento global
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£3-— E5- •E&> Ê»- f=s* & 2*->
{2-

£

-
>

>

f2>- &* Í 2*
fe-&* 3»> f ^

£=» & 4 2*

Figura 3.6: Velocidades obtidas pelo pós-processamento local com tensor de per-
meabilidade diagonal

&* E *
& t2*~ &-e*

&
e> r-

4 5-
É*' &- ë> n»-
e*- E2* 13-

Figura 3.7: Velocidades obtidas pelo pós-processamento local com tensor de per-
meabilidade completo
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3.4.2 Exemplo 2

A segunda situação apresentada para comparação das formulações apresentadas é
retirada de [11]. Neste artigo é feita uma comparação entre as velocidades obtidas
pelo método de Galerkin, o método misto de Raviart-Thomas e a técnica de pós-
processamento de [39]. O escoamento ocorre devido à diferença de pressão em uma
região confinada nas laterais que possui duas barreiras perpendiculares à direção de
escoamento que formam um canal por onde o fluido deve passar, como ilu strado
na Figura 3.8. As barreiras são representadas por regiões com baixa permeabilidade
nas quais o fluido não deve penetrar. As dificuldades da simulação deste problema
podem ser verificadas próximas à entrada e à saída do canal. Em [11] os autores

£E EEco oTfTT Tf

un-0

20m

P
60m

20m

un=0
Figura 3.8: Domínio e condições de contorno [11]

fazem uma comparação injusta no início do trabalho mostrando as velocidades obti-
das com o método Galerkin , para uma malha de triângulos, na entrada do canal.

Existem locais onde a velocidade é melhor calculada, que são os meios dos lados dos
elementos, que apresentam um comportamento melhor para a mesma malha.

Observando as Figuras 3.9,3.10 e 3.11 pode-se notar uma diferença que ocorre no
início do canal (parte superior esquerda) e na saída dele (parte inferior direita). As
velocidades obtidas pelo pós-processamento (Figuras 3.10 e 3.11) são mais estáveis e
não apresentam as oscilações que ocorrem nas velocidades obtidas diretamente pela
lei de Darcy (Figura 3.9).
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Figura 3.9: Velocidades obtidas diretamente pela lei de Darcy
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Figura 3.10: Velocidades obtidas pelo pós-processamento global

Do ponto de vista de conservação de massa a quantidade do fluido que está
passando pelo canal para os métodos de Galerkin e pós-processamento global é 90%
do valor imposto no contorno, quando se utiliza uma malha de 25 x 25 elementos
quadriláteros bilineares e se for usada uma malha de 50x50 este valor atinge 95%
o que mostra a convergencia dos métodos. Ja as velocidades obtidas pelo pos-
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processamento local foram desenhadas usando o valor no centro de cada elemento e
a quantidade que fluido que passa no canal é de 99.8% da vazão total imposta no
contorno para a malha de 25x25. Este resultado confirma a eficiência do método
para tratar problemas de escoamento em meio heterogéneo.
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Figura 3.11: Velocidades obtidas pelo pós-processamento local



Capítulo 4

Métodos de Elementos Finitos

para Escoamentos Miscíveis

Como foi comentado anteriormente, utilizar o esquema de integração sequencial-
mente implícito permite resolver as equações da pressão, da velocidade e dá con-
centração separadamente a cada intervalo de tempo, facilitando a computação e a
análise. Porém esta é somente uma estratégia para resolver o problema que na reali-
dade é acoplado. No capítulo anterior foram discutidas algumas possibilidades para
o cálculo da pressão e da velocidade para problemas de escoamentos. Neste capítulo
é apresentada uma formulação de elementos finitos para a aproximação da equação
da concentração e analisada a metodologia obtida combinando esta formulação com
o método implícito sequencial para discretização no tempo, método de Galerkin para
a aproximação da pressão e pós-processamento para a aproximação da velocidade.

Uma formulação de elementos finitos estabilizada proposta em [23] para pro-
blemas de fluxos predominantemente convectivos é utilizada para equação da con-
centração. Esta formulação, conhecida como SUPG ( Streamline Upwind Petrov-
Galerkin) , utiliza funções peso descontínuas construídas adicionando-se às funções
peso do método clássico de Galerkin perturbações que atuam na direção das lin-

has de corrente. Apesar do método não excluir totalmente oscilações da solução,
bons resultados para simulações em duas e três dimensões foram obtidos uti-
lizando esta metodologia para simulação de escoamentos monofásicos e bifásicos
[17, 18, 40, 19, 20, 21, 24], A adição de termos de captura de choque como aqueles
que são utilizados em [37, 41, 22] reduzem os efeitos de instabilidades do método.

Através de resultados da análise numérica [34, 42, 4, 43] estuda-se o caso de

37
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escoamentos de fluidos com viscosidades diferentes ( M > 1) , que mostram a in-
fluência da aproximação da concentração no cálculo da velocidade e a influência
da aproximação da velocidade no cálculo da concentração. Nos casos de injeção
de traçadores ( M = 1), os resultados do capítulo anterior são válidos e resulta-

dos da análise mostram a influência da aproximação da velocidade no cálculo da
concentração [44].

Algumas simulações de processos de recuperação terciária e injeção de traçadores
em modelos bi e tridimensionais utilizando computação sequencial e paralela são
apresentadas e analisadas. Faz-se comparações entre os resultados de referências da
área de simulação de reservatórios para o caso de recuperação terciária com M > 1
[1] e injeção de traçadores M — 1 [33] em duas dimensões. Modelos tridimensionais
são construídos utilizando basicamente os dados dos modelos bidimensionais com
algumas adaptações.

4.1 Análise Numérica do Problema Acoplado, M > 1

Considerando o algoritmo de discretização no tempo e usando o esquema implícito
sequencial apresentado no Capítulo 2:

N achar un , p n e cn+1 em il X [0, T] satisfazendo aPara n = 0,1. 2, ..

divu71 = f n

K { x) Vpnu71 = Mcn)

cn+l _ cn
+ un • Vc” +1 - div(D(un)Vcn+1) + cn+1/n+1 = cn+1/n+1.

A T

com

un • n = D(un) Vcn+1 n = 0 em dfi.

Nesta seção é retomado o problema acoplado de escoamentos de fluidos miscíveis
em meios porosos com viscosidades diferentes e é proposta uma metodologia para a
resolução do sistema de equações anterior.

4.1.1 Cálculo da Pressão e da Velocidade

Na solução deste problema serão adotados os métodos apresentados no capítulo an-
terior, ou seja, formulação lagrangiana de mesma ordem para a pressão e velocidade,
esta última usando técnica de pós-processamento, que por simplicidade colocamos
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somente na opção global. Neste caso há uma diferença no tensor A = — definido
anteriormente para o qual não era considerada a dependência da viscosidade com a
concentração que será agora considerada, ou seja A(c£) = K / /J,{ C% ) . As formulações
adaptadas a nova situação ( M > 1), para o qual a pressão e velocidade dependem
da concentração calculada no instante anterior, ficam

para a pressão

Problema PjJ: Conhecido c£ , solução da equação da concentração, achar p\\ £
V£ tal que

A(Pl «*) = / («*) V

com

K Vpü. Vgj) V Vh e <lh e v¡¡Mpl.qh ) = (

/ («*) = (/, «*)* qh er*

para a velocidade
Problema Pujj: Conhecidos c£, solução da equação da concentração, e < £ Vjf

solução do Problema P£ , achar u" G Xk tal que

4x«, Vfc) = Fa (4 ; p2 ; vh ) V v* G X*

onde

AriUfc. Vfc) = ( K V(cJ)u]J , vft) + /i3 (divuX, diwfc) V U/j e vh £ X£

hS (/, divvft ) -«, diwA) vh X¡¡.K { y h ) =

Considerando o acoplamento entre as equações, a estimativa de erro para a
velocidade fica [44]:

u"-<|| + M $ h* ||div(un - OU < CM { hk+l / 2 + ||c- c£||)

Este resultado assume o pós-processamento global para o cálculo da velocidade
com a — 1, resultando taxa de convergência quasi-ótima, como no resultado apre-
sentado no capítulo anterior. Nota-se porém que neste caso a estimativa para aprox-

imação de < depende de M e do erro da aproximação da concentração ||c «Sll-
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4.1.2 Cálculo da Concentração

Para derivar a forma variacional da equação da concentração em cada intervalo de
tempo define-se a forma residual:

cn+1- cn
+ u" • Vc"+1 - div(D(un)Vcn+1) + cn+7n+1 - cn+1 fn7¿H~1) = VR( c AT

cuja a condição de ortogonalidade

j R( cn+1 ).r/ dO. = 0 V cn+\T] eHl

após integração por partes define o seguinte problema

Problema Cn: Conhecidos un e cn achar cn+1 G Hl tal que

C{ cn+1 , r} ) = F {cn ) V VeM
com

n+1n-f1 rj ) + AT(un Vcn+1, r¡ ) + AT(D(un)Vc7Z+1 Vrj )+V ) = (cC ( c

AT ( f n+ lcn+\v )

n+l v )F ( cn: V ) = ( cn + ATg

sendo gn+1 = /n+1cn+1.

A aproximação por elementos finitos deste problema construída com base na
formulação clássica de Galerkin consiste em:

Problema Cp Conhecidos u" G X£ , solução do Problema Pu£, ecj E Mfc
achar c£+1 £ Mlh tal que

C(cr1, %) = FK) V cj+1, rih M‘h
onde Mlh = Slh C H 1 sendo Slh o espaço de elementos finitos lagrangiano de grau
l > 1 definido no capítulo anterior inicialmente para a pressão. Devido ao escoa-
mento predominantemente convectivo, esta aproximação de Galerkin não apresenta
boa propriedade de estabilidade, conduzindo a aproximações com oscilações espúrias,
e portanto ina- ceitáveis nas simulações reais. Métodos estabilizados têm sido uti-
lizados nestes casos, em particular métodos do tipo Petrov-Galerkin obtidos pela
adição de termos de estabilização

O método aqui utilizado, introduzido em [23], adiciona perturbações às funções
peso do método de Galerkin que atuam na direção das linhas de corrente no nível
dos elementos. Deste modo a formulação estabilizada (SUPG) é construída a partir
do resíduo variacional:
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NeJnR( ch+l )Vhdtt +Y, jn R( c"+1)¿eue ' VrfedQ — O V ct\r/heMlh

onde c"+1, u” e r]e são as restrições, ao elemento e de c£+1, u£ e rjh , respectivamente.
O parâmetro de estabilização Óe > 0, será definido posteriormente. Esta forma
residual define então o seguinte problema variacional:

Problema CE£: Conhecidos u£ G X* e ck 6 V¿ achar c£+1 G Mlh tal que

C,(cr1.%) = í’,K) V » £ M¡
com

= (c°, %) V Tjh e

onde

Ce (c£+1, %) — C(c^+1, %)+
(4.1)

Ne

£[(<í+1 + ATu” Vc” +1- ATdiv(D(u")Vc"+1) + AT/"c^+1
' V,«)]

e=l

e

Ne

a(*%) = íK;^) +0<Í + AT9n+1 (4.2)<Se< . VTfc)]
e=l

sendo <5e definido em cada elemento por [23]:

he Pee > 1
2RII L°°Ôe =

0 < Pee < 10

onde

mK|K||i0c /iePee = D2Jdc
é o número de Péclet dependente da malha, e

de = amol + at inf |u"(i)|
xeOe

2 1
mk = -mm -,Cinv23
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h‘eCinv ) 2 .De — ( 2 ( amoi + / IKIUco)2 + 2(3a¿ — 2a¿) ~||Vu.g
1 , 2

L°°

típica de espaços de elementos finitos, é tal queA constante inversa c*

c^^HA^ II 2 < HV^ftf l 2 , Vvh

Os termos multiplicados por Se em 4.1 e 4.2 são responsáveis pela estabilização
do método. Para ¿e = 0 o método é o método de Galerkin e para 5e ^ 0, dado pela
definição anterior, os termos de estabilização são acionados geralmente em elementos
onde há presença de camada limite, e devido a isto é um método adaptativo e
dependente da malha.

De posse de uma formulação para aproximação da concentração pode-se voltar
ao sistema de equações original para se propor uma metodologia para sua resolução:
calcula-se a pressão resolvendo o Problema P£ , calcula-se a velocidade u£ resol-
vendo o Problema Pu£, e calcula-se a concentração c£ +1 resolvendo o (Problema
CE£ ), para cada instante de tempo, como ilustrado pelo algoritmo da Figura 4.1,
considerando o método implícito sequencial para a discretização do tempo e AT
para a pressão e velocidade igual ao da concentração.

para n = 0,1, 2, ..., N faça

T = T + AT

Calcula a pressão p%

MPh , Qh ) = f { Qh )

Calcula a velocidade u£

4T«, VA ) = Fa { cl\ pnk\ vk )

Calcula a concentração c£+1

CEl {cl+\r]h ) = F {c^ul , r}h )

fim do faça

Figura 4.1: Algoritmo do esquema implícito sequencial para o problema acoplado

Para este caso vale o seguinte resultado da análise para a aproximação da con-
centração [44]:
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¿V N e
max ||C(í„) - cl" 2

\<n<N
+ AT £ BIIV(C(Í ) OI|2 + â«K ' V (c(t„) -í)||) <

n=1 e=l

Ci (AT)2 + C2 ( M 2hk+1 + fl2m)

onde c(ín) é a concentração exata para o instante í; k é o grau de interpolação para a
velocidade e l é o grau de interpolação para a concentração. Considerando l — k , que
representa elementos com igual interpolação para a velocidade e para a concentração,
e consequentemente para a pressão, este método fornece taxa quasi-ótima para
a aproximação da concentração. Este resultado considera o método de diferença
finita para a discretização do tempo e a aproximação da concentração obtida da
resolução do Problema CE£ e mostra que a aproximação da concentração, além
de ser influenciada pelos erros da aproximação da velocidade, é também influenciada
pelo valor da razão de mobilidade M .

4.2 Análise Numérica de Injeção de Traçador

O modelo de escoamento adotado para as simulações de injeção de traçadores com
M = 1 é de certa forma desacoplado e para simulação deste escoamento calcula-
se, primeiramente, Ph e u^, independentes da concentração e em seguida integra-se
a equação da concentração no tempo para calcular c£+1 em cada instante, como
ilustrado pelo algoritmo da Figura 4.2.

Neste caso a aproximação da velocidade não é influenciada pelos erros de aproxi-
mação da concentração, e valem os resultados da análise do capítulo anterior, mas a
aproximação da concentração é influenciada pelos erros cometidos na aproximação
da velocidade como pode ser confirmado pelo seguinte resultado da análise [44]:

N Ne
nu* IMO - c” li 2 + AT Z Z(llv(c(0- <£) li 2 + yue V(c(tn) -OH) <

n=1 e=l

+ C3ATf>2‘+1||c(í„)||iH
N

C!(AT)2 + C2 A T £ K nl 2- uh
71— 1Tl — 1

sendo neste caso a velocidade independente do tempo e uma parcela fixa do erro de
aproximação desta, multiplicada por AT, é adicioada a cada intervalo de tempo.

Este resultado considera o método de diferença finita para a discretização do
tempo e a aproximação da concentração obtida da resolução do Problema CE£. A
aproximação da velocidade não está particularizada e pode ser escolhida posterior-
mente. Para u'1 calculada pelo pós-processamento contínuo (||u — u^ H 2 = 0( h2k+1 ) e
adotando a mesma ordem de interpolação para a pressão, velocidade e concentração
têm-se
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Calcula a pressão ph

MPh , 9/0 = /(9A )

Calcula a velocidade

4r (u/i , vA) = Fc( ph\ vh )

para n = 0, 1, 2, A'' faça

T = T + AT

Calcula a concentração c£+1

C-EftK+1.>7*) = f (««t,«
fim do faça

Figura 4.2: Algoritmo do esquema implícito sequencial para a injeção de traçador

N N e

IW4) - CJ||2 + ATEI:( I¡V(C(íJ «II 2 + «.Ik • v(c(i„)

Ci ( AT )2 + C2AT¿fc2‘+ l||u(i„) IILi + C3 AT £ A2l+1||c(f„)||2
+,

«II ) <max
l<n< /V

Ti— 1 e— 1

n— 1 71—1

resultando em taxa de convergência quasi-ótima para a concentração dada pelo
método de Petrov-Galerkin.

A exigência de intervalos de tempo muito pequenos para obtenção de bons re-
sultados para a simulação de injeção de traçador pode ser uma limitação para a
utilização do método SUPG. Algumas alternativas têm sido estudas para a con-
tornar esta dificuldade. Malhas adaptativas têm sido estudas utilizando esta mesma
metodologia [24] apresentando bons resultados. Além desta, utilizando os métodos
de elementos finitos apresentados no Capítulo 3 para o cálculo da pressão e veloci-
dade, a equação da concentração pode ser resolvida pelo método das características
modificado com malha móvel [19] ou métodos das linhas de fluxo [25]. A seguir
discute-se rapidamente estas possibilidades como alternativas para simulação de
injeção de traçadores em reservatórios de petróleo.

4.2.1 Método das Características com Malha Móvel

Utilizando o esquema implícito sequencial e velocidade obtidas resolvendo o Pro-
blema Pnh a equação da concentração pode ser aproximada resolvendo o seguinte
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problema

Para n = 0, 1, 2, . , . , N , conhecidos cn (x) e solução do Problema Pu^, achar
cn+1 tal que

c"+1 (x) — cn (x)
div( D( uh )Vcn+l ) + cn+1/n+1 = £n+1/n+1 in Q

AT

c° = CQ (X) onde

— AT in fiX = x +
<P

e u£(x) sendo um campo de velocidade média no intervalo [T — AT,T\.
A formulação de Galerkin para este problema é

Para n — 0, 1, 2, . . . , N , conhecidos c£(x) e U h solução do Problema Pu£, achar
G Mlh tal que W/A G M¡¡n4- 1Ch

n+1(i) - c& (x)ch Vh ) + ( D( nk )Wcnk+\Vrjh ) + (c"+1/n+ L Vk ) = (?+l fn+\Vh )i<P AT

com c° = co(x) , obtido pelo modelo axissimétrico.

Para este caso o método de Galerkin funciona perfeitamente, devido ao termo
de convecção estar presente implicitamente no cálculo de x e não na aproximação
de elementos finitos da equação da concentração que tem, neste caso, um carácter
parabólico.

(b) curvas de isoconcentração

Figura 4.3: Malha e curva de isoconcentração para 1200dtas obtidas pelo método
das características modificado com malha móvel para escoamento sem difusão (a; =
ott = 0.0)

(a) malha

Para ilustração deste método, resultados para a simulação de injeção de traçador
em um domínio de 1/4 do arranjo dos cincos poços, são apresentados. As Figu-
ras 4.3(a) e 4.3(b) mostram a malha de 20 x 40 e a solução em forma de curvas
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de isoconcentração para 1100 dias , para um volume de traçador de 0.3% do vol-
ume poroso total e escoamento sem difusão ( ai — 0.0 e at — 0.0) , em um domínio
1000.0 X 1000.0/t2, <p = 0.1 e Kx = Ky = 100.0/.Í.D e vazão q = 200 ft2 / dia. Na
Figura 4.3(b) as duas linhas extremas representam os limites da malha da concen-

tração.

O campo de velocidade é calculado para todo o domínio, neste caso usando urna
malha 80 x 80, e para a equação da concentração uma malha móvel de 20 x 40, com
AT = 20.0 dias. Este método que pode ser visto como um método adaptativo,
bastante eficiente para este problema, usa a solução axissimétrica como condição
inicial e move a malha a cada passo de tempo acompanhando o escoamento. Porém
esta formulação, apresenta algumas dificuldades, tais como: excessiva distorção e
até mesmo colapso dos elementos, no instante em que o traçador atinge poços de
produção. Para contornar estas dificuldades pode-se redefinir a malha, ou projetar a
solução em uma malha fixa na vizinhança dos poços de produção e trocar de método.

A simulação com este método é feita com poucos elementos e sem introdução
de difusão artificial. Porém deve estar associado a um campo de velocidade preciso

119].

4.2.2 Método das Linhas de Fluxo

Considerando o método de linhas de fluxo apresentado em [45] para resolver o trans-,

porte da concentração de um poço injetor ao poço produtor combinado com o campo
de velocidade calculado pelo pós-processamento pode-se gerar um método preciso
e com baixos custos para a simulação de injeção de traçadores em reservatórios de
petróleo.

Calculando-se o campo de velocidade pode-se determinar as trajetórias das
partículas. Supondo não haver fluxo transversal ou dispersão transversal a con-
centração no poço produtor no instante t é dada por [45]:

Nsl (Utn - í)2CQVfr i— expc =
2qt { noiL ) z 4 'ocLInn=l ín

onde Nsi é o número de linhas de fluxo que chegam no poço produtor, c0 é a concen-
tração de traçador no poço injetor, VtT é o volume de traçador injetado, qt a vazão
total nos poços, ai é a dispersão longitudinal, tbtn é o tempo de chegada do traçador
de cada linha de fluxo n, dado por

X p p
f ds

tbtn /J Vn
X p i

e
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X p p

in = f —J v\rp * •*•^ PI

$

onde vn é a velocidade de Darcy na linha de fluxo n, s sua trajetória e xpi e xpp as
coordenadas dos poços de injeção e produção respectivamente.

y

Otimos resultados podem ser obtidos com esta técnica que novamente exige
campos de velocidades precisos. Note que neste caso pode-se admitir que a única
aproximação introduzida é no cálculo das velocidade. Deste modo tem-se

[|c(í) - c(í) || < C f ||u(s) - Uh (s) ||ds
J 0

onde c(í) representa a concentração associada à aproximação da velocidade u/j(í).
O custo computacional deste método é mínimo. Isto permitiu que este fosse com-

binado com algoritmos genéticos para um estudo de identificação de propriedades
em um modelo de 1/4 do arranjo de 5 poços [25]. Para aplicação desta metodologia
um número grande de simulações são necessárias e o baixo custo de cada uma foi
determinante para o sucesso deste primeiro estudo.

jau

m& 1m
(prr 0.10£Z

O

*
mmQ)

till!
»*1110i ïllilil

Oc mmoo : :í-?í

mBssí

A fiêM

(b) Modelo(a) Concentração do efluente

Figura 4.4: Comparação entre o modelo construído (linha cheia e = 0.18) e o
modelo encontrado (linha tracejada e ( p = 0.168) pela estratégia da linhas de fluxo
mais algoritmos genético

O problema tratado neste artigo consistiu da identificação de uma região com
propriedades diferentes do resto do reservatório pela comparação com a curva do
efluente do caso construído previamente. O objetivo é identificar a porosidade desta
região, suas dimensões e localização, sabendo apenas que esta tinha forma retan-
gular. As Figuras 4.4(a) e 4.4(b) mostram o resultado final para um total de 9000
simulações usando 4 estações de trabalho interligadas e comunicando via PVM [32]
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através de um esquema mestre-escravo que distribuía as simulações pelas máquinas
disponíveis na rede. O tempo total gasto para a solução deste problema inverso não
excedeu a 1 hora.

4.3 Resultados das Simulações Numéricas

Os resultados numéricos apresentados neste capítulo têm como objetivo ilustrar
o comportamento dos métodos desenvolvidos para a simulação de escoamentos
miscíveis.

O primeiro caso é retirado de [1] e usado para discutir a estabilidade do método
diante das dificuldades usualmente encontradas, tais como baixos coeficientes de
difusão e alta razão de mobilidade entre o fluido injetado e o residente.

O segundo caso é de injeção de traçadores simulado pelo escoamento monofásico
com uma única componente encontrado em [33]. Neste caso a pequena quantidade
de traçador inserida no fluido injetado não altera as propriedades deste, e justamente
por ser em quantidade pequena requer métodos precisos e estáveis para uma boa
resolução do problema.

O terceiro caso é a simulação da injeção de traçador em uma região do reser-
vatório de Namorado, na Bacia de Campos. Os dados foram obtidos para simulação
como atividade do projeto de cooperação científica entre o LNCC a COPPE e o
CENPES/PETROBRAS. O modelo é ainda bidimensional mas a geometria não é
mais do arranjo dos 5 poços, como nos casos anteriores. As simulações avaliam
o comportamento do escoamento diante de duas diferentes situações do tensor de
permeabilidade.

O quarto e o quinto casos são simulações usando modelos tridimensionais em
meios heterogéneos por camadas de diferentes permeabilidades, camadas estas com
comunicação entre si. O domínio computacional e as propriedades do meio e do
escoamento foram adotadas do caso bidimensional de injeção contínua com algumas
adaptações. O quarto caso é um modelo para simulação do processo de recuperação
terciária e o quinto um modelo de injeção de traçador.

Em todos os casos o campo de velocidades foi obtido pelo pós-processamento
global e interpolações de igual ordem para a pressão, velocidade e concentração.
Nos casos da simulação de processos de recuperação terciária o AT utilizado para
a concentração foi adotado também para a atualização da pressão e da velocidade,
embora o método implicito sequencial permitisse adotá-los diferentes. Nos casos
de injeção de traçador a pressão e a velocidade não se alteram com o tempo e são
calculadas uma única vez no início do processo.

A utilização de métodos iterativos neste trabalho para solução dos sistema de
equações algébricas associadas ao cálculo da pressão, velocidade e concentração per-
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mite o armazenamento das matrizes dos sistemas no nível dos elementos utilizando
a técnica de elemento-por-elemento, bastante económica em termos de gasto de

memória e fundamental para resolver problemas tridimensionais e para a imple-

mentação em paralelo dos métodos apresentados anteriormente.

Para resolver o sistema de equações associado à pressão e à velocidade o método
dos gradientes conjugados (MGC) é apropriado por se tratar de sistemas com ma-

trizes simétricas e positivas definidas. Para resolver o sistema de equações associado
à concentração foi utilizado o método dos resíduoas mínimos generalizados com
reinicio (GMRES(m)) , sendo m o número de vetores da base. Para ambos métodos
foi utilizado o precondicionamento de Jacobi, muito simples de ser implementado e
apresentado no Capítulo 5 assim como os dois métodos.

4.3.1 Modelo Bidimensional de Processo de Recuperação Terciária

Este exemplo trata do escoamento monofásico com duas componentes em um meio
poroso bidimensional rígido. As simulações são realizadas em um domínio de geo-

metria simples e utilizam a simetria do problema para a análise do escoamento em
um reservatório que apresenta uma distribuição de poços como na Figura 4.5. co-
nhecida como arranjo dos cinco poços. Esta figura também mostra duas maneiras de
modelagem espacial do domínio com simetria. Utilizando elementos quadriláteros
estas duas situações se diferem pela disposição dos elementos com relação aos poços
produtores e injetores, representados na figura por círculos brancos (P) e pretos
(I) respectivamente. Identificadas por malha paralela e diagonal, elas vão auxiliar
na análise da dependência da resposta do modelo numérico com a orientação do
elementos.

o oo o o

p p
o o orxmI

/

Malha diagonal Malha paralela

oo op op

Figura 4.5: Arranjo dos cinco poços: Modelo de disposição de poços em um reser-
vatório e malhas com orientação diagonal e paralela
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Diferentemente de escoamentos em meios heterogéneos, escoamentos em meios
homogéneos não apresentam mais de uma direção preferencial. A parte da frente
de mistura que se encontra na linha que une um poço injetor e um produtor tem
maior velocidade e provoca a formação de uma saliência ( viscous finger) , que será
a primeira parte do fluido injetado a atingir o poço de produção. A partir deste
instante o escoamento entra praticamente em um regime estacionário. Quanto maior
o valor da razão de mobilidade M , mais rápido irá se dar este fenômeno.

Em meios homogéneos, a ocorrência de mais de uma direção preferencial indica a
presença de problemas numéricos. Em [1] é analisado o escoamento em um quarto de
arranjo dos 5 poços, em meio homogéneo. Este problema foi construído para avaliar

ß

o método apresentado naquele artigo. E com o mesmo objetivo que este exemplo
se coloca neste trabalho. A dificuldade na modelagem numérica deste exemplo vem
do valor alto escolhido para a razão de mobilidade (M = 41) e valores baixos para
os coeficientes de dispersão física ( oq e at ) . Esta combinação provoca a formação
de uma frente de mistura fisicamente instável mas ainda assim não há razão para o
surgimento de mais uma direção preferencial para o escoamento.

valoresGeometria e propriedades

1000 X 1000/í2Domínio

cp = 0.1Porosidade

Kx = Ky — 100 ßDTensor de perm , da cam. sup.

Razão de mobilidade M = 41.0

at = 10.0/í, at = 1.0/íDifusão hidrodinâmica, caso 1

Difusão hidrodinâmica, caso 2 o¡¡ = 4.0/í, ctt = 0.4/í

at = 2.0/í, at = 0.2/íDifusão hidrodinâmica, caso 3

q = 200.0 ft 2 / diaVazão nos poços

Intervalo de integração no tempo AT = 10.0, 20.0, 40.Odias

Malhas 100 X 100, 77 X 77, 50 x 50 elementos

Tabela 4.1: Domínio, propriedades, malhas, para o modelo recuperação terciária
bidimensional

As unidades adotadas sao as mesmas do artigo [1] com comprimento em ft e
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tempo em dias. 0 comprimento do lado do modelo de cinco poços completo é 2000 ft
(distância entre dois poços iguais, injetores ou produtores) . No caso da simulação
com malha diagonal temos um domínio quadrado de lado 1000/í e para malha
paralela 1414.21/í. O meio poroso é homogéneo com permeabilidade K = 100/^P e
porosidade = 0.1. e a viscosidade do óleo residente é /u(0) = lcP. A vazão nos
poços é de 200/i3/dia, isto significa dizer que um volume poroso (PV) do solvente
é injetado a cada 2000 dias (Tabela 4.1).

As simulações foram realizadas com malhas uniformes de 50 x 50, 77 x 77,
100 x 100 elementos quadriláteros bilineares lagrangianos para os três campos:
pressão, velocidade e concentração, fornecendo valores nodais para cada um de-
les. Na discretização do tempo foram utilizados passos de tempos fixos iguais a
10, 20 e 40 dias. Admitindo a hipótese do escoamento apresentar simetria radial um
modelo axissimétrico foi usado como condicão inicial para o problema bidimensional.
Com uma malha de 2000 elementos lineares, intervalo de tempo igual a 0.1dia, para
todas simulações, após 100 dias a solução foi projetada na malha bidimensional. A
seguir resolve-se a equação da pressão utilizando os novos coeficientes e a equação da
concentração, dando prosseguimento ao esquema sequencial implícito. Este procedi-
mento é essencial para o bom resultado do modelo e funciona como um refinamento
adaptativo da malha e do AT. A técnica de remoção de singularidade [3] é também
utilizada.

Os resultados numéricos das simulações são apresentados por curvas de isocon-

centração, com valores 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9, e curvas de produção que representam
o quanto de material residente é extraído durante o processo de injeção contínua do
solvente. As curvas de isoconcentração são apresentadas após 1000 dias do início do
processo de injeção do solvente, ou após 50% VP ter sido injetado. Este é o tempo
médio que o solvente leva para atingir o poço produtor, no caso de M = 41, para
valores menores de M este tempo é maior e a quantidade de óleo varrido e produzido
é maior. Até este instante podem surgir as maiores dificuldades na simulação, de-
pois o escoamento entra em regime permanente e sem muito interesse pois o que se
produz é uma mistura muito pobre em óleo.

O outro resultado é apresentado em curvas de produção e o valor desenhado
é o volume de material acumulado com o passar do tempo que inicialmente tem
comportamento linear devido a dois fatores: primeiro porque o escoamento é incom-
pressível e como, em todos os exemplos, a injeção é uniforme a produção também
será; e segundo porque o fluido injetado não atingiu o poço produtor, quando isso
acontece o material produzido não é só o fluido residente mas uma mistura entre
ele e o fluido injetado, provocando uma queda na produção do petróleo residente.

Apresentar os resultados desta maneira evita maiores enganos pois, em alguns ca-
sos, a curva de produção pode apresentar um ótimo aspecto porém o escoamento
ocorrido no interior do reservatório pode ter sido totalmente instável e diferente da
realidade. A Figura 4.6 mostra os resultados obtidos com a metodologia apresentada
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neste trabalho, ou seja técnica de pós-processamento global (PP) , para a velocidade,
mais Galerkin com termos de estabilização (SUPG), para a concentração, identifi-
cada daqui em diante por PP+SUPG; e o resultado obtido com o método misto
(MM) para as velocidades e método das características (MC) para a concentração
[1], identificada por MM+MC. Nos resultados de [1] são utilizadas malhas adaptadas
à solução com refinamento próximo aos poços para a equação da pressão e refinada
próxima ao poço produtor para a equação da concentração. A Figura 4.6(c) é a
Figura lb daquele artigo que foi copiada e colocada aqui para comparação. Como
em [1] os valores para dispersão física são: cq = 10.0, at = 1.0, AT
malha na orientação paralela é de 77 x 77 e orientação diagonal 50 x 50. Os resul-
tados das duas metodologias, PP+SUPG e MM+MC, são equivalentes, com esforço
computacional também equivalente, e para este caso não há efeito de orientação de
malha.

40.0 e a

(b) PP+SUPG, malha diag. 50 x 50(a) PP+SUPG, malha paralela 77x 77

(c) MM+MC,malha paralela 77 x 77

Figura 4.6: — 10.0, at = 1.0, AT — 40.0 [1]
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Ainda comparando os resultados das duas metodologias percebe-se nestas figuras
(4.6(a) , 4.6(b), 4.6(c)) um pequena diferença na largura da região de mistura. Longe
do poço de produção o método PP+SUPG apresenta um faixa mais larga e próximo
ao poço de produção uma frente mais estreita que a obtida com MM+MC. Este
comportamento pode ser devido às velocidades, que próxima aos poços, são melhor
calculadas pela técnica de pós-processamento e apesar do refinamento adaptativo
da malha da pressão utilizada em [1] a formulação PP+SUPG com remoção de sin-

gularidade permite simular os poços como cargas concentradas, o que não acontece
para a formulação mista. Longe dos poços, onde as velocidades são menores e mais
regulares o método usado na aproximação da equação da concentração é mais de-
terminante no resultado, e sendo o método das características mais preciso, por não
adicionar termos de estabilização, possui menos difusão apresentando a largura da
frente mais estreita.

As Figuras 4.7(a) , 4.7(b) mostram novamente a equivalência entre as duas
metodologias com malhas 100 x 100. Nestas figuras pode-se observar um com-

portamento semelhante ao anterior no qual próximo ao poço de produção o método
PP+SUPG apresenta menor difusão, diferentemente do que ocorre no contorno longe
dos poços. Utilizando A = 20 dias pode-se melhorar este resultado, como mostra a
Figura 4.7(a). Porém um ótimo resultado, para este caso, é obtido utilizando uma
malha de 50 x 50 elementos e A T = 20.0 dias, apresentrado na Figura 4.7(d ) para
as mesmas condições do escoamento. Os resultados apresentados nas Figuras 4.7(d)
e 4.7(c) estão mais próximos do resultado da Figura 4.7(b) com relação a largura
da frente de mistura tanto próximo ao poço produtor quanto fora desta região. Isso
confirma os resultados da análise que mostram o acoplamento entre a aproximação
espacial e temporal e além disso mostram que a difusão está mais relacionada com
o intervalo de tempo adotado.

Uma grande diferença entre os dois modelos pode ser notada na Figura 4.8.

A Figura 4.8(c) é a Figura 8d de [1] e nela aparecem fingers que são devidos à
instabilidade numérica e isto não ocorre na Figura 4.7(a). Neste artigo os autores
deixam claro a dificuldade da simulação de escoamentos com altos valores da razão
de mobilidade e baixos valores para os coeficientes de dispersão. A metodologia
apresentada aqui também está sujeita a estas dificuldades. A causa deste mau
comportamento é uma falha na modelagem, mais especificamente na inicialização
do processo. Problemas semelhantes ocorreram com o método apresentado quando
se utilizou um modelo axissimétrico menos refinado (Figura 4.9) .

Bons resultados da metologogia PP+SUPG são apresentados na Figura 4.10,4.11
utilizando a malha de 50 x 50 elementos quadriláteros bilineares. Na Figura 4.10
encontram-se resultados com malha 50 x 50 para diferentes intervalos de tempo. A
Figura 4.10(a) apresenta curvas de isoconcentração onde ocorre alguma instabilidade
para AT = 10.0 dias. Pode-se concluir que para esta simulação AT = 20.0 dias
é uma boa escolha. Na Figura 4.11 nota-se a influência da dispersão física na largura
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da frente de mistura e o resultado desta nas curvas de produção.

A Tabela 4.2 apresenta o número de iterações médios para cada intervalo de
tempo para a solução de problema usando métodos iterativos para a solução dos
sistemas de equações algébricas envolvidos na simulação, usando tolerância de 10-6

para os três sistemas. Apesar do sistema associado ao cálculo da velocidade ser 4
vezes maior que o da pressão o número de iterações é bem menor devido a carac-

terísticas da matriz, que apresenta semelhanças com a matrizes de massa, e ainda de-
vido ao primeiro resíduo da equação trazer informações bastante próxima à solução,
isto é r0 é diretamente proporcional a A-1Vp£ que é uma boa aproximação da
solução.

(b) MM+MC, 100 X 100, A T = 40.0(a) PP+SUPG, 100 X 100, A T = 40.0

(d) PP+SUPG, 50 X 50, A T = 20.0(c) PP+SUPG, 100 X 100, A T = 20.0

Figura 4.7: cq = 10.0, at = 1.0, malhas diagonais
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(b) PP+SUPG, 50 X 50, A T = 20.0(a) PP+SUPG,100 X 100, AT = 40.0

(c) MM+MC,100 X 100, AT = 40.0

Figura 4.8: a¡ — 2.0, at = 0.2, malhas diagonais

Figura 4.9: Mau resultado,a; = 2.0/i, at = 0.2 f t , 50 x 50, A T — 20.0



56

(b) AT = 20.0 (c) AT = 40.0(a) AT = 10.0

100000 r-

80000

oo
B 60000
CD
'c
(1)
E

.2 40000o>

20000

tempo(dias)

(d) Curvas de produção (1 VP injetado)

Figura 4.10: a¿ = 2.0, at = 0.2, malha 50 x 50

GMRES(5)GCMalhas

reiniciosVelocidadePressão iterações

55525129 650 x 50

86541255 5100 x 100

Tabela 4.2: Número médio de iterações, no caso de a¡ = 2.0 f t , at = 0.2/í, AT =
20.01
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(b) a¡ = 4.0, at = 0.4 (c) a¡ - 2.0, Qt = 0.2

100000

80000

o
T3
2 60000

400003

20000

tempo(dias)

(d ) Curvas de produção, (1 VP injetado)

Figura 4.11: malha 50 x 50 , AT = 20.0
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4.3.2 Modelos Bidimensionais de Injeção de Traçador
i'As segunda situação é o caso da injeção de traçador em reservatório homogéneo. E

um modelo simples porém, como no caso anterior, trás outras dificuldades que serão
encontradas nos modelos mais complexos. A metodologia apresentada neste trabalho
é comparada com o resultado de uma solução semi-analítica [45]. Os resultados
são da simulação do escoamento de um traçador em um reservatório com a mesma
geometria do exemplo anterior (Figura 4.5). Supõe-se o meio saturado com um fluido
com as mesmas propriedades do fluido injetado no poço de injeção (M = 1). Nestas
condições pode-se obter uma solução semi-analítica para o problema. O problema é
evolutivo mas linear e desta forma a equação da pressão só é resolvida uma vez no
início do processo.

valoresGeometria e propriedades

165 X 165 f t2Domínio

Porosidade ip = 0.25

90/í2; 0.25% VPvolume de traçador

kx = ky = 2.125e- 12 f t2 f sTensor de permeabilidade diagonal

a¿ — 0.66/í, at = 0.0/íDifusão hidrodinâmica

q = 3.472E - 03/í2/SVazão nos poços

AT = 0.1 dias — 8640 sIntervalo de integração no tempo

20 X 20 e 40 X 40 elementosMalhas

Tabela 4.3: Domínio, propriedades, malhas, para a injeção de traçador em 1/4 do
arranjo de 5 poços

Injeta-se um pulso de traçador cuja quantidade é muito pequena em relação ao
volume do reservatório. O tempo de chegada do traçador no poço produtor e a
história no tempo da concentração medida neste ponto são informações importantes
para se inferir sobre as propriedades do escoamento e do meio. Para um meio ho-

mogéneo a função cp (í) formada pelo valor da concentração no poço produtor em
cada instante de tempo terá um único ponto de máximo. Para as condições estab-
elecidas para o escoamento este máximo se dá em torno do instante em que foram
injetados 1.5VPJ ( um e meio volume poroso injetado) independente da difusão física
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e mesmo numérica. O mesmo não ocorre para o instante de chegada do traçador ao
poço produtor que é reconhecido pelo local da curva em que a concentração deixa
de ser zero, este instante vai depender da difusão. Escoamentos com maior difusão
provocam uma chegada mais rápida do fluido injetado ao poço produtor, e se esta
difusão é numérica pode-se dizer que é uma chegada antecipada não representando o
comportamento real do escoamento. A metodologia apresentada neste trabalho pro-
porciona simulações com pouca difusão numérica como é visto na Figura 4.12, pois
comparada com uma solução sem nenhuma difusão numérica apresenta resultados
muito próximos.

(b) T = 0.5V P , malha 40 x 40(a) T = 0.5VP, malha 20 x 20

0.016

0.014

0.012

0.01O
C3
O

0.008a¿3
r~*

<u 0.006O
£oo 0.004

0.002

0

-0.002
200100 150500

Tempo(seg.)

(c) Concentração no Efluente c p( t )

Figura 4.12: Traçador em meio homogéneo

Como no exemplo anterior é conveniente analisar também as curvas de isocon-
centração em alguns instantes como mostrado nas Figuras 4.12(a) e 4.12(b) para o
instante 0.5V P I , para as malhas de 20 x 20 e 40 x 40. Os valores das curvas não
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estão indicados e são qualitativos e não quantitativos como é o caso da curva de
concentração do efluente.

Um caso com pequena difusão e pequeno volume de traçador

Esta simulação de injeção de traçador visa avaliar o método quando submetido a
uma quantidade de traçador 500 vezes menor que no caso anterior (0.0005%UP) com
uma difusão física muito pequena também (cq = 0.1/í, at = 0.0/í). Considerando
isto, esta simulação é mais próxima da realidade.

Neste caso a solução axissimétrica permitiu a injeção da pequena quantidade de
traçador que devido às limitações do modelo numérico é diretamente relacionada
ao volume injetado em cada intervalo de tempo e como o intervalo é menor para a
solução axissimétrica isto foi possível.

valoresGeometria e propriedades

1000 X 1000/í2Domínio

<p = 0.10Porosidade

0.5/í2; 0.0005%VPvolume de traçador

kx = ky = 100 ßDTensor de permeabilidade diagonal

a¡ = 0.1/í, at — 0.0/íDifusão hidrodinâmica

q = 100.00/í2/ohaVazão nos poços

AT = 0.5,1.OchasIntervalo de integração no tempo

160 X 160 elementosMalha bidimensional

2000 elementosMalha para o mod. axissimétrica

AT = 0.01segundosAT do mod. axis.

Instante da projeção em 2D òOdias

Tabela 4.4: Domínio, propriedades, para a injeção de traçador em 1/4 do arranjo
de 5 poços com pequena difusão física e pequeno volume de traçador

A malha bidimensional utilizada nesta simulação teve que ser bem mais refinada
que no caso anterior para ser compatível com a nova característica do escoamento
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e possibilitar bons resultados como os apresentados na Figura 4.13. Mesmo assim
o método SUPG fornece uma solução que ainda apresenta pequenas oscilações que
podem ser observadas na Figura 4.13(c) , na qual verifica-se também oscilações da
solução semi-analítica por alguma provável imprecisão na integração no tempo se-
melhantes às ocorridas em alguns casos, com pequena difusão, para o método de
front tracking em torno dos 1800 a 2300 dias mostrados em [46].

(b) 1000 dias(a) 500 dias

4e-05

3.5e-05

3e-05

2.5e-05
o«o 2e-05ea
b
G
O

1.5e-05y
coo

le-05

5e-06

0

-5e-06
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Tempo(seg.)

(c) Concentração no Efluente cp( t )

Figura 4.13: Traçador em meio homogéneo com pequena difusão física e pequeno
volume de traçador

o

Verifica-se pela posição das curvas de isoconcentração com o tempo (Figu-
ras 4.13(a) e 4.13(b) ) e pela curva de concentração do efluente (Figura 4.13(c))
que o escoamento com M = 1 é mais lento ou melhor o líquido injetado leva mais
tempo para chegar ao poço produtor que no caso de M > 1 do exemplo anterior.
Ambos os casos utilizam praticamente os mesmos dados de definição do modelo
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(2000 dias para injetar um volume poroso) alterando apenas a difusão física que no
caso do traçador é menor.

GMRES(5)GCATMalhas

Velocidade reiníciosPressão iterações

1.0dia 253 3160 X 160 11 2976

0.bdia 253 3 5976160 X 160 11

Tabela 4.5: Número médio de iterações para o modelo de injeção de traçador
bidimensional (1.5 VP injetado)

Região do Reservatório de Namorado

O problema consiste agora na simulação de injeção de traçador em um reservatório
com vários poços, um de injeção (PI 31) e oito de produção (PP 12, 15, 16, 37,
47, 48, 50 e 53) . E analisado o tempo de chegada do traçador nos diversos poços
produtores. O reservatório considerado é selado e a disposição dos poços no seu
interior está representada na Figura 4.14. Como foi dito anteriormente estes dados
foram obtidos junto ao CENPES/PETROBRAS durante o projeto de cooperação
científica com o LNCC/CNPq e a COPPE/UFRJ.

.47
.16

31.12 .50

.53 .37
.1548

Figura 4.14: Domínio e localização dos poços do reservatório de Namorado

Duas características dos poços são importantes para o tempo de chegada e a
concentração máxima atingida em cada poço, são elas a sua distância em relação ao
poço injetor e a sua vazão.



63

valoresGeometria e propriedades

2000 X 2000/í2Domínio

Porosidade çp = 0.1

250.0/í3; 0.25% VPVolume de traçador

aj = 1.0/í, at = 0.1/fDifusão hidrodinâmica

q — 61.77 ft2 / dia

q — — 7.08 f t2 / dia

Vazao em PI 31

Vazão em PP 12

q = — 13.35 j t2/ diaVazão em PP 15

q — — 8 A8 ft2 / diaVazão em PP 16

q = — 5.83 f t2 / diaVazão em PP 37

q = — 5.13 f t2 / diaVazão em PP 47

q = — 5.21 ft2 / diaVazão em PP 48

q = — 12,50/t2/diaVazão em PP 50

q — — 4.16/í2/diaVazão em PP 53

AT = 5.OdiasIntervalo de integração no tempo

Malha bidimensional 160 X 160 elementos

Tabela 4.6: Domínio e propriedades do modelo bidimensional para simulação de
injeção de traçadores em uma região do reservatório de Namorado
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Da análise da Figura 4.15, que mostra as curvas de isoconcentração nos instantes
250, 500, 1000 e 1500 dias, pode-se verificar o escoamento com simetria axial em torno
do poço injetor nos primeiros 250 dias. Este comportamento muda a medida que o
tempo passa e as curvas de isoconcentração passam a apontar para os poços mais
próximos do poço injetor. Observando a Figura 4.17(a), que mostra as curvas de
concentração do traçador em todos os poços, nota-se que o primeiro poço em que o
traçador chegou foi o poço 37 e este não é o poço mais próximo do poço injetor. O
poço mais próximo é o 53, porém a sua vazão é menor que a do poço 37, e este foi
o motivo do traçador ter chegado primeiro em 37, mas logo em seguida ele atinge o
poço 53, como era de se esperar.

(b) 500 dias(a) 250 dias

(d) 1500 dias(c) 1000 dias

Figura 4.15: Curvas de isoconcentração do traçador nos poços de uma região do
reservatório de Namorado, Kx = Ky = 100.0/JD
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No caso em que é utilizado um tensor ortotrópico com Kx = 2Ky = 200.0 ßD
o escoamento toma outra configuração e o traçador antige outros poços primeiro.

De acordo com as curvas de isoconcentração (Figura 4.16) o escoamento aponta
para os poços 12 e 50 por agora eles estarem na direção preferencial do escoamento.

Novamente a vazão tem um papel importante. O poço 50 está um pouco mais
afastado do poço 31 que o poço 12, porém a vazão em 50 é maior que em 12 e isto
faz o traçador atingi-los num mesmo instante como mostra a Figura 4.17(b). Logo
em seguida o traçador atinge os poços mais próximos 37 e 53.

(b) 500 dias(a) 250 dias

(d) 1500 dias(c) 1000 dias

Figura 4.16: Curvas de isoconcentração do traçador nos poços de uma região do
reservatório de Namorado, Kx = 200.0 f iD , Ky = 100.0/rD
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4.3.3 Modelo Tridimensional de Processo de Recuperação Terciária

Figura 4.18: Modelo tridimensional para|do arranjo dos 5 poços de duas camadas
de permeabilidades diferentes com comunicação

Tomando como base o caso da injeção contínua bidimensional, analisado anterior-
mente, as simulações realizadas para os modelos tridimensionais usam basicamente
os mesmos dados (Tabela 4.20) com algumas adaptações. O domínio computacional
é um quarto do arranjo dos cinco poços e mede 1000 x 1000 x 50/í3 e, considerando
que este valor é 50 vezes maior que o volume do caso bidimensional a vazão adotada
foi de 2500.0/t3/dm, o que vale dizer que um volume poroso é também injetado em
2000 dias. A injeção do fluido é feita por toda a extensão de uma aresta indicada
na Figura 4.18 por cinco setas, representando a distribuição da vazão pelos nós.

Para simular o poço de produção a vazão foi toda concentrada em um único nó, de
maneira que só há uma saída para o fluido. O tensor de permeabilidade é diagonal
mas com a componente da direção vertical dez vezes menor que as demais, desta
forma a principal componente do fluxo está no plano xy.

Para caracterizar o modelo tridimensional adota-se um meio heterogéneo com
duas camadas de permeabilidades diferentes e com comunicação. Devido a diferença
da permeabilidade é esperado um comportamento diferente entre o escoamento na
camada superior e o escoamento na camada inferior. Aquela que possui maior perme-
abilidade permitirá o escoamento mais rápido. Além disso haverá uma transferência
do fluido injetado na camada inferior para a camada superior.

Os experimentos foram realizados utilizando malhas de 64 x 64 x 8 e 128 x 128 x 8
e intervalo de tempo de 40 dias.

Foram utilizadas faixas de cor para representar os valores das concentrações
sendo que o vermelho representa a concentração leo roxo a concentração 0, como
indica a Figura 4.19.
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Figura 4.19: Escala de cor adotada para os resultados de isoconcentração das
simulações para modelo tridimensionais

Geometria e propriedades valores

1000 X 1000 X 50/í3Domínio

<p = 0.1Porosidade

Kx = Ky = 400, Kz = 40 f iDTensor de perm, da cam. sup.

Kx = Ky = 300, Kz - 30 [iDTensor de perm, da cam. inf.

M = 40.0Razão de mobilidade

ou = 10.0/i , at = 1.0/íDifusão hidrodinâmica, caso 1

a¡ = 2.0/í , at = 0.2/íDifusão hidrodinâmica, caso 2

q — 2500.0 f t3 / d iaVazão nos poços

AT = 40.OdiosIntervalo de integração no tempo

64 X 64 X 8 elementosMalha 1

Malha 2 128 X 128 X 8 elementos

Figura 4.20: Domínio, propriedades, malhas, para o modelo recuperação terciária
tridimensional

Os resultados nos instantes 480 e 1000 dias , estão apresentados de duas maneiras
para facilitar a visualização do escoamento nas camadas: uma vista em perspectiva
e mais quatro seções equidistantes entre si e paralelas ao plano xy com as cotas
Z = 0.0, Z = 12.5, Z = 25.0 e Z — 37.5. A seção de cota Z = 50.0 não está
desenhada separadamente mas pode ser observada pela vista em perspectiva. E
importante notar que cada figura representa o resultado da simulação em um instante
de tempo fixo, que no caso são 480 e lOOOdms, mas devido ao escoamento na camada
inferior ser mais lento, ao olhar as figuras (b), (c), (d ) e (e), pode dar uma impressão
de evolução do escoamento, o que não é verdade. Observando a vista em perspectiva
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pode-se notar pelo lado do domínio computacional que há uma diferença entre a
camada inferior e a superior . Na camada superior a cor vermelha já ocupa uma
região maior que na camada inferior. O limite entre a camada superior e a camada
inferior tem cota 2 = 25.0, e as figuras que representam a concentração nas seções
mais próximas a esta. têm um padrão intermediário entre 0 que ocorre na superfície

= 50.0) e o que ocorre no fundo ( z = 0.0).
Os resultados com a malha 64 x 64 x 8 são bem representativos do meca-

nismo do escoamento. Conseguem representar bem a diferença entre os escoamen-

tos com diferentes difusão física (cq = 2.0/í, cq = 0.2/í na primeira situação e
cq = 10.0/í, cq = 1.0/í para a segunda situação ), isto é, fica claro a diferença entre
os resultados apresentados nas Figuras 4.21 e 4.23 para 480 dias, e nas Figuras 4.22
e 4.24 para 1000 dias. Além do comportamento, nos dois casos serem diferentes,
devido à heterogeneidade, a largura da região de mistura mostra qual 0 escoamento
com maior ou com menor difusão.

Um comportamento interessante pode ser notado ao se observar as Figuras 4.22
e 4.24. No escoamento com maior difusão os fluxos nas camadas inferiores já antin-
giram 0 poços de produção 0 que não ocorreu no caso com menor difusão para o qual
os fluxos nas camadas inferiores, e principalmente emz = 0.0, ainda estão muito
atrasados. A Figura 4.22(d). em particular, pode ser interpretada da seguinte forma:

ela mostra que em 1000 dias 0 fluido injetado que já atingiu 0 poço na superfície
começa a se acumular naquela região e começa a aumentar de volume mas agora
na direção e no sentido da profundidade z do reservatório. Este comportamento faz
com que 0 fluxo na camada superior passe a se comunicar com 0 fluxo da camada
inferior em maior quantidade. Nos instantes seguintes não haverá mais um fluxo
atrasado na camada inferior em relação ao fluxo da superfície, como ocorre ainda
em z — 0.0 (Figura 4.22(e)). Esta interpretação.pode ser auxiliada observando a
Figura 4.24, no caso com mais difusão, onde este comportamento já ocorreu e em to-

das as camadas já há um caminho entre 0 poço injetor e 0 poço produtor preenchido
pelo solvente.

Os resultados obtidos com a malha de 128 x 128 x 8 são realmente mais precisos
e a frente de mistura fica mais bem definida (Figuras 4.25 e 4.26), porém não são
significativas as diferenças. As curvas de produção da Figura 4.27 confirmam esta
análise e mostram pouca diferença entre os resultados obtidos com as duas malhas.

Observando as Tabelas 4.7 e 4.8 que mostram os números médios de iterações,
gasto pelos métodos iterativos, a cada intervalo de tempo durante a simulação tridi-
mensional , nota-se o comportamento semelhante ao ocorrido no caso bidimensional.
Poucas iterações são necessárias para atingir a tolerância requerida para 0 cálculo da
velocidade, e o maior esforço está concentrado no cálculo da pressão. Comfirma-se
também a convergência do método dos gradientes conjugados da ordem de h, ou
seja dobrou-se o número de elementos nas direções x e y e 0 número de iterações
requerido para a convergência também dobrou.

( *
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(a) Vista em perspectiva

(c) Z — 25.0(b) Z = 37.5

(e) Z = 0.0(d) Z = 12.5

Figura 4.21: Injeção continua, 480d¿as, M = 40.0, = 2.0, at = 0.2 malha de
64 X 64 X 8, vista total em 3D e seções transversais no plano xy em quatro níveis
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H i l l

(a) Vista em perspectiva

(c) Z = 25.0(b) Z = 37.5

(e) Z = 0.0(d) Z = 12.5

Figura 4.22: Injeção continua, 1000dias , M = 40.0, a¡ = 2.0, at = 0.2 malha de
64 X 64 X 8, vista total em 3D e seções transversais no plano xy em quatro níveis
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(a) Vista em perspectiva

(c) Z = 25.0(b) Z = 37.5

(e) Z = 0.0

Figura 4.23: Injeção continua, 480dias, M = 40.0, cq = 10.0, at = 1.0 malha de
64 X 64 X 8, vista total em 3D e seções transversais no plano xy em quatro níveis

(d) Z = 12.5
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(a) Vista era perspectiva

(c) Z — 25.0(b) Z = 37.5

(e) Z = 0.0(d) Z = 12.5

Figura 4.24: Injeção continua, lOOOdzas, M = 40.0, a/ = 10.0, at = 1.0 malha de
64 X 64 X 8, vista total em 3D e seções transversais no plano xy em quatro níveis
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(a) Vista era perspectiva

(b) Z = 37.5

(e) Z = 0.0(d) Z = 12.5

Figura 4.25: Injeção continua, lOOOdzas, M = 40.0, a¡ — 2.0, at — 0.2 malha de
128 X 128 X 8, vista total em 3D e seções transversais no plano xy em quatro níveis
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(a) Vista era perspectiva

(e) Z = 0.0

Figura 4.26: Injeção continua, lOOOd/as, M = 40.0, a/ = 10.0, at = 1.0 malha de
128 X 128 X 8, vista total em 3D e seções ções transversais no plano x y em quatro
níveis

(d) Z = 12.5
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GMRES(5)GCMalhas

Velocidade reiníciosPressão iterações

21214 9564 X 64 X 8 157

300168128 X 128 X 8 312 13

Tabela 4.7: Número médio de iterações, no caso de = 2.0/t, at = 0.2/í.

GMRES(5)GCMalhas

Velocidade reiníciosPressão iterações

54910564 X 64 X 8 157 12

902175128 X 128 X 8 299 11

Tabela 4.8: Número médio de iterações no caso de a¡ — 10.0/í, at = 1.0/í
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4.3.4 Modelo Tridimensional de Injeção de Traçador

Este modelo usa o domínio computacional apresentado no caso anterior, mas a
permeabilidade da camada superior é de kx = ky — 900¡J.D, kz — 90/rD e os demais
dados estão na Tabela 4.9.

valoresGeometria e propriedades

1000 X 1000 X 50 ft3Domínio

tp = 0.1Porosidade

5000.0/í3, 0.10%VPVolume de traçador

kx = ky = 900pJ9, kz = 90¿iDTensor de perm, da cam. sup.

kx = ky — 300¡xD , kz — 30/JDTensor de perm, da cam. inf.

Razao de mobilidade M = l.O

ai = 1-0/í, oit = O.l/íDifusão hidrodinâmica

q — 2500.0/í3/díaVazão nos poços

AT = 1.OdiasIntervalo de integração no tempo

64 X 64 X 8 elementosMalha 1

128 X 128 X 8 elementosMalha 2

Tabela 4.9: Domínio, propriedades, malhas, para o modelo de injeção de traçador
tridimensional

O fluxo que ocorre na camada superior é mais rápido que o fluxo na camada
inferior, como pode ser conferido nas Figuras 4.28 e 4.29 para a malha de 128 x128 x8
elementos. Como no caso anterior estas figuras mostram faixas de isoconcentração,
usando a escala de cor semelhante à da Figura 4.19 com uma diferença que neste
caso o valor máximo é menor que 1, mas não há preocupação de saber quais são
estes valores, uma análise do valor da concentração pode ser feita utilizando os
resultados apresentados na Figura 4.30, que mostra a concentração do efluente para
duas malhas utilizadas. A vista em perspectiva do domínio computacional com as
faixas de isoconcentração auxiliam na visualização da diferença entre os escoamentos.
A parte superior mostra as faixas de isoconcentração em Z — 50.0
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(a) vista era perspectiva

(b) Z = 37.5 (c) Z = 25.0

(d) Z = 12.5 (e) Z = 0.0

Figura 4.28: Injeção de traçador, 500dias, malha de 128 x 128 x 8, vista total em
3D e seções transversais no plano xy em quatro níveis
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(a) vista em perspectiva

(c) Z = 25.0(b) Z = 37.5

(d) Z = 12.5

Figura 4.29: Injeção de traçador, lOOOdzos, malha de 128 x 128 x 8, vista total em
3D e seções transversais no plano x y em quatro níveis

(e) Z = 0.0
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e pelo lado esquerdo pode ser notado o fluxo na camada inferior. As Figuras 4.28(c)
e 4.29(c) mostram as seções intermediárias entre as duas camadas para os tempos
500 e 1000 dias respectivamente e nestas seções o comportamento é diferente das
demais camadas e as concentrações apresentam características dos escoamentos das
camadas superior e inferior, confirmando a comunicação existente entre elas.

Como no caso do traçador no modelo bidimensional a malha, aqui é bastante
refinada e o intervalo de tempo (AT = 1.0 dia) é pequeno encarecendo a simulação.

A utilização do modelo axissimétrico com AT pequeno permitiu injetar uma quan-
tidade muito pequena de traçador o que não ocorreu aqui. Neste caso o volume
de traçador corresponde ao volume injetado em dois intervalos de tempo ou seja
5000.00/í3 para uma vazão de 2500.00/í3/dí

’a.

0.0035

0.003

0.0025
o
cd 0.002O
cd
V- 0.0015c
Oc 0.001ou

0.0005

0

-0.0005
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

tempo(dias)
Figura 4.30: Concentração do efluente, para meios com duas camadas de permea-
bilidades diferentes

A Tabela 4.31 contém o número de iterações gastos para as simulações com as
malhas utilizadas e mantido o AT = 1.0 dia.

GMRES(5)GCMalhas

Pressão Velocidade reiníciositerações

64 X 64 X 8 101 30 31 10969

128 X 128 X 8 25203 22 8648

Figura 4.31: Número médio de iterações para o modelo de injeção de traçador
tridimensional (1 VP injetado)



Capítulo 5

Solução em Ambiente Paralelo

0 estudo de algoritmos numéricos paralelos para simulação de reservatórios de
petróleo tem dois objetivos neste trabalho: o primeiro é obter um método que
permita a redução do tempo gasto nas simulações, e o segundo é proporcionar a uti-
lização de malhas que possibilitem soluções precisas para os problemas propostos,
principalmente para os modelos tridimensionais.

A classe de computadores para a qual os algoritmos são projetados são computa-
dores de processamento paralelo de memória distribuída. Enquadram-se nesta classe
o sistema IBM-SP ou mesmo um conjunto de estações de trabalho interligados por
uma rede de comunicação. Os processadores deste tipo de máquina são indepen-
dentes e podem ser utilizados separadamente, mas este não é o caso em questão no
momento, pois o que se quer é agrupar as máquinas para que resolvam um mesmo
problema definido no espaço e no tempo.

Dividindo o trabalho computacional entre os processadores é possível a redução
do tempo da simulação. Porém é importante ressaltar que para a solução global do
sistema a quantidade de cálculos acumulados por todos os processadores utilizados
deve permanecer praticamente fixa independente da quantidade de processadores,
a menos de algum gasto necessário ao gerenciamento e comunicação, que deve ser
pequeno em relação custo total da simulação para que a eficiência seja garantida.

O projeto de paralelismo deste trabalho se utiliza da divisão do trabalho pela
divisão do domínio computacional. O paralelismo será explorado na resolução dos
sistemas de equações resultantes das discretizações da equação da pressão, da ve-
locidade, e da concentração. Os dois primeiros são sistemas simétricos positivos
definidos e o terceiro um sistema não-simétrico mas positivo definido.

Métodos diretos sequenciais de solução de sistemas de equações são, em geral,
bastante eficientes e são capazes de resolver grandes problemas em duas dimensões,
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mas o mesmo não ocorre em três dimensões. Além disso, estes métodos são de
baixo grau de paralelismo, principalmente para matrizes esparsas, ao contrário dos
métodos iterativos. Estes tem alto grau de paralelismo [26, 22], que associado a
técnica de armazenamento elemento-por-elementb, permitem tratar modelos em
duas e três dimensões bastante refinados.

Para a resolução do sistema de equações associados à pressão e à velocidade é
adotado o método dos gradientes conjugados (CG) [47], e para o sistema de equações
associados à concentração é adotado o método dos resíduos mínimos generalizados
(GMRES) [48] que são métodos adequados às caractísticas das matrizes destes sis-
temas.

Como será visto, basicamente nao há necessidade de alterações nos algoritmos
para que sejam utilizados sequencialmente ou em paralelo.

Para a troca de informações entre os processadores é utilizado o padrão MPI
(Message Passing Interface) [27] no IBM-SP instalado no Laboratório Nacional de
Computação Científica do CNPq.

Decomposição do Domínio5.1

A decomposição do domínio é usada aqui para dividir as tarefas de cálculo das
matrizes e vetores de carga, e a solução do sistema de equações, ou seja a álgebra
linear envolvida no problema.

O domínio computacional onde o problema está definido é dividido em sub-
domínios e cada sub-domínios é associada a um processador. Os cálculos que dizem
respeito a um sub-domínios são realizados localmente. Para a decomposição de
domínio dois pontos devem participar das decisões a serem tomadas durante a etapa
de modelagem numérica: o primeiro é o balanceamento de carga e o segundo a
relação entre os tempos de comunicação e de computação.

Ao decompor o domínio deve-se considerar o equilíbrio entre a quantidade de
computação que cada processador vai realizar. Da forma como é modelado o escoa-
mento (um intervalo de tempo fixo para todo o domínio e métodos iterativos com
convergência global) uma boa medida para o esforço computacional está diretamente
relacionada com o número de elementos.

Para modelos bidimensionais, a maneira de dividir os domínios pode ser pro-

movendo divisões em uma única direção ou promovendo divisões em duas direções
como nas Figura 5.1 e Figura 5.2 respectivamente para a geometria do arranjo dos
cinco poços. A principal diferença entre estes dois tipos de partição é a vizinhança
dos subdomínios e é o que gera mudanças nas trocas de mensagens dos nós dos
contornos.

O desempenho destes dois modelos pode ser analisado usando a seguinte ex-



84

V ©i© 13)i ©í }© \

0L ïï \

©I © X

EE©tt > ©Î © X\

'0
i

Figura 5.1: Representação da partição de domínio em uma direção para utilização
de 4 e 8 processadores e troca de mensagem entre vizinhos (malha M x M elementos)
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Figura 5.2: Representação da partição de domínio em duas direções para utilização
de 4 e 8 processadores e troca de mensagem entre vizinhos (malha M x M elementos)

pressão para o cálculo do tempo gasto para transferência de dados entre proces-
sadores:

= a+ ßLT:común

sendo a a latência da operação de comunicação, ß a taxa de transmissão e L o
comprimento da mensagem. Na Tabela 5.1 têm-se um estimativa dos valores de

para 4 e 8 processadores, sendo M o número de elementos na direção x
(igual na direção y ) de uma malha regular para um domínio quadrado. Supondo
que há possibilidade da comunicação entre processadores se realizar de forma con-
corrente devido a utilização do switch do IBM-SP, no caso da partição ID o n úmero
de comunicações é menor que em 2D (o coeficiente que multiplica a é menor na
partição 1D). Porém com partição 2D os tamanhos das mensagens são menores (o
coeficiente que multiplica ß é menor na partição 2D). No sistema IBM-SP utilizado

T.común
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considerando a = 40 f i s e ß = 0.11/¿s [49, 50] e para o n úmero de processadores
utilizados o modelo unidimensional apresenta bons resultados, e por ser mais sim-
ples de ser implementado foi escolhido para tal. Este tipo de partição também foi
adotado nos modelos tridimensionais.

4 processadores 8 processadoresPartição

2a + 2 ßM2a+ 2 ßMID

4a + 4 ß f 4a + 2 ß f + 2 ß f2D

Tabela 5.1: Tempo estimado para a troca de mensagens dos nós da vizinhaça para
partição ID e 2D

5.2 Os Sistemas de Equações Algébricas

O algoritmo implícito sequencial apresentado no Capítulo 2 conduz ao esquema de
avanço no tempo dado na Figura 5.3. Neste esquema a cada instante de tempo
calcula-se uma aproximação para a pressão, uma para a velocidade e uma para a
concentração. Os métodos de elementos finitos adotados para a aproximação destas
equações geram duas matrizes simétricas positivas definidas, A e B, para a pressão e
velocidade respectivamente, e uma matriz não-simétrica, C, para a concentração. A
pressão e a concentração são variáveis escalares e geram um sistema com dimensão N
igual ao número de nós da malha de elementos finitos. A velocidade é uma grandeza
vetorial e para cada nó da malha está associado 2 ou 3 valores, dependendo se
o modelo é em duas ou três dimensões, correspondentes às suas componentes nas
direções x, y ou 2, resultando um sistema de 2N ou 3N equações, respectivamente.

É sabido que o sistema relativo ao cálculo da pressão é o que exige maior número
de iterações [22, 12]. Nestes trabalhos os autores usam métodos distintos para
o cálculo da pressão mas ambos observam este mesmo comportamento. Em [22]
a pressão é calculada pelo método de Galerkin, e em [12] a pressão é calculada
usando o método misto de Raviart-Thomas, ambos apresentados no Capítulo 3.
Em [12] verifica-se a dificuldade da solução deste sistema sem um pré-condicionador
adequado. Já para o método de Galerkin o resultado é menos drástico e asso-
ciado à técnica de pós-processamento, a velocidade pode ser obtida em poucas
iterações. Este comportamento é devido ao resíduo da primeira iteração conter boas
informações da solução, dada pelo gradiente da pressão e as características da matriz
do sistema.
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Entrada de dados

Para n = 1, 2 , N D T faça

T = T + AT

Sistema associado a Pressão

calcula A e /

Resolve o sistema A p% = f

Sistema associado a Velocidades

calcula B e g

Resolve o sistema B = g

Sistema associado a Concentração

calcula C e h

Resolve o sistema Cc£+1 = h n

Fim do faça

Figura 5.3: Ilustração do algoritmo implícito sequencial para escoamentos miscíveis

5.2.1 Armazenamento das matrizes por elemento

0 armazenamento das matrizes e vetores dos sistemas de equações algébricas é um
aspecto relevante para a solução de problemas modelados pelo método dos elementos
finitos. Os modelos tridimensionais podem ter severas limitações quando os dados
não são armazenados adequadamente.

Métodos diretos necessitam a fatoração da matriz do sistema e exigem operações
não associativas. Métodos iterativos utilizam somente operações de multiplicação
envolvendo matrizes e vetores em suas formas diretas, o que possibilita valer-se da
propriedade associativa destas operações.

Nos casos estudados usando malhas e domínios regulares a estimativa da memória
necessária para armazenar em banda uma matriz simétrica de um sistema de
equações associado a uma discretização de M x M , sendo M o número de ele-

mentos da malha na direção x e y , com N incógnitas ( N — [ M + l)2), é de|iV3^2

termos. Para um caso tridimensional com discretização M x M x M , o número de
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termos necessários é|N 5/3 ( N = (M + l) 3) [26]. A técnica de coluna ativa ( skyline)
para o armazenamento da matriz é eficiente, porém, para as aplicações tratadas aqui
esta técnica e a de armazenamento da matriz em banda são equivalentes e a análise
anterior é válida.

ConcentraçãoPressão Velocidade

\{ M + l)3 4(M + 1) 3 (M + l ) 32D

\{ M + l)5 f 243(M + l)5 (M + l )53D

Tabela 5.2: Número de termos necessários para armazenamento das matrizes em
banda

Os métodos iterativos, da forma como estão implementados, não necessitam da
montagem da matriz global do sistema e armazenam as matrizes dos elementos
tornando a gasto de memória proporcional ao número de elementos. Fazendo isso a
área necessária para o armazenamento das matrizes dos sistemas é proporcional ao
número de elementos da malha, o que é muito conveniente para o caso de problemas
de grande porte. Para os casos propostos anteriormente uma análise pode ser feita
observando a Tabela 5.3.

Velocidade ConcentraçãoPressão

16M210M2 36M22D

64M3300M336M33D

Número de termos necessários para armazenamento das matrizesTabela 5.3:
usando a técnica elemento-por-elemento

Por exemplo, a matriz de elemento para a pressão, em duas dimensões e usando
elemento quadrilátero bilinear, é d e 4 x 4, e 8 x 8 em três dimensões (elemento
trilinear), o que significa matrizes com 16 e 64 termos, respectivamente. Levando
em consideração a simetria é possível armazenar, no caso bidimensional 6 termos fora
da diagonal e 4 da diagonal resultando em 10 termos. No caso tridimensional este
número sobe para 28 fora da diagonal e 8 na diagonal, resultando em 36 termos. No
caso das matrizes de elementos da equação da concentração elas não são simétricas e
precisam ser guardadas por inteiro, e em particular por ser uma variável escalar como
a pressão, a conta já está feita e é 16 e 64 termos para modelos bi e tridimensionais
respectivamente. Multiplicando estes valores pelo número de elementos da malha
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chega-se aos valores da Tabela 5.3. Para a velocidade o cálculo é semelhante ao
da pressão porém deve ser considerado o número de componentes para duas e três
dimensões.

A forma usual de calcular e armazenar a matriz do sistema é calcular as matrizes
dos elementos e somar as contribuições destes de uma forma adequada nas linhas
e colunas da matriz global. Urna forma de entender a técnica de armazenamento
elemento por-elemento é imaginar as matrizes dos elementos como matrizes esparsas
N X TV, sendo N o número total de graus de liberdade da malha, com termos
diferentes de zero somente naqueles locais que correspondem aos graus de liberdade
do elemento. Uma multiplicação Ark+1, do passo 12 da Figura 5.5, por exemplo,
pode ser escrita como £i=i A¡rk+i , onde Ne é o número de elementos da malha, e
A\ é uma matriz N x N para o elemento i e rk+i é um vetor do resíduo com N
valores globais. O resultado desta operação é um vetor com valores globais obtido da
acumulação de valores locais. Porém a maneira eficiente de tratar A\ é armazenar
somente os termos diferentes de zero e através de um mapeamento explícito fazer os
produtos de forma conveniente. Desta forma as operações são realizadas no nível dos
elementos e as matrizes globais dos sistemas não são montadas. Porém os vetores,
como xk > rk e sk do algoritmo da Figura 5.5, contêm valores globais e são eles que
carregam as informações globais do sistema resultando uma resposta única para todo
o sistema.

Para programas sequenciais a técnica de elemento-por-elemento tráz as vanta-
gens de simplicidade e economia de memória. Para programas paralelos vai ser util
tanto em computadores de memória compartilhada [37, 22], como em computadores
de memória distribuída [51, 52] , permitindo o tratamento de grupos de elementos
pelos processadores.

Da forma como foi feito em [51, 52], aqui neste trabalho o domínio é particionado
em subdomínios vizinhos sem intersecção constituídos por elementos adjacentes. O
objetivo é dividir, entre os processadores, as seguintes etapas: o cálculo das matrizes
de elementos e vetores de carga, e a resolução do sistema usando métodos iterativos
que se utilizam das seguintes operações: produto matriz por vetor, produto interno
e atualização de vetores (SAXPY).

São apresentados na seção seguinte os métodos iterativos e são comentados os
locais de sincronismo e maior computação dos algoritmos.

5.3 Métodos iterativos

Reconhecidamente adequados à resolução de grandes sistemas de equações, os
métodos iterativos usam uma sequência de aproximações sucessivas para gerar uma
aproximação que satisfaça à condição de convergência anteriormente estabelecida.
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Nesta seção são discutidos aspectos da implementação e do desempenho destes
métodos em computadores paralelos de memória distribuída, como é o caso do IBM-

SP.

Primeiramente é apresentado o método dos gradientes conjugados (GC) que é
tido como um método robusto para resolução de sistemas que possuem a matriz
simétrica e positiva definida, propriedades estas presentes nas matrizes associadas à
pressão e ao pós-processamento das velocidades. Em seguida é apresentado o método
dos resíduos mínimos generalizados (GMRES) que é utilizado para a resolução do
sistema associado à concentração, cuja matriz não é simétrica.

Ambos os métodos são classificados como métodos de Krylov por se basearem na
minimização dos vetores resíduos r0, ?q , ... , rfc, com rk = Axk — b, sobre o sub-espaço
de Krylov dado por span[ro , Aro, A2ro, ... , AkrQ ] . Deve-se então construir uma base
ortogonal para este sub-espaço e a forma de construir esta base é que diferencia os
métodos.

A descrição dos passos dos algoritmos apresentados a seguir pode ser encontrada
em [53, 54]. O que se propõe nas seções seguintes é analisar estes algoritmos para sua
implementação em computadores de memória distribuída, ressaltando os aspectos
positivos e as limitações para os casos práticos de simulação de escoamentos em
meios porosos.

Método dos gradientes conjugados5.3.1

Inicialmente proposto por [47] o algoritmo clássico do método dos gradientes con-
jugados sem precondicionamento, para a resolver Ax = b, ê descrito na Figura 5.4,
sendo xk a solução, rk o resíduo no passo k atol a tolerância escolhida.

Por tratar sistemas cuja matriz é simétrica e positiva definida o método dos
gradientes conjugados é capaz de construir implicitamente a base de Krylov. O
resíduo calculado na iteração k é ortogonal ao resíduo da iteração k — 1.

Durante o processo iterativo a multiplicação de matrizes por vetores é a operação
que mais consome tempo. Dividir a matriz global em blocos para que esta operação
seja compartilhada é a estratégia utilizada para explorar o paralelismo numa
máquina paralela de memória distribuída. Nestes computadores, um processador
não têm acesso direto à memória do outro. Nestes casos a estratégia deve priorizar
os cálculos que podem ser feitos independentemente. O cálculo das matrizes, a mul-
tiplicação de matrizes por vetores e atualização de vetores podem ser realizados
desta forma. No entanto ak e ßk , da Figura 5.4, são resultados de produtos internos
que exigem a contribuição das parcelas locais calculadas em cada processador e isto
é feito através de uma etapa de comunicação global em que todos os processadores
devem participar. Assim os passos 6 e 10 da Figura 5.4 são pontos de sincronização
do algoritmo. Cada processador contribui com o valor local calculado para que seja
obtido o valor dos produtos internos em todo o domínio. Ao final de cada uma
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1. dadozo; r0 = b — Ax0

2. p— i = O, ß-\ = 0

3. Po = (ro, r0)

para k = 1,2, . . . faça

4. P k = r k + ßk -Pk-i

5. qk = Apk

6’ ak - ( pfk i
7. Æfc+1 — -Ek 4“ f^ k - Pk

8. r*+i = rk - afc .gfc

9. se ||rfc|| < íoí||r0|| então PARE

10. Pk+1 — (i'fe+l , i'jc+l )

11. ßt = —rK Pk

fim do faca
/

Figura 5.4: Ilustração do algoritmo do método dos gradientes conjugados original

dessas etapa todos os processadores devem ter os valores totais de ak e ßk para que
possam ter os valores das parcelas de xk e rk locais atualizados a cada iteração. Para
realizar esta operação de comunicação global, toda a computação deve aguardar
até que esta tarefa seja completada.

Vários autores têm se preocupado em eliminar ou reduzir os tempos de espera
nestes pontos de sincronismo. Uma maneira de se fazer isto é usar uma variação do
algoritmo original no qual cada comunicação global é sobreposta por urna etapa de
computação tornando estas operações concorrentes [54] ,

Outra maneira de reduzir o tempo de espera nas operações de comunicação é
ter 1 ao invés de 2 pontos de sincronização. Em [55] é proposto uma variante do
método original no qual a comunicação global para o cálculo de ak e ßk é feita em
um único passo reduzindo de dois para um ponto de sincronização. Este algoritmo
é apresentado em Figura 5.5, e é desta forma que foi implementada.

Em [51] encontra-se uma análise para esta última variante do algoritmo, para
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um modelo bidimensional de escoamento incompressível. Para um malha de 784 nós

1. dado oro! r0 — b — Aa;0 (2•)

2. ß— \ = 0

3. g_
! = 0, p0 = r0

4. Po = (r0, r0)

5. po = (so, r0)

6. ao — Po/Po

para k = 0,1,2, ... faça

7. Pk = rk + ßk-i .Pk- i

8- qk — s* + ßk-i .Qk-i

9. 4" CHk -Pk

10. rk+i = r k - ak .qk

l l. s e ||rfc|| < Í0¿||roll então PARE

12. sk+l = Ark+1 (1•)

13. pk+1 - (rfc+i , rfc+1)

14. pfc+i — lo

15. ßk = Pfc+i /pfc

PA+I16. ajfc+i =
Pfc+l - Pk+l ßk / &k

fim do faça
Figura 5.5: Ilustração do algoritmo do método dos gradientes conjugados modifi-
cado

e 1458 elementos o tempo gasto para realizar o produto interno, usando esta variante,
fica dividido por um fator entre 2 e 3 para um número de 2 a 11 processadores. A
eficiência fica ampliada de 39.2% para 56.3% para a simulação realizada com 11
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processadores.

Em [56] encontram-se críticas à estabilidade desta variante do algoritmo dos gra-
dientes conjugados, porém nos casos aqui analisados não surgiram qualquer indício
de instabilidade e a ordem de convergência do método foi também obedecida e com-

provada nas Tabelas 5.4 e 5.5 pelo número de iterações para a pressão, para diversas
malhas usadas na discretização do modelo do arranjo dos cinco poços homogéneo no
caso da injeção de traçador, com tolerância tol = 10~4. Neste caso, para verificação
da convergência, não é usado escalonamento. Por estas tabelas pode-se observar o
comportamento do método para resolver o sistema do pós-processamento e no caso
tridimensional o número de iterações não é despresível, mas quando se adiciona ao
método o escalonamento os numéros são bem menores como pode ser verificado nas
simulações apresentadas no Capítulo anterior.

VelocidadeMalhas Pressão

640x40 55

10880x80 5

213160x160 5

960x960 1526 15

Tabela 5.4: Número de iterações do GC para os modelo do cinco poços bidimen-
sional

Malhas Pressão Velocidade

20x20x2 90 22

3140x40x4 174

336 4280x80x8

Tabela 5.5: Número de iterações do GC para os modelo do cinco poços tridimen-
sional

No algoritmo da Figura 5.5 algumas linhas estão marcadas com os símbolos: •
para indicar onde e quantas comunicações dos nós da vizinhaça são feitas naquele
passo; e o para indicar onde há acumulação global para o cálculo de um produto
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interno. No passo 1. existem duas comunicações entre vizinhos: uma delas é para
se obter o valor de b global e a outras é para obter o valor global de Ax0 nos
sub-domínios. No passo 14. uma operação de comunicação global é utilizada para
realizar a operação de acumulação de ßk+i e pk+i -

Método dos Resíduos Mínimos Generalizados (GMRES(m) )5.3.2

O método dos resíduos mínimos generalizados é utilizado para resolver sistemas
cuja matriz não são simétricas. Neste caso a geração de um resíduo ortogonal aos
anteriores deve ser feita explicitamente, exigindo que se armazene os resíduos das
iterações anteriores. Porém para contornar a exigência de uma memória excessiva,
para armazenamento de todos os resíduos anteriores à iteração k , uma variante
deste método tem sido utilizada com sucesso denominada de GMRES(m), onde o é
m número máximo de vetores de Krylov para o qual a ortogonalização é realizada
explicitamente. Se após terem sido gerados os m elementos desta base a solução não
convergiu abandonam-se estes elementos, guarda-se o vetor solução Xk obtido até o
momento e utiliza-o como o vetor de partida para se reiniciar a etapa de geração da
nova base ortogonal de m vetores, tornando viável a utilização deste método. Em
[22, 37] os modelos numéricos construídos utilizam, com sucesso, esta variante do
método dos resíduos mínimos generalizados para a equação da concentração.

Inicialmente proposto em [48] a versão implementada tem duas diferenças básicas
quanto à versão original: usa a ortogonalização de Gram-Schmidt e o número de
vetores da base é limitado em m. A primeira mudança aumenta a possibilidade
de paralelização do trecho da ortogonalização da base de Krylov [56]. A segunda
mudança limita a memória requerida para o armazenamento dos vetores da base de
Krylov, daí a denominação GMRES(m) , sendo m o n úmero de vetores da base a
serem armazenados.

Neste trabalho, na análise dos resultados deste método a palavra iterações é
utilizada para designar o número total de iterações mais internas (passos 4, 5, 6,
7. 8 do algoritmo da Figura 5.6) , isto é, quantos vetores da base foram gerados. E
utilizado reinicio para designar o número de vezes que se iniciou a geração de uma
nova base.

Nas simulações realizadas foram adotados valores de m variados. Para modelos
bidimensionais foi utilizado m = 5 para os modelos tridimensionais foram utilizados
m = 10 para injeção de traçadores e injeção contínua com ou = 10.0 e m = 25 para
Oz = 2.0

No algoritmo ilustrado na Figura 5.6 algumas linhas estão marcadas com os
símbolos: •para indicar onde e quantas comunicações dos nós da vizinhaça são
feitas naquele passo; e o para indicar onde há acumulação global para o cálculo de
um produto interno, da mesma forma feita para o gradiente conjugado.

No passo 1. a comunicação é feita para obter b com valores globais e que havia
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sido obtido pela contribuições dos elementos de um subdomínio, ficando os valores

1. dado XQ\ r0 = b — Ax0 (2•)

para k — 1, 2, .... nitermax faça

2. Vi = r0/||r0| j 2 ( lo)

3. -s = ||ro||2ei

para j = 1, 2. . . . , m faça

ortogonal¡zacao de Gram-Schmidt

é.Rij = ViAVj ,i = (;' •,!o)

5.Û = AVj - Ri.jVi

( l o)6-ñj+ij V 2

j+i — v / R j+ i¿7 .Vi

8.se \gj+i \ < e calcule Xk FIM

fim do faça

8.resolver Ry = g

9.Xfc Xk — 1 “ b Vy

10.se |<7 j+i| < FIM

ll .rk = b - A x k (1•)

12. ßk = ||r*||2 (lo)

fim do faça

Figura 5.6: Ilustração do algoritmo do método dos residuos mínimos generalizados

do contorno incompletos e após esta comunicação tem-se os valores globais de b.
Neste mesmo passo os valores de x0 já são globais, pois se o dado de partida
é zero então é trivial, e se o dado inicial é a solução anterior esta já foi total-
izada no final do intervalo de tempo anterior anterior e possui valores globais,
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e a outra comunicação é necessária para atualização de AXQ .

e 12 há uma comunicação global em cada um para o cálculo de produtos in-
No passo 11 há um produto de matriz por vetor e no passo 4 há j

produtos de matriz por vetor e j produtos internos mas os valores dos produ-
tos internos parciais calculados localmente podem ser armazenados para que a
tarefa de acumulação seja realizada com uma única comunicação global de j val-
ores.

Nos passos 2, 6

ternos.

No caso de cálculo de produtos internos, o maior custo da comunicação
global está relacionado à latência da comunicação e desta forma o gasto para trans-
ferir 1 ou j vetores é praticamente o mesmo. Este procedimento é possível por ser
utilizado a ortogonalização de Gram-Schmidt e não a sua versão modificada.

5.3.3 Precondicionadores

A razão de convergência de cada método iterativo para a maioria dos sistemas de
equações é uma pergunta em aberto, porém em alguns casos podemos ter uma esti-
mativa da taxa de convergência, como é o caso do método dos gradientes conjugados
para um sistema vindo de uma equação diferencial eliptica de segunda ordem, que
é o caso da equação da pressão estudado neste trabalho, que apresenta a taxa da
ordem de h [54], e verificado anteriormente (Tabelas 5.4 e 5.5).

A razão de convergência do GC depende principalmente do número de condi-
cionamento espectral da matriz de coeficientes. Este número é dado por:

^ — ^max/Amm

e do menorque expressa a razão entre as amplitudes do maior autovalor, A
Amini do sistema.

Encontrar um sistema equivalente ao original, porém com a matriz apresentando
um valor para n úmero de condicionamento espectral mais favorável, é o objetivo dos
precondicionadores, que são matrizes de transformação do sistema. Os precondi-
cionadores devem melhorar a convergência dos métodos iterativos suficientemente
de forma que seja compensado o custo da sua construção e utilização.

Neste trabalho foi utilizado um escalonamento da matriz pela sua diagonal,
comumente denominado de precondicionamento de Jacobi, da seguinte maneira:
suponha o sistema genérico dado por Ax — b sendo A a matriz dos coeficientes, x o
vetor de incógnitas e b o vetor de cargas. Encontra-se a matriz diagonal D, contendo
a diagonal de A e faz-se a seguinte operação :

max i

D-^ AD-WD^ X = D~l / 2b

ou

Ax = b
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com A apresentando o número de condicionamento espectral modificado proporcio-

nando uma convergência mais rápida dos métodos iterativos.

Este escalonamento melhora mas não otimiza o número de condicionamento
espectral. Precondicionadores mais eficazes são necessários para acelerar a con-
vergência do método [57], Em [57], há casos em que o número de iterações para o
método dos gradientes conjugados com precondicionamento é 1/32 do número de
iterações do método sem precondicionamento. Porém, como mencionado anterior-
mente, o gasto com o cálculo e utilização do precondicionador não permite que a
redução do tempo esteja na mesma razão. No caso relatado o tempo ficou reduzido
pela metade, o que é um ótimo resultado.

Uma estratégia para obtenção de uma boa solução de partida para a pressão
utilizada em [12] para os intervalos de tempos subsequentes ao primeiro, pode ser
usada, neste caso, e é considerada também como uma técnica de precondiciona-
mento. Na resolução da equação da velocidade ocorre algo semelhante a isto. Como
na primeira iteração o resíduo da equação é formado pelo gradiente da pressão, esta
já é uma boa boa aproximação para a solução e funciona como um precondicionador
muito eficiente e a velocidade converge em poucas iterações .

Detalhes da implementação computacional são apresentados na seção seguinte.

5.4 Implementação

Por usar o padrão MPI (Message Passing Interface) cada processador fica execu-

tando o mesmo programa com pequenas alterações em sua lógica dependendo do
seu número, que está relacionado a qual domínio ele está associado. A partição do
domínio é feita antes do programa ser executado. Como está proposto, em nenhum
momento um processador precisará armazenar as informações de todo o domínio.
Cada cópia do programa, que está executando nos processadores, vai 1er um arquivo
que contém todas informações que definem o subdomínio associado a ele, que ao
serem agrupados definem o problema global. Uns podem ter condição de contorno
outros não, e assim o cálculo da malha, conectividade, cálculo das matrizes e vetores
de carga são feitos localmente. Isto é possível por que o código utilizado, semelhante
ao fornecido em [58], possui um gerador de malha simples. Para o exemplo da
Figura 5.1 para quatro processadores, haverá quatro arquivos de dados: inputa.dat,
inputb.dat, inputc.dat e inputd.dat (Figura 5.7), de uma malha de 160 x 160 elemen-
tos, para a simulação do traçador apresentado no Capítulo anterior. A numeração
é locai dentro de cada subdomínio, mas as coordenadas são globais. Os arquivos de
saída também são independentes e para realizar uma visualização dos resultados é
necessário concatená-los adequadamente. Para uma execução sequencial o arquivo
é exatamente igual a estes, porém contendo as informações de todo o domínio.



97

Printed by ecflg from aJpha.lncc. br Printed by edlg from aJpha.tncc.br

EUS mmmt
H 0 I I 0
2 1 4 f i v e a p c t. 1 6 0x1 6 0 c i c a . l i n e a r,

2 6 6 0 1
2 1 # f i v e a p o t , 1 6 0x1 6 0 e l c r a. l i n e a r,
3 1 * 1 0 2 6 6 0 1 4 1

2 5 0 . 0
2 5 0 . 0
500.0

0 . 0 5 0 0 . 0

I p r o c . . 4 p r s c.,
3 1 1 2 0 1 0 2 11 L 0 4 1 1 1 1 1 0 10
4 1 0 0 4 1 I 4 D .O
S I 1 0.0 0 . 0 5 1 1000.0

1000.0
4

f i l 1 0 0 0 . 0
1 0 0 0 . 0

0 . 0 61
7| 2 5 0 . 0

2 5 0 . 0
7 1

3 1 0.0 31 160 1 4 0 1 6 1
9 1 1 6 0 1 4 0 1 6 1 3 1 a

10| 101 1 6 4 4 1
1 6 1 6 6 0 1

1 6 1 0 1 00
1 1 1 0 0 0 0 1 i l l 1 6 1 0 i 01 0
1 2 1 2 1 6 0 1 D 0 1 1 2 1 0
1 3 1 1 6 1 0 D 1 1 1 a i l l 0

1 4 11 4 1 1 6 2 6 4 4 1
3 2 2 6 6 0 1

161 0 1 0 a
1 5| 1 6 1 0 1 0 1 1 1 1 5 4 0 0

0.10
1 0 0 . 0

I E I 3 0 0 0 3 0 0 0

0 4 4 4
0 . 0161 1 . 0 0

100.0
1.0 1 . 0 01 6 1 0 0 . 1 0m n ii 5 0 . 0 0 0 0 0. 00

5 1 5 01 01 3 1 0 00 1.a i . o 0 . 5 0
1 3 1 1.000 1 9 1 01
2 o I 2 0 1 1 2 1 6 3 1 6 2

1 6 0 1 6 1
10

21 I 160 1 4 0I 6 4 0 0
0 . 1 0
10D.Q

2 4 1 3 0 0 0 3 0 0 0

2 1 1 0 4 4 4 4
2 2 1 1 . 0 0

100.0
1 . 0 0 . 0 1 . 0 0 0. » 0 2 2 1 0

2 3 1 0.00 2 3 1 6 6 0 1
2 4 I ’e n d

1 6 1 0
5 150 0 . 5 01 0 0 0 1 . 0 1 . 0

2 5 1 0 2 5|
261 2 1 6 3 1 6 2

1 6 0 1 6 1
11 1 -271 160 4 01

2 3 1 0
231 6601
30 I * er.<i

0• 6i

3 1 1

Printed by edlg from afpha.lncc.brPrinted by edlg from alphalncc.br
• * ^Input03.dat v i Jua 91997 tmmmm|ju®997J(Wsii

il oi| 0
2 1 1 f i v e a p o c , 1 6 0x1 6 0 e l e r a . l i r.e a r, 4 p r o c.,
3 1 1 1 0 2 6 6 0 1 4 1 2 1

0 . 0 7 5 0 . 0
7 5 0 . 0

1 0 0 0 . 0
0 . 0 1 0 0 0 . 0

l E O x l É O a l e n, l i n e a r,
2 6 6 0 1

4 p r o c.,2|l f i v e s p o t,
3 1 1 1
4 1 1 4

1 0 l 0 12 0 1 0 110 4 1
1 4soo . o

5 0 0 . 0
7 5 0 . 0
7 5 0 . 0

4 10 . 0
3 1 I C O O . O

1 0 0 0 . 0
S I 10QO.D

6 11000.06
7 I7 I 0.0
E l 1 6 0 1 4 D 1 6 18 1 1 6 0 4 0 1 6 11
9 1 09 1 0

10| 1 6260
1 1 1 1 6 1 6 4 4 0
1 2 1 6 4 4 -
1 3 1 6 4 4 2 6 6 0 0
1 4 1 6 6 0 1

1 6 1 0 311Û| 1 6 4 4 1
1 6 1 6 6D - 161 0 1 0

1 6 1 0 1 10 1 0ill 1 6 1
1 112| 0

1 0 0 11 3 1 a o j1 4 1 0
1 5 1 01 6 4 0 0

0 . 1 0
1 0 0 . 0

1 B I 3 0 0 0 3 0 0 0

1 5 1 1 0 4 4 4
1 6 1 6 6 0 1 -5 0 . 0 0 01 . 0 0 0.101 . 0 0 . 01 6 1 i . ao

1 0 0 . 0 0 . 0 0
5 1 5 0

1 7 I 01 7 1
0 . 5 0 01.0 1 . 0 I B I4 0 0

6 4 0 0 1 0 41 9| 1 4 41 9 0
1.000 . 1 0

100.0
2 2 1 3 0 0 0 3 0 0 0

1 . 0 0
100.0

1.0 D . D O.I D2 1 6 3 1 6 2
1 6 0 1 6 1

201120 1 1
0 . 0 0

5 - 5 0
21|2 1 1 1 6 0 1 1 4 0

1.0 1.0 0 . 5 D10 0 022 D
2 3 1 02 3 1 6 6 0 1

2 4 I ‘a n d
1 6 1 0

2 4 1 l 1 1 2 1 6 3 1 6 2
4 0 1 6 0 1 6 12 5 1 1 6 0 1 l2 5 1

2 6 | 0
02 7 1 6 6 0 1

2 3 I -e n d
1 6 1

2 3 1

Figura 5.7: Arquivos de entrada £ara simulação usando 4 processadores 1



98

A apresentação destes arquivos tem objetivo de se mostrar em detalhes a forma
*

de tratamento da decomposição do domínio. E preciso fornecer a priori a geometria
de cada subdomínio. No caso do exemplo os subdomínios são todos retângulos e suas
geometrias e posições definidas pelas coordenadas nas linhas de 4 a 8 dos arquivos.

Nas linhas seguintes estão informações dos nós com condição de contorno. Pode
ser verificado que a numeração é local em cada subdomínio e a identificação dos
nós da vizinhança é feita de maneira simplificada: de posse do número de nós da
vizinhaça NV , a identificação será feita pela posição topológica, ou seja, os primeiros
e os últimos NV pontos da malha são os nós da vizinhança, que estão numerados
sequencialmente para que esta identificação seja possível.

Os nós das vizinhanças participam de mais de um sub-domínio para que cada
subdomínio contenha toda a informação referente a ele próprio. Com isso alguns
cálculos são duplicados, mas há o cuidado de não fazer acumulação duplicada, como
poderia ocorrer no cálculo do produto interno. Cada subdomínio contribui com a
sua parte e previamente é determinado qual deles contribuirá com os termos do
contorno para o cálculo a ser realizado.

Cada processador começa a execução sem necessidade de conhecer as informações
dos demais. Isto só é necessário quando ocorre o primeiro sincronismo na etapa de
montagem da matriz de escalonamento D, que deve conter os termos globais das
diagonais das matrizes dos sistemas.

Para a etapa do cálculo do produto interno, na qual é realizada uma comunicação
global entre os processadores, foi utilizada uma rotina fornecida pela biblioteca do
MPI e neste caso foi suposto que os dois modelos de partição de domínio têm com-
portamento semelhante, devido ao fato de estar se usando as unidade de comunição
swicth que coloca todos os processadores a uma mesma distância entre si.

Não há balanceamento dinâmico de carga, e o balanceamento é feito usando
subdomínios com um mesmo número de elementos, fixo durante toda a simulação.

O código paralelo é o mesmo código serial, a menos de pequenas diferenças que
ocorrem quando se faz a multiplicação de matrizes por vetores e cálculo de produtos
internos, que nos casos de mais de um processador há necessidade de comunicação
e gerenciamento.

5.5 Análise de Desempenho

A análise do desempenho do algoritmo paralelo implementado é feita principalmente
com base no custo de cada iteração dos métodos iterativos. Aumentando o número
de processadores e o tamanho das malhas pode-se verficar o comportamento dos
métodos utilizados.

A unidade utilizada para a medida do tempo é segundos, porém pela velocidade



99

com que se desenvolvem os computadores estes números podem ficar desatualizados
muito rapidamente. Para que eles não se percam e possam ter uma vida útil ampli-
ada uma forma de fazer a analise é considerar a relação entre as etapas da simulação
usando a metodologia apresentada neste trabalho. Uma boa medida normalizada
para a análise dos algoritmos é o speed up que é o fator pelo qual o tempo é reduzido
usando np processadores e definido por:

Ti
T± n p

onde Ti é o tempo gasto numa tarefa usando 1 processador e Tnp o tempo gasto
utilizando np processadores. A eficiência é também uma medida muito usada e
define o quanto de processamento está sendo utilizado naquela tarefa e definida
como [49]:

TiE = np Tnp

Estas quantidades são chamadas de speed up relativo e eficiência relativa por estarem
definidos sobre o algoritmo paralelo executando em 1 processador. Outra maneira
seria subtituir T\ pelo tempo gasto pelo algoritmo sequencial mais rápido, se fosse
assim estariam definidos o speed up e eficiência absoluta. Neste trabalho são adota-
dos os valores relativos, e isto pode ser aproveitado para avaliar o quanto o algoritmo
utilizado é paralelizável.

Em todos os casos os processos estavam executando com exclusividade ou seja, só
um processo por processador. Este é um tipo de serviço oferecido pelo LNCC/CNPq
que disponibiliza um número de processadores solicitado para um único usuário para
que possa realizar análise de desempenho do código em desenvolvimento.

A análise de eficiência dos algoritmos paralelos é feita com dados extraídos das
simulações usando modelos numéricos utilizados no Capítulo anterior. O primeiro
caso é a simulação em modelo bidimensional do traçador usando a malha de 160 x160
e 320 x 320 elementos quadriláteros bilineares. E segundo e o terceiro foram extraídos
da simulação tridimensional da injeção de traçador usando as malhas 64 x 64 x 8 e
128 x 128 x 8 elementos hexaedros trilineares.

As Tabelas 5.8 e 5.9 mostram o n úmero de iterações requeridas pelos métodos
iterativos para a simulação utilizada na análise de desempenho. Cada simulação foi
realizada duas vezes para verificar se havia alguma variação nos tempos entre as duas
execuções . Como a máquina não tinha processos de outros usuários, somente os do
sistema, não houve variação significativa nos tempos e não foi realizada nenhuma
média e os tempos apresentados nas Tabelas 5.10, 5.13, 5.16 e 5.19 são os tempos,
em segundos, de uma execução. Porém dividindo-se estes valores pelos número de
iterações das Tabelas 5.8 e 5.9 obtém-se o tempo médio gasto por cada iteração, e
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GMRES(5)GCMalhas

Velocidade reiníciosPressão iterações

160 X 160 253 11 105 22

320 X 320 501 16 85 18

Figura 5.8: Número de iterações para resolver a equação da pressão e da velocidade
e 6 passos da equação da concentração, modelo bidimensional

GMRES(IO)GCMalhas

Pressão Velocidade reiníciositerações

64 X 64 X 8 101 30 208 24

200 22 279 30128 X 128 X 8

Figura 5.9: Número de iterações para resolver a equaçao da pressão e da velocidade
e 6 passos da equação da concentração, modelo tridimensional

estes são apresentados nas Tabelas 5.11, 5.14, 5.17 e 5.20 juntamente com speed up
relativo.

As Tabelas 5.12, 5.15, 5.18 e 5.21 apresentam as eficiências relativas medidas
pelo custo de cada iteração levando em consideração os valores das Tabelas 5.11,
5.14, 5.17 e 5.20

Comparando-se os valores dos tempos das Tabelas 5.11 e 5.14 verifica-se que o
custo de cada iteração é proporcional ao número de elementos. As primeiras linhas
destas tabelas confirmam isto, com valores da Tabela 5.14 quatro vezes maiores
que os da Tabela 5.13. Note também que os valores dos speed up relativos da
Tabela 5.14 são superiores ao da Tabela 5.11 mostrando que a relação entre o tempo
de computação e o tempo de comunicação foi aumentada quando foi aumentado o
tamanho da malha. Os valores da eficiência relativa apresentados nas Tabelas 5.12
e 5.15 confirmam este comportamento.

Estas observações são válidas também para o modelo tridimensional e podem
ser confirmadas pelos valores das tabelas correspondentes a eles (Tabelas 5.17, 5.20,
5.18 e 5.21).

As Tabelas 5.16 e 5.19 mostram os tempos, em segundos, gasto para calcular as
matrizes e resolver os sistemas associados à pressão, velocidade e concentração.
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Pressão (GC) Velocidade (GC) Concentração (GMRES(5))np

2.295E+013.380E+01 2.379E+001

1.197E+011.723E+01 1.297E+002

6.688E-01 6.156E+009.252E+004

3.451E+003.577E-015.844E+008

Figura 5.10: Tempo gasto para resolver a equação da pressão e da velocidade
e 6 passos da equação da concentração para o modelo bidimensional com malha
160 X 160

Concentração (GMRES(5) )Velocidade (GC)Pressão (GC)np

2.185E-012.162E-011.336E-011

1.140E-01(1.91)*6.810E-02(1.96) * 1.179E-01(1.83)*2

5.862E-02(3.73)*6.080E-02(3.55)*3.659E-02(3.65)*4

3.286E-02(6.64)*3.251E-02(6.65)*2.310E-02(5.78)*8

Figura 5.11: Tempo de uma iteração e speed up relativo ( Sp )* para o modelo
bidimensional com malha 160 x 160

Concentração (GMRES(5))Velocidade (GC)Pressão (GC)np

1 111

0.950.912 0.98

0.930.890.914

0.83 0.830.728

Figura 5.12: Eficiência relativa calculada sobre uma iteração para o modelo bidi
mensional com malha 160 x 160
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Concentração (GMRES(5))Pressão (GC) Velocidade (GC)np

2.678E+02 1.344E+01 7.515E+011

1.346E+02 7.073E+00 3.784E+012

6.890E+01 3.690E+00 1.922E+014

3.749E+01 2.003E+00 1.020E+018

Figura 5.13: Tempo gasto para resolver a equaçao da pressão e da velocidade
e 6 passos da equação da concentração para o modelo bidimensional com malha
320 X 320

Concentração (GMRES(5))Pressão (GC) Velocidade (GC)np

5.345E-01 8.400E-01 8.841E-011

4.421E-01(1.90)* 4.451E-01(1.98)*2.686E-01(1.99)*2

2.261E-01(3.91)*2.306E-01(3.64)*1.375E-01(3.89)*4

1.251E-01(6.71)* 1.202E-01(7.35)*7.483E-02(7.14)*8

Figura 5.14: Tempo de uma iteração e speed up relativo ( Sp )* para o modelo
bidimensional com malha 320 x 320

Concentração (GMRES(5))Pressão (GC) Velocidade (GC)np

11 11

0.99 0.95 0.992

0.984 0.97 0.91

0.84 0.920.898

Figura 5.15: Eficiência relativa calculada sobre uma iteração para o modelo bidi-
mensional com malha 320 x 320
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Concentração (GMRES(IO))Pressão (GC) Velocidade (GC)np

1.800E+013.189E+01 3.559E+011

1.621E+01(1.96)* 7.828E-00(1.96)*1.834E+01(1.94)*2

9.478E+00(3.75)* 4.811E-00(3.74)*8.766E+00(3.63)*4

2.737E-00(6.57)*5.047E+00(6.31)* 5.123E+00(6.94)*8

Figura 5.16: Tempo gasto e speed, up relativo ( Sp )* para cálculo das matrizes e
resolver a equação da pressão e da velocidade, e 6 passos da equação da concentração
para o modelo tridimensional com malha 64 x 64 x 8

Concentração (GMRES(IO))Velocidade (GC)Pressão (GC)np

3.684E-017.377E-012.575E-011

1.880E-01(1.96)*1.317E-01{1.95)* 3.870E-01(1.90)*2

1.002E-01(3.68)*2.039E-01(3.61)*7.188E-02(3.58)*4

6.093E-02(6.05)*1.147E-01(6.43)*4.273E-02(6.02)*8

Figura 5.17: Tempo de um iteraçao e speed up relativo ( Sp )* para o modelo tridi-
mensional com malha 64 x 64 x 8

Concentração (GMRES(IO))Pressão (GC) Velocidade (GC)np

111 1

0.980.97 0.952

0.920.89 0.904

0.758 0.75 0.80

Figura 5.18: Eficiência relativa calculada sobre uma iteraçao para o modelo tridi-
mensional com malha 64 x 64 x 8
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Pressão (GC) Velocidade (GC) Concentração (GMRES(IO) )np

5.363E+022.280E+02 1.309E+021

1.157E+02 (1.97)* 6.809E+01(1.90)* 2.479E+02 (2.16)*2

5.978E+01(3.81)* 3.432E+01(3.81)* 1.349E+02(3.97)*4

3.205E+01(7.11)* 1.771EH-01(7.39)* 7.289E+01(7.35)*8

Figura 5.19: Tempo gasto e speed, up relativo (.Sp )* para cálculo das matrizes e
resolver a equação da pressão e da velocidade, e 6 passos da equação da concentração
para o modelo tridimensional com malha 128 x 128 x 8

Pressão (GC) Velocidade (GC) Concentração (GMRES(IO))np

1.476E+001.023E-00 3.00ÛE+0Û1

7.380E-01(2.00)*5.197E-01(1.96)* 1.579E+00(1.90)*2

2.691E-01(3.80)* 8.014E-01(3.73)* 3.803E-01(3.88)*4

4.250E-01(7.06)* 2.041E-01(7.23)*1.457E-01(7.02)*8

Figura 5.20: Tempo de uma iteração e speed up relativo ( Sp )* para o modelo
tridimensional com malha 128 x 128 x 8

Velocidade (GC) Concentração (GMRES( IO))Pressão (GC)np

111 1

0.95 1.002 0.98

0.970.934 0.95

0.900.888 0.88

Figura 5.21: Eficiência relativa calculada sobre uma iteração para o modelo tridi-
mensional com malha 128 x 128 x 8
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Neste último caso porém o tempo é relativo a resolver seis sistemas associados à con-
centração significando que evoluiu-se no tempo utilizando seis intervalos de tempo.

Isto foi feito para que o modelo de tomada de tempo e análise de desempenho es-
tar mais próximo ao que realmente ocorre numa simulação de injeção de traçador.
Porém não foi deixado que toda simulação fosse feita, com 3000 intervalos de tempo,
por causa da limitação do tempo da máquina com utilização exclusiva. Os valores
dos speed up relativos destas tabelas são superiores aos encontrados nas Tabelas 5.17
e 5.20 devido às primeiras incluirem o tempo de cálculo das matrizes dos sistemas,
que, da forma como foi implementado, é uma etapa totalmente paralela não ne-
cessitando de comunicação para ser realizada. Inclusive para o modelo com malha
128 X 128 X 8, devido ao tamanho da malha, a estratégia adotada apresenta um
speed up superescalar no caso de 2 processadores.



Capítulo 6

Conclusões

Inicialmente foi apresentado o sistema de equações diferenciais para modelagem do
escoamento miscível incompressível em meios porosos, utilizado na simulação de
reservatórios de petróleo. O esquema de integração no tempo adotado é sequen-
cialmente implícito o qual desacopla parcialmente o sistema e permite a análise das
equações da pressão, da velocidade e da concentração separadamente.

Foram analisados alguns métodos frequentemente usados para o cálculo da ve-
locidade. Confirmaram-se as limitações da aproximação da velocidade obtida dire-
tamente da lei de Darcy. Uma nova técnica de pós-processamento local foi apre-
sentada usando elementos lagrangianos, iguais aos utilizados no cálculo da pressão
com taxa de convergência ótima 0(fifc+1) .Este método explora a propriedade de
superconvergência do gradiente da pressão em alguns pontos da malha, propor-
ciona aproximações precisas para velocidades em meios heterogéneos, com a van-
tagem computacional de envolver sistemas de equações com matrizes simétricas e
positivas definidas. Quando utilizou-se métodos iterativos o cálculo da velocidade
exigiu poucas iterações para atingir a convergência requerida de 10~6 mostrando-se
muito eficiente. Desta forma apresenta-se como um alternativa ao método misto
de Raviart-Thomas reconhecidamente aceito como um método preciso, porém com
algumas dificuldades de implementação computacional por usar interpolações di-
ferentes para a pressão e velocidade e gerar sistemas de equações com matrizes
não-positivas definidas.

Para a equação da concentração, foi usado um método de elementos finitos com
termos de estabilização adicionados no nível dos elementos, e consistente no sentido
variacional, isto é, a solução exata satisfaz o problema aproximado. Esta formulação
utiliza os mesmos elementos lagrangianos isoparamétricos utilizados para o cálculo

/

da pressão e do pós-processamento da velocidade. E de fácil implementação e de
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uso geral. As soluções obtidas não estão completamente livres de oscilações, porém
não apresentam problemas de conservação de massa. Para as simulações realizadas
em duas e três dimensões os resultados com este método foram bastante precisos.
Intervalos de tempo da ordem daqueles usualmente utilizados para os métodos das
caracteríscas modificados, em problemas de recuperação terciária, puderam ser uti-
lizados. Nestas simulações modelos com alta razão de mobilidade e baixos coefi-
cientes de difusão física foram testados e resultados realistas foram obtidos com
uma malha de 50 x 50 apresentando soluções sem instabilidade na frente de mistura.

Para injeção de traçadores, dadas as pequenas quantidades envolvidas, intervalos
de tempo menores e malhas mais refinadas são requeridos para evitar a difusão
numérica. Como alternativas à simulação de injeção de traçadores apresentou-se
alguns resultados de modelos que utilizam o método das características modificado
com malha móvel e o método das linhas de fluxo para a equação da concentração
que apresentam bons resultados e reduzido custo computacional.

Modelos bi e tridimensionais, em meios homogéneos e heterogéneos foram ana-
lisados e as soluções obtidas são bastante precisas e mostram a potencialidade do
método. Para modelos refinados, principalmente tridimensionais, métodos iterativos
com armazenamento das matrizes utilizando a técnica elemento-por-elemento foram
necessários e algoritmos orientados à computação paralela foram implementados,
em substituição ao método direto de eliminação de Gauss empregado em problemas
de menor porte.

Utilizou-se o método dos gradientes conjugados adequado à resolução dos sis-
temas de equações associado à pressão e à velocidade, que são simétricos e posi-
tivos definidos, e o método dos resíduos mínimos generalizados para o sistema de
equações associado à concentração, que é um sistema não-simétrico mas positivo
definido. Estes métodos se mostraram bastante robustos. Porém, além do pré-
condicionamento de Jacobi, outros pré-condicionadores devem ser utilizados para
tornar a resolução mais eficiente. A eficiência da implementação computacional em
paralelo pode ser confirmada pelo bom desempenho do algoritmo quando da uti-
lização de até 8 processadores do sistema IBM-SP no qual o código computacional
foi implementado usando o padrão MPI para troca de mensagens.

Para este tipo de máquina, com processadores muito robustos com grande capaci-
dade de memória e unidade de comunicação bastante eficiente, o particionamento
do dominio em uma direção mostrou-se muito eficiente.

Como futuros trabalhos e desenvolvimentos pode-se citar:

• os resultados das simulações apresentados foram obtidos com elementos
quadriláteros bilineares e hexaedros trilineares, porém elementos triangulares e
de mais alta ordem estão implementados, inclusive em três dimensões e devem
ser mais explorados;

• a técnica de pós-processamento local para o cálculo das velocidades não foi uti-
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fizada nas simulações de escoamentos e deve ser feita em substituição ao pós-
processamento global para explorar o paralelismo;

• utilizar pré-condicionadores mais eficientes;

• introduzir termos de captura de choque na equação da concentração .
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