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O objetivo deste trabalho é apresentar ao leitor as técnicas
bésicas encontradas na literatura para a investigacao dos
fenomenos de estabilidade e transicao hidrodinamicas. Escrito
em 1990, o texto foi preparado em um curtissiomo espaco de
tempo como material de apoio para um curso introdutério na
matéria, com 12h de duracao. Na introducao, uma discussao
qualitativa dos varios fatores fisicos envolvidos no processo de
transicao é feita. A seguir, mostra-se como, através da abor-
dagem modal e da hipotese de escoamento principal paralelo, o
complexo sistema de equacoes diferenciais parciais de Navier-
Stokes pode ser reduzido a uma equacgao diferencial ordinaria
linear, a equacao de Orr-Sommerfeld. A contraparte desta
equacao para um escoamento onde os efeitos viscosos possam
ser desprezados, a equacao de Rayleigh, é descrita no capitulo
seguinte onde dois teoremas, que relacionam a instabilidade de
um escoamento a existéncia de um ponto de inflexdo no esco-
amento principal, sao apresentados. O teorema do circulo de
Howard, e o teorema sobre instabilidades tri-dimensionais de
Squire também sao apresentados neste capitulo. A instabili-
dade de camadas cisalhantes e de escoamentos em rotagao é
discutida nos proximos dois capitulos. Uma andlise assintética
da equagao de Orr-Sommefeld é conduzida a seguir para que a
estrutura da solugao proxima a um ponto critico possa ser bem
entendida. Efeitos nao lineares sobre a instabilidade sao estu-
dados pela abordagem de Landau no capitulo 7. Finalmente,
a estabilidade da camadas limite é estudada no capitulo 8.
Neste capitulo, o conceito de instabilidade temporal e de ins-
tabilidade espacial é introduzido. Além disto, o modo como
sistemas fluidos respondem a extimulos externos ¢ investigado,
dando origem ao conceito de receptividade. As bibliografias
utilizadas sao citadas ao fim do texto. Registre-se, entretanto,
que a maior parte do conteido do trabalho foi desenvolvido
tomando-se como base o livro de Philipe Drazin (Drazin, P. G.
and Reid, W. H.; Hydrodynamic stability, C.U.P., 1981).
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Capitulo 1

Introducao

A estabilidade hidrodinamica é estudada com o objetivo de se prever mudancgas que ocor-
ram no regime de escoamento laminar de um fluido levando-o ao regime turbulento. A
este processo de mudancas que acomete o escoamento laminar, denominaremos generi-
camente transicao. Uma adequada previsao destas mudancas é de grande importancia
para as industrias aeronautica, mecanica e quimica onde pequenas variagoes do ponto de
transicao podem provocar grandes alteragoes de rendimento em equipamentos e artefatos.
De fato, um entendimento completo do fenomeno de transicao, com consequente habili-
dade de controlé-lo, abriria grandes perspectivas para o engenheiro projetista. O simples
controle da transicao faria com que taxas de variagao da quantidade de movimento e da
troca de calor fossem drasticamente alteradas em processos industriais, levando a novas
situagoes desejadas pelo projetista.

Infelizmente, a dificuldade matematica presente na andlise de problemas envolvendo
transicao de escoamento é tal, que nao se espera que o proceso seja algum dia complete-
mente entendido. A principio, esperariamos que a todo problema de mecéanica dos fluidos
com condicoes de contorno estacionarias correspondesse uma solucao estacionaria. En-
tretanto, nem todas as solucoes obtidas a partir das equagoes de Navier-Stokes, mesmo
se exatas, podem ocorrer na natureza. Os escoamentos que ocorrem na natureza devem
nao apenas obedecer as equagoes de Navier-Stokes, mas também ser estaveis. Para que
um escoamento seja estavel é necessario que qualquer perturbagao a qual o mesmo seja
sujeito, por menor que seja, decresga com o tempo ou com sua posicao conforme o caso.

Em termos gerais, podemos dizer que um fluido é estavel quando existir um certo
equilibrio entre as forcas externas, de inércia e viscosas que agem sobre ele. Quando
pequenas perturbagoes quebram este equilibrio, elas podem eventualmente se amplificar
dando origem a instabilidades. As forcas externas de principal interesse sao aquelas
provocadas por variacao da massa especifica do fluido, por tensoes especificas, por forcas
magnetohidrodinamicas, etc. Rapidamente, vejamos entao o efeito qualitativo das varias
forgas que agem sobre um fluido em sua estabilidade.

Se, dentro de um recipiente, um fluido é colocado sobre outro mais leve, isto claramente
possui um efeito desestabilizador, pois o fluido pesado tendera, pela agao da gravidade, a
ocupar o lugar do mais leve. Tensoes superficiais, por outro lado resistem a um aumento
de area superficial e portanto possuem um efeito estabilizador. Do mesmo modo, um
campo elétrico pode ser utilizado para dificultar o escoamento de um fluido composto por



particulas eletricamente condutoras, e portanto, pode ter também um efeito estabilizador.

A viscosidade de um fluido possui o efeito de dissipar a energia de qualquer perturbacao
imposta a um escoamento, tendendo a estabiliza-lo. Por este motivo, todo escoamento
é estavel se a viscosidade for alta o suficiente. Entretanto, a viscosidade também possui
o efeito de difundir quantidade de movimento, o que pode provocar instabilidade em
alguns tipos de escoamento. Estas duas caracteristicas conflitantes da viscosidade serao
estudadas nas proximas secoes.

O papel das superficies delimitadoras de um escoamento ¢ determinante no modo como
pequenas perturbagoes evoluirao. Basicamente, quanto mais proximas estas superficies
estiverem, mais estavel sera o escoamento. Entretanto, a proximidade de superficies pode
também levar a fortes variagoes de velocidade na regiao transversal ao escoamento, as
quais, difundidas pela viscosidade, provocam instabilidade.

E claro que nos escoamentos encontrados na natureza a maioria dos efeitos descritos
acima aparecera combinado. Mesmo em escoamento de Poiseuille, quatro efeitos combina-
dos aparecem: o efeito duplo da viscosidade, o efeito da inércia e o efeito das paredes. No
que se segue, e nas proximas se¢oes, mostraremos como estes problemas sao normalmente
tratados na literatura.

A estabilidade de um escoamento tem sido tradicionalmente abordada na literatura
pelo método das componentes normais. Neste método, pequenas perturbacoes separadas
em componentes do tipo

gb(y)ei(km—wt)

sdo impostas a um escoamento paralelo U(y) na diregdo z. Pela equagao do movimento
linearizada pode-se entao, relacionar os parametros k e w através de uma equacao carac-
teristica. Se para valores de k reais corresponderem valores w imagindrios (w = w, + w;i)
com w; > 0 diremos que o escoamento é instavel. Instabilidade linear implica entao que
perturbacoes infinitesimais crescerao exponencialmente.

Nas primeiras investigacoes sobre a instabilidade de escoamentos, esperava-se que
logo apds o aparecimento de pequenas perturbagoes que amplificassem com o tempo,
o fendmeno da turbuléncia se seguisse; isto €, esperava-se que houvesse uma ligacao direta
entre instabilidade e transicao hidrodinamicas. A idéia de que um escoamento possa ser em
algum sentido instavel, de tal modo que pequenas perturbacgoes evoluam, levando a uma
nova estrutura, possivelmente turbulenta, é bastante atrativa. Realmente, a predicao de
uma taxa de crescimento exponencial para a instabilidade sugere que mudangas drasticas
poderiam acontecer no escoamento original. Entretanto, o comportamento exponencial
das perturbacgoes ¢ uma consequéncia da linearizacao das equacoes de Navier-Stokes, per-
manecendo valido apenas enquanto estas perturbacoes forem pequenas. Quando as per-
turbagoes atingirem um certo valor, efeitos nao-lineares tornar-se-ao importantes e, sendo
estes efeitos normalmentes estabilizadores, novos estados podem ser obtidos.

Como entao fazer para prever transicao a partir de resultados obtidos pela teoria
de estabilidade linear? A atitude natural seria admitir que para altos valores de w a
instabilidae linear pode levar a grandes mudancas no escoamento e, consequentemente,
a turbuléncia. Infelizmente, para a maioria dos escoamentos de interesse pratico, este
parametro é pequeno. Previsoes sobre transicao sao entao, normalmente feitas utilizando
métodos empiricos que empregam teorias lineares. E claro que esta abordagem apresenta



limitagoes, entretanto, ela tem sido de utilidade até que métodos mais precisos sejam
desenvolvidos.

A teoria de estabilidade linear possui, além disso, uma outra utilidade de grande re-
levancia. Ela parece indicar muito bem qualitativamente a estabilidade relativa dos varios
escoamentos de interesse pratico. Por exemplo, de acordo com a teoria de estabilidade
linear, o escoamento no interior de um tubo ¢é estavel para qualquer niimero de Reynolds.
Na realidade, embora verifiquemos que turbuléncia é frequentemente observada no interior
de tubos, é verdade que escoamentos em tubos sao muito mais estaveis que escoamentos
em canais ou em camada limite.

A teoria da estabilidade linear tem servido também como base para esquemas que ata-
quem problemas de estabilidade fracamente nao linear utilizando técnicas de perturbacao.



Capitulo 2

Estabilidade Linear pela Abordagem
Modal

Nosso interese priméario aqui é o seguinte: tendo um escoamento basico sido especificado,
e tendo o mesmo sido perturbado, verificar se as perturbagoes decairao, permanecerao
constantes ou serao amplificadas. Neste sentido, cabe introduzir aqui uma defini¢ao formal
de estabilidade para um sistema fisico.

Seguindo a teoria de estabilidade para equacoes diferenciais ordinarias, diremos que
um escoamento € estavel quando

Ve>0, 30.>0, tq [@(Z0)—U(Z0)|<d. = |d(Zt)—UZt)| <e Vt>0.

Esta definicao devida a Liapounov afirma que as perturbacoes permanecerao limita-
das a um certo valor para todo o intervalo de tempo desde que as perturbagoes sejam
suficientemente pequenas.

Normalmente na definicao acima usa-se a norma do maximo. E claro que muitas
situacoes existem onde a definicao acima nao ¢ satisfatéria. Por exemplo, se o escoamento
bésico apresenta grandes variagoes no tempo, torna-se necessario definir uma norma que
represente bem o que o experimentalista interpreta por instabilidade. Pode também
ocorrer que o escoamento apresente instabilidade espacial ao invés de temporal e entao
a definicao acima deve ser revista. O importante entretanto é o leitor perceber que na
maioria das aplicacoes o senso comum dispensa qualquer definicao formal de estabilidade.

Passemos entao ao exame da seguinte questao fundamental: quais sao as origens da
turbuléncia e que parametros externos dominam sua geragao?

Muito foi desenvolvido no passado para se obter uma resposta a esta pergunta, a
maioria dos trabalhos recorrendo as idéias classicas de teoria de estabilidade. Em um
primeiro passo, as equacoes de Navier-Stokes sao linearizadas; a seguir, a evolucao de
pequenas perturbagoes aplicadas a um escoamento basico conhecido é investigada. No
método das pequenas perturbacoes, apenas perturbacoes compativeis com as equacoes do
movimento sao consideradas.

Consideremos a equacao de Navier-Stokes escrita sob a forma da equagao do transporte
da vorticidade para um escoamento incompressivel [1],



v2¢t + wyv2¢x - @Z}mv%vby - R_1V2(v2¢)7 (1>

onde 1 denota a funcao corrente, todos os parametros foram adimensionalizados
utilizando-se grandezas caracteristicas do escoamento externo, e R denota o nimero de
Reynolds.

A investigacao matematica da estabilidade de um dado escoamento sujeito a per-
turbacoes infinitesimais ocorrera considerando que a fungao de corrente, v, pode ser de-
composta como

w(mayat) :z/j(x,y,t)—l—ezﬁ(x,y,t), <2>

onde € < 1 denota a ordem de grandeza das flutuagoes.

Na equacdo (2), a grandeza 1)(x,y,t) representa o escoamento base conhecido; ela,
portanto, satisfaz exatamente as equagoes de Navier-Stokes. Logo, considerando que ¥
seja uma solucdo exata do problema, a substitui¢ao de (2) em (1) nos fornece

v21;t + %V2?/_fx + f&yVZwm - %Vz@y - i/ij%/fy
+e(1y Vi, — 1, V,) = RTIVA (V).
Na literatura, normalmente utiliza-se a hipotese do escoamento principal ser paralelo
para que maiores simplificagoes possam ser obtidas. Esta aproximagao é razodavel para

grandes numeros de Reynolds.
Assim, adotando a hipétese de escoamento paralelo, chegamos a

V2 + aVy — 0" + e($, VP — 0 VH,) = RTIVEA(VRY), (3)
onde @ = 1, e o primo denota diferenciacao em relacao a y.

Na teoria de estabilidade linear o termo multiplicado por € é desprezado, e perturbacoes
da forma

d(x,y,t) = oly)e’ ™, (4)

sao consideradas.

Perturbagoes desta forma sao escolhidas pois os coeficientes em (3) variam espacial-
mente mas nao no tempo. De fato, o método de separacao das varidveis sugere que as
solugoes do sistema podem ser separadas em componentes que variam no espago como
e" e no tempo como e**. O sucesso desta aproximacao depende de se conseguir um con-
junto completo de componentes que seja capaz de representar o desenvolvimento de uma
perturbagao inicial arbitraria.

A substituigao de (4) em (3), nos fornece

1[0 ~ 0] — "9 = — =[5 — 206" + K], o)

onde ¢ = w/k.

A equagao acima é normalmente chamada de equacao de Orr-Sommerfeld [3,4] pois
foi deduzida independentemente por estes dois cientistas em 1907 e 1908 respectivamente.
Condigoes de contorno sao obtidas para a mesma considerando que em superficies sélidas



as condicoes de nao deslizamento e de nao penetrabilidade sejam satisfeitas. Por exemplo,
se considerarmos que superficies sélidas estejam localizadas em y = y; e em y = o,
teremos

d(y1) = ¢/(?J1) = ¢(Z/2) = ¢’(y2) =0. (6)

Embora as equagoes (5) e (6) ja tivessem sido firmemente estabelecidas no inicio deste
século, sua solucao mostrou-se de dificil obtencao. Elas definem um problema de autovalor
cuja solugdo pode ser denotada por f(k,c, R) = 0 e a autofuncao por ¢(y). A funcao f
pode ser vista como uma relacao que determina valores do nimero de onda, k, para
dados valores de ¢ e R, ou alternativamente, como uma relagao que fornece a frequéncia
das perturbacoes, ¢, para valores conhecidos de k e de R. Aqui, é importante observar
que, na pratica, toda perturbacao imposta ao escoamento é uma superposi¢ao de varios
componentes normais. Entao, se qualquer escoamento basico ¢ instavel, uma perturbacao
inicial local ird, nao apenas ampliar, mas também se mover na direcao do escoamento,
crescendo de acordo com taxa prépria e se movendo de acordo com sua velocidade de
fase. Quando nenhum dos componentes possui velocidade de grupo (dc/dk) igual a zero,
diremos que o sistema possui instabilidade convectiva pois entao qualquer perturbacao
permanecera localmente pequena crescendo apenas a medida que seu centro se afasta
corrente abaixo ou acima. Quando, por outro lado, algum componente instavel possui
velocidade de grupo igual a zero, diremos que o sistema é absolutamente instavel pois
entao perturbacoes crescerao em alguns pontos fixos. Estas idéias serao abordadas em
mais detalhes nas secoes a seguir.



Capitulo 3
A Equacao de Rayleigh

A maneira mais simples de contornar as dificuldades impostas pela equagao (5) é conside-
rar o caso limite R — oco. A equagao resultante é normalmente conhecida como a equagao
de Rayleigh. Esta equacao obviamente possui ordem menor que sua equagao originante e
isto caracteriza um problema de perturbagao singular.

A equacao da estabilidade de Rayleigh pode ser escrita como

1

¢ — k¢ — ¢ =0, (7)

uUu—-=c

com condi¢oes de contorno ¢(y;) = ¢(y) = 0.

Como o principal objetivo do desenvolvimento de uma teoria nao-viscosa é estabelecer
critérios gerais que possam determinar se um dado escoamento é estavel ou nao, é desejavel
que esta teoria seja provida de certa simplicidade, e isto pode ser conseguido se realizarmos
uma analise por componentes normais.

Passemos agora a deducao de dois resultados importantes obtidos a partir da eq. (7).
O primeiro deles ¢ o:

Teorema do ponto de inflexao de Rayleigh. Uma condicao ne-
cessdria para instabilidade € que o perfil de velocidades bdsico tenha um
ponto de inflexao.

Para provar este teorema observemos que a equacao de Rayleigh permanece imutavel
se trocarmos k por —k. Entao, sem qualquer perda de generalidade podemos tomar k£ > 0
e o critério de instabilidade resume-se a encontrar uma solucao com ¢; > 0 para algum
k > 0. Além disso, se ¢(y) é alguma autofuncao com autovalor ¢ para k, entao também o
sao ¢(y)* e ¢* para o mesmo k. Logo, para o caso nao-viscoso, a cada componente estével,
¢, corresponde um componente instavel ¢*. Podemos entao adotar a convencao de tomar
¢; > 0 como critério de instabilidade e abandonar a analise do conjugado complexo com
c; < 0.

Supondo entdo que em (7) ¢; > 0, e multiplicando esta equagao por ¢*, ficamos com

y2 Y2 (s A
/ "o+ Rl dy + / =) 42 gy — g, ®)

yl |a - 6’2

7



cuja parte imaginaria nos da

y2 2
Ci/ a”ﬂ dy = 0. 9)
v

1 e

Como a igualdade acima s6 pode ser satisfeita se u” mudar de sinal pelo menos uma
vez no intervalo (y1,¥ys2), segue-se o teorema.

Este resultado implica que camadas limite sem gradiente de pressao adverso, e esco-
amento entre placas planas, sao estaveis. O fato de que observacionalmente estes esco-
amentos sao instaveis implica entao que a viscosidade de algum modo possui um efeito
desestabilizador.

O teorema acima, entretanto, nada afirma sobre escoamentos nos quais u” = 0 para
todo ¥y, ou mesmo distingue entre um maximo ou minimo de vorticidade. Para obter uma
versao mais forte do teorema de Rayleigh recorremos ao seguinte resultado:

Teorema de Fjgrtoft. Uma condi¢cao necessdria para a instabilidade
é que u"(u — us) < 0 em algum lugar do escoamento, onde ys seja um

ponto no qual u” =0 e us = u(ys).

Para provar este teorema consideremos a parte real da Eq. (8),

y2 Y2 ﬂ” i — c,
[ or 4 wiopy ay+ [T =g ay o (10)
yl yl |U - C|
Adicionando-se
e 11
(Cr—us)/yl mk]ﬂ y = (11)

ao lado esquerdo de (10), segue-se que

y2 Y2 (=
/ (612 + K216?) dy = / T =) gy s,
Y

1 yl |’EL— c|2

de onde o teorema resulta trivialmente.

Infelizmente, os teoremas acima fornecem apenas condigoes necesséarias para a insta-
bilidade de escoamentos. De fato, um simples exemplo apresentado por Tollmien (1935)
[5], 0 escoamento u = siny, é estdvel apesar de possuir pontos onde @’ = 0. Tollmien
também apresentou argumentos heuristicos os quais sugerem que para perfis simétricos
em um canal e para perfis do tipo daqueles encontrados em camada limite, as condi¢oes
acima sao condigoes suficientes.

Um terceiro resultado importante em teorias nao-viscosas é o teorema do semi-circulo.

Teorema de Howard. Para componentes instaveis, ¢ deve morar den-
tro do semi-circulo

(¢, — ﬂmed)2 + C? < Zumed)27 ;>0 e Upeqg = —(uma" _2|_ umin).
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Figura 3.1: Ilustracao de critérios gerais para a predicao de instabilidade.

Para mostrar este resultado, facamos a seguinte mudanca de varidveis

na Eq. (7) para obter

Multiplicando a equagao acima por (¢1)* e integrando de y; a s, ficamos com

¢ _
=G-g
di; [(u — 0)2%} —K*(u—c)*¢T =0.

1

onde Q = ¢ > + k2|¢*|? > 0.
As partes real e imaginaria desta integral sao

A segunda integral implica que Uy, < ¢ < Umax. Além disso, observe que

e entao

1

Y1

1

2
c.+c

2

1:_

/w(ﬂ —0)’Q dy =0,

Y2

/yQ((ﬂ —¢)=c)Qdy=0 e 201-/ (u—c.)Q dy = 0.

1

Y2
/ (’L_L - amin)(a - 7ijaX)Q dy S 07
Y2
/ ((Cz + CZQ) - (ﬂmax + ﬂmin)cr + amaxﬂmin)Q dy S 07

(amax + amin)cr + ﬂmaxamin S 0.

(13)

(14)

(15)

(16)
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A equagao (16) afirma que todos componentes instaveis moram no semi-circulo mos-
trado abaixo.

Isto implica que o valor da taxa de crescimento de um componente instével (¢; > 0)
possui um limite superior ((Zmax — Umin)/2). Também, porque tmyax > ¢ > Umin, todos os
componentes neutros (¢; = 0) possuem pontos criticos (u = ¢,). Notamos aqui que isto
nao implica necessariamente que tais pontos sejam singulares pois muitas vézes acontece
que % = ¢, em pontos onde u” = 0.

Figura 3.2: Teorema do circulo de Howard.

O problema de autovalor definido pela equacao de Rayleigh é, como dito anteriormente,
de dificil solu¢ao quando u(y) varia suavemente. Se u(y) é, no entanto, uma funcao linear
por partes, as solucoes da equacao de Rayleigh sao funcoes exponenciais ou hiperbdlicas
as quais devem ser combinadas nos pontos de descontinuidade de @ ou #'. O uso de
fungoes lineares por partes nos fornece entao um modo facil de representar perfis que
variem suavemente. Isto permite que escoamentos com a forma abaixo sejam facilmente
estudados (veja Ref. [2]).

Até agora toda a nossa analise tem sido direcionada para perturbacoes bi-dimensionais.
Surge entao naturalmente a questao se perturbacgoes tri-dimensionais possuem um efeito
desestabilizador maior. Para estudar este caso consideraremos perturbacoes da forma

u = a(y)ei(kzﬂszct) (17>

A substituicao desta expressao na equacao de Navier-Stokes linearizada nos da

ik(u — c)w = —ilp, (18)
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1 u(y) 1 u(y)

|

Figura 3.3: Exemplo de escoamentos cisalhantes.

onde, para o caso de superficies rigidas, teremos as seguintes condig¢oes de contorno

0=0 em Y=y, Y=y (19)
O problema definido pelas Egs. (18-19) pode ser reduzido a um problema equivalente
bi-dimensional se utilizarmos as seguintes transformagoes introduzidas por Squire (1933)
[6].
k=K +1P)Y2 kii= ki + 10, (20)
plk=p/k, =0, i=c

de modo que ficamos com as equacgoes

ik(u— ¢)u+ u'v = —ikp,
~ dp
ik(u—¢)v = —i, (21)
ik + d—z =0;

cujas condicoes de contorno sao

v=0 em Y=y, Y="1ys.

As equagoes (21) possuem a forma exaata das equagoes (18) quando fazemos w =
[ = 0. A cada problema tri-dimensional instdvel corresponde entao a um problema bi-
dimensional mais instavel pois k¢ > kc. Podemos entao formular o seguinte teorema:

Teorema de Squire. A cada perturbacao tri-dimensional instavel cor-
responde uma perturbagao bi-dimensional mais instdvel.
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Este teorema nos afirma que, ao se buscar critérios suficientes de instabilidade, faz-se
necessario apenas estudar as perturbagoes bi-dimensionais, podendo-se portanto introdu-
zir o conceito de funcao de corrente como feito no inicio da segao 2.



Capitulo 4

Instabilidade de Kelvin-Helmholtz

Para ilustrar as idéias e conceitos basicos apresentados nas se¢oes anteriores consideremos
um problema cldssico da teoria de estabilidade, o problema de Kelvin-Helmholtz[7, §].
Neste problema, dois fluidos sao colocados em movimento com velocidades diferentes em
duas regides semi-infinitas paralelas (Fig. 4).

Figura 4.1: A instabilidade de Kelvin-Helmholtz.

Para esta geometria, os escoamentos basicos sao fornecidos por

"y {U2 . {m b= {p 9p2y,y > 0 (22)
Uy p1 p—9py,y <0
onde os simbolos acima possuem seu significado classico.

Para estudar os mecanismos de instabilidade deste escoamento, consideremos por ora
que p; = po, e representemos a camada cisalhante por pontos discretos de vorticidade
(Fig. 5).

Observemos entao que quando algum destes vortices é deslocado para cima, a veloci-
dade induzida sobre ele pelos outros vortices é positiva. Sobre vértices deslocados para

13
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Figura 4.2: Representacao por pontos discretos da camada cisalhante livre.

baixo, entretanto, a velocidade induzida é negativa. Isto tende a acumular vorticidade em
pontos como o ponto A abaixo.

TS

Figura 4.3: A dinamica do processo.

Este processo de acumulacao de vorticidade induz fortes velocidades de rotagao, que
amplificam a perturbacao inicial da camada cisalhante levando a um crescimento expo-
nencial da perturbagao enquanto a aproximacao linear persistir.

Para analisar matematicamente este problema seguiremos aqui o procedimento de
Kelvin. Consideremos entao que nas duas regices de fluidos distintos existam potenciais
de velocidade de modo que possamos escrever

q)17y<c

onde y = ((z, z,t) denota a elevagdo da interface quando o fluido é perturbado. Logo, a
equacao do movimento pode ser escrita como

As condigoes de contorno exigem que:

1. as perturbag¢oes morram no infinito,

Vo — u, y — Foo. (25)

2. a velocidade normal das particulas fluidas logo acima e abaixo da interface seja a
mesma,

@ _DC_ 9, 9%0C 0% 0

oy ot ot owox | 020y

y=¢, i=12. (26)
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3. a pressao seja continua através da interface, o que pelo teorema de Bernoulli nos
fornece,

6@1 aq)Z

1 1
p1|c — §(V(I’1)2 ~ 5 gy} = P2 {02 - §(V(I)2)2 ~ o gy} ., y=¢ (27)

As constantes ¢; e ¢ em (27) podem ser prontamente relacionadas se observarmos que
para o escoamento basico temos

1 1
P1 |:C1 - §Uf] = P2 [CQ - §U22:| . (28)

As equagoes (23) a (28) definem bem o problema de estabilidade a ser estudado. Este
problema é de dificil solugao pois o termo (V®)? na Eq. (27) a torna nao linear. Para
buscar solugoes analiticas repetimos entao o procedimento da se¢ao 2 fazendo

Oy = Upxr + D5, y > (; o, =Uix+9), y<cC (29)

Substituindo as expressoes acima nas equagoes (23) a (28) e desprezando o produto dos
incrementos de ordem superior, ®' e (, ficamos com o seguinte problema de instabilidade
linear.

AP, =0 (y>(¢), ADPI=0 (y<); (30)
Vo' — 0, y — Foo; (31)
Oy = OCt + U,dCx, y=0, i=1,2; (32)
09! 0! B 0%, 0D, B
o Uy = T +gc}—pz {U2 5 o +9¢|, y=0. (33)

Desde que os coeficientes das equagoes acima sao constantes e as fronteiras horizontais,
assumimos que as perturbacoes podem ser separadas em componentes da forma

(¢, @1, @) = ({(y), 1 (y), Da(y))e tori=rer, (34)
A equacao (30) entao nos fornece imediatamente que
(ADQ = Age_’;y + Bge];y, (35)

onde A e B sdo constantes arbitrarias e k = (k% 4 [2)/2. As condicoes de contorno no
infinito implicam que Bs; = 0 e portanto

&)2 = Age_%y. (36)

Analogamente obtemos )
(I)l = Alek. (37>
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As trés quantidades desconhecidas, f , Ay e Ay sao obtidas através das equagoes (32—

33). Da equacao (32) vem

~ ~

(k) o, (wrikl)C

A p—
! 2 2

Y

enquanto da equacao (33) obtemos
pr(kg + (w+ikU1)?) = pa(kg — (w + ikU,)?).

A solucao da equagao (39) acima resulta em

" —ik’plUl + p2Us N pip2(Un = Ua)?  kg(pr — p2) 1/2'

p1+ P2 (p1+ p2)? p1+ p2

Logo, as perturbacaoes permanecerao estaveis se

kg(pi = p3) > K2 p1pa(Ur — Us)*.

Se, por outro lado, )
kg(pt — p3) < K2 p1p2(Ur — Ua)?,

entao pelo menos um dos componentes serd instavel.

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)



Capitulo 5

Instabilidade Centrifuga

Quando as idéias basicas sobre estabilidade hidrodinamica foram estabelecidas por Ray-
leigh, Orr e o grupo de Prandtl, o interesse principal naquele tempo repousava sobre
escoamentos em tubos e em camadas limite. Infelizmente, a solucao destes problemas se
mostrou de dificil obtencao mesmo ja tendo sido a equacao das pequenas perturbagoes
(Eq. 3) bem estabelecida. De fato, os primeiros sucessos na teoria da instabilidade foram
obtidos por Taylor[9] numa configuragao de escoamento bastante diferente a qual havia
sido previamente estudada por Couette[10] e por Mallock[11]. Estes autores estudaram a
estabilidade de escoamentos que se desenvolvem entre cilindros que giram a velocidades
distintas. Couette observou que, se o cilindro interno era mantido fixo e o externo rodava
com velocidade (25, entao podiam ser obtidos valores de {25 08 quais provocavam mudancas
drasticas no estado do escoamento com o consequente aparecimento de turbuléncia. Em
investigacao subsequente, Mallock fixou o cilindro externo e observou que qualquer que
fosse a velocidade do cilindro interno, €2, instabilidades sempre ocorriam. Em 1921 Tay-
lor, utilizou um aparato experimental onde os cilindros podiam girar independentemente.
Ele mostrou que as instabilidades iniciais sao axissimétricas, como assumido por Rayleigh,
mas que o critério de instabilidade de Rayleigh nao funciona quando os cilindros giram
em diregoes opostas.

Antes de descrever em detalhes a estabilidade de fluidos “reais”em escoamentos em
rotacao, consideraremos inicialmente o caso de um fluido sem viscosidade.

As equagoes da conservacao da quantidade de movimento podem ser escritas em co-

ordenadas cilindricas como
Du, U92 10p

_ 0 _ _-ZF 4
Dt r por’ (43)

Duy  u,ug 110p
el e 44
Dt + r prdb’ (44)

Du, 10p
L 45
Dt p 0z’ (45)
onde
Dt Ot "or  r 06 0z

17
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A equacao da continuidade é dada por

ou, u, 10uy Ou,

8T+T+;%+8220' (46)

Estas equacgoes admitem uma solucao basica dada por
u =u, =0, up=U(r) e p=P(r). (47)

onde U(r) = rQ(r) é uma funcdo arbitraria de r e a pressao obtida de (43) é

P(r) :p/UT2 dr.

Para estudarmos a estabilidade de escoamentos em rotacao, utilizaremos aqui as mes-
mas idéias apresentadas na secao anterior.

Consideremos entdo que o escoamento basico dado por (47) esteja sujeito a per-
turbacoes da forma

(v, U+ uguz) e Py (48)

A substitui¢ao de (48) em (43)—(45), seguida pela coleta dos termos de ordem superior
nos fornece a equagao linear das pequenas perturbacoes,

G+ 05— = )
R i} "
O = .

Estas equacoes descrevem a evolucao de pequenas perturbacgoes tri-dimensionais
(Eq. 48) impostas ao fluido. Apesar delas serem muito mais simples que as equagdes
originais (43-46), sua andlise é bastante complexa nao tendo ainda recebido um trata-
mento completo na literatura.

O conjunto de equacgoes acima pode ser ainda mais simplificado se assumirmos que

as perturbagoes sao axissimétricas, isto é, que os termos em derivada de 6 sao nulos
(0/06 = 0). Dal resulta

9% [ 02 1 02 1 02 0%’
R (A A A e/ 53
ot? | or? + ror?2  r20z2 Ut 022 ’ (53)
onde ! d
P =——(r’Q)?
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O problema de autovalor para escoamento em rotacao é entao dependente da fungao
®, normalmente chamada de “o discriminante de Rayleigh”.

Uma andlise geral do problema de valor inicial definido por (53) ndo se encontra
disponivel na literatura. Seguimos entao aqui o procedimento da se¢ao 2, assumindo que
as perturbacoes podem ser decompostas na forma

U/T _ U(T)e(kzz‘-i-wt)’ (54>

donde obtemos

dr2 ' rdr

A eqagao acima com condigbes de contorno u = 0 em r = Ry, Ry, constitui-se num
problema classico do tipo de Sturm-Liouville. De bem conhecidos teoremas obtemos que

Pu 1du |1 k2
s 4o [T—Q—i-k?—%E(ID}u:O. (55)

“0s autovalores k* /w? sio todos negativos ou todos positivos se a fungdo
® ¢ respectivamente positiva definida ou negativa definida no intervalo
Ry, Rs]. Se ® troca de sinal em Ry, Ry] entao teremos autovalores
positivos e autovalores negativos”.

Entao, se para algum escoamento basico ® for negativo em algum lugar podemos
imediatamente concluir que o escoamento é instavel. Se por outro lado ® for sempre
positivo a tnica coisa que podemos concluir é que o escoamento ¢é estavel a perturbacoes
axissimétricas, nada podendo dizer a respeito de perturbacoes mais gerais.

Para escoamento entre cilindros que giram a velocidades €2y e €25 o perfil de velocidade
¢é dado por

1

Q:A+Bﬁ, (56)
onde )
A=t
1—n?
B—o R
1—n?

= Qy/Q, n = Ry/Rs, e os indices 1 e 2 denotam os cilindros interno e externo respec-
tivamente.
Quando os cilindros giram na mesma direcao, é facil verificar que

d >0 se > n? (57a)

<0 se 0<pu<n’ (57b)

A estabilidade de escoamento de Couette é entdao determinada pela linha p — n?, isto
é, U R? = O, R2.

Se em compensacao os cilindros giram em sentidos opostos,

o >0 se ny <r/Ry <1, (58a)
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d <0 se  n<r/Ry<mn. (58b)

onde a superficie r = Ryng sobre a qual ¢ se anula é dada por

1+ [ul 1/2
o [u2+ IUI] '

O escoamento no interior de cilindros que giram em sentidos opostos (1 = 0) é entao
sempre instavel. Esta instabilidade entretanto é restrita a faixa de escoamento definida
por (58b) de modo que este escoamento é dito localmente instével.

Consideremos agora o efeito que perturbagoes mais gerais exercem sobre o escoamento.
Para tal, tomemos perturbacao bi-dimensionais que dependem apenas de r, # e t. Uma
analise por componentes normais nos conduz a uma equacao bastante diferente da Eq. 53
e de estrutura parecida com a equacao de Rayleigh deduzida no capitulo 3 (Eq. 7). Esta
equagao para um escoamento entre dois cilindros nos fornece o seguinte resultado (Ray-
leigh (1880)):

“A condicao necessdria para a instabilidade com respeito a perturbacao
bi-dimensional é que o gradiente da vorticidade,
dz 0 { o) } 0%Q) o)

mude de sinal pelo menos uma vez no intervalo Ry <r < Ry”.

Este resultado é andlogo ao teorema do ponto de inflexao de Rayleigh apresentado no
capitulo 3.

Os resultados até agora deduzidos neste capitulo nos dao critérios gerais para a deter-
minacao da estabilidade de escoamentos entre cilindros. Para se obter solucoes analiticas
das equacoes das pequenas perturbacoes, normalmente se recorre na literatura a algum
tipo de aproximacao. Uma aproximagao bastante utilizada ¢ a aproximacao dos pequenos
afastamentos. Nesta aproximacao considera-se que

(R1 + R»)

d:RQ—R1<< 2

(60)
ou equivalentemente, que
1-n< 1

Com isso, grandes simplificacoes sao obtidas nas expressoes para os escoamentos
bésicos e nas equagoes para as perturbacoes, podendo-se entao obter solugoes fechadas
2].

Passemos agora a consideracao dos efeitos da viscosidade sobre a instabilidade de
escoamentos em rotacao. Assumindo novamente que o escoamento basico esteja sujeito
a perturbagoes da forma das expressoes (48), podemos linearizar as equagdes de Navier-
Stokes e obter
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ou! ou! 10p

a T %0 _Qngz_EWW{M;_%_%%ﬂ’ oy

Estas equagdes, como as equagoes (49-52), ainda nao receberam uma andlise geral.
Elas podem, entretanto, ser estudadas se fizermos algumas hipéteses simplificadoras.

Em experimentos realizados no primeiro quarto deste século, Taylor[9] observou que
instabilidades no escoamento levavam a formagao de escoamentos secundarios regular-
mente espacados ao longo do eixo dos cilindros. Isto claramente sugere que nos estagios
iniciais da transicao o fenomeno é dominado por perturbacoes axissimétricas. Neste caso,
as equagoes (61-64) se reduzem a

% - VA*- A%l = 2(2862:23, (65)
e i i
9 o R
R vA | uy = —(D*U)u,., (66)
onde 1 » 10 &
A*:A+T—2 e A:W+FE+@‘ (67)

As equagoes acima podem ser ainda mais simplificadas se assumirmos que as per-
turbacoes podem ser decompostas como

(ur, up) = (u, v)e@ ), (68)
As equagbes (65-66) entao se tornam

(v(DD* — k*) — w)(DD* — k*)u = 2k*Qu, (69)

(v(DD* — k*) — w)v = (D*U)u, (70)

onde D =d/dr e D* =d/dr +1/r.
As equagbes (69-70) podem ser escritas em uma forma adimensional mais conveniente.
Para tanto facamos

_(T—RQ) B
T = d N Ro—

Logo, a velocidade angular Q2 (Eq. 56) passa a ser escrita como

Q(T) = ng(ﬂf),

(R1 + Rs)

5 d=Ry— R (71)
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onde
B, =1 o1 —p r
=A — A=—" B = = — = 1— 1/2).
g(ﬂ:) 1+627 1 1_7727 1 n 1_772 € ¢ RQ 77+( 77)(‘%‘_'_ /)
Fazendo ainda »
a=kd, O':w—,
v
temos 50,
(DD* — a? — 0)(DD* — a®)u = a? Vl g(z)v, (72)
e AP
DD*—aQ—UUZQdu
( ) :

onde agora D = d/dx e D* =d/dx + (1 —n)/e.
Trocando-se (2Ad?/v)u por U nas equagoes acima finalmente ficamos com

(DD* — a* — 0)(DD* — a*)u = —a*Tg(x)v, (74)

(DD* — a* — o)v = u, (75)
onde

T —

4 2p4,2 . 4
_4AQd :4QIR177 L {1 n} . (76)

2 21— 2 n
Os efeitos viscosos em um escoamento em rotacao sao entao caracterizados pelo niimero
adimensional, 7', chamado o niimero de Taylor.

Vérios métodos podem agora ser utilizados para resolver as equagoes (74-76). A
utilizagao da aproximacao dos pequenos afastamentos (Ry — Ry < (Rz+ R1)/2)nos fornece

1 T H2 2)\3
A+mT _ (I + o) : 7 (1)
2 2] _ 16I12a cosh?(a/2)
a (T12+a?2)2(sinh a+a) ]
donde obtemos,
1715
T.= —— e a.=3,12 (78)
(14 p)/2

Comparagcao da equagao (78) com resultados mais recentes mostra que o erro cometido
por esta aproximacao ¢ inferior a um por cento.

Quando os cilindros giram em diregoes opostas o lado direito da equacao (74) troca de
sinal sobre a superficie nodal 29 = (1 — u)~' — 0.5. Logo, como para o caso nao viscoso,
o comprimento caracteristico deixa de ser o distanciamento entre os cilindros interno e a
superficie nodal. Para p < 0 problema é entao normalmente renormalizado e estudado
utilizando-se métodos de expansao em série de Fourier[2].

Para avaliar a dependéncia de Ty no parametro n, Taylor deduziu a seguinte férmula

1—p
To = 1708 |14 0.652——(1 — 79
0 1_}_“< 77) ( )
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Figura 5.1: Curva de estabilidade para um escoamento entre cilindros concéntricos Ry =
3.55 cm, Ry = 4.035 cm.

ea=312, 0<pu<l, 11—l

Embora Taylor tenha considerado em sua analise tedrica que as perturbacoes fossem
axissimétricas, ele observou em seu experimento que perturbacoes mais gerais também
acometiam o escoamento. Ele notou que, sendo determinadas velocidades do escoamento
atingidas, os voértices axissimétricos se tornavam ondulados quebrando a seguir. Este
fenomeno foi posteriormente estudado por varios experimentalistas recebendo em 1961
um tratamento matemédtico formal por Di Prima[13]. Basicamente conclui-se que para
w entre 0.0 e 0.5 as perturbagoes tri-dimensionais sao apenas um pouco menos instaveis
que as as axissimétricas. Quando p atinge o valor —0.78 as perturbacoes mais instaveis
deixam de ser axissimétricas.

Terminamos este capitulo apresentando a figura 7 onde a curva de estabilidade neutra
predita por Taylor é comparada com seus dados experimentais para varios pu’s e n = 0.8.
Como visto, a concordancia é impressionantemente boa.



Capitulo 6

Solucoes Assintdoticas de
Orr-Sommerfeld

Tentaremos nesta secao mostrar como certas técnicas matematicas podem ser utilizadas
para se obter solugoes analiticas aproximadas para as equacoes de Orr-Sommerfeld. Estas
técnicas sao de grande valia pois propiciam uma maneira simples de se obter resultados
numéricos, além de trazerem um maior entendimento da estrutura do problema.

Em esséncia, a teoria busca obter aproximacoes locais para as varias regioes do escoa-
mento, combinando-as depois apropriadamente para obter uma solucao global. Na regiao
externa do escoamento, o natural seria entao fazermos § — 0, § = O(ikRug) ™", obtendo
entao

(@—c)(¢" = k*¢) —u"d =0, (80)

a equacao de Rayleigh.

Esta equagao é singular no ponto critico y. enquanto a equacao original é retangular
neste mesmo ponto. Este carater singular da equacao 80 constitui uma grande fonte
de dificuldades na construgao de aproximagoes assintoticas para solucoes da equacao de
Orr-Sommerfeld.

Nosso objetivo é procurar solugdes de (80) com a forma

6= 6", (81)

Estas solugoes devem descrever o escoamento tanto nas vizinhancas do ponto critico,
como também em regioes adjacentes a superficies solidas. Concluimos que existem regioes
do escoamento onde os termos viscosos devem ser significativos mesmo a altos nimeros
de Reynolds.

Para investigarmos a camada critica, introduzimos as seguintes variaveis “internas”,

=Y = ot (82)

A substituicao destas varidveis na equacao de Orr-Sommerfeld nos fornece

v N B v VR 772X” 2/3
X" = dtenx” = 107 ue (= = x) + ord(677). (83)
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A equacao acima foi obtida expandindo-se 4’ e & — ¢ em série de Taylor ao redor do
ponto y. e obrigando-se o termo viscoso de derivada mais alta a ter a ordem de grandeza
do termo de inércia de derivada mais alta, isto é, fazendo-se

/ " 1 v
U (y — ye)¢" = ord [m ] (84a)
X// Xiv
(51/3% = O’T‘d |:5W:| (84b)

Por outro lado, sabemos que perto da parede existe uma regido de espessura ord(5'/?),
a camada limite, onde os termos viscosos devem ser dominantes para que a condi¢ao de
nao deslizamento seja satisfeita.

Na linguagem de estabilidade hidrodinamica, estas duas regioes onde os efeitos viscosos
sao importantes, a regiao do ponto critico e a regiao da parede, sao chamadas respectiva-
mente de regioes interna e externa. Precisamos agora saber em que condigoes geométricas
estas duas regioes se encontram, de modo que tenhamos uma das duas situagoes mostradas
abaixo.

Figura 6.1: Estrutura do escoamento nas vizinhancgas de um ponto critico.

Mostra-se na Ref. [2] que ao longo do ramo superior da curva de estabilidade marginal
as duas regides permanecem bem separadas, mas que no ramo inferior elas se juntam
dando origem a uma unica regiao viscosa.

No que se segue, consideremos que a situacao 1, regioes separadas, é a ocorrente.
Podemos entao junto a parede assumir que u = 0 e a equacao de Orr-Sommerfeld se

reduz a
(ikR)™'¢" = —cg”, (85)

cuja solugao é
bolu) = Ao~ —v1)(kRe)!/2e~ /4 "

Substitui¢ao desta expressao na relacdo de autovalores (Ref. [2]) nos fornece uma
assintota para o ramo superior da curva de estabilidade.
Uma solucao aproximada para a regiao do ponto y. pode ser obtida fazendo-se

X = 251/3)(”. (87)
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Grupando os termos de mesma ordem, verificamos que Yy, satisfaz a Eq. (83) com seu
lado direito igual a zero. Esta equacao é exatamente a equacao de Airy cuja solugao pode
ser encontrada em qualquer livro de célculo.

Tendo obtido solugoes aproximadas para as duas regioes viscosas, precisamos agora
combina-las adequadamente com as solucoes potenciais para obter uma solucao que valha
sobre todo o dominio. Isto é feito na literatura inicialmente aplicando-se o método de
Frobenius a equacao de Rayleigh e obtendo solucoes analiticas que contém termos polino-
miais e termos logaritimicos. Utilizando o “principio de combinacao”, todas as solucoes
sao a seguir combinadas, providenciando uma solucao valida para todo o dominio.



Capitulo 7

Introducao a Estabilidade Nao-linear

Embora, desde as primeiras experiéncias em estabilidade hidrodinamica por Reynolds, os
efeitos nao-lineares fossem reconhecidos como importantes no processo de transigao, sua
inclusao em teorias formais se mostrou muito dificil. Os primeiros sucessos na formulagao
de teorias nao-lineares foram obtidas por Landau em 1944. Sua teoria desde entao tem
sido aperfeigoada, mas as idéias basicas permanecem as mesmas.

Como visto na secao 2, estabilidade linear implica que uma vez as perturbagoes te-
nham comecgado a crescer, nada existe que possa amortecé-las. De fato, se o crescimento
exponencial da amplitude é representado por A = e, s = ¢ + 1w, entdo todas as per-
turbacoes sao estaveis se ¢ < 0. Por outro lado, quando R = R., sabemos que existe um
componente $; tal que s; = wyi (07 = 0). Quando R > R,, 01 > 0 mas ¢ < 0 para todos
os outros componentes. Como o componente mais instavel é normalmente dado por

o1 =K(R—R.)+O((R— R.)?), R — R,, (88)

onde K é uma constante positiva, entao se 0 < (R— R.) < 1 o componente mais instavel
crescerd indefinidamente enquanto todos os outros componentes decairao para zero.

Para modificar este quadro, Landau propos a seguinte expressao para descrever o modo
de crescimento do componente mais instavel,

d
SIAP = 204 — 1|A]", (59)

onde [ é uma constante, chamada a constante de Landau. A equacado (89) claramente se
reduz a equacao dada pela teoria linear quando [ — 0.
Re-escrevendo a equacao acima como

d
—|A|7? + 20]A] 2 =1 90
CIAI 4 20]A =1, (90)
obtemos a seguinte solucao
[ [
A -2 _ 7 A—Q 7 —20t 1
A1 = oo 57 = e (o1)
se 0 # 0, e onde Ay denota o valor inicial de |A|. Logo,
A2
Al = ¢ : 92
N A - L "
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Analisemos agora o caso em que [ > 0 e R > R.. Nesta situacao, a equagao (92) nos
fornece |A| ~ Ape” se t — —oo; entretanto, quando ¢t — oo temos

9 1/2
Al = A = (%) : (93)

para qualquer que seja o valor de Aj.

Este tipo de estabilidade é chamada estabilidade supercritica. O escoamento é line-
armente instavel para R > R, mas, de acordo com a Eq. (89), ele é amortecido evo-
luindo eventualmente para um novo estado laminar. Este novo estado é independente das
condicgoes iniciais exceto pela fase da amplitude complexa A do componente dominante.
Das Eq. (93) e (88) temos ainda

_ 1/2
A, ~ (zK(Rl—Rf)> . R>R. (94)

Uma evolugao tipica de |A| com o tempo é mostrada na Fig. 9 abaixo. Ainda nesta
figura é mostrada a dependéncia da amplitude de equilibrio (Egs. 93,94) com o nimero
de Reynolds.

Figura 7.1: Estabilidade supercritica.

O desvio da curva de solugoes em R = R, nas figuras anteriores é chamado de bi-
furcagao das solugbes. A equagao (89) implica que a solugdo |A| = 0 é estavel para
R < R. e instavel para R > R.. A solugao |A| = A, ¢é a solugao estével para R > R..

No caso [ > 0, R < R, a equagao (89) concorda com a teoria linear fornecendo
|A] ~ Age?t, t — 0 e Ay — 0. Neste caso, o termo —I|A|* permanece sempre pequeno por
todo o tempo se ele é inicialmente pequeno.

O caso | < 0 também deve ser considerado pois é caracteristico de escoamentos em
canais. Se além disso tomarmos, R > R., ambos os termos no lado direito da equacao
(89) sao positivos e entdo |A| cresce super-exponencialmente. Realmente, a equagao (92)
afirma que apdés um tempo finito ¢t = (20) 7! In(1 + 20/(—1A32)), a amplitude |A| torna-se
infinita. Desde que este comportamento nao ocorre na pratica, constatamos a necessidade
de se adicionar mais termos ao lado ireito da Eq. (89).

Agora,sel < 0e R < R,, entao o < 0, e os dois termos no lado direito da Eq. (89) pos-
suem sinais contrarios, a ordem de grandeza entre eles dependendo da ordem de grandeza
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entre |[A| e A.. De fato, se Ay < A, entdo

A eO‘t
A~ ——5 o
(A= &)

e se Ag > A, entao

A2
|A] = 00 quando t— (—20) 'In (—0)
Az — A2
com a solucao explodindo em um tempo finito. Este comportamento nao realistico pode
também ser evitado se novos termos forem adicionados ao lado direito de (89). Este tipo
de instabilidade é chamado de instabilidade subcritica. Evolugoes caracteristicas de |A|
com o tempo e com o numero de Reynolds sao mostradas abaixo.

Lt g g WL O
Al ; : {AAA
Lottt (a1 141

Figura 7.2: Instabilidade subcritica.

O ponto R¢ foi incluido na figura acima pois Landau sugeriu que deveria existir um
valor menor que o nimero de Reynolds, abaixo do qual solugoes bifurcadas nao existiriam.

As idéias acima introduzidas por Landau nao tiveram um impacto imediato; além
disso, ele nao mostrou como as equagoes da amplitude poderiam ter sido deduzidas di-
retamente das equacoes de Navier-Stokes. Os primeiros a fazé-lo foram Stuart e Watson
em 1960. Desde entao varios pesquisadores tém deduzido formas apropriadas da equagao
de Landau para varios tipos de escoamentos de interesse.



Capitulo 8

Estabilidade e Transicao em
Camadas Limite

Os primeiros esforcos devotados no século anterior ao entendimento do fenomeno da
transicao hidrodinamica foram direcionados, devido a sua importancia tecnolégica, ao es-
tudo do escoamento em canais e em camadas limite. Infelizmente, como vimos nas secoes
anteriores, aconteceu das solugoes destes problemas se mostrarem de dificil obtencao,
sendo a primeira previsao quantitativa do processo de transicao obtida para a confi-
guragao bastante diferente de dois cilindros concéntricos (se¢ao 5). Em sua andlise deste
problema, Taylor utilizou a teoria das pequenas perturbacoes para relacionar o nimero
de onda das perturbacoes e um grupo adimensional, o nimero de Taylor, a um parametro
de estabilidade (segao 5). A excelente concordancia da andlise teérica de Taylor com seus
dados experimentais, consagrou definitivamente a teoria das pequenas perturbagoes. Em
sua interpretagao classica, os resultados desta teoria dizem que se o nimero de Taylor
atingir um certo valor grande o suficiente e, se um tempo suficientemente longo decor-
rer, pequenas amplificagoes que se originarem no escoamento se amplificarao levando o
escoamento a um novo estado possivelmente turbulento.

Idéias semelhantes aplicadas a camada limite conduziram a um complexo sistema de
equagoes que foi apenas resolvido em 1933 por Schlichting. Os resultados desta andlise
foram interpretados do mesmo modo que os resultados obtidos por Taylor. Abaixo de um
certo valor do numero de Reynolds todas as perturbagoes seriam amortecidas, enquanto
acima deste valor algumas perturbagoes amplificariam sendo portanto instaveis.

Naquela época, nenhum experimento com o grau de requinte e de precisao necessarios
se encontrava disponivel para que certas ondas previstas pela teoria pudessem ser de-
tectadas. A existéncia destas ondas, hoje chamadas de ondas de Tollmien-Schlichting,
foi aparentemente confirmada apenas em 1947 em um importante experimento realizado
por Schubauer and Skamstad. Neste experimento, ondas foram artificialmente excitadas
na camada limite, crescendo em amplitude se o niimero de Reynolds local baseado na
espessura da camada limite fosse grande o suficiente. Comparacao da evolugao espacial
da amplitude observada nos experimentos com a evolugao temporal predita pela teoria
foi feita utilizando-se a relacao

% Al = %|A|x (velocidade de onda);
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infelizmente, esta expressao nao tem qualquer fundamento como veremos adiante.
Ondas artificialmente geradas na camada limite podem melhor ser caracterizadas
tratando-as como ondas espaciais da forma

U,y t) = p(y)e’ ™,

w real, k = k, + ik; complexo.
O desenvolvimento da onda, corrente abaixo, serd entao dado por (Gaster, 1974)

¢(y)ez [f;() k; dxfwt]

onde ¢ e k; variam suavemente com .
Os modos espacial e temporal podem ser relacionados através da relacao (Gaster,

1962)
ok
ki = —w; {%] )
T

onde 0k /0w é a velocidade de grupo. Logo, a relagao utilizada por Schubauer and Skams-
tad para comparar seus dados experimentais com a teoria de Schlichting estava incorreta
pois na camada limite a velocidade de fase e a velocidade de grupo diferem por mais
de 10%. Além disso, existem também algumas diferencas nos dois modos de descrever o
sistema de ondas.

Quando medidas sao realizadas em camadas limite sobre placas planas, observa-se que
nas vizinhancas do ponto tedrico onde o nimero de Reynolds é critico nada espetacular
acontece. Apenas a grandes distancias corrente abaixo as ondas de Tollmien-Schlichting
aparecem. Isto ocorre porque as ondas observadas em tais experimentos foram criadas
por algum tipo de perturbacao externa. Entao, embora estas ondas se amplifiquem com
a distancia na dire¢ao do escoamento, isto nao constitui uma instabilidade em seu sentido
verdadeiro. A camada limite é um sistema aberto que responde a estimulos externos
mas nao ¢é instavel. Um sistema fechado do tipo da célula de Taylor, entretanto, exibe
instabilidade temporal “verdadeira”. Enquanto em um sistema fechado qualquer pequena
perturbacgao conduz a instabilidade depois que um determinado parametro atinge um certo
valor, num sistema aberto as taxas de crescimento dependem do nivel de excitacao externa.
A “receptividade” de um escoamento define sua sensibilidade a estimulos externos.

A questao da conveniéncia de se tratar um problema como sendo de estabilidade
espacial ou temporal é de dificil solugao. Para obtermos alguma indicacao da provavel
resposta desta questao examinaremos como diferentes sistemas respondem a estimulos
externos. Por exemplo, para uma camada de mistura simples, as perturbacoes evoluirao
como mostrado na Fig. 11. Em qualquer ponto do espaco o sinal eventualmente decaira
para zero apos um tempo suficiente tenha decorrido. Para a camada de mistura mostrada
na Fig. 12, entretanto, uma vez que um ponto no espago tenha sido perturbado, este assim
o permanecera por todo o tempo.

A primeira situagao é bastante parecida com aquela na camada limite. Uma vez que a
perturbacao externa termine, esta sera convectada corrente abaixo resultando num estado
de quietude (baixos ruidos). No segundo exemplo, observamos uma instabilidade genuina.
Se o nivel de excitagao externa atingir um certo valor, esta eventualmente permeara todo
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Figura 8.1: A evolucao de uma perturbagao em uma camada de mistura simples.

o escoamento originando um regime nao-linear em todo o espaco. Este sistema é parecido
com o sistema fechado de Taylor, dando origem ao que é chamada uma instabilidade
absoluta.

A camada limite sobre uma placa é convectivamente instavel, necessitando de um nivel
constante de excitacao para que ondas aparecam. Condigoes para que o sistema evolua
para um regime turbulento dependem portanto do nivel de estimulo externo presente.

Y
Velocity profile \

Figura 8.2: A evolucao de uma perturbagao numa camada de mistura.

E interessante observar aqui que sistemas abertos respondem de modo diferente a
excitacoes diferentes. Nas duas figuras seguintes dois tipos diferentes de excitacao sao im-
postos ao sistema: perturbagoes periddicas e perturbagoes pulsateis. Com as perturbacoes
periddicas, efeitos nao lineares podem apenas ser percebidos para amplitudes mais altas.
Com perturbacoes pulsateis, entretanto, nao linearidades claramente se manisfestam com
niveis de amplitude correspondentes a apenas um quarto daquela necessaria no exemplo
anterior. Concluimos que perturbagoes aleatérias originadas na natureza atuarao sobre
um dado escoamento distintamente de ondas periddicas artificialmente criadas em um
laboratorio.

A tarefa com que nos deparamos em engenharia é aquela de fazer previsoes confiaveis
sobre a posicao do ponto de transicao. Se o escoamento sustenta instabilidades “verda-
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Figura 8.3: Resposta de um sistema aberto a perturbacoes periddicas.
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Figura 8.4: Resposta de um sistema aberto a perturbacoes pulsateis.
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deiras”, como as que ocorrem em sistemas fechados, podemos estar razoavelmente certos
que a transicao ocorrera a baixos nimeros de Reynolds, préximos ao ponto onde as ins-
tabilidades se iniciam. Se o escoamento sustenta instabilidades “convectivas” a situagao
é muito mais incerta. Aqui, embora possamos definir com certa exatidao o ponto em
que as instabilidades se iniciam, é dificil calcular onde a transicao realmente acontece.
Predic¢oes da evolugao do regime nao-linear estao no momento longe de serem atingidas,
dificultando a elaboracao de teorias consistentes. Atualmente, os esquemas principais de
previsao do ponto de transicao envolvem o calculo integral das amplificagoes a partir do
ponto neutro. Aparentemente, apods esta quantidade ser excedida, a transicao seguira.
Infelizmente, estas técnicas desprezam a importante fase nao-linear da evolucao e o tipo
de perturbacao a qual o sistema esta sujeito.
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