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RESUMO

Na Mecanica estudada no Ensino Médio, frequentemente os alunos estudam uma séric
de problemas de movimentos sem resolvé-los. Decoram fun¢des matemdticas que
correspondem s solugdes destes problemas e aprendem a identificar suas
representacdes graficas. Nao é comum aos alunos a tarefa de aplicar a segunda lei de
Newton em problemas de movimento para, assim, obter a solucfio do problema. Isso se
deve ao fato de a segunda lei de Newton ser um tipo especial de equacio, cuja soluciao
depende de uma série de regras de cdlculo que ndo estd presente nos conteidos
estudados no Ensino Médio. Entretanto, quando se trata de um problema de movimento
no qual a aceleracio da massa em movimento € constante ou nula, € possivel o estudo
deste movimento a partir da segunda lei de Newton. Nosso trabalho propde regras de
cilculo que permitem a obtengfio de solugdes para problemas de movimento a partir da
aplicagdo da scgunda lei de Newton. Estas regras sdo acessiveis aos alunos do Ensino
Médio e permitem solucionar problemas nos quais a aceleracdo nido € constante, nos
aproximando, portanto, de movimentos reais que fazem parte do nosso cotidiano.
Apresentaremos as solucoes dos problemas que permitiram a construgdo de grificos
pelos préprios alunos. Estes poderdo usar calculadoras ou computadores. No final deste
trabalho oferecemos uma programacio para computadores que tenham o programa
Maple 12 [1] ou outro programa equivalente instalado. Acreditamos que o processo de
solu¢do de problemas de movimento e a participagdo direta dos alunos na construgéo de
grificos estimulam a independéncia do aluno e constituem um processo de

aprendizagem mais eficiente.



Introducao

A Fisica discreta pode ser formulada de duas formas: a primeira admite que a prépria
natureza do espacgo e do tempo € discreta e a segunda surge do resultado de um pro-
cesso de discretizacdo de relacdes continuas. Em nosso trabalho consideraremos apenas
a segunda formulacao. A experiéncia nos mostra que é possivel estudar uma grande
variedade de problemas fisicos recorrendo a Fisica discreta, sem que haja grandes di-
vergencias nos resultados quando comparados com métodos tradicionais. A vantagem
€ que na Fisica discreta a dlgebra envolvida € muito mais simples e permite que analise-
mos um nimero maior de problemas no Ensino Médio.

Concentraremos nossa atencdo na area da Fisica que estuda os movimentos dos cor-
pos: a Mecinica. Como recorreremos a Fisica discreta para o estudo de movimentos,
nos sentimos a vontade ao considerar uma Meciénica discreta. Assim, estudaremos prob-
lemas de movimento com equagoes discretizadas, tais como a expressao matematica da
segunda lei de Newton e as equacoes que definem a aceleracdo e a velocidade como
grandezas discretas.

No decorrer deste trabalho resolveremos problemas de movimento que sao estuda-
dos no Ensino Médio e outros que ndo sdo estudados. Alguns problemas sao estudados
no Ensino Médio mesmo sem a obtencdo de uma solugdo para o problema. Muitas
vezes a solugdo do problema ¢ sua representagdo grilica sdo dadas aos alunos. Os
alunos, entdo, tém como tarefa decorar as solucdes (funcdes) e seus aspectos grificos,
com o objetivo de resolver questdes encontradas em livros texto de Fisica utilizados
nas aulas. No nosso trabalho resolveremos estes problemas aplicando a segunda lei
de Newton discretizada. Portanto, nosso objetivo neste trabalho € propor e aplicar um
conjunto de regras de cdlculo que nos permita resol ver problemas de movimento no con-
texto do Ensino Médio. Desejamos nos aproximar das recomendacgdes dos Parimetros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM). que enfatiza a necessidade de uma
contextualizacdo dos contetidos estudados nas aulas de Fisica e da interdisciplinaridade

entre a Fisica e outras areas do conhecimento.
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CAPITULO 1 - O ENSINO MEDIO

1.1 - Introducao

Sdo comuns a4 maioria das pessoas situagdes nas quais criangas relatam que profis-
sOes querem ter quando crescerem. Algumas revelam que querem ser médico, advo-
gado, policial e outras querem ser professor. Nestas situagdes, podemos inferir que
essas criancas tém algum adulto como referéncia. A prética de buscarmos referéncias
para, a partir dai, delinearmos nossas atitudes &€ comum e, me parece, intrinseca ao ser
humano. Quando expressamos nossas opinides ou construfmos nossos pensamentos e
argumentacoes, normalmente os fazemos pautados por uma informag¢ao ou um conjunto
delas. Para se construir um “novo” conhecimento € necessdrio que ja exista o “velho”.

Neste momento de minha formacio, no qual nao disponho de uma quantidade ra-
zodvel de conhecimento derivado da pratica docente, considero importante ter como
referéncia os Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM). Estes
Pardmetros cumprem o duplo papel de difundir os principios de uma reforma curricular
e orientar o professor, na busca de novas abordagens e metodologias.

Partindo de principios definidos pelas Leis de Diretrizes e Bases (LDB), o cur-
riculo do Ensino Médio assume um novo perfil, apoiado em competéncias bdsicas
para a insercdao de nossos jovens na vida adulta. Tinhamos um ensino descontextu-
alizado, compartimentalizado e baseado no acimulo de informagées. Ao contrério
disso, a proposta atual é buscar dar significado ao conhecimento escolar, mediante a
contextualizacio; evitar a compartimentalizagdo, mediante a interdisciplinaridade; ¢ in-

centivar o raciocinio e a capacidade de aprender.



1.2 - Um Breve Resumo Histoérico

Ao fazermos uma retrospectiva sobre o Ensino Médio no Brasil, nos tltimos quarenta
anos, percebemos que dois fatores de natureza muito diversa passam a determinar a
urgéncia em se repensar as diretrizes gerais e os pardmetros curriculares que orientam
esse nivel de ensino.

Nas décadas de 60 ¢ 70, considerando o nivel de desenvolvimento da industrializa-
¢ao na Ameérica Latina, a politica educacional vigente no Brasil priorizou como finali-
dade para o Ensino Médio a formacado de especialistas capazes de dominar a utilizagio
de maquinarias ou de dirigir processos de producao. Esta tendéncia levou o Brasil, na
década de 70, a propor a profissionalizagdo compulsoria,

Na década de 90, enfrentamos um desafio de outra ordem. O volume de infor-
magoes, produzido em decorréncia das novas tecnologias, € constantemente superado,
colocando novos parametros para a formagao dos cidaddos. Ndo se trata de acumular
conhecimentos.

Hoje, a formacao do aluno deve ter como alvo principal a aquisicao de conhecimen-
tos bdsicos, a preparacéo cientifica e a capacidade de utilizar as diferentes tecnologias
relativas as dreas de atuacdo. Propoe-se no nivel do Ensino Médio, a formacio geral, em
oposi¢do a formacao especifica; o desenvolvimento de capacidades de pesquisar, buscar
informagdes, analisd-las e secleciond-las; a capacidade de aprender, criar, formular, ao

invés do simples exercicio de memorizacio.

1.3 - A Fisica no Ensino Médio

A presenca do conhecimento de Fisica na escola média ganhou um novo sentido
a partir das diretrizes apresentadas nos PCNEM. Nesta etapa da formagdo dos estu-

dantes, a Fisica deve apresentar-se como um conjunto de competéncias especificas que



permitam perceber e lidar com os fendmenos naturais e tecnoldgicos, presentes tanto
no cotidiano mais imediato quanto na compreensao do universo distante, a partir de
principios, leis e modelos por ela construidos. Isso implica, também, a introducéo a lin-
guagem prépria da Fisica, que faz uso de conceitos e terminologia bem definidos, além
de suas formas de expressdo que envolvem, muitas vezes, tabelas, gréficos ou relacoes
matematicas.

No entanto, as competé&ncias para lidar com o mundo fisico ndo tém qualquer sig-
nificado quando trabalhadas de forma isolada. Competéncias em Fisica para a vida
se constroem em um presente contextualizado, em articulacdo com competéncias de
outras dreas, impregnadas de outros conhecimentos. Elas passam a ganhar sentido so-
mente quando colocadas lado a lado, e de forma integrada, com as demais competéncias
desejadas para a realidade dos alunos.

O vasto conhecimento de Fisica ndao pode estar todo presente no Ensino Médio. Serd
sempre necessario fazer escolhas em relaciio ao que € mais importante ou fundamental
para se atingir os objetivos desejados em uma estratégia pedagogica.

Tradicionalmente, a selecdo dos temas a serem abordados no ensino de Fisica tem
sido feita em termos de conceitos considerados centrais em dreas de fendmenos de na-
tureza fisica diferentes, delimitando os contetidos de Mecénica, Termologia, Otica e
Eletromagnetismo. Nesta proposta, os critérios de seleciio para definir os contetdos a
serem (rabalhados resiringem-se ao conhecimento e a estrutura da Fisica, sem levar em
consideragio o sentido mais amplo da formacdo desejada.

Esse sentido emerge na medida em que o conhecimento de Fisica deixa de constituir
um objetivo em si mesmo, mas passa a ser compreendido como um instrumento para a
compreensao do mundo. Nessa perspectiva, o conhecimento de Fisica passa a ser, para
os estudantes, uma ferramenta a mais em suas formas de agir ¢ pensar.

Os critérios que orientam a agdo pedagogica deixam, portanto, de tomar como
referéncia primeira “o que ensinar de Fisica”, passando a centrar-se em “para que ensi-
nar Fisica”, explicitando a preocupacdo em atribuir ao conhecimento um significado no

momento mesmo de seu aprendizado.



Esse objetivo mais amplo requer, sobretudo, que os jovens adquiram competéncias
para lidar com as situagdes que vivenciam ou que venham vivenciar no futuro. Nada
mais natural, portanto, que substituir a preocupagdo central com os contetidos por uma
identificagdo das competéncias que, se imagina, eles terdo necessidade de adquirir em
seu processo de escolaridade Média.

Mas como identificar as competéncias desejadas? A resposta para esta pergunta
passa a ser o problema central quando se pensa na formulacdo dos contetidos. Caberd
sempre ao professor, dentro das condig¢bes especificas nas quais desenvolve seu trabalho,
em funcdo do perfil de sua escola e do projeto pedagégico em andamento, selecionar,

priorizar, redefinir e organizar os objetivos em torno dos quais faz mais sentido trabalhar.

1.4 - A Mecanica no Ensino Médio

A Fisica, no inicio de seu desenvolvimento, era considerada a ciéncia que se dedi-
cava a estudar todos os fendmenos que ocorrem na natureza. A palavra Fisica provém da
palavra grega {pf)drg, que significa natureza. Dali ter sido esta ciéncia, durante muitos
anos, denominada “Filosofia Natural”. Entretanto, a partir do século XIX, a Fisica
restringiu seu campo, limitando-se a estudar profundamente um menor nimero de feno-
menos, denominados “fendmenos fisicos” ( fendmenos mecanicos, térmicos, elétrico e
luminosos) , e os fendmenos que dela se destacaram deram origem a outras ciéncias
naturais.

No inicio do desenvolvimento das ciéncias, os nossos sentidos cram as fontes de
informagao utilizadas na observagao dos fendmenos que ocorrem na natureza. Por isso
mesmo o estudo da Fisica foi se desenvolvendo, subdividindo-se em diversos ramos,
cada um deles agrupando fendmenos relacionados com o sentido pelo qual eles eram
percebidos. Entdo surgiram: A Mecinica, o Calor, os Movimentos Ondulatérios, a
()tica, a Eletricidade, o Magnetismo e a Fisica Moderna.

A Mecénica, que é o que de fato nos interessa neste trabalho, € o ramo da Fisica



que estuda os fendmenos relacionados com o movimento dos corpos. Assim, estamos
tratando com fenémenos mecénicos quando estudamos o movimento de queda de um
corpo, o movimento dos planetas, a colisdo de dois automoveis, etc.

No Ensino Médio, o estudo da Mecénica ¢ dividido em duas etapas: o estudo da
Cinematica e o estudo da Dindmica. Ao estudar Cinematica, o objetivo € descrever os
movimentos dos corpos, sem a preocupagdo de entender suas causas. Assim, tornam-
se essenciais as definicdes de grandezas fisicas como velocidade e aceleracdo. Jd no
estudo da Dindmica, o objetivo pretendido ¢ estudar as causas dos movimentos dos
corpos. Para isso, sdo estudadas as “Leis do Movimento” e suas aplicacoes.

Os primeiros movimentos estudados na Cinemadtica sao os movimentos retilineos
uniforme e uniformemente variado, ambos em uma dimensdo. Como ja foi mencionado,
nesta etapa ¢ necessaria a introdugdo dos conceitos de velocidade e aceleragao. Os livros
de texto frequentemente adotados nos cursos de Fisica no Ensino Médio geralmente
valem-se de exemplos, presentes no cotidiano dos alunos, para introduzir o conceito de
velocidade. Por exemplo, considerando que um carro que se desloca em linha reta em
uma estrada percorre um espago s durante um intervalo de tempo ¢, a velocidade média
do carro é definida por meio de

5
Vméd = 7 (D

Esta definicdo de velocidade, que € muito utilizada na resolucdo de problemas de
movimento no Ensino Médio, limita o estudo de diferentes de tipos movimentos. Se
sabemos que a velocidade média de um corpo € de 80 km/h, nao sabemos a diregao e
o sentido do seu movimento € mesmo supondo que seu movimento seja retilineo nao

poderfamos determinar sua posicdo final. Os exemplos abaixo ilustram essas falhas.

Exemplo 1: Uma particula percorre 20,0m em 2.0s para leste e uma segunda particula
percorre 20,0 m em 2,0 para o norte. Os movimentos ocorrem em dirc¢des distintas

mas nos dois casos as velocidades definidas por (1) sdo iguais a

20,0m

Vinéd = 7]5'_ == ]ij/.'f.



A figura 1.1 ilustra este exemplo.
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Figura 1.1 2l
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Exemplo 2: Neste exemplo vamos considerar uma particula que cai verticalmente de
uma altura & e outra que é lancada verticalmente para cima ¢ alcanca a mesma altura /.
Se as duas particulas percorrem o mesmo espago s = & no mesmo intervalo de tempo,
entio as duas particulas tém a mesma velocidade média, a despeito de os movimentos

das duas particulas serem diferentes. A figura 1.2 representa esta situacao.
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Figura 1.2
A velocidade média da particula A (v(4)64) Vale
h 50m
V(Ayméd = 7 = l’ Os =35,0 m/,sa
e a velocidade média da particula B (v(g),ns4) vale
h 50m
v(B}méd = E e ], 0 < = 510"”/‘;'

Exemplo 3: Neste exemplo, considere a situacao mostrada na figura 1.3.
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Figura 1.3

Chamemos de carro [, um carro que parte da cidade A e segue em linha reta até
chegar em uma cidade C, percorrendo 80,0 km em 40, 0min. Em seguida o carro I parte
da cidade C e vai até a cidade B, percorrendo 20,0km em 20,0 min. Entdo, de acordo

com a equacdo (1), a velocidade média do carro I na viagem vale

80.0km+20,0km 2
== = km/h.
aidd) 40,0 min + 20,0 min Lifle 16 oy

Agora consideremos um outro carro, chamemos de carro Il , que parte da cidade A no
mesmo instante que o carro I. O carro II, seguindo sempre em linha reta, vai até uma
cidade D , percorrendo 100, 0km em uma hora. Portanto, a velocidade média do carro II
vale

100,0km
Vi (méd) = -I,T =1,0x 102k1?!/h.

Entio, podemos perceber que as velocidades média dos dois carros s@o iguais, apesar
de os dois carros se movimentarem de formas diferentes. Novamente, conhecer o valor
das velocidades médias dos carros I e II ndo nos permite diferenciar suas trajetorias.

O objetivo desta discussido ndo € simplesmente apontar imperfeicdes conceituais
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na defini¢do de velocidade média encontrado em livros de Fisica destinados ao Ensino
Médio. O objetivo é chamar a atengédo para as limitagoes que esta defini¢do nos impde
e simultaneamente apresentar defini¢es que incorporem as nogoes de direcio e sentido
a velocidade.

Permita-nos escrever a partir de agora a velocidade média de uma particula em
termos de coordenadas cartesianas. Para descrever um movimento, precisamos em
primeiro lugar de um referencial, que, no caso unidimensional, é simplesmente uma
reta orientada, em que se escolhe a origem 0. A posi¢do de uma particula em movi-
mento no instante ¢ € descrita pela abscissa correspondente x(7) . Consideremos uma
particula que se desloca em linha reta e que no instante ¢; situa-se na posicdo x(1;) = x;

€ no instante #; ocupa a posi¢ao x(7; ) = xp, como representado na figura 1.4.

Y

Figura 1.4

Entao, podemos definir a velocidade escalar média da particula como:

x)—x1 Ax
s = —— = 2
Vméd f—11 \ ( )

Comparando essa defini¢ao de velocidade com aquela dada pela equagdo (1), vemos que
a principal diferenca estd no fato de considerarmos o deslocamento Ax e ndo o espago
percorrido pela particula. Desse modo, a velocidade dada pela equagio (2) pode ser

positiva (quando x; for maior que x;) ou negativa (quando x; for menor que x1), 0 que
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nao ocorre com a defini¢do dada pela equacdo (1), que torna a velocidade uma grandeza
ndo algébrica, ou seja, sempre positiva.
Se construirmos um gréfico x(r) vs.z, a velocidade escalar média serd a inclinagdo

da reta que une os pontos (xj,t1) e (xz,2;). Observe a figura 1.5.

x 1h L {_{:zxxzj
e RS _ SOV . -
{£y,%4)
S R i
L}
] i
] 1
i 1
1 i
1 H
1 1
] i
] 1
:"—‘—-_ At = ta— 1 — :
] i
i 1
i 1
1 ! %!
—
tg tz t
Axe

Vmeg = inclinacde e

(7

Figura 1.5 - Representagio grafica da velocidade média no intervale de
tempo Af

Mas qual a velocidade em 17 Ou seja, qual é a velocidade instantdnea no in-
stante ¢ = ). Observando a figura 1.6, que é o grafico x(t) vs. t do movimento de uma
particula, podemos constatar que quanto consideramos intervalos de tempo sucessiva-
mente menores, comegando em ¢y, a velocidade média para o intervalo se aproxima da

inclinagéio da reta tangente ao gréfico no ponto (fy,x1).
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-
-

* At

v

Figura 1.6 - Representagio grafica da velocidade instantdnea em um
instante

Portanto, a velocidade instantinea em #; € definida como a inclinacio da reta tan-
gente ao grafico no ponto (71,x;). Em outras palavras, a velocidade instantanea é um
caso limite da velocidade média, que surge quando consideramos intervalos de tempo
muito pequenos. Além da discussio acerca da representagdo grafica da velocidade
instantanea, podemos ir além na abordagem deste conceito usando um exemplo co-
mum no Ensino Médio. Consideremos o problema de movimento de um corpo que cai
em queda livre. A equagao horaria do movimento da particula que parte do repouso é
dada por

x(t) = —g 2 52 3)

onde consideramos g = 10m/s*. Se usarmos a expressio (3) para calcularmos as
posicdes e em seguida usarmos os resultados, poderemos obter a velocidade escalar
média entre os instantes considerados. Vamos considerar a notacio v,,sg = ¥. Vamos ao
trabalho:

) x(1,1)+x(1,0) —=5(1,1)2+5(1,0)?
e At =

=—10,5m/s,
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onde usamos Az = 0, I s. Agora vamos fazer 0 mesmo procedimento para intervalos de

tempo ainda menores:

—x(1,01) +x(1,00)

V1,001,001 = 101 —1.00 = —10,05m/s,
L —x(1,001) +x(1,000
V1,000-+1,001 = (1 OUI)—I ((JUO ) = —10,005m/s.

Continuando para um intervalo de tempo arbitrario At , temos

. x(t+A0) —x(t)  —5(t -+ Ar)% 4562
Visr+Ar — Af — Ar ;

—5(1% + A2+ 2tAt) + 56
Visr+Ar = ;

Ar

’ —5¢2 _ 5At2 — 10tAr 4 5¢2
Vist+ar = ki = —5Af — 101. (4)

Se considerarmos intervalos de tempo cada vez menores de modo que possamos con-

siderar Af = ), podemos escrever a relacdo (4) da seguinte forma

v(t) = —10r = v(1,0) = —10m/s, (5)

que € a velocidade instantanea da particula no instante r = 1,05 .

O conceito de velocidade instantinea é de fundamental importincia no estudo da
Mecinica . Entretanto, podemos observar que este conceito € tratado forcosamente de
maneira muito superficial no Ensino Médio. Esta superficialidade se deve a dificuldades
como, por exemplo, a auséncia de nogao sobre limite por parte dos estudantes deste nivel
de ensino.

A aceleracio escalar média é definida como a variacdo da velocidade de um corpo
em um determinado intervalo de tempo. Assim, se um corpo tem velocidade v(z)) = v,

em um instante 7;e velocidade v(1;) = v» em um instante t> , a expressio matematica
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para a aceleracdo do corpo no intervalo de tempo At =1, —¢; é

Vo—Yz Ay
=ei———— ey =
I —1; At

(6)

Se construirmos um gréfico v(r) vs. 1, a acelerac@o escalar média serd a inclinagio

da reta que une os pontos (vy,#1) € (vy,12). Observe a figura 1.7.

v _ (€2, v2)

3‘22 ____________ - ol

(2, vy)

El

1 0| B L _________ e o oS O O

[
~f
I
T

(2]

|
gy
Y

L4

il tz t

. " fin Ay
A ez = inclinacio = =

Figura 1.7 - Representagio grafica da aceleragfio média em um intervalo
At

Devemos notar que os valores das velocidades na expressao (6) sao os valores das
velocidades nstantdneas do corpo nos instantes mencionados. Neste momento, ja pode-
mos perceber a importancia do conceito de velocidade instantinea. O conceito de
aceleragdo € fundamental para a defini¢do de forca, conceito fundamental que esti pre-
sente na segunda lei de Newton.

Em uma dimensdo, a forma matemadtica da segunda lei de Newton € dada por

onde F ¢ a resultante da soma algébrica de todas as forcas, cuja direcdo € a mesma do
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movimento, que agem sobre um corpo que adquire uma aceleragio instantinea a. O
conceito de acelerac¢do instantédnea raramente € tratado nos livros de Fisica do Ensino
Médio. Por isso a maior parte dos problemas de Mecanica estudados sdo aqueles que
envolvem aceleragdo nula ou constante, para os quais a acelera¢io escalar média é igual
a acelera¢do instantdnea em qualquer instante. A representagido grifica do conceito
de aceleracdo instantéinea é semelhante a da velocidade instantdnea. A figura 1.8 é a

representacdo grdfica das velocidades de uma particula em funcio do tempo.

¥

Figura 1.8 - Representagfio grafica da aceleragio mstantdnea em um
instante.

A medida que consideramos intervalos de tempo sucessivamente menores, a par-
tir de t1, a inclinacdo da reta correspondente ao intervalo se aproxima da inclinagdo
da reta tangente a curva no ponto (r;,v;). Portanto, a aceleracdo instantanea cm f
é definida como a inclinagio da reta tangente ao grafico no ponto (f1,v). Em outras
palavras, a aceleraciio instantdnea é um caso limite da aceleracdo média, que surge
quando consideramos intervalos de tempo muito pequenos. A semelhanga nas definigdes
de velocidade e aceleragiio instantineas se deve ao fato de ambas serem taxas de vari-

acfio temporal. Ou seja, a velocidade instantinea é uma taxa de variagdo da posigdo em
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relacio ao tempo e a aceleragdo instantdnea € uma taxa de variagdo da velocidade em
relagdo ao tempo.

Se uma particula se desloca em linha reta a partir de uma posicao x(fy) = xg com
velocidade constante, podemos calcular sua posi¢ao em qualquer instante aplicando a
expressio (2):

x(t) — xo

Vo= ———— &7 I(I) =x0+ V(I N i"O): (7
r—ip

onde a velocidade tem o mesmo valor em todos os instantes. A equagao (7) é uma
equagdo linear e sua representagdo grafica no plano x(7) vs.t € uma reta, cuja inclinagdo

¢ igual ao valor da velocidade. Observa a figura 1.9.

Xp+

L

Figura 1.9

A representacao gréfica da velocidade em funcio do tempo estd representada na figura

1.10.
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Figura 1.10

Neste momento consideramos oportuno chamar a atencdo dos alunos para um as-
pecto interessante: o deslocamento da particula é numericamente igual & drea sob o
grifico da velocidade no intervalo de tempo considerado. De acordo com a equagao (2),

o deslocamento total € dado por

M= viiléd(r = I{)) & Ax = V([ _IO)ﬂ

que ¢ equivalente a calcular a drea do retingulo de lados t — # e v. Podemos generalizar
essa idéia considerando o grifico das velocidades de uma particula cujo movimento nio

seja uniforme. Observe a figura 1.11.



Figura 1.11

Na figura 1.11, a 4rea sob o grifico da velocidade em funcdo do tempo, limitada
pelo intervalo de tempo At = t3 —fy, esta dividida em trés retangulos coloridos, cujas
dreas correspondem a maior parte da drea sob o grifico, e em uma drea ndo preenchida,
que corresponde a menor parte da drca sob o grafico. A drea de cada retangulo € nu-
mericamente igual ao produto entre a velocidade e o intervalo de tempo cotrespondente
ao retangulo. Ou seja, a area de cada retangulo equivale ao deslocamento no inter-
valo de tempo correspondente. Ao somarmos as dreas dos retdngulos estaremos calcu-
lando o deslocamento aproximado no intervalo de tempo que limita a area total sob a
curva. Assim, se somarmos as dreas vermelha, amarela e verde da figura 1.11, estare-
mos calculando o deslocamento aproximado no intervalo de tempo Ar = f3 —#y. Esta
aproximacio tende para um valor exato a medida que consideramos intervalos de tempo
cada vez menores. Se observarmos a figura 1.12, podemos concluir que a medida que
consideramos intervalos de tempo cada vez menores, a drea sob o grafico da velocidade
em fungdo dol tempo vai sendo preenchida por retingulos cujas dreas equivalem ao

deslocamento no intervalo de tempo considerado.
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Figura 1.12

Considere agora uma particula que se encontra em movimento retilineo uniforme-
mente variado com aceleracdo @ . No instante fp, a particula tem velocidade vy € no

instante 7 tem velocidade ve. O grifico da velocidade em funcio do tempo serd

v &
o e T e e T i
e i
P 8 = _
L ] Vr—1Vq = alAf
/ .
Vapr--=rrm== e :

¥

Figura 1.13 - Grafico das velocidades de um corpo em
mowimento unformetmente vatiado.

A drea sob o grifico € igual a drea de um trapézio, cuja a base maior € igual a
(vo+aAt) , a base menor € igual a vy € a altura € igual aAr .

(vo+ve)Ar

Areadotrapézio = 5
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Como a drea sob o grifico € igual ao deslocamento da particula no intervalo Ar , pode-
mos escrever, de acordo com a equagéo (2),
(vo +ve)At vo+ Vi

Vinéd = T 7 Vinéd = il (8)

-

A equagio (8) é vdlida apenas para movimentos uniformemente variados. Podemos
ainda estabelecer as relagdes que nos permitem calcular as velocidades e as posigoes da
particula para qualquer instante. De acordo com a equacéo (6), temos

v(t) —vo

a—=—"——v(t)=vy+alt —tp)- 9
F—Iy

Olhando para o grifico representado na figura 1.13 e aplicando as equacoes (2) e (8),

temos
Ayt x(t)—xo _ vo+vo+a(t—io)
méd — 1o o )
e
1
x(t) =x0+vo(t —t0) + 5alt —10)?, (10)

onde xy € vy sdo, respectivamente, a posicdo € a velocidade da particula no instante 7.

Até o presente momento de nossa abordagem tratamos apenas de movimentos uni-
dimensionais. Para o estudo de movimentos em mais de uma dimensao necessitamos
introduzir o conceito de vetor, pois os deslocamentos espaciais sao vetoriais e, portanto,
a velocidade e a aceleragdo também séo grandezas fisicas vetoriais. Vamos nos restringir
ao estudo de movimentos em duas dimensoes.

Quando uma particula se movimenta, seu deslocamento tem nao apenas uma di-
rec¢do no espago, mas também uma magnitude. A grandeza que fornece a distincia em
linha reta entre dois pontos do espago, bem como sua orientacao, € um segmento de reta
chamado vetor deslocamento. Ele é representado graficamente por uma seta cuja orien-
tagdo € a mesma do vetor deslocamento e cujo comprimento € proporcional 2 magnitude

desse vetor.
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Figura 1.14 - Representagio grifica do wetor
deslocamento

Na figura 1.14, uma particula descreve a trajetdria representada. Em um instante
qualquer ela se encontra no ponto A e em outro instante se encontra no ponto B. O
vetor deslocamento da particula é representado graficamente pela seta que tem a mesma
dire¢do da reta r, que une os pontos A e B, e que tem magnitude (ou médulo) igual
ao comprimento da seta. Além da direcdo e do modulo, o vetor deslocamento sempre
indica um sentido para o movimento que, no caso da figura 1.14, é o sentido que vai de
A para B.

O vetor posicdo de uma particula € um vetor desenhado da origem de um sistema
de coordenadas até a posicdo da particula. Para uma particula no ponto (x,y), o vetor
posicao r é

P =i y,i

onde i e j sdo vetores unitdrios, cujos médulos sdo iguais a um. A direcdo e o sentido
do vetor unitério 7 sdo a direciio e o sentido positivo da reta dos x, respectivamente. A
direcdo e o sentido do vetor unitario f sdo a direcdo e o sentido positivo da reta dos
y, respectivamente. A figura 1.15 mostra a trajetoria de uma particula. No instante 1 a
particula esta em F;, com vetor posicao r|; em £, a particula move-se para £, com vetor

posigio 7. A variagio na posi¢do da particula ¢ o vetor deslocamento A7 =7, — 7.
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Figura 1.15

A razao entre o vetor deslocamento ¢ o intervalo de tempo At =1; — ¢} € 0 velor
velocidade média:

s AF

ume'd:E- (11)

Esse vetor possui a mesima orientacio do vetor deslocamento. Observe que o modulo
do vetor deslocamento € menor do que a distancia percorrida ao longo da curva, a menos
que a particula esteja se movendo em linha reta. Entretanto, ao se considerar intervalos
de tempo cada vez menores, 0 médulo do deslocamento tende a ser igual a distancia
percorrida ao longo da curva, e sua dire¢éio tende a ficar tangente a curva no inicio do

intervalo. Observe a figura 1.16.

Figura 1.16
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A dire¢do da reta tangente & curva em P coincide, por defini¢io, com a dire¢io do
vetor velocidade instantdnea. O vetor aceleragdo média é definida como a razdo entre
a variagdo do vetor velocidade instantinea AV e o intervalo de tempo correspondente a
esta variagao:

2 AV

Amed = A_f (12]

Da mesma forma que o vetor velocidade instantanea é um limite para o vetor velocidade
média, o vetor aceleracio instantanea € o limite do vetor aceleracdo média, que surge a
medida que tomamos intervalos de tempo sucessivamente menores.

O estudo da Dinamica, no Ensino Médio, tem como assunto central o estudo e
as aplicagoes das “Leis do Movimento”, como sao chamadas as trés leis bésicas da
Mecanica, formuladas pelo famoso fisico e matemadtico Isaac Newton em sua obra
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, publicada em 1687.

Ao estudar os principios da Mecinica, Newton se baseou em estudos de grandes fisi-
co0s que o precederam, entre eles Galileu. A primeira lei de Newton nada mais é do que
uma sintese das idéias de Galileu relativas a inércia e, por isso, também € denominada

lei da inércia de Galileu.

Primeira lei de Newton (Lei da inércia de Galileu):
Existe um sistema de referéncia, denominado referencial inercial, em relacao
ao qual todos os corpos livres estdo em repouso ou movem-se em linha reta

com velocidade constante,

A segunda lei de Newton é uma das leis bdsicas da Mecénica, sendo utilizada na
andlise dos movimentos que observamos proximos a superficie da Terra e no estudo
dos movimentos dos corpos celestes. O préprio Newton a aplicou ao desenvolver seus
estudos dos movimentos dos planetas, e o grande sucesso alcangado constituiu uma das

primeiras confirmag0es desta lei.
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Ee?gﬂnda lei de Newton:
Em relacao a um referencial inercial, a aceleracao que um corpo adquire é
diretamente proporcional a resultante das forgas que atuam sobre ele e tem
a mesma direcio e o0 mesmo sentido desta resultante. A constante de pro-

porcionalidade € denominada de massa inercial do corpo ou, simplesmente,

massa.

A forma matematica da segunda lei de Newton €

F=md, (13)

onde F é o vetor forca, que resulta da soma vetorial de todas as for¢as que agem no
corpo de massa m e @ € o vetor aceleracio instantanea que o corpo adquire . O conceito
de aceleracio instantdnea raramente é mencionado nos livros de Fisica destinados ao
Ensino Médio. Por isso 0s problemas de movimento resolvidos aplicando-se a segunda
lei de Newton s@o muito simples e idealizados. Como ji foi mencionado, estes proble-
mas restringem-se a aceleracOes nulas ou constantes. Acreditamos que esse (ratamento
dado a Mecinica cria dificuldades conceituais e l6gicas e impossibilita a resolugao de
vérios problemas da Mecanica que tém ampla visibilidade na experiéncia didria dos
alunos.

Em seus estudos de Mecéanica, Newton percebeu que as forgas sempre aparecem
como resultado da interacio de dois corpos. Além disso, Newton constatou que, na
interacdo de dois corpos, as forcas sempre aparecem aos pares: para cada agiio de um
corpo sobre o outro, existird sempre uma reagio igual e contrdria deste outro corpo sobre

0 primeiro.

Terceira lei de Newton:
Quando um corpo A exerce uma forga sobre um corpo B, o corpo B reage
sobre A com uma forca de mesmo médulo, mesma dire¢do ¢ de sentido con-

trario.

Nesta secdo nosso objetivo é mostrar, de forma resumida, como esta estruturada a
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Mecénica no Ensino Médio. Entretanto, gostarfamos de nos restringir daqui para frente
ao que de fato nos interessa para este trabalho. O que almejamos é propor o método da
discretizacdo de funcoes como ferramenta para solucionar problemas de movimento que
nio sio estudados na Mecéanica no Ensino Médio, devido as complicacdes conceituais €
matemadlicas oferecidas por estes problemas. Diante desta configuragao, consideramos
importante comentar sobre problemas de movimento que séo resolvidos e os que ndo
s@o resolvidos no contexto do Ensino Médio atual.

Quando um corpo cai livremente sob a agio de seu préprio peso, dizemos que este
corpo estda em queda livre e seu movimento € retilineo e uniformemente variado, com
a = —g, onde g € a letra usada para representar a aceleracdo da gravidade. Portanto,
o problema de movimento de qualquer corpo em queda livre estard resolvido se forem
dadas as condicdes iniciais do problema, y(1g) = yp e v(fg) = vo. A solugio serd dada
pela relac@o (10), com y(¢) representando a posi¢ao do corpo no instante {, @ = —g €
toy = 0 . Portanto, temos:

2

y(1) =yo+vor—52—. (14)

A velocidade e a aceleragdo sdo grandezas vetoriais. Entretanto, na analise de movi-
mentos retilineos a notagao vetorial muitas das vezes € omitida. Ja nas andlises de
movimentos ndo retilineos € necessario que os alunos estejam familiarizados tanto com
a notacao quanto com as operacdes vetoriais. Eo que ocorre com a analise de movi-
mentos obliquos, nos quais é conveniente substituir o vetor posi¢ao do corpo lan¢ado
pelas suas componentes cartesianas, Observe a figura 1.17, na qual estdo representados
os parametros relevantes para o estudo deste tipo de movimento pelos estudantes do

Ensino Médio.
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Figura 1.17 - Trajetdria de um projétil. O alcance esta
representado por & e o ponto mais alto da trajetdnia tem
ordenaday=h

Em qualquer ponto da trajetéria parabolica o corpo sofre a agéio da forca peso,
exercida pela Terra sobre o corpo. Portanto, o corpo tem uma aceleragio de modulo
igual a g , na direciio vertical e cujo sentido é o sentido negativo do eixo dos y. Logo,
no espaco conclui-se que a componente x da posicdo varia uniformemente no tempo
€ que a componente y varia parabolicamente. Vamos escrever matematicamente estes

conceitos aplicando as equacdes (7) e (10):

x(t) = xg+vox(t — 10), (15)

2
g(t —1o)
Y(8) = Yo+ voplt —t0) = 5 (16)
Se considerarmos xy = yp = fp = 0 e substituirmos o vetor velocidade inicial do corpo

por suas componentes cartesianas, teremos

x(t) = (vocoso) t (17)

2

y(t) = (vosena)t — % (18)

Com as equacdes (17) e (18), que substituemn satisfatoriamente a dlgebra vetorial em

funcdo do tempo, o problema de movimento do corpo lancado de forma obliqua estd
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resolvido. Entretanto, gostaria de chamar a atenciio neste momento com uma pergunta:
Podemos, ao mesmo tempo, contextualizar problemas deste tipo e resolvé-los com estas
equacoes?

E 6bvio que se observarmos a trajetéria real de uma bola de futebol, apos um chute
de um jogador, e conhecermos o médulo do vetor velocidade inicial e a inclinagio que

ele faz com o plano do campo, o alcance A da bola néo serd dado por
A= {V[]CDSCZ) ia, (19)

onde 14 € o tempo que a bola leva para atingir o campo novamente. Isto ocorre porque
nao se considera a agdo do ar sobre a bola durante sua trajetéria. Da mesma forma, os
movimentos dos planetas ndo sfo estudados de forma consistente no nivel médio, ou
seja, a partir das leis de Newton. As trajetdrias dos planetas sdao sempre definidas de
acordo com as leis de Keppler, mas quando abordados matematicamente sfo tratadas
nao como trajetorias elipticas e sim como trajetdrias circulares. Nesta etapa, em geral,
sdo apresentadas sem justificativas relagdes matemadticas que muitas vezes sao encaradas
de forma desesperadora pelos alunos. Nestas relagdes estao envolvidas grandezas como
periodo, velocidade angular e raios de orbitas.

No estudo do movimento harménico simples, o tinico movimento harmdnico es-
tudado no Ensino Médio, novamente nio se resolve o problema de movimento. As
expressoes envolvendo o periodo, a velocidade, a frequéncia e a frequéncia angular sao
apresentadas aos alunos e cobra-se que sejam decoradas.

Qutros temas fundamentais na mecanica do Ensino Médio sdo o conceito de quan-
tidade de movimento (ou momento linear) e o de energia. A quantidade de movimento
ou momento linear de uma particula de massa m ¢ dado pelo produto entre a massa ¢
o vetor velocidade instantinea v da particula, p — mv . Para um sistema formado por
n particulas, 0 momento linear do sistema € dado pela soma vetorial dos momentos
lineares de cada particula que constitue o sistema. A expressao matemadtica para esta
definicdo é:

(TD’) ) = V| + Vs + ...+ vy, (20)
SIN
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Um dos principios mais importantes da Fisica, que ja € estudado no nivel médio, é

o da conservagdo da quantidade de movimento.

Conservacdo da quantidade de movimento:
Se a forga externa resultante atuando sobre um sistema permanece nula, a
quantidade de movimento total do sistema relativamente a um sistema inercial

permanece consiante.

Este principio de conservacdo € muito trabalhado no Ensino Médio, sendo aplicado
para a resolu¢@o de muitos problemas de movimento. As colisdes entre corpos estu-
dadas neste nivel de ensino sao um exemplo da aplica¢do deste conceito. Além destes,
podemos encontrar aplicacdes em problemas de movimento de sistemas de corpos como
dois patinadores que se deslocam sobre uma pista de gelo e em um dado momento de
suas trajetOrias se tocam ou, ainda, como uma pessoa se deslocando na superficie de
um barco que se encontra inicialmente em repouso sobre a superficie de um lago ou
encostado livremente em um ancoradouro.

O outro conceito importantissimo estudado é o de energia. So varios os tipos de
energia mecdnica estudadas no nivel médio, como, por exemplo, a energia de movi-
mento (ou energia cinética), a energia potencial gravitacional e a energia potencial elds-
tica. O principio de conservacfo de energia mais estudado no Ensino Médio € o de

conservagio da energia mecanica.

Conservacdo da energia mecanica:
Se um corpo encontra-se em movimento, em relagdo a um referencial inercial,
sob agdo apenas de forgas conservativas sua energia mecénica se conserva em

relacdo a este referencial,

Um conjunto de problemas de movimento sdo resolvidos com a aplicagdo deste
principio de conservagiio. Problemas como o de um corpo em queda livre ou langado
verticalmente, ou o de um corpo que se desloca em superficies como um plano inclinado
ou que contém curvas.

No decorrer deste trabalho tentaremos propor um método para nao s6 ampliar os

problemas estudados na Mecinica do nivel médio mais também oferecer aos alunos
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uma ferramenta para melhorar o entendimento dos conteddos estudados. Poderemos
estudar fend6menos complexos usando uma dlgebra simples, sempre interessados na con-
textualizacdo e na anélise de aspectos que demonstrem as caracteristicas fisicas de cada
situac@o. Por exemplo, ao estudarmos 0 movimento harménico amortecido, estaremos
interessados em mostrar a natureza periddica do problema e o comportamento grifico

do problema.
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CAPITULO 2 - O Método da Discretizaciio

2.1 - Introducio

Na mecanica a equagido que descreve o movimento dos corpos € a segunda lei de

Newton, cuja forma matemdtica &
YF —m, 1)

onde }? é a soma vetorial de todas as forcas que agem sobre o corpo de massa m,
que adquire o vetor aceleragcdo instantianea @ devido a acdo desses forcas. Esla soma
¢ comumente chamada de resultante das forgas que agem sobre o corpo. Esta forma
matematica da segunda lei de Newton limita o nimero de problemas que pedemos es-
tudar no Ensino Médio. A principal dificuldade estd no fato de a equacdo (21) ser, em
geral, uma equacio cuja solugéio dependerd da aplicacdo de um conjunto de regras de
cdlculo que nao faz parte dos contetidos estudados no Ensino Médio.

A equacio (21) s6 é resolvida satisfatoriamente no Ensino Médio quando a forca
¢ constante, 0 que acarteta uma aceleragdo também constante. Quando estudamos
problemas de movimento de corpos que se encontram sob a acdio de forcas varidveis,
como o problema de um oscilador harmdnico ou de um corpo em queda que sofre a acdo
de forcas resistivas dependentes da velocidade, percebemos as dificuldades matematicas
a0 tentarmos encontrar uma funcéo que permita calcular as velocidades e as posi¢coes
do corpo em movimento. Vamos tentar ilustrar essa idéia.

Tratemos os problemas citados como problemas unidimensionais, nos quais a posi¢ao
¢ representada pela letra x. Portanto, aplicando a segunda lei de Newton, podemos es-
crever para o oscilador harmdnico simples

J' .
ma—-—kx@a—Fix:{], (22)
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onde k € uma constante positiva. Para a queda de um corpo na qual se considera a acio

do ar, podemos escrever
b
ma=-mg—bv&srat —v=g. (23)
L

Podemos, também, reescrever a equacao (23) considerando que a forga resistiva exer-
cida pelo ar sobre o corpo em queda seja proporcional ao quadrado do valor da sua

velocidade em cada instante:
2 b g
ma=—mg—b at+—v:i+g=0 24
m

A solugdo de um problema de movimento consiste em encontrar equagdes que rela-
cionem as posicoes e as velocidades do corpo em movimento com o tempo. Se ob-
servarmos a equagdo (22) podemos notar que quando um oscilador harmonico simples
muda de posicdo, o que caracteriza seu movimento, sua aceleracdo sc altera. Neste
caso, € evidente que a velocidade do oscilador também estard variando e esta variacao
caracteriza uma variagdo na posicdo do oscilador. Portanto, podemos concluir que na
equacio (22) cada parcela da soma é caracterizada por uma variacao na posi¢do do
oscilador.

Para ilustrar este conceito, consideremos um corpo de massa m preso a extremi-
dade de uma mola de constante eldstica k. Ao ser distendida a mola exerce sobre o
corpo uma forga elastica Fp;5icq = —kx , onde x € o valor da posi¢ao do corpo em um
instante. Aplicando a segunda lei de Newton ao problema obtemos a equacao (22),
que € a equacgdo de movimento de um oscilador harmonico simples. A figura 2.1 tenta

ilustrar 0 comportamento do sistema em alguns instantes do movimento.
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Figura 2.1 - Oscilador Harmonico,

A solugdo do problema consiste em encontrar uma equagdo que possibilite calcular
as posicoes e as velocidades da massa em movimento em qualquer instante. Como
j4 foi mencionado, os procedimentos que permitem encontrar uma solucio para estes
problemas nao sido simples e nao fazem parte do contetdo estudado no Ensino Médio.

As mesmas idéias podem ser aplicadas as equagdes (23) e (24).
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2.2 - A velocidade e a Aceleracio como Grandezas Fisicas Discretas

Neste momento, nosso desafio consiste em considerar e aplicar um conjunto de re-
gras de cdlculo, que a0 mesmo tempo sejam acessiveis aos alunos do Ensino Médio e
permitam uma descrigdo de movimentos de corpos nos quais a acelerac@o seja ou nao
constante.

Podemos estudar qualquer problema de movimento aplicando as leis da Fisica e con-
siderando a grandeza escalar tempo como uma grandeza discreta. Isto € feito dividindo
um intervalo de tempo qualquer, no qual € observado o movimc;lto de uma particula,
em um nimero natural N de intervalos menores. Em nossa abordagem, esses intervalos
menores serdo considerados iguais e chamados de passo. Vamos representar 0 passo
com a letra grega 7 . De acordo com estas convengoes podemos escrever uma equagao

para o tempo da seguinte forma:
Il = =T& 1 =L + 7T, (25)

onde n=0,1,2,3,...,N. Em palavras, o passo T é um intervalo de tempo entre dois
valores discretos do tempo. Podemos ainda explorar essa representacdo € obtermos
uma notagdo mais simples:

n=0=n=H+r,

n=1=n=1-+T7,

n=2=tB=bH+T,

?I:H—‘lz?’l,ngﬂ_|+f.

Somando as relagdes acima, temos
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Hth i+t thh=t+tH+b+83+...+1_1 +nT,

i’
ta = to+nT. (26)

Podemos notar que quanto menor for o valor de T menor serd a diferenca entre 7, e
Ipe, consequentemente, estaremos aproximando os instantes 7, € f. .
Vamos considerar o movimento retilineo de um corpo e adotar como sistema de

referéncia uma reta orientada, como foi feito no Capitulo 1. Observe a figura 2.2.

Ty tn Vrsts t?!. +T

@ X

Y

Ansi

Figura 2.2 - Grandezas discretas: posigio, velocidade e o tempo.

A particula representada na figura 2.2 encontra-se na posi¢cao x, no instante t, e
possui velocidade v,. Ap6s um intervalo de tempo T ela encontra-se na posigao Xy |
no instante f,.) = f, + T ¢ possui velocidade v,y . Para problemas de movimento
como o representado na figura, ou seja, problemas unidimensionais, permita-nos definir
a velocidade da seguinte forma:

Xn+1 —Xn

Vil = @7

Int1 —n
Como ja mencionamos, em um problema de movimento a solucio do problema con-

siste em equacdes que relacionam as posigdes e as velocidades da particula em movi-

mento com o tempo. Quando consideramos o tempo como uma grandeza discreta, a
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solugdo permitird que calculemos valores discretos das posic@es e, consequentemente,
das velocidades.

Vamos analisar a figura 2.3, que ilustra a definigdo representada pela equacio (27).
A figura € o grifico x(f) vs. t do movimento de uma particula que no instante 7y se

encontra na posicao xg.

x &

X i S e ;

Xz b

Xz

i

Xg

B e e, e e S A A

oo o e

~+ ¥

Iy & tz3 I,

20,%?1%_1"&,” :tl—i’u:l'

Figura 2.3 - Os valores discretos das posig8es e dos instantes de
tempo sio representados por pontos no plano x(t) versus t.

Na figura, os valores das posigoes (xo,x1,X2X3,...,X,) sd0 valores discretos nos
instantes considerados (fg,71,%,13,...,1,), que também sdo discretos. Assim, quando
consideramos n = 0,1,2,....,N temos , de acordo com a equacgio (27). os seguintes re-

sultados para as velocidades:
X — Xy X2 —X) ) 3 — X X1 — Xa

Y= —

Ll 1 3 ._.-....V =
fi—1 h—1 I3 —1 Iny1 —In

Para aplicarmos a segunda lei de Newton € necessdrio definirmos, assim como foi
feito para a velocidade, a aceleracdo, considerando que tanto a grandeza tempo quanto a
grandeza velocidade sdo grandezas discretas. Portanto, permita-nos definir a aceleragio

da seguinte forma:

o uﬁ“i‘l ‘I’JJ? (28)
In+1 - fn
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Uma representacio grafica desta defini¢fio estd na figura 2.4,

v E
v, -———-«——-—-'---'
i
i
1
1
i
1
L]
; i
Vzl- """"""" 1
! i
b (]
& i
M
¢ 1
I s =
Vipm=—mm ' lwwm«n_algzn%l_vn_vl_vﬂ
4=
i F
AL i i
Vo b - @ £
FE ) i i
R pid k
EE o | 1
F iy i ]
T i 3 1 =
1 £ -
t‘J} 21 t.E tn 3
§
L]
n=0ty—f, =8~ =1
Figura 2.4

Ao considerarmos as definicoes (27) e (28), a forma matemdtica da segunda lei de

Newton passa a ter a forma

2 F,, = ma,,. (29)

Portanto, podemos generalizar: quando estudamos um problema de movimento ¢
consideramos a discretizacido do tempo, obteremos uma solugao discreta para o problema
aplicando a equacao (29), que nos permitird calcular os valores discretos das posigoes e,
consequentemente, das velocidades do corpo em movimento. Desta forma, ndo estare-
mos preocupados em determinar valores intermedidrios enire duas posi¢oes discretas
consecutivas ou duas velocidades discretas consecutivas.

Gostarfamos de chamar a atencéo que a definicdo da velocidade (27) ndo é tnica.

Podemos também defini-la como

X, .
T s e (30)
t.n+l —In
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A defini¢do (27) nos afirma que a posicdo ocupada pelo corpo em movimento apos
um intervalo de tempo 7 € igual a soma da posi¢do anterior mais o resultado da mul-
tiplicagao entre a velocidade que o corpo tem nessa posi¢io e o intervalo T: x,.] =
Xn + Vpt1T. A definigdo (30) nos afirma que a posigdo ocupada pelo corpo em movi-
mento apos um intervalo de tempo 7 € igual a soma da posicdo anterior mais o resultado
da multiplicacdo entre a velocidade que o corpo tinha na posigido anterior e o intervalo
T: Xp+1 = Xp + v T. O mesmo raciocinio se aplica a definigdo (28). Apesar de parecer
contraditério, as definigoes (27) ¢ (30) sao equivalentes. Essa equivaléncia se deve ao
fato de v, e v, terem valores muito préximos, pois o intervalo de tempo T pode ser
tdo pequenos quanto quisermos. A mesma idéia vale para as posicoes, que estardo tio
proximas quanto quisermos. Portanto, ndo importara se calculamos as posi¢cdes con-
siderando as defini¢des (27) ou (30), ou ainda, a média aritimétrica entre vy, | € vy.

Ainda vale ressaltar que o que queremos € aplicar a segunda lei de Newton na forma
da equacdo (29) e resolvermos os problemas de movimento considerando as definicdes
de velocidade e aceleracdo discretas.

Neste momento estamos interessados em dois objetivos: (1) defender o uso da Fisica
discreta no Ensino Médio como ferramenta que permite o estudo de problemas de movi-
mento de corpos submetidos a agao de forgas varidveis, (2) mostrar que a escolha ade-
quada do valor do passo, ou seja, do valor de 7, € muito importante para que os calculos
com a solugio obtida produzam valores que permitam a andlise das caracteristicas de

cada movimento.
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Capitulo 3 - Aplicacoes do Método da Discretizacao

3.1 - Movimento Uniforme

Nesta parte de nosso trabalho tentaremos ilustrar a aplicacao do método de dis-
cretizagdo. O movimento mais simples estudado no Ensino Médio ¢ o movimento
retilineo uniforme. Uma particula estard em movimento uniforme, em relagdo a um
sistema de referéncia, quando sua velocidade for constante em relagdo a um observador
em repouso neste sistema de referéncia. Consideremos o sistema de referéncia adotado
na sec¢do (2.2). Como a velocidade da particula € constante, a equacéo (27) nos permite
escrever

Xnil — Xy

Vptl = —————— = Xntl =X+ v(z,,+] = 1.:1)-
tn-r-] — 1y

Esta equac@o nos permite calcular valores sucessivos da posi¢cao da particula quando o

valor de n aumenta. Assim, temos
n=0=-x; =xp+vT,

n=1=x3=x14vT,

n=2=>x3=2x2+VvT,

n=n—1=x,=x,_1+v7.

Ao somarmos as expressdes acima, teremos como resultado uma expressao que permite

calcular o valor da posi¢ao da particula para qualquer valor de n.

X1+ +x3+ ...ty X =x0+x] +x2 +x3 + x5 -+ 0T,
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‘::;’x_;i:x0+vf”. (31)

A equacido (31) nos permite calcular as abscissas da particula para qualquer valor de
n. Observe que para cada valor de n teremos uma abscissa correspondente. Portanto,
a equagao (31) € uma funcédo x, = f(n), cujo dominio sdo os valores de n (o conjunto
dos ndmeros naturais) e o contra-dominio (ou imagem da fungic) sdo os valores de x;,
obtidos variando os valores de n na funcdo. Na linguagem da matematica a equacao
(31) é chamada de sequéncia . Esta equagio € uma solugio que chamaremos de solugdo
discreta exata para o problema de movimento de uma particula que se desloca com
velocidade constante v, pois podemos escolher o valor de 7 e, consequentemente, de
acordo com a relac¢io (26), estaremos tao préximos de um instante 7, quanto desejarmos.
Os gréficos vy(ty) vs. ty € x,(1,) vS. t; para um movimento como este serao:

Tn

f

*—o o
I I
1 ' i
t t f
E I
it ’ !
E 1 :
: : -

L &

v - ’_
1
i
1
I
;
T

to 2t 3t 4 o

Figura 3.1 - Velocidade discreta de um corpo em
movimento uniforme.
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Xo A

Xgu-ww-«----..w.,—.--.w,,. -------

-
o

0 T T 3T 4T iy

Figura 3.2 - Solugdo discreta do problema de movimento
que se desloca com velocidade constante.

3.2 - Movimento sob a acio de uma forca constante

Um problema importante no Ensino Médio ¢ 0 movimento unidimensional sob a

acgio de uma forca constante. Na Mecinica discreta uma forca € constante se
Fpi =Fy ou Fy=F,

Aplicando a segunda lei de Newton (29), obtemos
Qpy] = dp ou T =

Esse movimento é, portanto, uniformemente acelerado. Aplicando a segunda lei de

Newton ¢ considerando a equacdo (28), podemos escrever

. Vpsl —V
Y Fi=masm (—”—”) =mMa & Vpy| = Vy+art.
i1 — Iy
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Seguindo os mesmos passos da se¢ao anterior, podemos calcular valores sucessivos da
velocidade da particula:

n=0=yv; =vy+art,
n=1= vy =v| +art,

n=2=v1=wm+art,

n=n—1=v,=v,_1t+ar.

Somando as expressoes acima, obteremos uma expressao parecida com a (31):

vi+va+umit ..+ Fvp=vot+vi+HVva+vat+v,— +ant,

&V, = Vo +ant < v, = v + at;. (32)

A equacao (32) nos permite calcular os valores da velocidade em diferentes instantes de
tempo.

Para o cilculo das posigdes, de acordo com a equacgéo (27) , temos

Xn+1 — Xn
Varl = ———— = Xpp] —Xp + Va1 T,
Int1 —In

Na equag@o (32), se fizermos n = n+ 1, obtemos como resultado v, = vp + (n+ 1)et.

Substituindo v, | na expressdo acima por vo + (n + 1)at, temos

Xne1 =Xn+(vo+(n+1)at)T < xp =X+ vo7+ (n+ l)arz,

Y
_ - 2
n=0=x; =xp+VvT+at’,

n=1 ¢x2=x1+v0’c—’|—2a‘r2,
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n=72=x3 :xg—]—vD'r—l—3a’52,
n=3=x4 :x3+vo’r+4a’rz,
n=n—1= x,=x,_1 +voT+nat?.

Somando as relagGes acima, exatamente como fizemos para a velocidade, obtemos

xn=x0+moT+ (1+2+3+4+...+n)at> (33)

As parcelas entre parenteses constituem a soma de uma sequéncia de nimeros naturais
chamada de progressao aritmética (PA), que é conhecida pelos alunos do Ensino Médio.
Em uma progressao aritmética cada termo da sequéncia é obtido somando-se um valor
constante r, chamado de razdo da PA, ao termo anterior. A expressao matemadtica que

permite calcular a soma S, de n termos de uma PA ¢

(Al +An)n

Sn: ) )

onde A; € chamado de primeiro termo da PA. Assim, podemos escrever

1+
{02484 4% . fp (——2”)"
e substituir este resultado na equacio (33):
1
Xn =Xp+mT+ ((—-1-2"%)—”> at’. (34)

Que ¢ a solugdo discreta exata do problema de movimento de uma particula que se
desloca em uma dimensdo com aceleracido constante.

O exemplo mais familiar de movimento retilineo uniformemente acelerado € a queda
livre de um corpo solto a partir de repouso. Este foi um dos problemas analisados por

Galileu em seus trabalhos, que deram origem a era moderna da Fisica.
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Um corpo em queda livre encontra-se submetido a a¢do de apenas uma forca, ori-
unda da interagdo entre o corpo e a Terra, chamada de forca peso (P = mg) . Aplicando

a expressao (29) ao movimento de um corpo em queda livre, temos

ZF" = may = —mg

= day = —§.

Substituindo este resultado nas equacdes (32) e (34), obtemos

Vn =V — 8ty (35)
e
1
Xn = X0 +nT — ((—_;L)R) g’c?'. (36)

A solucio completa do problema de um corpo em queda livre depende dos valores xp e
vo, chamados de valores iniciais. Os problemas de valores iniciais sdo aqueles em que
€ necessdrio conhecer valores iniciais de grandezas como velocidade e posi¢do, para se
obter os valores das posi¢des e velocidades com a evolucdo temporal. Se considerarmos
os valores iniciais xg = 50m, vo = 0 e g = 9,8m/s”, estaremos tratando do movimento
unidimensional de queda livre de um corpo que parte do repouso e que no instante fnp =0
encontra-se 2 50 m de distancia da origem do sistema de referéncia. Isto é andlogo a
soltarmos uma esfera maciga de bilhar, de pequenas dimensoes, do topo de um edificio

de 50m de altura. Os graficos v, (1) vs. t; € xu(ty) vs. t, deste movimento serao:



v (m/'s)

0=,

-10- g

-30

ta(s)

Figura 3.3 - Velocidades discretas de um corpo em queda livre a partir
do repouso.
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Xpirn)
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tals)

Figura 3.4 - Solugio discreta do problema de mowimento de um
corpo em queda livre.

Se reescrevermos a equacio (36) retirando os parenteses, obtemos

1

1
Xp = Xp+nvgT — 53?12 72 2

— —ont
28
que, de acordo com a (25), pode ser reescrita na forma

| 1
Xp = Xp T Volp — Egr's o (53’3!!) T. (37

Observe que se T = (), a equacdo (37) assume uma forma parccida com a (14). A
cada instante #,, um corpo em queda livre terd uma velocidade v, e estara na posicao
Xn. A equacgdo (37) nao € a unica solugdo discreta possivel para o problema da queda
livre. Outras solugGes discretas podem ser obtidas. Estas solugtes dependem de como

€ realizada a discretizacdo da velocidade e da aceleracdo. Observe que se isolarmos 1,
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na equagdo (32), com @ = —g, e substituirmos na (37), obtemos
e L fvo—vn . 1 (vg—v, %
n 0T Vo 2 28 2 28 2 )
2 2 2
V5 — VoV L v — 2vgv,, + v 1
Say=ap+-0 2 0TS0 —(—(vo—vn))’r,
2 g A

1ve 12 1
- gty SR o e gl
@x”—x(.—kz—g 2__,;; (z(vn 1HJ) .

Multiplicando os dois lados por mg, temos

(8 5 a7
Mgxn = Mgxo + MV — MV — | 318 (vo—wa) ) T,
1 1 1 /
& mgxy + imv,z, = mgxg+ imvg - (amg (vo— v,l)) T. (38)

A equacdo (38) mostra que a energia mecanica de um corpo em queda livre ndo € conser-
vada a cada passo. Entretanto, se T — (0, a equacdo (38) torna-se a expressdo matematica
da conservagdo da energia mecanica, muito conhecida e aplicada em problemas de
movimento pelos aluanos do Ensino Médio.

Agora permita-nos resolver o0 mesmo problema com outra discretizacdo. Vamos

escrever a velocidade discretizada da forma

Va1 +Vp ¥ Xn+1 _xn. (39)
2 f;H—l — Iy

Para o célculo das velocidades o resultato € o mesmo: equagio (32). Para o cdlculo das

posicoes, agora considerando a (39), temos

Vi1 + Vi  Xppl —Xp o Vo — (H—'— ])gT—I—V{]—Hg'I' _ An+l —ﬁ{

k]
2 fn+l =1y 2 T

2n—+1
<:>xn+i:xn+"0’t+_( 5 )812’

4
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1
n=0=x :xg+vg1:—§g1:2,

3 2
n=1=xp=x1+wt— 531’ .

5
n=2::>x3=xg—|—v0'r—§g’52,

T s
n=3=>xs=xp+vpT— 587

1
n=n—1=x, =X4—-1+VvVoT — (ﬂ_ E) gTZ'

Somando as expressoes acima, obtemos

[ LAy B e L
Xp =X+ mvgT + 2+2+2+§++H—5 2T .

A soma entre parenteses € a soma de uma PA, cujo primeiro termo é % earazioé 1:

1+3+5+?+ i 1 l+ | n_n2
ETRTa Ty TR = e R TR 13T
Portanto, podemos escrever
n? 1
Xy = Xo+nvgT — (?) g’cz & Xy =Xp+ Voln — igtf. (40)

Observe que a mudanga na discretizagdo da velocidade permitin uma nova solugdo

discreta. Combinando as equagoes (32) e (40), obtemos

2
Vg — W, 1 vg—V
xn:xu—I’l’o( 2 ")—53(—}—”) )

1% —VoVn lﬁ— 21).3?',_. + v%

S Xy =xp+ 5 2
+IV20 lvﬁ
s o =8

Xy = Xp 2g zg:

fogan A o
& mgx, = mgxp+ Emvo — Emvm
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1 1
& mgx, + amv,% = mgxy+ Emv%, (41)

que € o resultado que queriamos obter. A energia mecénica é conservada a cada passo!
3.3 - Queda com Atrito

Em nosso cotidiano ndo € comum observarmos corpos que se movimentam livre-
mente, ou seja, corpos que se movimentam no vacuo. Portanto, consideramos impor-
tante estudar movimentos de corpos em meios resistivos, como o ar. Um exemplo deste
tipo de movimento, que consideramos possivel ser estudado no Ensino Médio, é a queda
de uma corpo que sofre a acio de forcas resistivas proporcionais a velocidade (ou ao
quadrado da velocidade) do corpo. Estas forgas sio exercidas pelo meio sobre o corpo
que estd em movimento. Consideremos o movimento de queda de um corpo de massa m
em relacdo ao ar em repouso. Aplicando a segunda lei de Newton na forma da equagao

(29), temos

Vil — Vi
Y Fy=ma, & m (l'i-'——i) = —mg — bvy,

Inty —In

vy =(1-— %”Ejv” — 8T, (42)

onde b é uma conslante positiva e seu produto com a velocidade do corpo € a forca
resistiva que o meio exerce sobre o corpo. Para simplificar os cdlculos consideremos

o= f—; . Substituindo n por n-+ 1 na equacdo (42) obtemos
vp=(1—aT)v,—1 — &T. (43)
Subtraindo a equac@o (43) da equacdo (42), temos

Vatl —Vn = (Vn o vu—'lj(l = Cﬁ‘r)‘
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Calculando as diferencas estre as velocidades consecutivas para valores diferentes de n,

obtemos

n=1=v—vi=(vi—w)(l-ar),
n=2=>vy—v; = (v2—v1)(1 — 1) = (v; —wp) (1 — at)?,

n=3=v4—v3=(vi—n)(l—-at)= (v —w)(l —C!’E)B,

n=n—1=vy—vp_i = (Vp—) — 2 )(1 — a2) = (vi —w0)(1 —a1)”
SV =V + (v —v)(1 —a1)" .

Usando o resultado acima podemos calcular os valores das velocidades para valores
diferentes de n:

n=1=v;=vo+(vi —vp)(1— O!‘E)O,
n=2=v;=v+ (v —v)(l — 1),

n=3=v3=wva+(v —vp)(1 —a’c)z,

n=n—1=v,=v, 1+ (v —vp)(1 —at)" L.

Somando as expressoes acima obtemos a equacgio que nos permite calcular a velocidade

para qualquer valor de n:
va=vo+ (i —vo) [1+(1 —at)+ (1 —at)?+ (1 —at)’ +..+(1—ar)"'|. 44

A soma entre colchetes € a soma dos termos de uma progressao geométrica (PG), cujo
primeiro termo € 1 e a razdo € g = (1 — at). A equagio que permile calcular a soma

dos n termos de uma progressao geométrica é

l_'r;m:_](_qﬂ_—l)= (45)
g—1
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onde A ¢é o primeiro termo da PG e ¢ é a razdo entre os termos A, e A, 1, ou seja,
A - _ : s g ;
q = z."5 - Esses conceitos fazem parte do conteido de matemdtica ensinado no nivel

médio. Portanto, podemos escrever

1 (1=ar)+{l =ar)?+ (1 o)l +..+(1 = ocr)”“ - (“_—.M),

l-oz—1
1—at)"—1
= Vn = v+ (vi —vp) ((_1_—_075)_—_1_) 1
(1-an)y -1
kg = = ==  ar ) 5
Ve =vg — (¥ '*’0)( art R

De acordo com a equaciio 43, o termo v; — vg vale
Vi —vp= —gT—0UTvp.
Substituindo este resultado na equagio (46), temos

Va = Vo + (8T + &Tvp) (%) ‘ (47)

A equacido (47) nos permite construir os grificos das velocidades de uma particula con-

siderando valores diferentes para ct.
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Figura 3.5 - Velomidades discretas de corpos em queda Observe que &
possivel perceber e estimar os valores das velocidades terminais em cada

sttuacdo.

Observe que quando consideramos a acfo do ar, a velocidade da particula em queda
tende para um valor constante. Isto pode ser notado na figura 3.5. Esta velocidade é
chamada de velocidade terminal. A velocidade terminal depende da forma da particula
e de sua velocidade inicial.

Para calcular as posi¢des de uma particula em queda que sofre a resisténcia do ar,

podemos escrever a equacdo (27) substituindo »n por n — 1. Desta forma obtemos

xﬂ' = xn_ 1 (48)
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Usando as equacdes (47) e (48), obtemos

1-— "1
Xn = Xp-1+ (vo+ (g7+atvy) ((__oc_r)_)) T,

ot
: (1 —at)"—1
S Xy =Xp—1 +V0T+ (gT+ XTV) [ ———— | 7,
ot
4
(1—-oat)l -1
n=1=x =xp+vT+(gT+aTv) e
1—wr)>—1
n:2:>xQZX1+VgT+(gT+(ITt'Q) (£—~—{-x?)r——)7:
L —at)® —1
n=3=x3=x3+vT+(gT+ aTv) ((————)——) 7,
ot
(1—at)"—1
Xn = Xp—1 + VT + (8T + & Tvp) —— T

Somando os resultados acima, temos

Xp = Xg+ VT + (1—at)' + (1—at)?+ ...+ (1 —at)'] —n].

(g7 + aTvp) _T[
o L
A soma entre colchetes

(1—ae) 4+ (1 —ee)* +..+(1 —ar)

¢ a soma de uma PG cujo primeiro termo e a razdo so iguais a (1 — 7). Portanto, de

acordo com a equagdo (45), podemos escrever

Yo = X AT (g7 +aor1:v@) H((l ) - l)ﬂ _ni |

(1—art)—1

@x,;:xo—i—nv{]’c—w H(] —a7) [_(l_*_‘m_)n___lJ +nw .=
o art |

& Xy =X+ T — (‘g—z—?—m [[(1—a7)((1—-at)"—1)]+rat], (49)
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que € a solugao discreta exata do problema de queda de um corpo que sofre a agio
resistiva do ar. O termo (1 — ¢¢t)" € um bindmio de Newton da forma (c+ h)" =
Eif:n (E)c”_kh", onde (f) = ﬁlﬂ' é chamado de coeficiente binominal. Portanto,

podemos escrever

(1—-az)" =1 -na'c+n(}L~)( at)’ -

nn—1)n—2)
2! g &

- .+ 1%~
(50)

que é uma aplica¢do da expansio binominal em um problema de Mecénica. Para sim-

. " ; l
plificar ndo escreveremos as parcelas da soma acima entre ”(';! (—at)? e (—ar)”.

Entao, podemos reescrever a equacio (49) e obtermos

(g+cwp) n(n—1)

Xy =Xg+rveT — s H[l —oT) (1 —neT +

(—@t) ...+ (—a)® - I))] +nat]

nn—1) . 2
-—2——(051:)1+(—0:r) '].

ovy) [nn—1
=xp+mT— (gt]z ) [ ( 7 )(—at)2+ oot (—T)" +nale? —
Multiplicando todas as parcelas entre colchetes na expressdo acima por ¢ 2, obtemos

nn—1
Xn = X0 +nvoT — (g+ vo) [-—(T—l'rzﬂ 2] :

onde os termos entre colchetes que foram omitidos estdo multiplicados por alguma
poténcia de ot. Se ot = 0, ou seja, se desprezamos a resisténcia do ar, podemos reescrever

o resultado acima e obtermos

Xn=xXxg+hnvT—¢

nn—1) 5 2
e

n(n+ l)rz}

<::>x,1:x0—|-m*g'r—g{ 5

(n(n+l)) 5
& Xy =Xo+mnT— [ ——5— |87

Assim podemos perceber que a equagao (36) ¢ um caso particular. da equacao (49)
quando a resisténcia do ar é desprezada, ou seja, quando o = 0. Usando a equagao (49)

¢ considerando valores diferentes para o, podemos construair os gréificos da figura 3.6.
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x,,(m)
F Y
30ty
40_.
30+
20+
10 4
",
- =
0 T T T T - T i e i T T >
0 1 2 3 4 5 f \i t.(s)
; v ¥ v
=0 e = 0,25 a =075 =125

Figura 3.6 - Scolugdo dos problemas de movimento de um corpo
em gqueda.

Na figura 3.6 estdo representados os graficos x(t,) vs. f, de corpos que caem a partir
de uma mesma altura (x = 50m) e chegam ao solo (x == 0) em instantes diferentes. Ob-
serve que os corpos cujos graficos estdo representados nas cores preta e verde atingem
a velocidade terminal antes de chegar ao solo.

Como na secio anterior, podemos encontrar outra solugéo para o problema de queda
de um corpo que sofre a acdo do ar. Consideremos as equacdes (39) e (47). De acordo

com estas, podemos escrever

Xntl — Xn
Int1 —1In

=v+(gT+ary )((1_a7)n+1_1)+v +(gTt+ atv )(___(I—ar)”—l)
= Yo+ & 0 poops 0T\8 0 e ’

(l—at)”+1d1+(l~ar)“—l),

Xntl —Xn\
2( ) = 2vo+ (gT+ A Tvo) ( e —

rr.'.+l —In



Ln
n

1
Xntl —Xp = VT + iT(gT-F CK’FVQ) (

(1—at)™t! -1 . (1—-ar)*-1
aT ot ’

1 (gt + oty
Xp+1 = Xp —1- 1;DT+_£8____U.J

5 (A -+ (1 —ar)"-2),

1(et+ oty
ey =B BT OB

l—at)+(1—at)"—2),

2
l{gt+ar
Xpt1 =X +voT+ 5 (g————@@(l —oat)"—ar(l —ar)" —2)
T+ OTV, ot
] :x,?+vof+£g————ﬂ)- ((l—ar)” (] — —) - l).
o 2
Permita-nos representar f = (1 — %F). Entéo, temos
T+ ATV |
X+ 1 =xn+vor—f—7(g = 0) (B(1—ar)"—1),
4
0T+ 0T
n=0=x, :.X(]—[—VQT'F(i'id—le (,B(I ‘-[XTJO'—I),
T+ T
p=1 = X == +m1'+(iia—v”—) (B(1—at)! —1),

T+ QTvy
n=2:>x3:x2+v0’:+(—g——l&—@ (B(l—at)?-1),

T+ OTY
n=n—1 :>x”:x”_l—'—VUT—FW(B(I—QTJR_I I ])

Somando todas as n cxpressoes, temos

Xp = X +myT + lg® +aaﬂ-}!ﬁ Bl+1—ar) +. . +(1—at)"!]—n),
& xp =xp+nvT — (thgﬂl(ﬁ [(1—at)*—1]+nat). (5D

Usando a equacio (51) podemos construir os grificos dos movimentos considerando

valores diferentes de «, assim como foi feito anteriormente.



56

Xn(m/s)
&
504+
_;jﬂ..
30—
20 4
=12
| : - a=125
10 s 2"
a = 0 1‘_\ « -
t -~y
0 fre—e——y R o T 3 e T e
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' I t:(s)
1 "\
4 ~
a=0.25 * a=075

Figura 3.7 - Solugéo discreta dos problemas de movimento de um corpo em
queda considerando as equagdes (39) e (47).

Observe que as duas 1ltimas figuras s3o praticamente idénticas. Isto se deve ao fato
de termos considerado um passo pequeno: T =10,01s . Nesta situagio, considerando um
passo pequeno, a diferenca nos valores obtidos com as equacdes (49) e (51) sdo muito

pequenas.

A expansdo do binémio de Newton (1 — @7)" nos permite escrever

—1
Xp = Xp+mvoT — {i%f}l ([3 [-wna1+n(“2! )(—a'r)2+... +1%—a1)"

+noc'r)

=x0+moT — S?_‘%f:ﬂ)l ((1 - %E) {—nar+ E(HZ—?]—){—M)2+...+ l°(~ar}”} +nm:) :

Omitindo os termos com " (n > 3), temos

a ~1 a’t?
xn:x{)+nvu'r—£%-2ﬂz ({—nar—i-n%(g‘—) —ar)z-i—n 5 ]+m’xr),




2

g (g+avy) (no*t* na®t®  nac?
Xp = Xo+nvotT — pY 5 5 - 5 1
22
Xp = Xo+mvoT — (g + avg) 5

1 5, 1 5
S Xy =X +va,1—-§gfn +§CBVOtH.

Se oo =0, temos

1 2
Xp = Xp+voly — Eg'fu d

Que € a equacio (40). Nosso objetivo com essa discussao € mostrar que € possivel
encontrar mais de uma solucéio discreta exata para 0 mesmo problema de movimento.
Neste momento, estamos interessados em solugoes discretas que nos permitam escrever
uma equacio que represente adequadamente o balanco de energia a cada passo. Observe

que se considerarmos as equacdes (42) e (48), temos

Xn—Xn—-1  Vatl — Vn

Vg —8§— 0V
— —_— =V —_— }2
8Xn+ 8Xn_1 — AVnXn + AVpXp—1 = VaVni1 — Vp.

Multiplicando a expressao acima por 2, [emos
2
Mgxp—1 + mvi; — bvpxy + bvyxy—1 = nivyVpg) +mgxy 4+ bva (X, — x5 -1)-

A expressao acima ndo nos da informacoes sobre o balanco de energia. Entretanto, se

considerarmos as equacdes (42) e (39), temos

Xn+l —Xn _ Vil —Vn

Vpil +Vn —8— 0V,
Arrumando os termos € multiplicando o resultado por %m, temos

|
—MEXpy1 +MEXy — bvnxn-l-l -+ bvnxn = gm (Vn-% 1 + Vn) (Vn-i [ Vﬂ) '

| |
Emvﬁ +mgxy = imv%-e—l +mgx, 1 — bvy (-an.-l _—’Cn)- (52)
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A expressdo (52) nos informa que a energia mecénica nio se conserva a cada passo. O
termo —bvy,(x, 1 — x,,) representa a quantidade de energia dissipada a cada passo, ou
seja, o trabalho realizado pela forca —bv, durante o deslocamento x,,+| —x,. A equagio
(32) nos dd o balanco de energia a cada passo.

Consideramos importante a discussao acerca do movimento de queda considerando-

se aresisténcia do ar porque esta situac@o estd presente no cotidiano dos alunos.

3.4 - Oscilador Harmonico

Nesta secdlo aplicaremos as equacdes da mecénica discreta ao sistema massa-mola.

Observe a figura 3.8 abaixo.

Feigstica = 'kxn

¥

Figura 3.8
A forca da mola sobre a massa é
Fu = —kxp, (33)

onde k € a constante da mola. Considerando que a for¢a da mola (53) seja a dnica forga

aplicada na massa e usando a segunda lei de Newton, obtemos

fy = —— Xy, (54)
nt
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onde m € a massa do corpo. Definindo a constante
0 =X (55)
m '

podemos escrever as equacdes discretizadas do movimento, de acordo com as equagoes
(30) e (28):

Xyl = Xp T VaT (56)

Vnt] = Vp — mz.x,,,t. (57)

Multiplicando a equagio (56) por i@, obtemos
{0Xp4| = 10X, +IOV,T. (58)

E acessivel aos alunos do Ensino Médio, por fazer parte do contetido ensinado, as no-
tacOes e operacdes envolvendo nimeros complexos. A relacio ? = —1 nos permite
escrever —@®* = (~1 )mz = i?@.® . Somando e subtraindo as equagoes (57) e 58 obte-
mos

Vgl Fi@Xpp] = i0X + IOV, T+ Vy + 200X, T,
Vi T 00X, 1 = vy + 10X, +Ii0T(v, + i0x,), (59)

Vil — E@Xps| = Vp + I200.0X, T — i, + —i@VLT,
Vit | — E0Xp 1 = Vy — 10X, —IOT(Vy — I00X,). (60)

Fatorando as equagdes (59) e (60), vem
V”| 1 +i.ﬂ)xn+1 — (l‘f‘f&)T)(Vn—f"ia)x,g), (61)

Vpl — 10Xy = (1 5 fCD’E)(v” = ia)xﬂ)' (62)



Fazendon=1,2,3,...,n— 1, temos

n=0=vi+iox = (l1+iot)(vo+ioxy),

n=1=wv+ioxn = (1+iot)(v)+iox) = (1 +iwr)2(vn +imxy),

n=2=v3+iwx; = (14+i07)(v2 +iox) = (1 +iot)’(vo + ioxp),

Vp +i0x, = (1 +ioT)" (vo + i@dxy).

Com o mesmo procedimento acima aplicado a equacao (62), obtemos

vy —i0x, = (1 —ioT)"(vo — lwxy).

Das equacdes (63) e (64), obtemos

(1+iot)*(vo+ fOJ.rg) + [:l - I'CD’C)” (vop— I'C(Jx;])
2

Vip =

_ (1+io1)"(vo + iwxg) — (1 — i) (vo — iwxg)
e TR TS T T R

A .
S i2m

1
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(63)

(64)

(63)

(66)

que constituem a solu¢ao discreta exata do problema de movimento do sistema massa-

mola. Se trabalharmos nas equacdes (65) e (66) aplicando algumas propriedades dos

nimeros complexos, que sio estudadas no Ensino Médio, obteremos equagdes apenas

com termos reais.

Um ptimero complexo pode ser escrito como

z=u-+iw,

(67)

onde u e w sd0 niimeros reais e i = v/ — 1. O nimero complexo z pode ser representado

em um plano conforme mostrado na figura 3.9.
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¥

@
) O

Figura 3.9- Representagdo grafica de um
nimero complexo.

Da figura 3.9, podemos perceber que o médulo de z é

lz) = V2 +w? (68)

e que o dngulo O é dado por

6 = arctan (11:) : (69)

Podemos também representar um nimero complexo em coordenadas polares. Desta

forma, obtemos:

z=z|(cos(8) +isen(B)). (70)

De acordo com a equacio (70), é possivel demonstrar que

7' =z|" (cos (n0) + isen (nB)) (71)

7' = |z]" (cos (nB) — isen (nB)), (72)

onde Z € o complexo conjugado de z. As equagdes (70), (71) e (72) estdo demonstradas

no apéndice B deste trabalho. Assim, reescrevendo as equagdes (65) e (66) e aplicando



62
as equagdes (71) e (72) aos nimeros complexos (1 +i@7T)" e seu conjugado (1 —iwt)”

obtemos:
En (1+ioT)"(vo +ioxg) + (1 —iwT)" (vo — iexp)
W Sl
2

. %“((1 +ioT)" + (1 —iwt)") +fcoi‘:2H (1+iot)" — (1 —iet)"),

e ( ( 1+(w‘r)2>” ..«:os(ue)) s ((\/m) nsen(ne)> wxo,

—_—
vﬂ_'(

\/I + (m’c)l‘)u (vocos(nB®) — wxpsen(nB)), (73)

(I +ieT)* (v +iwxg) — (1 — i0T)"(vo — i0x0)
o i fza)

= 0 (1 i@y~ (1 —i07)") + 2 (1 +iD)" + (1 - i7",

Xy = (\/1:—_(;'5;) (V—agsen(nﬁ) -I—x:}cos(nﬁ)) : (74)

Os argumentos das funcgdes seno e cosseno das equacoes (73) e (74) podem ser reescritos
considerando a relagdao 6, = nf, onde 0 € um angulo inicial cujo valor ¢ determi-
nado pela escolha do passo T, ou seja, seu valor pode ser tao pequeno quanto quis-
ermos. Assim como T corresponde a uma variagdo de tempo entre #,.1 € t,;, 0 an-
gulo O corresponde a uma variagio angular entre 6,4 ¢ 6,. Entdo, vamos definir a
funcdo frequéncia angular discreta como a razao entre uma varia¢ao angular discreta

0 = 6,41 — 6, que representaremos por 8, e um intervalo de tempo 7. Assim temos:

0
ay = ?“ (75)

Vamos nos limitar aos problemas em que @y tem valor constante. Assim podemos
escrever

nB; — wynt,

n Bﬂ' = Wyty.
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Entéo, considerando a definigdo (75), podemos reescrever as equagdes (73) e (74):

= (1 /1+ (CO’L')Z) (vocos(wyt,) — wxpsen(wyty)) (76)

Vv

=

Xy = ( 14 (a)l’)?f) (%se;z(wdin) --Fxnco‘s‘(codr,,)) : (77)

Observe que @ # @;. Aplicando a equagao (69) ao complexo (1 +imT)", temos
|
tan(B;) = tan{wyt) = Wy = Em‘c}:c.r.n(cm:). (78)

Gostariamos de chamar a atencao para o fato de ser possivel fazer uma argumentacio
I6gica a respeito das relagoes (78): quando o argumento de uma funcéo seno ou tangente

é pequeno, podemos considerar a aproximacao de pequenos dngulos sen(6) = 1g(6) =

0. Desta forma, podemaos escrever

tan(@yT) = ? Say=0 (t—0), (79)

que nos permite concluir que a funcao frequéncia angular discreta tende para @ quando
consideramos passos cada vez menores. Note que estamos propondo uma argumen-
tacdo que possa ser feita em uma turma de Ensino Médio. Entretanto, demonstraremos
rigorosamente a relagdo (78) e o caso limite (79). Com as equacdes (76) e (77), pode-
mos construir os grificos do movimento. Se considerarmos passos diferentes, ou seja,
valores diferentes para 7, na equacio (77), podemos observar variagdes nas amplitudes
e, portanto, concluir que a energia mecinica do sistema, que depende da amplitude do
movimento, ndo estd sendo conservada. Entretanto, & medida que diminuimos o valor
do passo, o grifico do movimento nos mostra que a amplitude nao varia a cada ciclo e,
portanto, podemos concluir que para valores de T muito pequenos a energia € conser-
vada, quando estudamos o problema com a equagdo (77). Consideramos para a obtengao

dos grificos abaixo: @ = 4,05, vg=0¢e xog = 0.1 m.



x,(m)
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0,3
pe---p T= 0.02s
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. N - T = B0Es
» T =0.006s
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Figura 210 - Solugio discreta do problema de movimento de um oscilador
harmémco. Observe, através dos graficos, que a energia néio € conservada,

Assim como fizemos nas secdes anteriores, se multiplicarmos as equacdes (56) e
(57) concluiremos que o resultado ndo nos dard informagdes sobre a energia mecénica
do sistema. Entretanto, se considerarmos outra discretizacdo para a velocidade ¢ para
a aceleragdo obteremos uma equacdo que representard adequadamente o que de fato
acontece, ou seja, a equacdo da conservacdo da energia mecinica. Permita-nos escrever

as equagOes discretas para o sistema massa-mola:

% +v X —x Vv, +v
n+1 1 n+1 n & Xpil =Xn+ fal e S T (80)
2 T Z
€
a a V —¥ X X
n+12+ o n+1‘c LB Vbl =Vp — aJ2 (—%—ﬂ) T. (81)
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Combinando as equacdes (80) e (81), temos

Z(x,h-,] '_xn) =2 2 (Vr:—l-l i Vn)
Vgl Vi —? (I,H_] +xn) ’

__a)Z (xn-i-l _xi'l) (xn—i-l '}_xﬁ) = (vn-H = 1’n) (Vn—l-l -+ Vu) 3

2
W’ — w*

no

2 e 2
xn+l == "n—}-l — V.

Multiplicando os dois lados da expressdo acima por %m e considerando a equac@o (55),
temos
1

1 1 1
2 2 2
—kx, + —mv, = —kxﬁ 1+ =mvpg- (82)

As equacoes (80) e (81) correspondem a outra solucdo discreta para este problema.

Multiplicando a equacdo (80) por i@, temos

i@Xy | = i0X, + iOT (%) . (83)

Reescrevendo a equacio (81), obtemos

2 Xntl TX
vn.i_l — v;g + it (%) -

Subtraindo e somando as equacdes (81) e (83), obtemos

. I . {1tV
Vpt] — i0Xpt) = Vg + IQIOT (—’3%) — 1WX; — 10T (% :

(1 I JT) (sz—l—l = wan—l-l) = (1 ki T) (V” i I(U‘In);.

_ it
Vgl — i@Xpy] = - (vr: R -’:mxn) . (84)

07T
I+

1o
1?(14_%_{)- (85)

Permita-nos escrever
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Assim podemos escrever

n=0= v —iax -——l('m—i(wm),

n=1=v; —iwx; = A(v; —iox,) = A (vg — ioxy),

n=2=v3—iox3 = A(vy —iwx;) = 42 (vg —iwxg),

n=n—1=v,—i0x, = A (vy_1 —i@0x,_;) = A" (vo—iexp),

vy — i0x, = A" (vg —iwxp) ; (86)
| e Xnt1 +X ; ; Va1 +V
Vpp| TEHOXy ] = Yy T IOIOT (%) + 10X, +—1OT (7”4_12 ”)

T

WT
(I - -"2—) (anl_I = i.(ﬁxn_H) = (I =+ EE_) (V;r.‘l—l.m)ﬂ‘lj 3

14 oz
Vil HiOX, 1 = 5&2,1. (vn + fmxn) . (87)
i o

A":(Hf?).
1__!(01'
)

v +iox, = A" (vg +ioxg)

Na equacdo (88), temos

Para valores de n, obtemos

1
vyt i@x, = R (vo +iwxp). (88)

Somando e subtraindo as equacoes (86) e (88), temos

;L!.‘

ANy .
Y= ? (VU — IQ)J,D) - m (V[_} "|‘3C0-x[}:] (89)
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n

(vo +ixg) — -

P (‘v‘[) == f&)xO) 2 (90)

X = ——
T Dwir

Analogamente ao que foi feito com as equacdes (65) e (66), podemos reescrever as

equagoes (89) e (90). Considerando a equagdo (71), é fécil verificar que

1 = —:—I(cos (nB) —isen(nB)).

Z"

Além disso, observe que |1| = 1 e que a parte complexa de A € negativa . Entdo, temos

A" = cos(n@) —isen(n6) = % = cos(nB) +isen(nb). (91)

Usando as relagdes (91), podemos reescrever as equagoes (89) ¢ (90):

= vy = Vocos( @aty) — Oxgsen(Wyly), (92)

S A ey B L
x“_izm(a,n l)+2(1n+l)

= X, = xpcos{@yt,) + -;—(J).sen(a)dzn). (93)

Neste caso, para estabelecer a relaco entre oy, e © , temos

o 1—2\ 4@’ i ter
Tt LA 4+ w7 )’

4ot
A4 @it

] 1 T
tan(6y) = tan(wy7) = T e e ;amm” )"
Arwit? ke 4

As equagdes (92) ¢ (93) constituem outra solugao do mesmo problema desta segio.
Estas diferem das equacdes (76) e (77) devido a discretizagdo adotada. As equagdes
(92) e (93) nos interessa pelo fato de corresponderem a equagdo (82). Os grificos das

posicoes e velocidades em funcao do tempo considerando @ = 4,05~ lw=0ex=



0, 10m, serdo:

v, {m/5)
A
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T =001s
0,3+
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01
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Figura 3.11- Velocidades discretas de um oscilador harmanico.

68



69

Xn(m)
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Figura 3.12 - Solugdo discreta do problema de movimento de um
oscilador harménice. Observe que neste caso a energla é conservada

Note que com a equacdo (93) ndo necessitamos considerar passos muito pequenos
para que a amplitude ndo mude de valor a cada ciclo. Alids, para qualquer valor de 7
a amplitude serd a mesma. Note também que as equagdes (76) e (92), para as veloci-
dades, e as equacoes (77) e (93), para as posi¢oes, diferem entre si apenas pelo termo
(\/ﬁ E)i) H. Esta diferenca tende a desaparecer a medida que consideramos passos

cada vez menores. Discutiremos este aspecto no apéndice B deste trabalho.
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CAPITULO 4 - Mais Aplicacdes da Fisica Discreta

Nesta secdo resolveremos outros problemas cujas solucoes discretas exatas sdo difi-
ceis de encontrar. Para isso, escreveremos relagdes de recorréncia com dlgebra simples,
acessivel aos alunos do Ensino Médio, e efetuaremos os cilculos com o uso de um
programa de computador. O programa usado neste trabalho € o Maple 12 [1] e a progra-
macdo esta disponivel no Apéndice A. Vale ressaltar que o uso da calculadora também

€ possivel, apesar de demandar mais trabalho.

4.1- Queda com Atrito

Nesta parte do trabalho, consideraremos uma for¢a de arrasto proporcional ao quadrado

da velocidade

Fyy = —bV28, (94)

onde € é um vetor unitdrio que sempre tem a mesma dire¢do e o mesmo sentido do vetor
velocidade do corpo em movimento que sofre a acdo da forca de arrasto. Assim como
fizemos nas secOes anleriores, omiliremos a notagdo vetorial, pois estaremos tratando

de um problema unidimensional. Assim, aplicando a segunda lei de Newton (29), temos

5 Vil — Vi 2
E Fy=ma, & m (————— = —mg —bv,,
Lugl —In

2

Vil =Va— —Vn‘f = g’f,
I

Y+l :Vu-avif'_gf‘ 95)

Para as posicoes, temos

Xpa] =X T V1T,
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Xni1 = Xn+VnT — av272 — g2, (96)

Usando as equagdes (95) e (70) ou a programagfio disponivel no apéndice A podemos

construir os gréficos v, (t,) vs. 1, e x(1,) vs. t, considerando valores diferentes de .

vy {m/s) & a=0025 «=0075 a=0125
A A
0 I :
4 ' r’l '
-104
_ZD..‘ e R R e e i
=30, - T T T ‘ i ’ T v T v T r T >
] 1 2~ 3 4 5 & 7 %
t,{s)
¥
a=10

Figura 4.1 - Velocidades discretas de um corpo em queda submetido
auma forca de arrasto proporcional ac quadrado da velocidade.

Consideramos que com a aplicacdo da Fisica discreta em problemas como este dis-
cussdes acerca de aspectos do movimento como, por exemplo, a existéncia de uma
velocidade terminal para coeficientes de atrito (b presente na (95)) diferentes, sdo mais
ilustrativas ¢ oferecem aos alunos mais ferramentas para um bom entendimento do con-
tedido estudado. Além disso, a queda de corpos que observamos em nosso cotidiano
ocorre com a presenga da agdo do ar. Portanto, se desejamos contextualizar os problemas
estudados na Mecénica do Ensino Médio, precisamos mudar nossas abordagens e aqui
estd uma alternativa para que isso aconteca. Com a equagao (96), podemos construir os

graficos representados na figura 4.2.
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Figura 4.2 - Solupdes de problemas de movimento de corpos em queda
submetidos a forga de arrasto proporcional ao quadrado da velocidade.
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4.2- Movimento de Projéteis

Na auséncia de gravidade, vocé poderia atirar uma pedra para o céu com um certo
angulo e ela seguiria uma trajetoria retilinea. Por causa da gravidade, entretanto, a tra-
jetoria se curva. Uma pedra arremessada, uma bala de canhdo disparada, uma bola de
futebol chutada ou qualquer objeto lancado por algum meio e que segue em movimento
por sua prépria inéreia ¢ chamado de projétil. Aparentemente, a trajetoria de um projétil
¢ muito complicada. Entretanto, essa trajetoria € surpreendentemente simples quando
observamos separadamente as componentes horizontal e vertical da velocidade. Na

auséncia de resisténcia aerodinamica, a trajetdria curvilinea de um projétil € uma com-
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binagio de nm movimento horizontal, com velocidade constante, com um movimento
vertical uniformemente acelerado (retardado). Os movimentos verticais, neste caso, sao
idénticos aos movimentos de subida e de queda livres do corpo.

Consideremos o movimento de um projétil. Se considerarmos desprezivel a agao
do ar, a anica for¢a que age no projétil € a forca peso 7; = m}?. A forga peso tem
modulo mg, dire¢ao do eixo y e sentido ignal ao sentido negativo do eixo y. Portanto,

ao aplicando a segunda lei de Newton (29) no problema, obiemos:

Va(n+1) — V() \
Y Fi(n) = Mty = m (m—-m) k|

Vilnt+1) = Va(n) = Ve = constante,
= Xpgl = Xn+ ¥y T. (97)

A equacio (97) nos permite calcular os valores das abcissas do projétil. Para o célculo

dos valores das ordenadas, temos

e g D V5
ZF)'{“) = =K L ( tﬂ+| — 1 ) 7

Vy(nt1) = Vy(n) _g(tﬂ+l '_‘rr‘t) :

B
= 22 P Vyin) — 8 (IH-I-'] _rﬂ-) 1
[
Vol = Yn T+ V),{ﬂ}f T gTZ (98)

As equagdes (97) e (98) nos permitem calcular os valores numéricos dos pares orde-
nados que, quando escritos no plano x vs. y nos fornece a trajetéria do projétil. Observe

a figura 4.3.
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yim)

= xim}

Figura4.3

Consideremos o vetor velocidade inicial vo = (25,0m/s) £+ (20,0m/s)§ . Seu mo-

dulo &

Vo| =32,0m/s e sua diregdo forma um dngulo @ = 38,66° com a reta das
abscissas. A partir desses valores e considerando um passo de 0,01 s, podemos construir

a trajetoria representada na figura 4.3.

Valm)
»

304

20

184|

0+ T T T T T Sy T —
0 20 40 &0 a0 100

Figura 4.4 - Trajetéria discreta de um projétil
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Se tracarmos uma pardbola e compararmos com a curva tracejada observarfamos
uma discrepéncia entre uma e outra. Isto se deve a escolha da discretizagio (28).

Agora, para 0 mesmo movimento, vamos considerar a acao do ar. A forca de arrasto
(94) tem a mesma direcdo e sentido contririo do vetor velocidade do projétil. Decom-

pondo o vetor forga de arrasto em componentes ortogonais, podemos escrever

Fa{n] T _ia'(ﬂ) o F‘ay{n]'
Observe a figura 4.5.

yim)’

* x(m)

Figura 4.5

Observe que v% = v’f_{n] 412

y(n)- A8 componentes do vetor forca de arrasto sdo

Fox(ny = Faqnycos0 = b(”.%(n] +v}2,{n))¢?058 e Fay(ny = Famysent = b(vf{”, +v:fi{n) )sen6.

Além das relagdes acima, podemos escrever

: Viin
cost = L B e senf = ————"—{)——,

2 2 2 2
1')c(n) + vy(n} L_‘_{”) £ V_v(n)

e, portanto, obtemos

A 2 2 Na
a7 ‘v’z.(”)) % Va(n) e F:'x_v[n) = b(v,v{n) 5 Vy(n})i Vy(n)-

Fa.r{n) == b("’z v

x(n)
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Aplicando a segunda lei de Newton no problema, obtemos

L _ Va(n+1) ~ ¥x(n) !
2Py = maty(uy =m (I—H-_Tx* = =b(V() + Vo) ¥ty

2 9 sl
Vitn+1) = Va(n) — tx(vr{u) + vy{,q_])zv.r{njta

Fatl “Xn S 9 i
i I!H-I g II'J % Vx(”] a(lrx(n} + ])}r{n))z V_,_—(”}T.I
= ( 4 2 1% 2 o
Xntl = Yn + V,x-{n)f s a(‘*’x(,j} -+ Vy(”_)) 2 VI(”)‘L' 5 () )

Para o célculo das abscissas ¢ ordenadas, temos

N Y 5 5 i r Yy(n+1) — Vy(n)
ZF;’(”} = —ing — b(vx{n-} +v}.(n))—$y{ﬂj =m (_m) ;

2 2 1
Vy(nt1) = Vy(n) = 8T = O (Vi) T Vi) 2 Vy(m) T

Yntl — ¥n 2 2 ;
B 2 =y — 2T — OV 2y T,
In+1 —In () # {-VAKHJ * vy[n}) V()
1
Ynil = YntVy(m)T — e = a(‘{%{,;) i Vi[n)) “Vy(n) 2, (100)

Observe que as equagdes (97) e (98) sdo casos particulares das equagdes (99) e (100),
respectivamente, e surgem quando desprezamos os efeitos resistivos causados pelo meio
onde ocorre o movimento, ou seja, quando b = 0. Além disso, no caso de considerarmos
a resisténcia do ar, os valores das abcissas ¢ ordenadas dependem da massa do projétil.

Considerando o mesmo passo, a mesma velocidade inicial e 0 mesmo angulo da situ-
agfo anterior, podemos calcular as abscissas e ordenadas das trajetérias de um projétil

de massa m = 450 g, considerando valores de cx diferentes. Ohserve a figura 4.6.
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Figura 4.6 - Trajeténias de vm projétd constderando-se a aglo do ar
com mntensidades diferentes.

Note que com um procedimento analitico relativamente simples podemos discutir
com os alunos no Ensino Médio os efeitos causados pela agdo do ar. Os valores utiliza-
dos para a elaborac@o das trajetérias representadas na figura 4.6 sdo valores tipicos de
uma situa¢do real: uma bola (projétil) de futebol langada por um chute (considerando
que a bola ndo tem movimento de rotacdo). Uma bola de futebol oficial tem massa
aproximada de 450 g e um chute tipico de uma partida de futebol costuma langar a bola
com velocidade inicial de 32,0m/s. Os valores do coeficiente de resistividade e do
angulo também sdo boas aproximagdes de uma situagdo real.

Observando as trajetSrias nos dois grdficos € ficil ver a diferenga entre os alcances e
as alturas que s#o atingidos pelo projétil. Os estudantes poderdo comparar os valores das
abcissas e ordenadas construindo tabelas com os resultadas numéricos obtidos a partir

da aplicacdo das equacdes (97), (98), (99) e (100). Com a programagdo do Maple 12
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[1] disponivel no Apéndice A os valores do coeficiente de resistividade do ar pode ser
alterado e novos gréficos e tabelas podem ser construidos, aumentando o conjunto de
dados que devem ser comparados. Com isso, o professor e os alunos poderio discutir
a dindmica do movimento dos projéteis. Acreditamos que este processo constitui um

estudo de Mecanica que vai além da simples memorizagao de férmulas.

4.3 - Oscilador Harmonico

Nesta se¢do, permita-nos desenvolver a solugdo de problemas de movimento de os-
ciladores harménicos abordando problemas trabalhados no Ensino Médio. Considere-
mos um corpo preso a extremidade de uma mola e que € deslocado da sua posigao de

equilibrio x = 0, conforme figura 4.7:

Fatgstica = -kotn

¥

-Xpn o Xn

Figura 4.7

Desprezemos inicialmente todas as forgas de atrito e a massa da mola. Aplicando a

segunda lei de Newton (29), temos:

Hicl, = —kx,,
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- Vgl — ¥y = '_;;;xrz (Irr -1 — In):

k
& Vsl :v,,—;xn’r, (101)

que nos permite calcular as velocidades do corpo em diferentes momentos de sua tra-
jetoria. Para obtermos uma expressdo que nos permita calcular as posicoes do corpo em

diferentes instantes de tempo, devemos aplicar a equagio (27). Entio, temos

Xnt+] —Xn
=y o (rn-i—[ _‘zn) s
tnt1 —In fil
k 2
< Xptl —Xp = _'Exn (UH—I _fn) -+ Wy (E:z+] _’3.11):-
k
Xptl = X+ VpT— Exnfz- (102)

Deve ser observado que este processo de solug¢do de problemas de movimento é
exatamente o oposto da forma como os osciladores harménicos sdo estudados no En-
sino Médio. Muitos livros trazem para os alunos exercicios nos quais os graficos es-
140 prontos e deles os alunos tém que tirar informagdes para solucionar os exercicios.
Nossa proposta é que o aluno resolva o problema, aplicando a segunda lei de Newton,
e construa a solugdo grifica do problema. A Fisica Discreta permite que isso seja um
processo possivel.

Durante pesquisas em livros de diferentes autores, deparei-me com um exercicio que
gostaria de trabalhar nesta se¢do. O enunciado do exercicio & “A figura deste problema
mostra o grafico X (¢) x ¢ para um corpo em MHS. Escreva (com valores numéricos) a

equacdo que fornece a posi¢ao em fungdo do tempo para este movimento”.
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Figura 4.8 - Figura retirada do livro

Observe que a solugd@o do problema de movimento jd € dada ao aluno. Nos estudos
deste tipo de movimento é informado ao aluno que a solugiio deste tipo de problema é
da forma

x(t) = Acos(wt ), (103)

onde A e @ sdo, respectivamente, a amplitude e a frequéncia angular do movimento do
corpo. A amplitude corresponde ao valor médximo da posicao, na qual a velocidade é

igual a zero. E a frequéncia angular ¢ dada por
=2 (104)

onde 7" € o periodo do movimento, que corresponde ao tempo que o corpo gasta para
dar uma oscilagao completa. Portanto, o aluno resolve o exercicio tirando do grafico do
movimento os valores da amplitude ¢ do periodo ¢ usando as expressées (103) ¢ (104):

x(t) = 2603(24—91-.@ — 2cos (g;) . (105)

Gostariamos de fazer uma pergunta: o que o aluno aprende com a solugdo de um exer-
cicio como este?

Agora, permita-nos abordar o mesmo problema aplicando a Fisica Discreta. O sis-
tema massa-mola da figura no inicio da se¢io reproduz um problema andlogo, con-
siderando xp = 2cm. A massa estd submetida a uma forca eldstica exercida pela mola

de constante eldstica k = 9,86 N /m e executa um movimento harménico simples de
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amplitude A = 2¢m e periodo

v4,0kg
B i S P
v/9,86kg/s?

A aplicac@o da segunda lei de Newton no problema resultou na expressao (102), que nos

T =21 %zzn (106)

permite construir o gréfico da posi¢ido em fungdo do tempo do movimento do corpo.

xplem) 4

Fie . i

1 ‘. | i

Bt———— T t T T T T T T T T T »*

1 2 3 4 &
:‘ . . tu{sj

e . . : .
‘—2 .} . . -."

Figura 4.9 - Solugdo do problema de movimento de um oscilador
harmdnico com os mesmos parmetros do exercicio observado no
lwro.

Observe que obtivemos a mesma solucdo que estd representada na figura (4.8) do
exercicio. Os alunos podem construir o grifico acima, escolhendo um passo de 0,01 s.
Gostarfamos de lembrar novamente que todos estes procedimentos podem, também, ser
realizados com calculadoras. Sabemos que estes cdlculos sdo mais trabalhosos com
0 uso de calculadoras, mas podemos diminuir o nimero de pontos a serem marcados
em um papel milimetrado e assim viabilizar os cédlculos. Assim estaremos proporcio-

nando ao aluno a oportunidade de desenvolver sua autonomia, o que nos aproxima dos
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objetivos almejados pelas recomendaces do PCNEM.
Agora, comparemos alguns valores numéricos obtidos com a aplicagdo das equagoes
(103) e (102). Para isto, consideremos o valor do passo igual a 0,01 5. A tabela abaixo

mostra os valores encontrados.,

n Tempo(s} O 41 % (m)
9 0,1 1,57254 1,57538
49 0,5 1,40364 1,41421
83 0,9 0,29869 0,31287
123 1.3 -0.92024 -0,50738
169 1.7 -1,73800 -1.78201
209 21 -1,97343 -1,97538
245 2,5 -1,40577 -1,41421
289 2,9 -0,30165 -0,31287
32% 3.3 0,91758 0,307398
369 3.7 1,78666 1,78201
409 4.1 1,97392 1,97538
449 4.5 1,407%0 1,41421
439 4,3 0,30461 0,31287
528 3,3 -0,91432 -0,90728
565 5,7 -1,78531 -1,78201
609 6,1 -1,97440 -1,97538
645 6,5 -1,41003 -1,41418
B8 6,3 -0,30757 -0,31286
Tabela 1

Vamos considerar uma forca de atrito sobre o sistema massa-mola, exercida pela su-
perficie sobre o corpo. O médulo dessa forca € o resultado do produto entre 0 médulo da
forca de reacdo normal ‘ ﬁ' —mg, exercida pela superficie sobre o corpo, e o coeficiente

de atrito cinético .. Aplicando a segunda lei de Newton no problema, obtemos

Vg1 —V,
n (M) = —kxp — UcN,
lnt1 —In

k u-N
= Vprl = Vn —XpT — T,
m i

Xpi-1 — X k 1N
ot L B,
T m m

k
S Xp 1 =X+ VT — Ex,-,fz — Jut.grz. (107)

Na equacéo (107), a parcela L.gT> lerd valor positivo quando o oscilador tiver ve-
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locidade negativa; e valor negativo quando a velocidade for positiva. A figura 4.10 é o

grifico x,(#,) vs. ¢, do movimento do corpo preso a mola. Nesta situacio consideramos

que a mola tem constante eldstica k = 50N /m e que o coeficiente de atrito cinético é

U = 0,2 . Os valores iniciais das posicio e velocidade sdo xg = 1,0me vg = 0.

xrz{m} #
13
0.8 - a

064 :
Bl s W
g . i

024"

T

Jieiaantic i
1

-0,4-

olifed ™ - telEs "

_02 ]

Y

tn(s)

Figura 4 10 - Sclugio do problema de movimento de um
oscilador harménico submetido ao atnto cinético.

Outro exemplo, no caso de um oscilador harménico, € considerar a for¢a de re-

sisténcia que um liquido exerce sobre um corpo. Consideremos o sistema massa-mola

da figura 4.11.
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Figurad.11

A forga resistiva exercida pelo liquido sobre o corpo serd proporcional a velocidade
do corpo. Como se trata de um problema unidimensional, omitimos a notacéo vetorial.

Portanto, podemos aplicar a segunda lei de Newton no problema e obtermos

Vptl —V
7 (M) = —kx, — by,

I+l —In
k Vn
TVl = Vp— g (fn+l _fn) ER (In-i.-l _trx)a
m m
Xndl — Xn k by,
————— =Va——Xnllpi1 ) — — (tni1 —ta),
tne1 —In m m
k by
Xl =X+ VaT = — T — L, (108)

A equacdo (108) nos permite calcular a posi¢do em funcdo do tempo e construirmos
0 grdfico que representa a solugdo do problema. Consideremos que a mola que suspende
0 corpo, de massa ;m = 2 kg, tem constante eldstica k = 100N /m e que o coeficiente de
resistividade seja b =2 N.s/m. Entdo, os valores numéricos e a solugiio gréfica do

problema serfio:



il tiz) | xdcm) n tis) | % [cra}

3 0.1 [ 522008 |[309 (|31 |0.21806
19 |02 [7.54716 |310(32 [-1.01157
28 |03 | 618068 |320(3.3 |-1.56930
30 | 04 | 212493 339 | 3.4 | -1.35403
49 |05 | -252650 | 349 |35 | -0.53841
589 |06 | -557459 | 359 |36 | 0.446137
B8 | 0.7 | -5.774756 | 389 | 3.7 | 1.13195
78 | DB | -3.30755 279 | 3.8 | 1.23308
89 | D9 | 044055 389 | 3.9 | 0.75907
99 1.0 | 3.82824 399 [ 4.0 | 001772
109 | 1.1 | 4.84726 409 | 4.1 | 071211
119 | 1.2 | 3.7268R2 419 | 4.2 | -1.0135
129 | 1.3 | 2.00444 429 [ 4.3 | -(0.82135
139 (14 | -191826 |432 |44 | -0.27087
149 | 1.5 | -368180 (449 | 45 | 0.35118
159 ) 16 | -3.5B828 | 4598 |46 | 0.75271
169 | 1.7 | -1.858B16 | 460 | 4.7 | 0.77086
179 | 1.8 | 0.558568 479 | 4.8 | 0.43348
180 | 1B | 079165 488 | 49 | -0.07025
189 | 1.9 | 2. 48819 499 | 5.0 | -0.49360
199 | 2.0 | 3.09218 500 | 5.1 | -0.65011
209 | 2.1 | 2.22037 519 | 5.2 | -0.49352
219 2.2 | 0.41368 528 | 5.2 | -0.16677
229 | 2.3 | -1.40996 529 | 53 | -0.12558
239 | 2.4 | 2413638 [ 539 |54 | 0.26476
249 25 | 271304 545 | 55 | 0.45637
359|286 | 101765 |550 |56 | 047820
269 | 2.7 | D.53012 569 | 5.7 | 0.24247
279 | 2.8 | 1.68879 579 | 5.8 | -D.08191
289 | 2.9 | 1.95832 589 | 5.9 | 0.33772
299 | 3.0 | 1.30726 599 | 6.0 | -0.41419

Tabela 2

85
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Figura 4.12 - Solugéo do problema de movimento de um oscilador
harmdnico amortecido.

Um oscilador harmdnico pode executar um movimento bidimensional. Neste caso e
em outros casos de movimentos bidimensionais, necessitamos de duas coordenadas para
descrevermos o movimento. Além disso, no estudo de movimentos bidimensionais, as

grandezas fisicas devem ser tratadas em sua forma vetorial. Portanto, a equacio (27)

deve assumir a forma

ey F = | ‘-‘F
Vo = = 2 (109)
tHJr! —in

Onde 7 € o vetor posicao da particula. E a equacdo (28) assume a forma

L Ve —v
= T (110)
Int1 —1n

Agora vamos estudar um movimento bidimensional especial. Consideremos o os-

cilador harménico na figura 4.13.
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Figura 4.13 - Oscilador em duas dimensdes.

O estado inicial do oscilador da figura 4,13 pode causar, num primeiro momento,
a impressdo de que € dificil descrever o movimento posterior do oscilador. De fato, a
solugido deste tipo de problema ¢ dificil. Entretanto, vamos resolvé-lo e mostrar que
com a Fisica discreta € possivel o estudo deste tipo de problema no Ensino Médio e até

mesmo no Ensino Superior. Aplicando a segunda lei de Newton, obtemos

) Fu=ma,,

onde ﬁe{,,} = —k(l,— ) = —k (m = s‘g) [ é a forca eldstica exercida pela mola
sobre o corpo de massa m. A forga eldstica é proporcional a distensdo da mola. Os
termos Iy e [ representam o comprimento da mola relaxada e o vetor unitdrio na diregdo
da distensdo da mola, respectivamente. Quando a mola ¢ distendida, seu comprimento

é I, = \/x2 +y;. Decompondo a forca eldstica em componentes ortogonais , temos
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Fex(n) = Fe{n)SEH(B) & Fey(n) = f";,(”)COS(B). (1 1 1)
Podemos observar na figura 4.13 que

x;

X2+ ya

Substituindo essas relacdes nas equacdes (111), obtemos

ST O TR AL Rl o cas el Bda o8 oo MEL
rex{n}_ k( Xz +¥a JU) X,%*F)f’% € Fey{n)_ k( X+ Va J!0) m-

As componentes ortogonais da forgca peso do oscilador, desprezando a massa da mola,

sen(0) = e cos(0) = i

I
VX +ys

sao

Po=1 e By = —mg.

Aplicando a segunda lei de Newton no problema, temos

Xn
Z HI(J —k (xﬂ—lg—\/ﬁ) 3
k Xn
& Ay(n) = = (107\/;5%7)2 —x,,) (112)

¥n

e 2 2 -

E = mayy = —mg—k (1 i et T fo) ;
VAL

k ¥
<¢%@f=;(hvﬁaj§~m)—g. (113)

Para as velocidades , temos

k %
Vi{n41) = Viln) i E (fn—'\/xzn—ﬁ —xu) T (114)
n T Yn

k Yn
— | lp——— -zl 115
Vy(nt1) = Vy(n) (m (0 EE yn) 8) (115)
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Para as abscissas, temos

k L
Xnt1 = Xn +Vi(ng 1) T Xn gl = Xn + V) T+ — (307” _xn) 12: (116)

m\ VXt

e para as ordenadas, temos

A, = k Yn 2
Yu+1 __)r1+"'y(u+l)T 7 Yot Fyft+v}-{n]7+ (E (;Om =¥ ] =8 [ = (]ll?)

As expressdes (116) e (117) constituem a solugfo discreta do problema de movimento
do oscilador em duas dimensdes da figura 4.13. Podemos, a partir dessas equacoes,
estudar a trajetéria do oscilador.

Consideremos os seguintes valores numéricos: k = 25,0 N /i, massa = 50,0g, lp =
0,60m, xg = 10,0 cm, yo = —0,70¢cm, , vio = vyo0 = 0 e 7 = 0.01 5. Considerando
esses valores e aplicando as equacdes (116) e (117) obtemos o grdfico do movimento

representado na figura 4,14,
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-0,1 ajo 0,1

1
L 2
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T {xﬂll}l‘ﬂ}

Figura 4. 14 - Solucio discreta do problema de mowvimento de um oscilador
harmdnico em duas dimensdes.

Além de resolvermos problemas dificeis com aplicacoes de equacdes relativamente
simples, podemos ainda estimular os alunos a analisarem relagbes matemdticas e pre-
verem alguns resultados. Por exemplo, ao observar as equagoes (116) e (117) os alunos
devem perceber que se xg = 0, vip = 0, yo # E&k__’h 0 oscilador representado na figura
4.13 oscilard na direc@o vertical. Considerando os valores numérico k = 25.0N/m ,

massa =50,0g ,lp=0,60m ,x=0,y0=-1,0cm , vip=vgy =0¢ 7=001s,

obtemos o grafico da figura 4.15.
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Figura 4.15 - Gréfico da oscilagio vertical do oscilador da figura ™ 5)
4.13.

Nesta secdo tentamos demonstrar que € possivel abordarmos problemas de movi-
mento, estudados no Ensino Médio, de maneira diferente, lancando mao da Fisica
Discreta. Além disso, buscamos mostrar que a Fisica Discreta nos permite estudar

problemas que ndo sdo discutidos nas salas de aula do Ensino Médio.
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Apéndice A - Programacio para Computadores

Nesta secdo estd disponivel uma programagao do Maple 12 [1] com a qual é possivel
realizar todos os célculos que foram feitos neste trabalho. E importante notar que esie
procedimento pode ser realizado em escolas de nivel médio, tanto em sala de aula como
em laboratorios de informatica. Dispondo de computadores com o programa Maple 12
[1] ou outros equivalentes instalados os alunos e o professor poderao escrever a seguinte

programacao:

mecdiscreta — prm:( T pa, dy X Y Vi v}o)luca] (}Er.t, B Ve Vp B lis, N, n, &, fr;;}

y
f= umappiy[ar 2y 2,y uy}f
_;'J”J = uRapp y(ay, 2, Z, U, U, I

g = 9.8

X = Xy

¥=. Yo

t= 0,

fis == on, yu]],
i

N= ﬂuur[ -—],

T

Vy Vyor

Y = Ve

Jat = p g,

for # from | to &V do
ifvy > 0 then f&t == - g end if,

i:l'vy{ 0 then fizt == |1 g end if;
te=1}{+ T

v, = v +_;‘;_(x, Y.V, "’_}-) T
V= +_J‘;(;r,y, 7, vy)-'r—i—faf-'c;

.

==+ v, T,

y=y -+ V‘P'T;

fis = [ap(fs), [x, ¥]]
od,

end proc:

Na programacdo acima, a, ¢ @, sao as componentes ortogonais do vetor aceleracio
envolvida ne movimento estudado, caso o movimento seja bidimensional. Se o movi-
mento for unidimensional escolha o eixo dos x ou dos y para descrever 0 movimento e
trabalhe com a aceleracfio correspondente. Por exemplo, para um oscilador oscilando

na direcdo do eixo x, a aceleracio serd a, = —]%;c . Se estiver oscilando na direcao y a

]
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acelerag@o serd a, = —%y . Os termos fat e ¢ sao, respectivamente, a forga de atrito
entre uma superficie e a massa que se movimenta sobre ela, e o coeficiente de atrito
cinético. O termo T € o tempo total no qual o movimento ocorre.

Antes de realizar os procedimentos abaixo para usar a programagio, verifique que
tipo de grafico voce deseja construir: x(z) versus ¢, y(t) versus £, v(t) versus 7, v, (r) ver-
sus ¢ ou x versus y. Por exemplo, se vocé deseja estudar o movimento de queda livre de
um corpo €, primeiramente, pretende construir um grafico vy(z) versus ¢, escreva lis :=
[[£,vy0]] e lis := [op(lis), [t,vy]] nos lugares de lis := [[xp,y0]] e lis := [op(lis), [x,y]]],
respectivamente. Entretanto, se desejar construir um grifico y(¢) versus ¢, escreva
lis := [[t,y0]] e lis := [op(lis), [t,y]] no lugar de lis := [[xp.yol] ¢ lis := [op(lis), |x,y]].
Voceé pode escolher tanto a reta x quanto a reta y como referencial para a descricio de
um movimento unidimensional.

Para realizar cdlculos com a programagao acima, deve-se seguir 0s seguintes passos:

1. Escolha um nome qualquer para o cilculo e insira a programagao. Por exemplo
. quedalivre := mecdiscrera(0.01,4,0,0,—9.8,0,50,0,0) . Os valores que es-
tao entre parénteses sdo os valores dos pardmetros que estdo entre parnteses na
programacio. Assim, neste exemplo, temos uma queda livre com valores: T =

0.01s, T =4s, 1t = 0,a, = 0,ay = —9.8m/s* xo = 0,y0 = 50m, v,p = 0,v,0 = 0.

I~

. Em seguida, escreva plot(quedalivre);
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Apéndice B - Nameros Complexos

Podemos representar o niimero complexo (67) em coordenadas polares e constatar

que

u = |z|cosO

w = |z] senB.

Entdo, substituindo os resultados acima na relacao (67), temos
7= |z| (cosO + isen0). (118)
Da relacao (118), podemos escrever
7' = |z]" (cosO +isenB)". (119)
Calculando o termo (cos@ + isen@ )", paran = 1,2,3...,n , temos
n=1= (cosb + isend),

n=2= (cosO +isenf)* = cos>0 — sen’0 + i2cosOsend = cos20 + isen,
n=3=(cosB + isenB)z[cosﬂ +isen®) = (cos20 +isen20)(cosO +isen0)
= c0s0c0520 — senOsen2 0 + i(cos20senB + cosOsenB) = cos36 +isen3B,
n=4= (cosO + isend)*(cosO + isenb) = (cos30 + isen30)(cos0 + isend)

= c050c0s30 — senlsen3 0 + i(cos30senB + conBsen30) = cosd0 + isend 6,

n=n=>(cosO +isend)" = (cos(nB) +isen(nd)).



Portanto, substituindo o resultado acima na expressao (119), temos

2" = |z|" (cos (nB) +isen (nB)). (120)

Limites

Apesar de as regras de cdlculo de limites de fungdes nido serem estudadas no Ensino
Médio, nesta se¢ao abordaremos alguns resultados de limites de fun¢des muito comuns
em cilculo, especialmente quando se resolve problemas de movimento. As relagdes de

limite abaixo nao serao demonstradas:

I g
lim(H——) =& (121)
A—peo X

onde e é chamado de ntiimero de Euler, Na secao 3.3 (Queda com atrito), pode-se ob-
servar que nas solugdes obtidas aparece o termo (1 — @ 7)”. Na se¢do foi aplicada a
expansdo binominal para analisar os resultados quando a é muito pequeno, em uma
medida que o torna desprezivel. Agora, vamos usar a relacdo de limite (121) para
analizar o resultado quando 7 tende para zero. O bindmio (1 — a1)" pode ser escrito de
outra forma equivalente, considerando-se a equacdo (26): (1 —at)" = (l — aﬁ—{:)” =
(1 — (o) (}—?) )n . Observe que para um instante t fixo, quando 7 tende para zero n

tende para co. Assim, aplicando o limite (121), temos

1 I it
lim (1  =g= 1+ (~ot)| = =g
l'11:}( +x) e nl—t&( Fo( ) (”)) e

Em palavras, quando T tende para zero o bindmio (1 — «7)" tende para e”™ . Nesta
situacdo, temos ¢, | = i, =t . Observe ainda que quando T tende para zero os termos

(l-at),na(49),e B = (1 — %) na (51), tendem para 1. Desta forma, pode-se
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reescrever as equagoes (49) e(51)

(§+?Vﬂ) ([(eJa; L 1]

x(t) = xp+vot — +at),

que corresponde a solugido continua do mesmo problema.

As equacdes (77) e (93) diferem pelo termo ( AT (m)?) " Quando 7 tende para

zero, temos

( ff@}i)” — (14 (@)},

bl

= lim (1+(@7)%)? = lim ((1+ (m)?)”)’f’ = (lim (1+(07))")

i) H—ros

1\ ® v
= | 1im [ 14+ 0%*%— = YR
Ny n_z i

pois n — eo. Entdo, podemos concluir que tanto a equacio (77) quanto a equacio (93)
tendem para a solucio continua do mesmo problema quando T tende para zero, pois,
quando 7 tende para zero a frequéncia angular discreta @y que aparece nas equacdes

tende para @ = \/E . Aplicando as regras de cilculo de limites

lime =c¢ (c = constante)
x—0

et X
e an(cx)

x—0 X
pOdEITIOS escrever

. o
lim wy = lim —arctan (OT) < @y = @
T—0 =0T

40T

- |
lim wy = lim —arctan
T—0 T=07T 4

)@Cx)d=(0.
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