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Resumo

Apresentamos neste trabalho wm material pedagogico para wmna introducao ao movi-
mento parabolico de wma particula. O movimento parabolico é um dos problemas mais
populares em livros—texto de mecanica classica e, em geral, estd associado ao problema da
determinacao do movimento de nma particula sujeita a wma forca constante. As condigoes
desse problema sao aproximadaimente satisfeitas no caso de wn projelil movendo-se pro-
ximo a superficie terrestre e a wma velocidade nao mmito elevada, de modo que podemos
lgnorar a resistencia do ar, a variacao da [orga gravitacional ao longo a trajetoria e outros
efeitos complicadores.

Discutimaos e representamos o movimento parabolico por mein do desenvolvimento em
paralelo de competéncias e habilidades relacionadas as representacoes algébricas e a cons-
trugao e A analise de graficos. Esperamos com esta metodologia que o aluno compreenda o
processo cientifico moderno de descricao da natureza e possa aplicar as habilidades adgui-
ridas emn ontros dominios do conhecimento. Scguimos e parte a descricao do movimento
{eita por Galilew, ¢ deserevernos a trajetdvia parabdlica de wn projétil comno conseqliencia
do movimento simultanco e independente de dois movimentos de referéncia da mecanica
palileana: wu deles correspondendo ao retilinco uniforie na diregio horizoulal. e rela-
c¢ao a nma Terra plana, e o outro, correspondendo ao movimento retilineo de aceleracéio
constante na direcao vertical, associado a queda livre.
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1 Introducao

Apresentamos nesta monografia mn material pedagdgico para mna introdugao & des-
cricao do movimento parabdlico realizado por wma particula de massa constante. O
movimento parabdlico ¢ wn dos problemas mais populares et livros texto de mecanica
classica e, em geral. estd associado ao problema da determinacio do movimento de mna
particula sujeita a uma forca constante. As condiches desse problerna sio aproximada-
mente satisfeitas no caso de wn projcétil 111(.)»’(‘11([0—1%&: proximo a superficie terrestre ¢ a
umna velocidade nao muito elevada, de modo que podemos iguorar a resisténcia do ar, a

variacdo da forca gravitacional ao longo a trajetdria ¢ outros eleitos complicadores.

Procuramos também atender as orientacoes das Leis de Diretrizes e Bases da educacao
(LDB) {BRASIL, 1996) e dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) (BRASIL, 1998,

2000, 2002a, 2006). Para o ensino de fisica destacamos o seguinte trecho:

O ensino de Fisica tem-se realizado freqgitentemente mediante a apresen-
tacao de coneeitos. leis e fOrmmilas, de forma desarticulada, distanciados
do mundo vivido pelos alunos ¢ professores e nao 50, mas também por
isso, vazios de significado. Privilegia a teoria e a abstracio, desde o
primeiro momento, em detrimento de wn desenvolvimento gradual da
abstracio que, pelo menos, parta da prdatica e de exemplos concretos,
Enfatiza a utilizacao de formulas. cuu situagoes artificiais, desvineulando
a linguagem matemadtica que essas formulas representam de seu signifi-
cado fisico efetivo. Tnsiste na solucan de exercicios repetitivos, preten-
dendo gue o aprendizado ocorra pela antomatizacao on memorizacio e
nao pela construcao do conhecimento através das competencias adquiri-
das. (BRASIL, 2002b)

Destacamos tambdém com especial atencao asecuinte orientacao complementar:
t [ap] 43

A fisica deve apresentar-se como um conjunto de competencias que per-
mitem perceber ¢ lidar com os fendmenos naturais e tecnolégicos pre-
sentes tanto no cotidiano imediato, quanto na comprecnsao do universo
distante. A fisica deve vir a ser reconbecida como mn processo cuja
construcao ocorren ao longo da historia da humanidade, impregnada de
contribuicoes culturais, cconomicas e sociais, que ven resultando no de-
senvolvimento de diferentes tecnologias e sendo por elas impulsionado.
(BRASIL, 2002b)
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Também procuramos nos adegquar a novas metodologias de ensino, uma vez que os
confetdos aumentam devido ao avango da tecnclogia enguanto o tempo em sala de aula
continua o mesmo. Com este propdsito. propomos neste trabalho uma forma de apre-
sentacao ¢ discussao da dinamica do movimento parahdlico que erganizamos da seguinte
forma: No Capitulo 2, apresentainos win pouco da listdria do moviimento de projéteis
e, no Capitulo 3, discutimos o movimento parabolico seguindo, em parte, a descrigao
teita por Galilen deste movimento como resultado da composigao de win movimento re-
tilineo e uniforme na dire¢do horizontal e, simultaneamente, de un movimento retilineo
wniformemente acelerado na direcao vertical. No tltimo capitilo apresentamos as nossas

cousideragoes finais.



2 Um pouco de historia

Descrever toda a histéria do movimento parabdlico exigiria um trabalho de grandes
proporeoes, fora do escopo da presente monografia.  Escolhemos, deste modo, lembrar
somente alguns episodios nao nito conhecidos ao longo desta longa cadeia de eventos
associados a descricao do movimento de projéteis, em geral, e ac movimento parabdlico,

e particular.

Na nossa histdria, o século 15 ¢ marcado como a passagem da [dade Média para a
Idade Moderna. Em 1453, Constantinopla cai em poder dos turcos otomanocs e obriga os
[31_1]:(}1}[3[_[5 L pl.'(‘)(_'.lll"rll' TOVELS ],'Utﬂﬁi LZ(_]l’llEfJ.'Ci‘cLiS l,).‘f!.l."c],- 0 T.-(;‘{‘jte e oste lJl’{)(j{i‘-SS(} \"?_Li {:I.'e'-'l.]l\"jf(}l'lll?_!.l'
o territorio curopen em cendrio de lutas sangrentas. O grande emprego de canhoes nestas
batalbias européias durante os séculos 15 e 16 val prowover wm amplo desenvolvimento
da arte da balistica com propdsitos militares. A necessidade de prever acuradamente
o alcance dos projéreis exige numa compreensao quantitariva da natureza da frajetoria
dos corpos em movimento e, como bem descreven Russel MeCormmach em seu romance
Night thoughts of o classical physicist, “Cannon ... have advanced the course of science
more than the course of nations™ (MCCORMMACH, 1991, p. 69).

Nesta época. a descericao da natureza ainda ¢ realizada empregando-se a antiga fisica
de Aristdteles (384 a.C.-322 a.C.), que classifica o movimeuto eni naturais ou violentos, A

explicacao aristotélica do movimente em mm meio resistivo é baseada em duas hipdteses:

(i) Todo corpo em wmovimento exige wma causa (1eswo para manter uma velocidade
constante): e

(ii) Os corpos tént movimentos naturals determinados por sua composigio e posigao no

Universo em relagao a esfera dos elementos predominantes em sua composicao.

Deste modo, sobre a superficie terrestre, wma pedra, composta predominantemente pelo

elemento Terra, tem o movimento natural em diregao ao centro da Terra.
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Figura 1: Representacao tipica do séeulo 16 da trajerdria através do ar de wn projéiil
langado por wmn canhdo. (STEWART, 2012).

Entretanto, a primeira hipdtese de Aristételes é dificil de ser aceita ao tentarmos
explicar o movimento de projéteis: O que manteria o projétil em movimento a partir do
wotento em que cle perde o contato com o canhdo? Teremos que esperar até o séeulo 14
para que o counceito de fmpete — conceito de certa forma andlogo ao conceito newtoniano
de quantidade de movimento — seja dotado como a causa do movimento. Segundo este
ponto de vista, a bala de canhéo, ac ser langada, primeiramente descreveria um movimento
retilineo enquanto durasse o seu iinpeto para, em seguida, cair em direcao ao centro da

Terra, como representado na Figura 1 (CROMBIE, 1953; ROCCA; RIGGI, 2009).

Vale lembrar que o trabalho de Aristdteles fol formulado no quarto século anterior
A nossa ora ¢ as suas observacoes foram mn grande avanco et relagao aos seus prede-
cessores. Recordamos também que, durante o primeiro milénio da nossa era, nao havia
recursos aprimmorados para analisar o movimento dos corpos com o alto grau de abstragao
empregados nos dias de hoje. Os instrumentos de medida eram na maioria das vezes
apenas os olhos do observador ¢ a sua “percepgan’ i-!HT-EI‘\_’El naturalmente conectada a sua
expectativa, Esta, por sua vez, cra [urtemente influenciada pela ja entao conhecida des-
cricao aristotélica do movimento, o que formava, entdo, um circulo vicioso. Este cendrio
vai ser modificado a partir do primeiro terco do séeulo 16, com o inicio do estudo mo-
derno da balistica iniciado pelo matemdtico italiano Nieold Fontana (1499-1557), também

conliecido como “Tartaglia”, o “"Gago”.
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Figura 2: Tmagem de Niceold Fontana (1499-1557). conhecido como Tartaglia (autor
desconhecido) (O'CONNOR; ROBERTSON, 2011).

Tartaghia se estabelece em Veneza. em 1534, como professor de matemdtica ¢ o seu
tratado sobre armamentos de 1537, infitulado Nowva Screntic, “A Nova Ciencia”, ¢ um
csforco pionciro no estabelecimento da lei da queda dos corpos (NICCOLO.. ., 2011). Tar-
taglia, apds alguma hesitacao, abandona a teoria aristotélica, conclui que a trajetoria do
“projetil” é encurvada ao longo do caminho percorrido mas nao consegie determinar a
forma geométrica precisa desta curva. Entretanto, ele indica que o maximo alcance rea-
lizado pelo projétil é aquele obtido a partir de num angnlo de elevacao de 45 (6 “punti’.
na stia notacdo) ¢ que haveria ainda dois angulos de clevagio para wn mesmo alcance,
quando este fosse inferior ao sen valor méximo (DRAKE; DRABKIN, 1969). Vale ressaltar
que, segundo (GLIOZZI, 1970, p. 66), Girolamo Cardano (1501-1576) jd sugere que a curva

em gquestao “imita a forma de wma paribola”, antecipando Galilen em guase wn séauldo.

Ainda segundo Aristoteles. a velocidade de nm corpo em gueda depende do sen peso e
Giambattista Benedetti (1530-1590), wn discipulo de Tartaglia, se dedica a resolver este
problema. Benedetti, em seus trabalhos Resolutio ommium Buclidis problematum, de 1553,
e Dermonstratio proportionum moetuum localium, de 1554, conjectura que somente os corpos
“de mesma natureza” caem com a mesma velocidade e esta velocidade ¢ independente de
seus respectivos pesos. Como sabemios, a resposta correta terd que esperar o surginiento

de Galileu Galilei (1564-1642), discipulo de Benedetti (COYNE; HELLER, 2008).
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Figura 3: Pintura de Galileu Galilei (1564-1642) realizada por Giusto Sustermans em
1636 (SUSTERMANS, 2011).

Galileu estuda o movimento de esleras rolando sobre planos inclinados e observa que
ao rolarem plano abaixo e, em seguida, plano acima, elas alcangam a mesma altura, inde-
pendentemente da inclinagio dos planos. Ele entdo compreende que se o segundo plano
nao esta inclinado, a esfera continuard em seu movimento horizontal eternamente e, assim,
0s corpos nfio precisariam de uma causa para manler o seu estado de movimento circular
e uniforme. O corpo s6 alteraria o seu estado de movimento se uma causa interferisse
neste processo. Apesar de nunca ter empregado a expressiao “principio de inércia”, o fato
de té-lo aplicado & teoria do movimento uniforme fez dele, Galileu, o seu descobridor. A
teoria de Galileu da queda livre também é de grande importancia por fornecer, nas pala-
vras de Coyne, “um ‘caso clinico’ para a descrigao do movimento retilineo uniformemente

acelerado que pode ser ‘isclado do resto do universo’ e estudado independentemente”.
o)

Quanto ao movimento dos projéteis, Tartaglia mostra que estes seguiam trajetorias
curvas e Cardano sugere que estas curvas se assemelham & pardbolas. Entretanto, cabe a
Galileu a demonstragio. Galileu, no seu livro “Duas Novas Ciéncias”, de 1638, descreve o
movimento de um projétil como conseqiiéncia do movimento simultdneo e independente
de um movimento retilineo uniforme na dire¢ao horizontal, em relagdo a uma Terra plana,
e de nm movimento retilineo de aceleragao constante na diregao vertical( MECHANICS.. .,

2011) e estes dois movimentos tornaram-se marcos da mecanica galileana.
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Tendo estabelecido anteriormente que a distancia percorrida pelo corpo em movimento
retilineo uniformemente variado é proporcional ao quadrado da duracio do movimento,
Galileu deduz eutao, por meios puramente geomdtricos, que a trajetaria do projétil em
um melo nao resistivo deve corresponder ao arco de wma pardbola, realizando uma das

miais belas aplicagoes da geometria na descricao do wovimento dos corpos.

Galilen também apresenta, como wn dos seus resultados. que o aleance maximo ocorre
para um angulo de elevagao de ...06 “punti”, ou seja, a 45°, sem dar o devido credito &
Tartaglia. Galileu também apresenta a solucao do problema inverso: Para um alcance
menor que o alcance maximo existemn dois angnlos de elevacao correspondentes, mais nma

vez sem o devido erédito ao matemético de Brescia (GALILEL 1954).

E importante ainda assinalar que. de fato, a trajetoria real de mmn projétil atraves do
ar ¢ muito mais semelhante aquela apresentada por Tartaglia do que a parabola proposta
por Galilew. Entretanto, para podermos descrever este movimento real, do ponto de vista
fisico-matemdlico moderno, fol necessdrio mudar a estratégia do matematico de Brescia.
Em lugar de considerar o movimento com todas as snas complicacoes devido a resisténcia
do ar, coma fez Tartaglia, o método de Galilen de shaplificar o problema val se mostrar
muito mais frutifero, permitindo & ciéneia compreender os principios fisicos que compoe

as leis da dinamica do movimento e permmitir a Newton constimir a Mecanica,



3 O mowvimento parabdlico

O movimento parabdlico é wn dos problemas mais populares em livros—texto de me-
canica cldassica ¢, em geral, esta associado ao problema da determinacio do movimento
de umea particula sujeita a wala forca constante. As condicoes desse problema sio aproxi-
madamente satisfeitas no caso de wmn projétil movendo-se proximo a superficie terrvestre
e a wna velocidade nao muito elevada, de modo que podemos ignorar a resistencia do
ar, a variacao da forca gravitacional ao longo a frajetéria e ontros efeitos o l'[[lp“(‘.?lt'hjl]'['.&-i.
Apresentamaos nesta secao uma descrigao do moviimento parabdlico representado pelo mo-
vimmento siimultanco de suas coordenadas cartesianas @ e y, ua direcao horizontal ¢ vertical,
respectivatente. Neste caso, a particula descreve wma trajetoria parabolica cnjo eixo 6

paralelo as linhas de forca do campo gravitacional.

3.1 O movimento retilineo uniforme

Iniciamos nossa desericao do movimento de mna particula de massa m e velocidade ©
cousiderando seu movimento mais simples, o movimento retilineo e uniforme, a partir da

analise de grificos representando os parametros fisicos envolvidos no movimento.

A seginda lei de Newton impoe gque a taxa de variagao do momento linear da particula
p = muv deve corresponder a acao da resultante de todas as forcas que atuam sobre a

particula considerada. Na ansenecia de forca resultante, portanto, podemos escrever que

Ap Ay
— —m-— =0, 3.1)
AN (

onde o simbolo A representa a diferenca entre os valores dos parametros fisicos conside-

rados (1o caso, p e v) entre dois instante sucessivos de tempo: ¢ e ¢ + Af:
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Figura 4: Accleragiao da
atua sobre ela é nula.

Ap = plt + At) — p(t),
Av = vlt + At} — o(t). (3.2)

A aceleragao média a,, que a particula adquire ao longo do sen movimento € dada por

Av .
iy — _jf_ (3;‘;)

¢, deste modo, podemos afirmar que, no movimento descrito por (3.1), a aceleragao ¢
nula em qualquer intervalo At e, portanto, para qualquer instante de tempo considerado
durante o movimento. A Figura 4 representa o comportamento da aceleracio da particula

em fungao do tempo.

Observamos do gréfico da Figura 4 que a variagio da velocidade Av dada por (3.3)
corresponde A drea sob a reta representando a aceleragio e, portanto, a variacao da velo-

cidade da particula nio sofre nenhuma alteragao durante o movimento:

v(t) — vo =0, (3.4)
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Figura 5: Velocidade da particula ent funcao do tempo, guando a forga resultante que
atua sabre cla ¢ nula.

Podemos concluir entao que a velocidade da particula em funcao do tempo é dada por

St
&n
R

v(t) = o (-

onde g ¢ wma constante do movimento. A Figura 5 representa o comportamento a

velocidade da particula em funcio do tempo.

Se dividirnos em NV partes ignais At a duracde  do movimmento, tenios
e}

r-—ii\.f. (3.6)

n=1

A velocidade média da particula ao longo do movimento ¢ dada por

Az

_— 3
At ST

.UH'L ==

onde Az representa o correspondente deslocainento ao longo da reta sobre a qual a par-
lfcula se move, em relagao a origem de referéncia. Observamos do grafico da Figura 6
que o deslocamento Az corresponde a drea sob a reta representando a velocidade, cotno

representado na Figura 6.
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25

Figura 6: Velocidade da particula em fungnao do tempo, quando a forca resultante
que atua sobre ela é nula. A drea sob a curva corresponde ao deslocamento da particula
no intervalo de tempo considerado.

Da, figura, temos que a velocidade média é dada por v, = vy €, deste modo, o deslo-

camento realizado pela particula no intervalo de tempo At considerado ¢ dado por

Az = mAt. (3.8)

Somando todos os N deslocamentos sucessivos realizados durante o movimento da parti-

cula, obtemos

N N N
Az =) (udt) =1 Z At. (3.9)
1 i

n= n= n=1

O membro esquerdo de (3.9) corresponde ao deslocamento total realizado pela particula

entre o inicio do movimento até o instante de tempo ¢:

N
ZA:}::(:I:1—370)+(3?2—3?1)+---

n=1

-+ ($N~—i F—.‘BN_Q)—F(Z:-:ITN_]_) = £ —If. (3.10)
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Figura 7: Posi¢io da particula ein fungao do tempo. quando a forca resnltante que
atua sobre ela ¢ nula.

A somatéria na dltima equacio do membro direito desta tnesta expressdo corresponde a

duracao do movimento.

N
ST AL= (4 —0) +(f 1) +

=l

+ (tw—1 — tw-a) + (f — tya) =1 (3.11)

el

Podemos, entao, concluir que o deslocamento realizado pela partienla corresponde ao

prochuto da velocidade pela duracao do movimento:

& — @y = vt (3.12)

Consideraremos neste trabalho a posi¢ao inicial da particula na origem de coordenadas
e, neste caso, g — 0. Portanto, a posicio da particula ¢ deserita em fungio do tempo

pela expressao:

x(t) = wt, (3.13)
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e, finalmente, a Figura 7 representa o comportamento da posicao da particula em funcao

do ternpo.

Deste modo, podemos resimir o comportamento newtoniano da aceleracao, da velo-
cidade e da posi¢do de uma particula de massa m quando a forca resultante que atua
sobre ela é nula. A sua aceleragao é nula, a velocidade nao varia ao longo do movimento
¢ a posicao varia linearmente com o tempo transcorrido. Dizemos entio que a particula

realiza um movimento retilineo e uniforme (MRU).

3.2 O movimento retilineo uniformemente variado

Nesta secao também deserevemos o movimento retilinmeo uniformemente variado a

partit da analise de graficos representando os parametros fisicos envolvidos no movimento.

Vamos considerar inicialmente que o corpo de massa m e de pequenas dimensoes seja
lancado a partir da origein de coordenadas com mmna velocidade vy durante o movimento,
a particila sofre somente a acao da forca 7 = constante, paralela a sua velocidade inicial
.

A segunda lei de Newton impoe que a taxa de variacao do momento linear da particula

pro= e deve correspouder aagao da resultante de todas as foreas que atuan sobre a

particula considerada. Podemos eutao escrever que

Ap A
P emZ=F (3.14)
Al At
Quando I ¢ coustante, podemos concluir que
Aw F :
— = — = coustante. 3.15
Al mn ¥ { )

Portanto, a particula realiza um movimento retilineo, caracterizado por uma aceleragio

a constante em modulo ¢ direcio.

Por definicao, a aceleracao niédia ¢, do movimento de mmn corpo é dada por

Av

= 3.16
At ( )

thip =

Mas, para um movimento onde a aceleracao é constante, a aceleracao média a,, que a

particula adquire ao longo do seu moviinento também € igual a
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Figura 8: Accleracio da particula em fungao do tempo, quando a forga resultante que
atua sobre ela é constante,
(r + fip P
B = - =aq. (3.17)

umma vez que ag = a. A Figura 8 representa o comportamento da aceleragdao da particula

em funcao do tempo.

A partir de (3.15) e (3.17) podemos alirmar que neste movimento a taxa de variagao

da velacidade também é constanre:

Av

R (3.18)

e, deste modo, a variacio da velocidade da particula no intervalo de tempo At considerado

¢ dada por

Av = aAf. (3.19)

Observamos do grafico da Figura 9 que a variacio da velocidade Aw corresponde a
5 g L &
Area sob a reta representando a aceleracio e, portanto, podemos afirmar que a velocidade

da particula varia durante o movimento.

Somando todas as variacdes de velocidade Awv correspondentes a cada wn dos N
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Figura 9: Aceleracio da particula em fungao do tempo, quando a forga resultante que
atua sobre ela é constante. A 4rea sob a curva determina a variacio de velocidade da
particula.

intervalos de tempo considerados durante o movimento da particula, obtemos

N

Fo'f N
Av=Y (aAt)=a) At (3.20)
1 n=1 n=1

TL=

O lado esquerdo de (3.20) corresponde a variagaoe total da velocidade da particula entre

o inicio do movimento até o instante de tempo ¢.

N

ZATJ:(?J-—T}O)—F(’U‘Q—-‘U1)+...

ri=1

+ (oy- —vy2) + (v —vN_1) =v — 0. (3.21)

A somatéria na tltima equagao do lado dircito de (3.20) corresponde a duragao do movi-

menbo.

¥ A=t (3.22)

Podemos, entéo, concluir que a variagao da velocidade da particula corresponde ao produto
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Figura 10: Velocidade da partionla em funcao do tempo, quando a forca resultante
que atua sobre ela ¢ constante.
da aceleracao pela duracao do movimento:
U=y = ”,f._ fﬁﬂ‘;]
on, ainda, que a velocidade é dada por
v(t) = vy + al, {3.24)

onde vy ¢ velocidade inicial do movimento. A Figura 10 representa o comportamento da

velocidade da particula em fineao do tempo.

0 deslocamento realizado pela particula em win intervalo de tempo At esta relacionado

com a velocidade média da particula pela expressao

A e (3.25)

onde  representa a reta sobre a qual a particula se move. Observamos do grafico da
Figura 11, que o deslocamento total realizado pela particula eutre o inicio do movimento

até o instante de tempo ¢, ¢ dado por
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Figura 11: Velocidade da particula quando a forga resultante que atua sobre ela é
constante. A drea sob a curva determina o deslocammento realizado pela particula.

N
T — Ty = Z Az (3.26)

n=1

e corresponde & drea sob a curva da velocidade. Portanto, somando todos os N desloca-

mentos realizados durante o movimento da particula, obtemos

N N N
Y Az=>)" (vmAl) =va > AL (3.27)
a=1 n=1 n=1

Substituindo no lado esquerdo de (3.27) o correspondente deslocamento total, obtemos

N
Z Ar = 3 — x0. (3.28)

n=1

A somatoéria na ultima parcela do lado direito desta mesma expressdo corresponde &

duragao do movimento:

N
3 At=t: (3.29)
n=1

Deste modo, podemos concluir que o deslocamento realizado pela particula ¢ ignal a
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e

Figura 12: Grifico da posi¢ao da particula quando a forga resultante que atua sobre
ela é constante.

T — Tg = Uyl (3.30)

Da Figura 11 e de (3.24), temos que a velocidade media é dada por

v+ v 43
P 5 L Vo + at. (331)

Apés a substituicao deste resultado em (3.30), determinamos o deslocamento total reali-

zado pela particula no intervalo de tempo considerado:
ar 2 ¥ 518
T — xy = vl + Et . (3‘52)

Consideraremos neste trabalho a posicio inicial da particula na origem de coordenadas
e, neste caso, zo = 0, Portanto, a posicdo da particula é descrita em fungao do tempo pela

expressac:

z(t) = vt + %ﬁ (3.33)

e, finalmente, a Figura 12 representa o comportamento da posi¢do da particula em fungao
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do tempo.

Portanto, podemos resumir o comportamento newtoniano da aceleragao. da velocidade
e da posi¢ao de umna particula de massa m quando a forga resultante que atua sobre ela
¢ constante. A sua aceleragao ¢ constante, a velocidade varia linearmente ao longo do
movimento e a posicao varia quadraticamente com o tempao transcorrido. Dizemos, entao,

(ue a particula realiza nm movimento retilineo umformemente variado (MRUV).

3.3 O movimento parabdlico

Consideremos ainda que o corpo de massa m e de pequenas dimensoes seja lancado a
partir da origem de coordenadas com uma velocidade vy = vp(tg,, tg,), orientada segundo
i certo dangulo de elevacao @ em relacao ao eixo horizontal ¢, durante o movimento, a
particnla sofre somente a acao da forca gravitacional £ = ing. Neste caso, o movimento
que a particula realiza pode ser representado em i plano—zxy, onde a dire¢ao r ¢ a

direcao horizontal e a direcdo y é a dire¢do vertical.

A seginda lei de Newton impoe que a taxa. de variacao do momento linear da particula
p = plmwe,, mv,) deve corresponder a acao da resultante de todas as forcas que atuam

sobre a particula considerada. Podemos. entao, eserever

Quando a velocidade inicial vgda particula estda orientada segundo wm certo angulo

de clevacio (f temos

ban =L (3.36)
Vg

Se a forga I que atua sobre ela é dada por F = F/(0, —myg), podemos concluir que
Ap, Auv,

= Hi= = FAT
3 m o 0 ( )
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Figura 13: Configuracao dos eixos para a representacao do movimento da particula,
escolhendo como ponto de partida a posicio Py = Fy(zo = 0, y0 = 0) com velocidade de
médulo vy = /g e angulo de elevacao # = v /4.

Apy Ay
Tt = mE = —Mng. (3'38)

A Figura 13 representa a partfcula na posi¢io inicial Py = Fy(zg = 0,99 = 0), com
velocidade de médulo vy = /g e angulo de elevacao 6 = 7 /4.

O movimento que a particula de massa m e velocidade v realiza no plano é caracte-
rizado entdo pela combinacao de dois movimentos: um movimento retilineo e uniforme
na direcio £ e um movimento retilineo uniformemente variado na dire¢io y. Porfanto, a

aceleracao a tem componentes a, =0 e ay, = —g .

A partir do que foi diseutido na secfio anterior, as componentes horizontal (v.) ¢

vertical (v,) da velocidade da particula sdo dadas por

Wy = Ung (3.39)

vy = Vgy — gi. (3.40)

A componente horizontal da velocidade permanece constante durante o movimento en-

quanto que a componente vertical vai diminuindo de valor. Esta componente da velocidade
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|

torna-se mila apos o transeurso de um intervalo de tempo particular ¢ = 1, dado por:

oy, nsend .
=— = (3.41)
g g
Apods este intervalo de tempo, a comnponente vertical da velocidade torna-se negativa. O
. oy I i a oy 172 r F N
modulo da velocidade ¢ dado por ¢ = (¢ +v;)"" e, em particular, no instante inicial,

. g 41/2 ’ \
v=1p= (V5 + Lﬁy) 7. Junto com (3.36) podemos escrever

Ui :
cosfl = — (3.42)
ty
e
. J|l’II_J”’ £ :
. sinfl = —. (3.43)
0
Destes resultados, podemos escrever iwediatamente gque as coordenadas da posicio da

particula — a longitude @« e a latitude y — sao dadas em fungao do tempo pelas seguintes

EXPressoes:

T = Tp + Vol (3-"'1“1-)

B
U = Yo + Upyt — ; ik (3.45)

O movimento da particula ao longo da trajetoria ¢, deste modo, compuosto pelo movi-
niento retilineo e uniforme na divegao horizoutal e win movimento retilineo uniformemente
variado na dire¢ao vertical. como representado na Figura 14.

A Figura 14-(a) representa a posigao da particula no plano para alguns instantes,
escolhendo como ponto de partida a posicao Pylxg = 0,99 = 0) e velocidade vp(vo, =

\/5/2; Uy = ‘/5/2}

O modulo da velocidade é dado por:
I

u(t) = [t(jj + (J.eﬁ” ‘rp‘)] 8 (3.46)
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Figura 14: Posi¢ao da particula no plano para alguns instantes ¢ a sua respectiva
velocidade, escolhendo como ponto de partida a posigio Py(zg = 0,yp = 0) e velocidade

vo(voz = V2/2,v0y = V2/2).
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e a Figura 14-(b) representa as respectivas compouentes da velocidade da particula, esco-
lhendo no ponto de partida a a velocidade vy, = \,/E;';l. Uy = @;’2'_), A Figura 14-(¢)
representa a posigao da particula no plano para alguns instantes e 0s seus respectivos
vetores velocidade, Conforme o tempo evolui, a orientacio do vetor velocidade varia e o
modulo da velocidade dimimii até alcangar o sen menor valor v(f,) = vy,. Neste mesmo
mstante a particula aleanga a sna maior altura. Em segnida, o mddulo da velocidade valta
a aumentar mas a latitude y da particula comeca a diminuir até que a particula alcanga

o solo em uma nova longitude z.

3.3.1 A trajetdria da particula

As equacoes x(t) e y(t) sao, respectivamente. as coordenadas paramétricas da longi-
tude ¢ da latitude da particula. A equagao da trajetoria da particula ¢ obtida climinando-
se 0 teripo § neslas equagoes:

g 2 2 9
y=-52 (tan B+ 1) w” + (tan 6) . {3.47)
v
Esta curva esta ilustrada na Figura 15, O movimento da particula comeca cin & = 0 ¢

val evoluindo conforme a coordenada @ val aumentancdo. A particula passa pelo ponto de

maior altura e finalmente retorna ao solo apds um certo intervalo de tempo.

Podemaos estudar o incremento sobre a latitude 4. que denominaremos de Ay, em
funcao de pequenos incrementos na longitude @, que denominaremos de Az, Neste ¢aso,
podemos escrever algebricamente que

q 4 9 ; 2 / : b
Y+ Ay = g (1+ tan®g) (x + Az)" + (tan d) (x + Ax). (3.18)

9 ]2

Podemos empregar a expansao binomial

(x + Ax)® = 2 + 22 (Az) + (Az)? (3.49)
e, se considerarmos o deslocamento Ax < 1, temos
(x + &;{:)2 s g% + 2r (Azx) (3.50)

Deste modo,
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Figura 15: Possfveis trajetérias da partfeula no plano para dngulos de elevagao
6 =x)2,10m /22,27 /5, 7 /3, 74, w6, 7 /10, 27 /44, escolhendo como ponto de partida a
posigao Py(zp = 0,y = 0) e velocidade vo(vg = V2/2, vy = v@{iz)

y+ Ay = —%2 (L + tan®d) [#® + 2z (Az)] + (tan b) (z + Az)
0
~ {#29? (1 + tan®0) 2° + (tan 0) 'r}
0

i {—fg (1 + tan®0) z(Az) + (tan6) (A.’r)} : (3.51)

A primeira parcela do lado esquerdo de (3.51) corresponde & latitude original e, assim, o

incremento Ay corresponde a

Ay = —~2£~2— (1 + tan®0) z(Az) + (tan 6) (Az) (3.52)
5
e as duas corregoes se relacionam pela razao
2y =2 (14 tan’0) = + (tan ) (3.53)
Az vz

Observemos ainda que
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Ar  Ar/At {_ (3.54)

Portanto, a reta tangente a wu dado ponto da irajeléria de coordenadas (. y) ¢ dada
por (3.53) e a orientagio da reta tangente é definida pelas componentes da velocidade da

particula ao longo da trajetdria. Ao partir da origem, temos, entio,

Ay s
et tant > 0 (3.55)

mas, a0 longo da trajetdria. esta razao vai diminnindo de valor até se anular emn algum
pouto do percurso para, em seguida. com a evolugao do moviniento, asswmir valores
negativos. Observemos também que. para (Ay/Ax) = 0, devemos ter v, = 0. A particula

tem entdo, neste instante, uma longitude

2
vy tanf =
ol S el 3.56
¢ 1+ tan?0 { )

e maxima latitude dada por

%
P oA .
Yy = ~Lsen’d. (8.57)
29

Dbservemos, ainda, que se cousiderarmos duas coordenadas quaisquer @) e ra, sepa-
Ol la, ¢ 1 luas coordenadas quaisquer @ e ry, sepa

radas por wma distancia o, temos que

AY 2
= 2 __r;_) (1 + tan®@) oy + (tan 0) (3.58)
Ao 7
&
Ay il 2 S5
— = —% (14 tan®f) xp + (tan é 3.59
e, 1este caso,
11D + (2 ~ 9 (14 tan20) (2222) 4 (tand) (3.60)
2 Ax - Ax — .’[3] - 2 - ' .

O lado esquerdo de (3.60) corresponde a razao Ay/Ax calculada no ponto médio das

coordenadas xy € 9.
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ey ey e "
E Az =) A'F:. =iy - ﬁd.‘ w=(a -.'r"_.‘J;"'.!. B J

Trajetorias que obedecem a esta propriedade quando a igualdade ¢ satisfeita sao denomi-

nadas parabolas.

3.3.2 O maximo alcance da particula

O alcance A realizado pela particula é delinido pelo ponto da trajetéria onde 2z = A

¢ y = 0. Da equacao (3.47) podemos escrever que a latitude serd mila quando

( o
D=4 —;j—, (1 + tan’f) x + tan {3.62)
2u4
e, portanto, o alcance ¢
207 tanf g e :
A="2__"""_ — 9 Y%sendcosf = 2 sen(20). (3.63)
g 1+ tan~¢ g g

() alcance que a particula realiza corresponde portanto ao dobro da coordenada @y, a
coordenada onde (Ay/Az) = 0. Como o sen(260) varia entre 0 e 1, temos o alcance

maximo realizado quando sen(26;;,) = 1. Portanto.

Oy = (3.64)

=

Observamos ainda que wma pequena variagao do angulo de elevacao de Afl altera o
valor do alcance de

A+ A =T g0+ A0). (3.65)
g

Podemos substituir a fungao seno por

sen(a + b) = senacosb + cosasend (3.66)

¢ escrever )
A+AA=T0 {sen(26) cos(2A80) + cos(20) sen(2A8)} . (3.67)

a

Consideremos bem pequena a variacao angular Af e, assim, podemos fazer
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Figura 18: Alcance da parvticula em fungao do angulo de elevagao. Observamos que,
no valor méximo temos a razao Ah/AfO = 0.

cos(2A0) = 1 (3.68)
e
sen(2A6) ~ 2A8. (3.69)
Desse modo, o alcance é
2
A+AA E”gﬂ[sen(ze) + (2A0) cos(20)]. (3.70)

A primeira parcela do lado direito da igualdade em (3.70) corresponde ao alcance original
e a segunda parcela corresponde a corregiao necessdria devida a variagdo do angulo de

elevacdo. Portanto, as duas correcoes estéo relacionadas pela razao

AA v}
— & 2—0cC : 71
Ad 29 cos(26) (3.71)

Deste modo, para o Angulo de alcance méaximo # = @, esta razdo é nula. De fato, da
Figura 16 observamos que para o valor méximo do alcance, AAy = 0. Podemos concluir
entdo que nas situacoes em que a razao (3.71) é nula, temos uma mudanga na orientagao

na tangente a curva da funcao considerada.
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3.3.3 A altura maxima da particula

Podemos realizar uma discussao similar em relacao a altura méaxima do projétil. O
ponto mais alto de sua trajetéria, que denominaremos h, ocorre apés um intervalo de
tempo particular { = ¢, ter transcorrido entre o langamento do projétil e a componente

vertical da velocidade se anular. Deste modo, quando isto ocorre,

%= 5”—“%—“9 (3.72)

e, como h =y, = y(t,), podemos concluir que ponto mais alto da trajetéria é dado por
U
h = 2sen’d. (3.73)
A coordenada horizontal z, = z(¢,) da particula, quando ela ocupa o ponto mais alto da
sua trajetoria, é dada, entdo, por
i
Fy = 39 sen(20) (3.74)

o que corresponde & metade do alcance realizado. Concluimos, entao, que o intervalo de
tempo para percorrer a trajetéria entre a posicao inicial e o ponto mais alto da trajetéria
é igual ao intervalo de tempo para percorrer a trajetdria entre o ponto mais elevado e a

retomada do contato com a horizontal.

Como sen®# assume valores entre 0 e 1, o ponto mais alto da trajetéria tem valor

méaximo h,,, dado por

(3.75)

para um dngulo de elevacio

¥
O = = 3.76
5 (3.76)

Observamos ainda que uma pequena variagao do angulo de elevagdo de Af altera o

valor da altura h de
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2
h+ Al = —;%eng (0 + Ad). (3.77)

Podemos substituir a fungao seno por

L
1 2 — T
sef’a = 5 — g Cos (2a), (3.78)
empregar a identidade trigonométrica
cos(a + b) = cosacosb —senasenb (3.79)
e escrever
2
. - T
h+ Ah = 59 {2 5 cos|2 (8 + AB)] }
N N (20) cos(2A0) — = sen (20) sen(2A6) (3.80)
= 29 5 2 COs 5 S a e

Consideremos mais uma vez bem pequena a variacao angular e, assim, podemos fazer

cos(2A6) ~ 1 (3.81)

¢

sen(2A0) ~ 2A80. (3.82)

Desse modo, a nova altura é dada por

vl 1
h+ Ah = 2(;{ 5 €08 (26) — Afsen(26) ;.
Eﬁ == 1co (26) — Afsen (20)
e 5 s :
2
h+Ah~§9{ sen®) — Afsen (26)} . (3.83)

A primeira parcela do lado direito da igualdade corresponde a altura original e a se-

gunda parcela corresponde a corregao necesséria devida a variagdo do angulo de elevacao.
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Figura 17: Altura médxima da partfcula em func¢ao do angulo de elevacao. Observamos
que, no valor maximo temos a razao Ah /A0 = 0.

Portanto, as duas corregoes estao relacionadas pela razéao

ko
sl S e ) 20). 3.84
A0~ 2 sen(26) (3.84)

Deste modo, para o angulo de alcance méximo 0 = 0, csta raziio ¢ nula. De fato, da
Figura 17 observamos que para o valor mdximo da altura, Ah,, = 0. Podemos concluir

entdo que nas situagdes em que a razao (3.84) é nula, temos uma mudanga na orientagao

na tangente a curva da funcgio considerada.

3.3.4 Uma elipse inesperada

Vimos nas segdes anteriores que, para um dado angulo de elevagdo, o alcance é dado

por

12
A= l;Tnsen(Qﬂ). (3.85)

e que 0 ponto mais alto da trajetéria é dado por

2 2 1 1
h= ;—;se1126‘ = % [5 — 5 cos (29)] : (3.86)

Deste modo, podemos escrever gue a metade do alcance realizado é
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Figura 18: Representagio das trajetérias da particula no plano, escolhendo como
ponto de partida a posigio Py(zg = 0,30 = 0) e velocidade v (o, = vV2/2, voy = V2/2)
e a posigao das alturas méaximas correspondentes. Observamos a construgao de uma
elipse a partir destes pontos.

A 45
—_——= 20 3.87
= 23 son(a0) (357)

¢ existe uma latitude v3/(4g) tal que a diferenca entre esta latitude e h é

. o (26) (3.88)
2g " 2g ’ '

Estas duas grandezas estao relacionadas pela expressao seguinte:

2 2 2 9 2
Y _ AN _(w
-=| +(2) =(%)

A equacio (3.89) ¢ a equagiio de uma elipse cujo centro estd no ponto C(0,2¢/(4g)); o

3.89)

—

eixo menor ¢ paralelo a vertical e o eixo maior é paralelo A horizontal, como ilustrado na

Figura 18.

3.3.5 A curva de seguranga

Obtivemos na secio anterior que o alcance da particula ¢ dado por
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2

A= %sen(?ﬁ) (3.90)

€ que o alcance diminui para angulos maiores ou menores que § = ¢y = 7/4. Conside-
remos agora todas as possiveis trajetorias que podem ser realizadas variando-se o angulo
de elevagao e tentemos estabelecer qual a regidao do espaco em que todas as trajetérias
estao contidas. A curva que limita esta regido é denominada curva cupuliforme e deve
tangenciar todas as trajetdérias possiveis e conter necessariamente a altura méxima e o
alcance maximo. Neste caso, toda a nossa discussao também é valida para langamentos
no sentido negativo da direcéo horizontal e na posiciao H(zy = 0,yy = v3/(2¢g)) devemos

ter (Ay/Az)__y = 0 e para (Ay/Az) = 0, velocidade vo(vor = v/2/2, 00y = V2/2)

Ay . s
().

e nas posigoes D(zp = A,yp =0) e E(zg = —A,ys = 0)

Ay - Ay 30
(-A_m):i::—}l B (Ax)m=.4. (592)

Portanto,

L] /Ay Ay Ay .
s [l e =il === 3.93
2 [(Ax)z=—ﬁ+ (Aa:)a:=;1:| (&3:)2’::!{, (59 )

e temos entao que a curva que envolve todas as trajetérias deve ser uma pardbola. De

fato, se a equacao das trajetérias da particula é dada por

g

5 (1 + tan®@) z* + (tand) z, (3.94)
v

Yy=-—

a trajetéria desta familia de curvas deve ser dada pela funcéo envelope

9

2v3(14—u2)$2-—um::0 (3.95)

flz,y,u) =y +

onde u = tanf é o parametro que caracteriza a trajetéria particular a ser considerada.
Além disso, ao variarmos o pardametro u nao devemos nos afastar da funcao que define a

familia de curvas envelope. Portanto, devemos acrescentar a condigao
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flzy,u) = fz,y,u+ Au). (3.96)

Deste modo,

flz,y.u+ Au) =y + 5%[1 + (u+ Au)z? — (u+ Au) z (3.97)
0

e, uma vez mais empregando a expansao binomial, obtemos

Au

T EUATE T S
flz,y,u+ Au) =~y + 207 1+wu*(1+2 3 Nz? — u(+ 3 ). (3.98)
Subtraindo (3.98) de (3.97) obtemos
Af = f(z,y,u+ Au) — f(z,y,u) = (f—z-um - 1) o(Au) = (3.99)
0

para qualquer variacao arbitraria de (Au). Assim, para satisfazermos (3.99) devemos ter

,02
ko (3.100)
zg

Substituindo este resultado em (3.94), podemos determinar a fungao envelope:

2
0 g5 .

= — — 3.101

4 2g Qvél ( )

Observamos de (3.101) que a fungao envelope é uma pardbola, como esperado:

Ay
=0 = 102
(Af‘?)m:hr P HLe)

e a curva envelope corresponde ao movimento de uma particula imaginaria que parte da
posicao H com velocidade vy dirigida horizontalmente. A curva envelope descreve uma
curva de seguranca. Para uma dada velocidade inicial vy da particula, nao ha nenhum
angulo de elevagio que a levarda a uma distancia maior que a fronteira delimitada pela

curva envolvente. Este comportamento estd representado na Figura 19.
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Figura 19: Representacio das possiveis trajetérias da particula com a posicao Py(xo =
0,79 = 0) e velocidade inicial vg(vy, = v2/2,v9, = V2/2) e a curva de seguranga
correspondente.
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Constderacoes finais

Apresentamos neste trabalho um material pedagégico para uma aula sobre o movi-
mento parabdlico de uma particula. Descrevemos o comportamento newtoniano da acele-
racao, da velocidade e da posi¢io de uma particula de massa m quando a forga resultante
que atua sobre ela é devido a forga gravitacional, proxima a superficie terrestre, e a velo-
cidade inicial é orientada segundo um angulo agudo com a horizontal. A sua aceleracao
é constante e orientada verticalmente e a resultante trajetéria da particula é descrita por

uma parabola.

Por um método relativamente simples, porém nao dissociado do formalismo cienti-
fico, apresentamos também o contetido da dindmica do movimento parabdlico de forma
a abranger diversas dreas interdisciplinares para que o tema seja abordado de forma am-
pla. Procuramos empregar uma linguagem simples para que o aluno possa compreender
conceitos e empregamos gradualmente o vocabulario e a linguagem corretos para o estudo
da dindmica do movimento parabdlico como resultado da composi¢io de um movimento
retilineo e uniforme em wma diregdo e um movimento retilineo uniformemente variado na

direcdo perpendicular a primeira.

Procuramos seguir as orientacoes dos Programas Curriculares Nacional Ensino Mé-
dio — PCNEM quanto a interdisciplinaridade, realgando os fatos historicos e explorando
as propriedades geométricas do movimento. Desenvolvemos ainda, segundo as diretrizes
dos PCNs, instrumentos mateméticos de expressao e raciocinio, permitindo que os alunos
construam abstragbes matemédticas ndo somente no desenvolvimento das leis do movi-
mento parabélico, mas também desenvolvam habilidades de cardter grafico, geométrico,

algébrico que possam ser estendidas para outras atividades na sua vida quotidiana.
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