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Um dos pontos criticos de uma simulagao de reservatério é o tempo de si-
mulacao, que, a depender do modelo, pode durar dias. Apds séries de discre-
tizagOes os sistemas lineares a serem resolvidos utilizam a fatoragdao incompleta
como pré-condicionador. E comum a aplicacao de um ordenamento a matriz a ser
resolvida para melhorar a convergéncia e diminuir a quantidade de preenchimentos.
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One critical point of a reservoir simulation is the total simulation time, that,
depending on the model, may be days. After a series of discretizations the lin-
ear systems to be solved use incomplete factorization as preconditioning method.
It is usual the application of matrix ordering to help convergence and decrease the
amount of fill-in. In this work, we present the comparison between two precondition-
ers using the natural and induced orderings when applied to complete simulations
of real cases using the adaptative implicit method. The results showed that, when
compared to fully implicit simulation cases, the natural ordering preconditioner had

a 2.46 speed-up, whereas the induced preconditioner had a 1.77 speed-up.
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Capitulo 1

Introducao

No ramo da engenharia de reservatérios de petréleo, a simulacao de reservatorios
¢ uma ferramenta importante para auxiliar as tomadas de decisao dos campos ex-
plotados, como pode ser visto em ROSA et al. [I]. Um dos pontos criticos de uma
simulagao de reservatorio é o tempo de simulagao, que, a depender do modelo, pode
durar dias. Em conjunto com o fato que o custo computacional aumenta conforme
o tamanho dos modelos, novas técnicas devem ser encontradas com o objetivo de
melhorar o tempo de simulacao e com isso diminuir seu custo.

Esses modelos sao baseados em equacoes diferenciais parciais nao-lineares que
sao discretizadas, por exemplo, via método de volume finitos. Alguns dos métodos
de solucao mais comuns encontrados na literatura serao apresentados. O primeiro
é o IMPES que trata a pressao implicitamente e a saturacao explicitamente, o se-
gundo é o FIM que trata todas as equagoes como sendo implicitas e o terceiro é o
método AIM que realiza uma combinagao dos dois métodos, IMPES e FIM, durante
uma simulacao. Essas equacoes discretizadas dao origem a um sistema de equagoes
algébricas nao-lineares que, por sua vez, sao resolvidas através do método de New-
ton. Nesse método é necessario resolver sistemas lineares em cada passo de tempo.
No processo de solucao dos sistemas lineares Axr = b usam-se métodos iterativos
de Krylov, j& que métodos diretos sao invidveis dado o tamanho dos problemas.
Métodos de Krylov precisam de pré-condicionadores, e um dos mais utilizados na
area de simulacao de reservatorios é a fatoracao incompleta. E comum que se apli-
que um ordenamento na matriz A para que o pré-condicionador baseado em uma fa-
toracao incompleta tanto ajude ao método ter uma melhor convergéncia, i.e. menos
iteragoes para se resolver o sistema, quanto tenha o menor preenchimento possivel,
visando economia de meméria e de operacoes de ponto flutuante. A aplicacao do
ordenamento das equagoes e variaveis é um assunto bem difundido na literatura.

Em uma simulacao AIM utilizando a ordenacao natural, a matriz do sistema fica
com blocos de tamanhos diferentes espalhados dentro dela como pode ser observado

na [Figura 1.2/ a esquerda. Essa matriz foi gerada a partir da malha a esquerda da



Figura 1.1: Malhas 4 x 4 ordenadas com a ordenacgao natural e a ordenacao indu-
zida. As células em verde foram marcadas como FIM.

Figura 1.1 Com isso, foi desenvolvida uma estrutura de dados capaz de armazenar
as entradas dessa matriz. Por sua vez, quando a ordenacao induzida é utilizada, a
malha é ordenada de tal que suas células FIM sejam ordenadas em primeiro, como
pode ser observado na malha a direita da|Figura 1.1, com isso a matriz do sistema é
montada tal que suas primeiras linhas sao referentes as células FIM, como pode ser
observado na a direita. Com isso, a estrutura de dados necesséria para
tratar esses dados é mais simples. A fatoracdo incompleta pode ser separada em
duas etapas: a fatoracao simbdlica e a fatoragao numérica. Uma grande vantagem
da ordenacao natural é que a fatoracao simbodlica é executada somente uma vez
durante a simulagao. Enquanto para a ordenacao induzida a fatoragao simbdlica
deve ser executada a cada vez que se altere a distribuicao das células FIM e IMPES.
O percentual da fatoracao simbdlica no tempo do solver linear em uma simulacao
com a ordenacao induzida pode chegar a 52% enquanto esse valor pode cair para

1% quando executada por uma simulagao com a ordenacao natural.

X X| X X X X X|X X
X X| X X X X X| X X
X X| X X X X X|X X X
X X| X X X X X| X X X
X X X X X X
X X X X X
X X X X
X X X X X
X X X X X X
X X X X X| X X X X X
X X| X X X1 X X
X| X X X
X | X X X X

Figura 1.2: Estrutura da matriz utilizando a ordenacao natural e a ordenagao
induzida.

Este trabalho propoe a comparacao de dois pré-condicionadores utilizando a

ordenacao natural e induzida aplicados a simulagoes utilizando o método AIM em um



simulador desenvolvido pela Petrobras, onde foram observados algumas dificuldades
durante as simulagoes que utilizavam o método AIM. Portanto, baseado na ideia de
BRIDSON e TANG [2] foi realizada uma discussao onde ¢ avaliada a estrutura dos
grafos das matrizes geradas durante o processo de simulacao. Os testes realizados
em simulagoes completas de campos reais apontaram que o pré-condicionador que
utiliza a ordenacgao natural obteve speed-up de 2,46 quando comparado com as
simulacoes FIM para os mesmos campos enquanto o pré-condicionador que utiliza
a ordenacao induzida alcancou um speed-up de 1,77 em relagdo ao mesmo caso.

O restante desse trabalho esta dividido da seguinte forma: (i) o Capitulo 2 apre-
senta alguns conceitos relativos as formulagoes IMPES, FIM e AIM; (i) o Capitulo 3
mostra os efeitos do ordenamento em um pré-condicionador baseado na fatoragao de
Cholesky incompleta; (iii) o Capitulo 4 descreve a implementacao das estruturas de
dados capazes de tratar os blocos de tamanhos hibridos; (iv) o Capitulo 5 apresenta
os testes e resultados para os dois pré-condicionadores com as duas ordenagoes; (v)

a conclusao desse trabalho.



Capitulo 2

Métodos de Solucao

Este capitulo apresenta conceitos relativos as formulacoes, métodos de solucao e
técnicas de manipulacao de equagoes encontradas na literatura para problemas de
fluxo em reservatérios. Considera-se que o reservatério tenha passado por um pro-
cesso de discretizagao do meio poroso fazendo com que ele tenha células com pro-
priedades definidas pelo modelo geolégico.

Segundo MATTAX et al. [3], o termo métodos de solugdo é constantemente
utilizado em uma maneira geral para cobrir todas as decisoes de formulagao e opgoes
de solucao que sao feitas pelo simulador ou pelos usuéarios. Por formula¢ao entende-
se como sendo o tipo e estrutura das equacoes a serem tratadas, isto é, como os
problemas de fluxo em reservatorio sao reduzidos e expressados através das equagoes.
Uma vez que se tenha tomado a decisao de qual formulagao utilizar, deve-se escolher
o método de discretizacao temporal para se resolver as equagoes geradas de forma
a minimizar os recursos computacionais para se obter uma solucao ao problema.

Formulacoes explicitas podem ser expressas diretamente a partir de outros va-
lores conhecidos, onde nesse caso ha somente uma variavel desconhecida. Essas
formulacoes podem ter sérios problemas de convergéncia e com isso tendem a le-
var mais passos de tempo para completar uma simulagao. Contudo, devido ao fato
que somente uma variavel é resolvida, o custo computacional por passo de tempo
¢ baixo para essas formulagoes. Por sua vez, formulacoes implicitas sao aquelas
onde ha mais de uma variavel desconhecida e todas elas serao avaliadas no mesmo
passo de tempo, o que leva as formulagoes implicitas a terem um custo computaci-
onal maior por passo de tempo quando comparadas com as formulagoes explicitas.
Porém, o custo total da simulagao pode ser menor ja que é possivel realizar uma
simulacao com menos passos de tempo. Com isso, deve-se balancear o custo por
passo de tempo e a estabilidade.

O simulador também deve escolher como as equagoes geradas serao manipuladas
quando forem resolvidas. As duas técnicas mais conhecidas para se manipular as

equagoes sao separadas em duas categorias: simultaneas e sequenciais. A técnica



simultanea junta todas as varidveis dependentes no mesmo conjunto de equagoes.
Por sua vez, na abordagem sequencial as equagoes sao manipuladas para separar a

solugao da equacao da pressao com a solucao da saturacao.

2.1 FIM - Fully Implicit Method

O método FIM (Fully Implicit Method), proposto por DOUGLAS JR et al. [4,
resolve simultaneamente as variaveis de pressao e saturagao em um passo de tempo.
BLAIR et al. [5] foram os primeiros a utilizar um simulador totalmente implicito
onde acharam necessario utilizar um método de Newton a fim de se obter passos
de tempo de maior tamanho. Porém, inerente a utilizacao de um método iterativo
como o método de Newton, espera-se, naturalmente, que o esforco computacional
do método FIM seja maior que o do método IMPES. Porém, segundo MATTAX
et al. [3], esse fato é mais do que compensado pela possibilidade de se obter solugoes
estaveis para problemas relacionados a cones de agua, percolacao de gas e outros
problemas onde héa grande variacao da saturacao.

A anédlise realizada por AZIZ et al. [6] para a estabilidade do método FIM mostra
que, como as variaveis primarias sao tratadas implicitamente, ele é incondicional-
mente estavel nesse aspecto. Entretanto, segundo SETTARI e AZIZ [7], essa estabi-
lidade esta relacionada diretamente com o fato de se obter um maior erro na solugao
do problema. Com isso, chegou-se a seguinte observagao: conforme a implicitude do
método aumenta, sua estabilidade aumenta, mas os erros também aumentam.

As formulacoes listadas tanto para o método FIM quanto para o método IMPES
foram retiradas de MACHADO [§] e AZIZ et al. [0].

2.1.1 Formulacao

Para um sistema trifasico, as equacoes de conservacao de massa para a fase 6leo é

representada pela [Equacao 2.1] para a fase dgua pela e para a fase gas
pela [Equagao 2.3] Além dessas trés equagoes, necessita-se da relativa

a soma das saturacoes e a[Equacao 2.5|e |[Equacao 2.6| relativas a pressao capilar.

g Ak k. 0D,
ox oB, Ox
2 Aykyky, 00,
dy oBo 0y

g Az kz kro acI)o
0z oB, 0z

)Ax—i—

) Ay + (2.1)

L, 0 [0S,
>Az+qo—%a(30>




9
ox

wBy Ox

Azkmkrw (I)w
<—a_) Az +

0 (Aykyky, 0P,
—(——— ] A 2.2
3y(uwa 3y> v (22)
0 (A.k.kp, 0D, 0 [0S,
9z <—Mw3w 92 ) Az ¥ 6 =Yg, (g—w)
0 [ Agkyk,g 00,  Agkyk.oRs 0P,
— A
ox ( pgBy  Ox 1oB,  Ox > v
0 (Aykyk,q 00,  Aykyk.oRs (9@[)0)
— Ay + 2.3
ay ( :U’ng ay /LoBo ay ( )
0 (Ak.kyg 0P, Ak.k.Rs 0P, 0 (oS,  oORS,
il A S v i’
0z ( pgBy 0z + oBo 0z > et Vb@t (Bg + B,
So4 Sy +S5,=1 (2.4)
P.o.w=P,— P, (2.5)
Pcog:Po_Pg (26)

Substituindo as pressoes da fases dgua e gas e a saturagao de gas nas Equagoes

2.1] e 2.3) levando em consideracdo as equagoes 2.15] a discretizacao

geométrica através do método de diferencas finitas em conjunto com a discretizagao

temporal para um sistema unidimensional, ou seja, considerando somente o fluxo
em z, obtém-se as equacoes [2.16], 2.17] e .18 para as fases dleo, dgua e gés.
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Discretizacao para a fase éleo:
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Discretizacao para a fase agua:
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Discretizacao para a fase gas:
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As equacoes [2.16] 2.17] e [2.1§ representam a discretizacao espacial e temporal de

um sistema trifasico unidemensional, porém, deve-se lembrar que as equacoes apre-
sentadas sao nao-lineares. As transmissibilidades dessas equacoes sao dependentes
das permeabilidades relativas que por sua vez sao dependentes das saturacoes, o
que obriga a utilizacao de algum método de linearizagao para a solucao do sistema,

como por exemplo o Método de Newton.



2.2 IMPES - Implicit Pressure, Explicit Satura-
tion

O método IMPES (Implicit Pressure, Explicit Saturation), proposto originalmente
por SHELDON et al. [9] e STONE et al. [10], realiza o cdlculo das saturagoes de
forma explicita enquanto o cédlculo da pressao ¢ mantido de forma implicita. No
inicio do passo de tempo, assumindo que a pressao capilar nao ird mudar durante
o passo de tempo, as saturacoes sao eliminadas através da adicao das equacoes de
balanco de material das fases individuais. A equacao resultante tem somente a
pressao como variavel desconhecida, que é obtida implicitamente através da solugao
simultanea do conjunto de equacoes.

Segundo MATTAX et al. [3], as aproximagoes feitas pelo método IMPES em
relacao a avaliagao dos coeficientes de pressao no passo de tempo antigo e da sa-
turacao no passo de tempo atual, podem colocar severas restricoes na solucao do
sistema. Os problemas surgem nos parametros dependentes da saturagao, permeabi-
lidade relativa e pressao capilar, os quais mudam rapidamente. Com isso, o método
IMPES pode nao ser adequado para problemas cujas propriedades sofram rapidas
variacoes durante a simulacao. Por exemplo, a combinacao de células de tamanho
pequeno do modelo discreto do reservatorio em conjunto com uma alta taxa de
transferéncia dos fluidos entre as células devido a uma alta permeabilidade entre
elas resulta em rapidas mudancas de saturacao do reservatério. Além desses, ha os
problemas de cones de agua e da percolagao de gés, o qual pode fluir verticalmente.
Nesses dois ultimos problemas, o passo de tempo deve ser pequeno suficiente para
evitar oscilagoes nas saturacoes calculadas nas regioes onde o fluxo passa.

Uma anélise sobre a estabilidade do método IMPES foi realizada por AZIZ et al.
[6] onde sao listadas duas possiveis limitagoes de estabilidade do método. A primeira
vem to tratamento explicito das varidveis primaérias, a segunda vem do tratamento
explicito das transmissibilidades onde héd um alto grau de nao linearidade. Em
relacao as varidveis primarias, o método IMPES trata a pressao capilar explicita-
mente e por isso a sua estabilidade depende diretamente da magnitude da variagao
da pressao capilar em relacao a saturacao. Em relacao a nao linearidade do trata-
mento explicito das transmissibilidades, o limite de estabilidade do método IMPES
pode ser calculado através da que é conhecida como condicao CFL
(Courant-Friedrichs-Lewy), descrita por RUSSELL et al. [11],

vAt
N
onde At é o passo de tempo maximo, Az é o tamanho da célula e v é a velocidade
da frente de avanco da onda. Segundo RUSSELL et al. [II], o método IMPES

c (2.19)



precisa que ¢ < 1 para ser estavel e nao ter oscilagoes, com isso, seu passo de tempo
esta restrito por essa condicao, a qual pode ser bastante severa em casos reais de
simulagao de reservatério. Portanto, com o objetivo de se obter solugoes estaveis
e precisas, o método IMPES precisa, obrigatoriamente, utilizar passos de tempo

pequenos.

2.2.1 Formulacao

A formulagao IMPES consiste em resolver o sistema implicitamente para as pressoes

e, a partir dos valores de pressoes calculados para o passo de tempo n + 1, obter o

valor das saturacoes em n—+1 explicitamente. As Equacoes[2.16] [2.17]e[2.18 possuem

como incégnitas a pressao da fase dleo e as saturagoes da fase gés e fase agua no
passo de tempo n + 1. Considerando que se dispoe de 3 equacgoes e 3 incognitas,
pode-se combiné-las de modo a eliminar duas incégnitas. Na formulacao IMPES
combinam-se as equacoes de forma a eliminar as saturagoes ja que apenas a pressao
é resolvida implicitamente a as saturagoes sao resolvidas explicitamente.
Esquematicamente, para cada fase, dispoe-se das seguintes funcoes com as res-

pectivas incognitas entre parénteses:
e Oleo: f, (pott, S+t Sty =0
o Agua: f, (S5, S5 =0

o Cis: f, (pg-‘rl’ SZHa S;”l) = 0, onde se pode explicitar S;”l para obter S;H =

foo (05, S5F)

Com uma expressao para Sg“, as funcoes f, e f,, podem ser reescritas, a partir
da substituigao de Sg‘*l em suas expressoes, de modo que ficam restando somente 2
incégnitas.

e Oleo: fo, (pit!, 55+) =0

w

e Agua: f,, (pit!, S7+1) = 0, de onde se pode explicitar S”+! para obter S7+! =
fus (P57)-

Esta ultima expressao pode ser substituida na equagao da fase dleo, reduzindo,

n+1

" Assim, o sistema pode ser

assim, nosso problema a uma unica incégnita, p

resolvido da seguinte forma:

fwg (pZ-H) =0= pg—’_l = SZ+1 = fw3 <p§+1)
= S = fy, (i, S = SE = 1 S g (2.90)

w
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Combinando entao as duas equacoes acima de forma a eliminar os termos da sa-

turagao, obtém-se a seguinte equagao

(Prxpitt) + (P2t -

[(P3+ P4+ P54+ P6) x pit'] =
= [(P7+ P8); x p ]
— P9
+ [P10 x ((Zis1 — Zi)]
—[P11 % ((Zi — Zi1)]

(2.21)

Onde ,
fly) = £+¢n+1 L para Yy =o,wW,g
B;L By bl ) Y
n+1
G- (Bo ngg>
17 =1% | paras= [+, —]
Ls 3
V= 7;}1 ., Daras= [+, —]
Pl=G/I;} + Bu'T) + B! (Tg+ +1 RZ‘H1>
P2 =G\T,; + nglTuj + Bgfl (Tg_ + TO_R?1 1)
-2
‘/b n n n+1 ‘/b m
P3=Gi| - flo) (1= 8, - 57) + Byt th(w)Sw] |
Vi o\
P4 =Bt ~ || FOR + <§o) R, | (1—55—5))+ fl9)Sy

P5 =GT, + BT, + Byt (T; + TjR§1+1>

2
P6 =GT, + BT, + B)*! (Tg‘ + T, R! 1)
1-3

Vi Vi
p7— G{K’;ﬂo) (1-s5p— S;)} + Bz“{x’;ﬂw)%}

7
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V Qb n+1
P8 =B 2| fo)R + | — R, | (1—55—5))+ f(9)Sy
At B,
P9= |G xq'+Brqr+ B
— BT, (Pl = Pl )
n+1 n n
- Bgi+ Tng <Pcowi+1 - Pcowi)

cgo; cgoi—1

n+1gp— 1 n
o Bgi Tg <P - B )
P10 = G/T, 5} + By Tl + By (T 0 TR )

P11 =GT, y, + Bx"'T,~, + B (Tg+ Yy T IR Y )

2

O processo de calculo implicito da pressao e explicito da saturacao é dado pelos

seguintes passos:
e Selecione um valor de passo de tempo At;

e (Calcule os termos de producgao no passo de tempo escolhido;

e (Calcule, explicitamente, os coeficientes de transmissibilidade da [Equacao 2.21

de todos os blocos;

e Resolva a[Equagao 2.21} depois da solugao p*! torna-se conhecido;

e Substitua a pressao calculada na equacao de fluxo de agua, determinando

assim ST
e (Calcule a saturacao de gas na equacao de fluxo de gas, obtendo, entao, Sg“;
e Pela diferenca, determine S)* =1 — §y+t — Sutt

e Controle o erro de balanco de materiais;

2.3 AIM - Adaptative Implicit Method

O método AIM (Adaptative Implicit Method), proposto por THOMAS et al. [12]
e melhorado por FORSYTH e SAMMON [13] tem como objetivo utilizar tanto a
pressao como a saturacao de forma implicita nas regides onde ha uma grande variagao
de saturacao, como por exemplo, nas proximidades de um poco. Em outras regioes,

somente a pressao ¢ considerada implicita. Deve-se observar que o custo da solugao
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aumenta conforme a quantidade de células implicitas aumenta. Com isso, deve-se
aperfeicoar o grau de implicitude baseado no tempo de simulagao e na localizagao
das células.

Uma das grandes dificuldades do método AIM é o critério de troca para se al-
terar entre o cédlculo da célula como implicita ou explicita. Uma descri¢ao sobre o
historico do desenvolvimento dos critérios disponiveis na literatura pode ser encon-
trado em MARCONDES et al. [T4]. O critério proposto por THOMAS et al. [12]
especificava um limite de saturacao a partir do passo de tempo anterior. Se houvesse
uma variacao da saturagao maior que esse limite, o volume da célula era calculado
utilizando o método FIM. Como foi observado por FORSYTH e SAMMON [I3],
esse critério nao permitia que uma célula voltasse a se tornar IMPES uma vez que
ela tenha se tornado FIM. A abordagem proposta por RUSSELL et al. [I1] sugere
utilizar um critério baseado no nimero CFL para determinar qual célula se torna
FIM ou IMPES, fazendo com que o método AIM produza respostas mais precisas e
estaveis que o método FIM, a partir do momento que ha redugao no erro numérico.
Por sua vez, o critério proposto por YOUNG et al. [15] sugere que o nimero CFL
seja utilizado com o cédlculo da variacao maxima da saturagao. O critério proposto
por FUNG et al. [16] se baseia numa anédlise local das equagoes aproximadas onde,
em cada célula, os autovalores calculados servirao como critério para decidir se a
célula devera ser FIM ou IMPES. Por fim, o trabalho realizado por MARCONDES
et al. [14] adaptou o critério criado por FUNG et al. [16] com uma variagao especifica

no campo de saturagao para malhas nao-estruturadas.
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Capitulo 3

Ordenamento em um

Pré-Condicionador Incompleto de
Cholesky

No processo de solucao de sistemas n x n simétricos, positivo-definidos na forma
de Az = b onde A é uma matriz esparsa e n é grande, é comum aplicar um re-
ordenamento na matriz A antes de se fazer sua fatoragdo incompleta. O objetivo
desse reordenamento é melhorar a convergéncia do sistema e diminuir o nimero de
operacoes de ponto flutuante.

Segundo YANNAKAKIS [I7], esse problema é NP-Completo e portanto algumas
heuristicas sao utilizadas para se obter essa matriz de permutacao. Alguns exemplos
de heuristicas que obtém ordenamentos através de conjuntos de niveis conhecidas
na literatura sao o ordenamento de Minimum Degree, que geram fatoragoes com um
baixo nimero de preenchimentos, os ordenamentos de CutHill-McKee e sua versao
reversa que reduzem a banda e o profile da matriz, além do Nested Dissection que
utiliza técnicas recursivas para achar um ordenamento. Ha& também ordenamentos
que utilizam coloracao de grafos, onde um dos mais conhecidos e difundidos na
literatura é o red-black onde seu o objetivo é determinar uma coloragao dos nés do
grafo de uma matriz tal que todos os nés adjacentes tenham cores diferentes.

A importancia do ordenamento de varidveis e equacoes no desempenho de pré-
condicionadores baseados na fatoragao de Cholesky incompleta (ICHOL) estd bem
difundida na literatura e tem se tornado topico padrao em livros de métodos iterati-
vos como SAAD [18] e MEURANT [19]. O efeito do ordenamento das variaveis para
fatoragao incompleta foi estudado experimentalmente por DUFF e MEURANT [20].

Nesta secao, baseado na ideia proposta por BRIDSON e TANG [2], serd desen-
volvida uma discussao que ird mostrar que ha situacgoes relevantes onde a ordenacao

aplicada ao método AIM pode resultar em pré-condicionadores ICHOL fracos. As
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ordenacgoes comparadas aqui sao a ordenagao natural e uma ordenacao onde sao
priorizadas as células FIM para serem ordenadas antes das células IMPES que aqui
serd chamada de ordenagao induzida. A simulagao de reservatorios produz matrizes
que sao em geral estruturalmente simétricas quando observadas do ponto de vista
de blocos, portanto, para essa discussao, somente matrizes simétricas serao conside-
radas. Note-se que todos os argumentos sao baseados em propriedades da estrutura
da matriz e sua representacao grafica associada, logo nao ha perda de generalidade
em se restringir a discussao ao caso simétrico.

Seja A uma matriz simétrica, positivo-definida e
A~ LLT (3.1)

¢ uma fatoracao incompleta de A onde L ¢é triangular inferior. Como foi mos-
trado em BRIDSON e TANG [2], uma condicao desejavel para que uma fatoragao
ICHOL seja boa é que seu padrao de elementos nao-nulos da inversa da matriz
(LLT)~! = L=TL~! deve ter o mesmo padrio encontrado na inversa verdadeira A~1.
Para matrizes irredutiveis, como é o caso das matrizes encontradas na simulacao de
reservatorios, é desejavel que a inversa da fatoracao ICHOL tenha a mesma ma-
triz de esparsidade da A~!. Caso essa condicao nao seja satisfeita, significa que a
aproximacao pode nao ser boa.

Uma observagcao feita por BRIDSON e TANG [2] é que sua anélise é puramente
estrutural e, entao, os resultados podem ser aplicados a matrizes que sejam estru-
turalmente simétricas.

Um conceito importante é o de caminho monotonicamente decrescente entre
dois nés de um grafo de uma matriz, o qual é um caminho tal que todos os nos
intermediarios sao sempre menores que o no anterior. Por exemplo, um caminho
entre ¢ e j que passe por k, ou seja, © — k — j ¢ monotonicamente decrescente
se e somente se ¢ > k e k > j. Portanto, para uma matriz triangular L, Li_j1 #0
implica que existe um caminho monotonicamente decrescente entre ¢ e j no grafo
que representa a estrutura de nao-zeros de L.

Uma vez que,
(LL");' =Y L") (3.2)
k=1

para que (LLT);J-1 # 0 deve existir pelo menos um k£ > ¢ com um caminho monoto-
nicamente decrescente entre k£ e 7 e entre k e j.

Os exemplos desse capitulo serao baseados em uma malha 5 x 5 com células FIM
distribuidas no canto inferior direito da malha. Os grafos a esquerda da
e da representam, respectivamente, essa malha utilizando a ordenacao

natural e a ordenacao induzida. Nesses grafos, as células coloridas em verde sao as
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células FIM. Note que essas células na[Figura 3.2|sao as primeiras a serem ordenadas
ao contrario do que pode ser observado na|Figura 3.1} Ja as matrizes de esparsidade

a direita da[Figura 3.1]e da[Figura 3.2l mostram como a esparsidade muda conforme

a escolha da ordenacao. No caso das matrizes de simulacao de reservatorios deve-se
realizar a fatoragao ICHOL por blocos de elementos uma vez que a fatoragao ICHOL
por elemento pode gerar pré-condicionadores quase singulares. Portanto, cada ponto

da matriz gerada pode representar um bloco de elementos ou um tnico elemento.
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Figura 3.1: Grafo correspondente e matriz de esparsidade para uma malha 5 x 5
com ordenagao natural.
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Figura 3.2: Grafo correspondente e matriz de esparsidade para uma malha 5 x 5
com ordenagao induzida.

3.1 Analise para ICHOL(0)

Com o intuito de se caracterizar a estrutura de nao-zeros do fator L a fim de analisar
as ordenacoes natural e ordenacao induzida, vamos considerar primeiramente o nivel
zero da fatoracao ICHOL, ou seja, ICHOL(0). Nela, a estrutura dos elementos nao-

nulos de L é a mesma que a estrutura triangular inferior de A. A mostra
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o grafo induzido pelo fator L da fatoracdo ICHOL(0) para uma malha 5 x 5 junto

com seu padrao de esparsidade quando a ordenacao natural é aplicada.

10 [ L)

15 . oo

20 . L)

25 . oo -

nz =65

Figura 3.3: Grafo e padrao de esparsidade associados a parte L da fatoragao
ICHOL(0) de uma malha 5 x 5 com ordenagao natural.

Para um problema 2D geral, dados quaisquer nés ¢ e j com ¢ > j, algumas

situacoes podem acontecer:

1. i e 7 estao na mesma linha. Neste caso, i deve estar a direita de j se estiver na
mesma linha ou abaixo de j caso esteja na mesma coluna. De qualquer forma,
h& um caminho monotonicamente decrescente a partir de ¢ até j através da

linha do grafo juntando 7 e j, o que implica que (LLT)i_j1 £ 0.

2. 1 estd em uma linha abaixo de j e a direita de j. Neste caso, para ir de ¢
até j através das linhas do grafo resultara em um caminho monotonicamente

decrescente fazendo com que (LLT);j1 # 0.

3. 7 estd em uma linha abaixo de j e a esquerda de j. Neste caso, nao ha
um caminho monotonicamente decrescente entre ¢ e j mas, obtendo um &
para ser um né de intersecao entre a linha ¢ e a coluna j, existe um caminho
monotonicamente decrescente entre k e ¢ e de k até j através das linhas do

Ty—1
grafo e, portanto, (LL");;" # 0.

Alguns exemplos podem ser dados para as condigoes acima baseados no grafo da
Para a situagao do item [I] pode-se considerar os nés i = 14 e j = 12 que
resulta em um caminho 14 — 13 — 12. J4 a situagao do item [2 pode-se considerar
osnés i =19 e 7 = 7 resultando em um caminho 19 — 18 — 17 — 12 — 7. Por fim,
para exemplificarmos a situacao do item |3| pode-se escolher os nés 1 = 17 e j = 9.
Para obter um caminho entre esses nos, temos que escolher, por exemplo, k£ = 19
que faz intersecao tanto com ¢ quanto com j e com isso os caminhos gerados sao
19 — 18 — 17 para ligar k a i e 19 — 14 — 9 para ligar k a j.
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As condicoes acima também podem ser aplicadas a casos 3D se planos forem con-
siderados. A ideia proposta por BRIDSON e TANG [2] mostra que para (LLT)™!
ser uma matriz cheia basta observar que existe um caminho monotonicamente de-
crescente entre um noé n para qualquer né ¢. Contudo, para se compreender onde a
ordenacao induzida falha nos itens acima serao utilizados argumentos mais explicitos
entre quaisquer dois nés. Para uma malha regular 3D utilizando esténcil de 7 pontos
ou 2D utilizando esténcil de 5 pontos, pode-se derivar o Teorema 2.1 do BRIDSON
e TANG [2] para obter o seguinte resultado:

Corolério 3.1. Seja A uma matriz proveniente de uma malha regular 3D (2D) utili-
zando esténcil de 7 pontos (5 pontos) ordenados naturalmente e L a matriz triangu-
lar inferior resultante da fatoragao ICHOL(0) de A. Entdao, desprezando quaisquer

cancelamentos numéricos casuais, (LLT)™ = L=TL™' é uma matriz cheia.

Entretanto, as situagoes mencionadas acima nao sao verdadeiras para os casos
onde a ordenacao induzida é aplicada. A mostra o grafo gerado pelo
fator L da fatoracdo ICHOL(0) para uma malha 5 x 5 junto com seu padrao de
esparsidade utilizando a ordenacao induzida. Nao ha caminho algum entre um né
IMPES e um né FIM fora do limite entre as regioes e, portanto, se 7 ¢ um né IMPES
e j ¢ um né FIM que nio esteja no limite das regices, entdao (LLT)™! = 0. Pode-se

observar como exemplo dessa situagao os nés i = 22 e j = 5.

10 . oo

15 @ L)

20 . .

25 . o o

nz =65

Figura 3.4: Grafo e padrao de esparsidade associados a parte L da fatoracao
ICHOL(0) de uma malha 5 x 5com ordenagao induzida.

Inclusive, até conexoes entre dois nés IMPES podem resultar em um respectivo
valor zero na inversa de LLY. Por exemplo, ao se tentar achar um caminho entre os
nos 22 e 19, precisa-se achar um k > 22 pois o né 22 esta abaixo e a esquerda do nd
19. Entretanto, uma vez que o nd 22 tem 3 conexoes menores que o ndé 19 e uma
conexao com o no 21 mas que a partir deste nao se consegue achar um caminho até
o n6 19 torna-se impossivel achar um k > 22 que faria com que houvesse caminhos

monotonicamente decrescentes entre 22 e 19. Em geral, se ¢ ¢ um n6 IMPES na
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regiao limitrofe com a regiao FIM e j é qualquer né IMPES a direita de i entao
(LLT);]-1 = 0. Portanto, a situagao considerada pelo item [3| nao pode ser aplicada
com essa ordenacao uma vez que as possiveis intersegoes estariam na regiao FIM

onde todos os nds sao numerados com grau menor que os nés IMPES.
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Figura 3.6: Padrao de esparsidade dos elementos nao-zero para a inversa utilizando
a ordenacao natural.

Foram geradas as inversas para o operador de Laplace com condigoes de contorno
de Dirichlet aplicados & malha referente a [Figura 3.1l O padrao de esparsidade da
inversa verdadeira pode ser observado na |Figura 3.5l Por sua vez, os padroes de

esparsidade das inversas aproximadas utilizando a ordenagao natural e a induzida

podem ser observados na[Figura 3.6|e [Figura 3.7 respectivamente. A fun¢ao do MA-

TLAB que gera esse padrao de esparsidade coloca um ponto azul para cada elemento
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Figura 3.7: Padrao de esparsidade dos elementos nao-zero para a inversa utilizando
a ordenacao induzida.

nao-zero na matriz. Com isso, a comparacao do resultado das inversas aproximadas
com a inversa verdadeira mostra que todos os valores da inversa aproximada uti-
lizando a ordenacao natural sao nao-zero. Entretanto, para a ordenacao induzida,
todas as conexdes com os nés FIM que nao estejam na regiao limitrofe e algumas
conexoes com nés IMPES tem valor zero e por isso nao aparecem no seu respec-
tivo grafico. Levando em consideracao as condi¢oes necessarias especificadas por
BRIDSON e TANG [2], pode ser que a inversa aproximada utilizando a ordenagao

induzida seja pior que a inversa aproximada utilizando a ordenacao natural.

3.2 Analise para ICHOL(1)

Na fatoragao ICHOL(1), preenchimentos sao permitidos quando eles correspondem a
uma posicao que surge a partir da operacao entre duas entradas originais da matriz.
Na representacao do grafo da matriz, segundo SAAD [I8], no processo da fatoragao
ICHOL, o valor do nivel de um preenchimento na posigao (i, j) é p se, e somente se,
existe um caminho de tamanho p + 1 entre ¢ e j de tal forma que todos os vértices
nesse caminho, exceto os pontos finais ¢ e j, sao menores que ¢ e j. Portanto, no caso
de ICHOL(1), vértices adicionais que ligam dois nés i e j sao adicionados sempre
que houver um caminho monotonicamente decrescente de tamanho dois entre ¢ e 7.

A mostra uma parte de um grafo para uma malha regular 2D onde
mostra que ha um caminho entre os noés i e i — nx + 1 através do né i — nzx.
Este caminho introduzird um preenchimento de nivel 1 através da uma diagonal na
diregao nordeste do grafo (representado através de uma linha pontilhada na figura).
A a esquerda mostra o grafo correspondente para o fator L resultante da
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Figura 3.8: Representagao de um grafo de uma malha regular mostrando o caminho
entre dois nds causado por um preenchimento.

fatoragao ICHOL(1) do exemplo da[Figura 3.1Jonde a ordenagao natural foi aplicada.
A diagonal extra que pode ser observada na matriz de esparsidade da a
direita se da pelo fato de que um nivel de preenchimento é permitido ao se utilizar
ICHOL(1). Em uma malha 3D, existiriam outros dois niveis de preenchimento os
quais ligariam o né ¢ com os nés no plano de cima, o que faria com que aparecessem
trés diagonais extras na matriz de esparsidade. A partir do ponto de vista da
estrutura de nao-zeros de (LLT)™!, o Coroldrio ainda se aplica e, com isso,
(LLT)~! ser4 uma matriz cheia, tendo em vista que o grafo do fator L da fatoracao
ICHOL(1) vai conter todos os vértices do grafo do fator L da fatoracao ICHOL(O).

10 [ o0

15 . oo

20 [ o0

25

0 5 10 15 20 25

Figura 3.9: Grafo e padrao de esparsidade associados a parte L da fatoragao
ICHOL(1) de uma malha 5 x 5 com ordenagao natural.

Para a ordenacao induzida nao se obtém um padrao de preenchimento tao re-
gular quando o padrao obtido pela ordenagao natural devido ao fato de que alguns
preenchimentos aparecem entre os limites das regioes FIM e IMPES. A
mostra o grafo e o padrao de esparsidade obtidos do fator L da fatoragao ICHOL(1)
da malha utilizada na Fora da interface entre as regices FIM e IMPES, o
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mesmo padrao de preenchimentos é encontrado, porém, com a direcao invertida den-
tro da regiao FIM. Na regiao limitrofe, além de haver alguns preenchimentos entre
nés FIM com nés IMPES, ha preenchimentos extras de nés IMPES para um né FIM
dentro da regiao FIM. Esses preenchimentos sao introduzidos pelos preenchimentos
de nivel 1 e podem ser observados, por exemplo, entre os nés 19 e 5 onde ha um
caminho 19 — 2 — 5 ou entre os noés 25 e 8, onde ha um caminho 25 — 7 — 8.
Apesar dos novos preenchimentos, introduzidos na interface entre as regioes FIM
e IMPES pela fatoracao ICHOL(1), gerarem entradas nao-zero para (LLT)™! em
lugares onde zeros existiram para a fatoracao ICHOL(0), por exemplo i = 22 e
j = 5, nao ¢ suficiente para fazer com que (LLT)™! seja uma matriz cheia, devido

ao fato que os nds com valores zero persistirao dentro da regiao FIM.

10 . o0

15re o LX)

20 o0 .

25 L) oo o -
0 5 10 15 20 25
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Figura 3.10: Grafo e padrao de esparsidade associados a parte L da fatoragao
ICHOL(1) de uma malha 5 x 5 com ordenagao induzida.

Foi realizada uma comparagao com ICHOL(1) para o problema apresentado na
secao anterior. A mostra o padrao de esparsidade obtido para a or-
denacao induzida com preenchimento de nivel 1.

Observa-se que apesar da fatoracao ICHOL(1) para a ordenagao induzida intro-
duzir alguns preenchimentos ela ainda se observam que existem varios elementos
nulos e, portanto, nao atende a condi¢ao necessaria especificada por BRIDSON e
TANG [2]. Com isso, ha indicios de que a inversa aproximada utilizando a ordenagao

induzida seja pior do que a inversa aproximada utilizando a ordenac¢ao natural.

3.3 Observacoes adicionais

Pode-se argumentar que os problemas encontrados nas anélises feitas com ICHOL(0)
e ICHOL(1) sao concentrados em uma regiao perto da interface entre as células FIM
e IMPES e, portanto, se essa regiao limitrofe fosse mantida longe das regides com
uma atividade maior, nao haveria impacto significante. Entretanto, a escolha da dis-

tribuicao das células FIM /IMPES é baseada no comportamento da parte hiperbdlica
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Figura 3.11: Padrao de esparsidade dos elementos nao-zero para a inversa utilizando
a ordenacao induzida utilizando preenchimento de nivel 1.

das equacoes governantes, enquanto os problemas encontrados sao relacionados com
a solugao do sistema linear, onde alguns componentes da parte eliptica do problema,
tais como os componentes de erro de baixa frequéncia da pressao, sao os que deter-
minam a taxa de convergeéncia.

As situagoes onde aparecem zeros na inversa aproximada utilizando a fatoracao
ICHOL com a ordenacao induzida nao sao restritas ao tipo de padrao introduzido
pela [Figura 3.2, Por exemplo, a conexao entre qualquer célula pertencente a um
grupo de células IMPES cercadas por células FIM com qualquer outra célula IMPES

fora desse grupo vai resultar em um 0 na inversa aproximada.
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Figura 3.12: Grafos de uma malha 6 x 6 com um grupo de células FIM cercadas por
células IMPES.

Mesmo quando a inversa aproximada da ordenacao induzida tiver o mesmo
padrao de esparsidade, ha razoes para se acreditar que ela resulta em um pré-

condicionamento pior quando comparado com a inversa aproximada com ordenagao
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natural. Considerando a malha mostrada na [Figura 3.12, onde as células FIM estao
no meio do malha, temos que (LLT)™! tem o mesmo padrao de esparsidade para
ambas as ordenagoes, uma vez que é possivel alcancar qualquer né do grafo a partir
do né 36 utilizando um caminho monotonicamente decrescente. Entretanto, para a
ordenacao induzida, ha alguns caminhos que sao maiores que os caminhos obtidos
pela ordenacao natural. Por exemplo, seja ¢ = 20 e j = 22 no grafo a esquerda e
i =26 e j =5 para o grafo a direita. Os caminhos encontrados sao 22 — 21 — 20
para a ordenacao natural enquanto para a ordenagao induzida é necessério ir até o
no 34, obtendo-se os caminhos 34 — 33 — 32 — 29 — 26 ¢ 34 — 8 — 5. Esses
caminhos maiores podem resultar em uma inversa aproximada mais fraca, como
pode-se esperar, em algumas circunstancias como diagonal dominancia, que valores

pequenos seriam obtidos depois de cada passo do calculo da inversa da matriz.

3.4 Experimentos numéricos

Foram rodados alguns testes para se avaliar o desempenho do pré-condicionador
ICHOL quando aplicado a um gradiente conjugado utilizando ordenacao natural
e a ordenagao induzida. Os testes consistem em se resolver e avaliar o nimero de
iteracoes obtidas para um operador de Laplace com condi¢oes de contorno de Dirich-
let em uma malha 3D uniforme. A estagdo onde foram executadas as simulagoes foi
uma HP-Z820 com 128GB de memdria RAM, 2 processadores Intel Xeon ES-2687W
a uma frequéncia de 3.10GHz totalizando 16 cores em um sistema operacional Win-
dows 7 Enterprise com Service Pack 1. A versao do MATLAB utilizada para rodar
os testes foi a R2012b. A distribuicao das células FIM e IMPES foi baseada em
uma malha 3D onde o mesmo padrao 2D de células foi repetido em todos os planos.
Conforme pode-se observar na , trés padroes foram estabelecidos: 1/4
de 5-spot, centralizado e 5-spot. No primeiro, as células FIM foram distribuidas
entre o canto superior esquerdo e inferior direito. No segundo, as células FIM foram
concentradas no centro da malha, e, finalmente, no ultimo padrao, as células FIM
sao distribuidas entre cinco grupos, entre os quatro cantos e o centro. Para os testes
com a ordenacao induzida, a quantidade de células FIM a ser distribuida variou
entre 1% e 50%.

O lado direito do sistema a ser resolvido foi calculado de tal maneira que um
vetor unitario fosse a solucao do sistema. O chute inicial foi um vetor de zeros e
a tolerancia para a convergéncia foi de 107% uma vez que o método peg usa como
critério de convergéncia o residuo relativo.

A mostra o numero de iteragoes utilizando ICHOL(0) realizadas pelo
método pcg com a ordenagao natural e induzida para malhas variando entre 8 mil

células até 2 milhoes de células. A coluna “Size” mostra o tamanho da malha em
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1/4 5-spot Centralizado 5-spot
Malha Size | N Iter | % FIM
N Iter | Variagao | N Iter | Variagao | N Iter | Variagao
1% 21 5,0% 20 0,0% 21 5,0%
5% 21 5,0% 20 0,0% 21 5,0%
10% 22 10,0% 20 0,0% 21 5,0%
20 x 20 x 20 8 20
20% 22 10,0% 20 0,0% 22 10,0%
35% 23 15,0% 20 0,0% 22 10,0%
50% 23 15,0% 20 0,0% 22 10,0%
1% 30 3,4% 30 3,4% 30 3,4%
5% 33 13,8% 33 13,8% 33 13,8%
10% 34 17,2% 33 13,8% 33 13,8%
40 x 40 x 20 32 29
20% 33 13,8% 34 17,2% 34 17,2%
35% 34 17,2% 34 17,2% 34 17,2%
50% 34 17,2% 34 17,2% 34 17,2%
1% 41 5,1% 41 5,1% 41 5,1%
5% 41 5,1% 41 5,1% 41 5,1%
10% 42 7,7% 41 5,1% 41 5,1%
80 x 80 x 20 128 39
20% 42 7,7% 42 7,7% 42 7,7%
35% 45 15,4% 43 10,3% 43 10,3%
50% 45 15,4% 43 10,3% 43 10,3%
1% 48 2,1% 48 2,1% 48 2,1%
5% 49 4,3% 48 2,1% 48 2,1%
10% 49 4,3% 49 4,3% 49 4,3%
160 x 160 x 20 512 47
20% 49 4,3% 49 4,3% 49 4,3%
35% 49 4,3% 49 4,3% 49 4,3%
50% 49 4,3% 49 4,3% 49 4,3%
1% 49 4,3% 49 4,3% 49 4,3%
5% 49 4,3% 49 4,3% 49 4,3%
10% 49 4,3% 50 6,4% 50 6,4%
320 x 320 x 20 | 2048 47
20% 50 6,4% 50 6,4% 50 6,4%
35% 50 6,4% 50 6,4% 50 6,4%
50% 50 6,4% 50 6,4% 50 6,4%

Tabela 3.1: Numero de iteragoes realizadas pelo peg para ICHOL(0).
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Figura 3.13: Padrao de distribuicao das células FIM e IMPES utilizada nos experi-
mentos numéricos.

1/4 5-spot Centralizado 5-spot
Malha Size | N Iter | % FIM
N Iter | Variagao | N Iter | Variacdo | N Iter | Variacédo
1% 15 0,0% 15 0,0% 15 0,0%
5% 15 0,0% 15 0,0% 15 0,0%
10% 15 0,0% 15 0,0% 15 0,0%
20 x 20 x 20 8 15
20% 15 0,0% 15 0,0% 15 0,0%
35% 15 0,0% 15 0,0% 15 0,0%
50% 15 0,0% 15 0,0% 15 0,0%
1% 20 0,0% 21 5,0% 20 0,0%
5% 21 5,0% 21 5,0% 21 5,0%
10% 22 10,0% 21 5,0% 22 10,0%
40 x 40 x 20 32 20
20% 22 10,0% 22 10,0% 22 10,0%
35% 23 15,0% 22 10,0% 22 10,0%
50% 23 15,0% 22 10,0% 22 10,0%
1% 27 3,8% 27 3,8% 27 3,8%
5% 27 3,8% 28 7,7% 27 3,8%
10% 27 3,8% 29 11,5% 27 3,8%
80 x 80 x20 | 128 26
20% 27 3,8% 29 11,5% 28 7,7%
35% 29 11,5% 29 11,5% 29 11,5%
50% 29 11,5% 27 3,8% 29 11,5%

Tabela 3.2: Numero de iteragoes realizadas pelo peg para ICHOL(1).

milhares de células. A primeira coluna “N Iter” exibe o nimero de iteragoes rea-
lizadas com a ordenacao natural e as outras colunas “N Iter” mostram o nimero
de iteragoes para a ordenacao induzida. Para essa tultima ordenacao e para cada
tamanho de malha ha um percentual de implicitude aplicado, ou seja, a quantidade
de células FIM que sera distribuida conforme o padrao escolhido. Além disso, para
cada padrao, ha uma coluna que indica a variacao no nimero de iteracoes entre as
duas ordenacoes. Em todas as configuracoes, exceto pela configuracao “Centrali-
zado” e 8 mil células, o nimero das iteracoes foi maior para a ordenacao induzida.
Esse aumento chegou até a faixa dos 17% e foi proporcional conforme o aumento do
nimero de células FIM.

A mostra o resultado das iteragoes realizadas pelo método peg utili-
zando ICHOL(1) para a ordenagao natural e para com a ordenagao induzida. Nao

foi possivel realizar testes com os tamanhos de malhas 160 x 160 x 20 e 320 x 320
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1/4 5-spot Centralizado 5-spot

Malha Size NNZ % FIM
NNZ Aumento NNZ Aumento NNZ Aumento
1% 52480 0,0% 52540 0,2% 52494 0,1%
5% 52580 0,2% 52640 0,3% 52620 0,3%
10% 52660 0,4% 52720 0,5% 52780 0,6%
20 x 20 x 20 8 52460
20% 52760 0,6% 52820 0,7% 52940 0,9%
35% 52880 0,8% 52940 0,9% 53160 1,3%
50% 52960 1,0% 53040 1,1% 53320 1,6%

1% 214600 0,0% 214660 0,1% 214662 0,1%
5% 214800 0,1% 214860 0,2% 214980 0,2%
10% 214960 0,2% 215020 0,2% 215260 0,4%
20% 215160 0,3% 215220 0,3% 215580 0,5%
35% 215400 0,4% 215460 0,4% 216020 0,7%
50% 215560 0,5% 215640 0,5% 216340 0,9%
1% 867640 0,0% 867700 0,0% 867818 0,1%
5% 868040 0,1% 868100 0,1% 868460 0,1%
10% 868320 0,1% 868400 0,1% 869000 0,2%
20% 868760 0,2% 868820 0,2% 869740 0,3%
35% 869200 0,2% 869280 0,2% 870520 0,4%
50% 869600 0,3% 869660 0,3% 871160 0,4%

40 x 40 x 20 32 214500

80 x 80 x 20 128 | 867380

Tabela 3.3: Numero de elementos ndo-zero para o fator L do ICHOL(1).

x 20 devido ao longo tempo necessario para se realizar a fatoragao. Para os outros
tamanhos de malha, foi observado que o aumento no ntmero de iteracoes nao é tao
grande quanto o observado para o ICHOL(0), mas a ordenagao induzida realiza mais
iteragoes em 2/3 dos casos e nunca realiza menos iteragoes. Para a menor malha,
o numero de iteragoes é o mesmo para ambas as ordenacoes em todos os padroes e
porcentagem de células FIM, mas para as outras duas, o niimero de iteracoes cresce
entre 10% e 15%. Assim como no ICHOL(0), em geral o nimero de iteragoes com
a ordenacao induzida cresce com a porcentagem de células FIM e nao ¢é tao sensivel
com o padrao de distribuicao das células FIM e IMPES. A apresenta o
nimero de elementos nao-zeros no fator L para cada configuracao proposta. Assim
como discutido na a ordenacao induzida introduz preenchimentos adici-
onais na regiao limite entre as células FIM e IMPES, os quais nao sao presentes
quando a ordenacao natural é utilizada. O numero de elementos nao-zero adicio-
nais cresce conforme a porcentagem de células FIM cresce, como esperado, mas esse

aumento ¢ muito pequeno sendo menos que 1% na maioria dos casos.

27



Capitulo 4
Implementacao

Nesse capitulo vamos discutir a estrutura de dados e alguns aspectos da fatoragao
incompleta de um simulador de nova geracao que utiliza a ordenacgao induzida.
Vamos comparar com os simuladores da CMG (Computer Modelling Groud LTD),
empresa canadense lider no mercado de simuladores de reservatérios de petroleo,
que utilizam o ordenamento natural, nesse caso sao necessarias estruturas de dados

mais complexas para se armazenar as entradas das matrizes.

4.1 Blocos de Tamanhos Hibridos

Na discretizacao AIM, como vimos, células com tratamentos FIM e IMPES sao uti-
lizadas. A selecao de quais células recebem um tratamento ou outro é realizada
dinamicamente no espaco e tempo. Em termos da matriz do sistema, a discre-
tizacao AIM resulta em uma matriz com blocos de diferentes tamanhos na parte do
reservatério, bem como nas conexoes entre o reservatorio e outras partes do sistema,
como por exemplo, pogos. Seja n. o nimero de componentes, as conexoes entre duas
células FIM resulta em um bloco de tamanho (n. + 1) X (n. + 1), conexdes entre
duas células IMPES, por sua vez, resulta em blocos 1 X 1, enquanto conexoes entre
uma célula FIM e outra IMPES resulta em um bloco retangular com (n. + 1) x 1
componentes para as derivadas das equacoes FIM em relacao as variaveis IMPES e
1 X (n. + 1) para as derivadas das equagoes IMPES em relagao as variaveis FIM.
Note que o componente extra que é somado ao n,. é relativo a variavel de pressao. A
presenca de blocos de tamanhos hibridos requer um tratamento especial em termos
de estrutura de dados para se armazenar as entradas das matrizes.

Essas estruturas introduzem ponteiros adicionais no formato BCSR (Blocked
Compressed Sparse Row) para cuidar da localizagao de cada entrada da matriz den-
tro do vetor que contém os valores nao-nulos da matriz. A definicao do BCSR se
da por trés vetores: o vetor A contém as entradas de cada bloco da matriz armaze-

nadas consecutivamente linha a linha, o vetor de inteiros COLIDX que armazena,
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para cada bloco, os indices das colunas dos blocos e o vetor ROWIDX que armazena
o inicio de cada bloco em A e COLIDX. Os vetores ROWIDX e COLIDX usam nu-
meracao que comegam pelo valor 1 (similar ao Fotran). Uma vez que o tamanho do
bloco b é igual para todos os blocos, a posicao inicial das entradas de qualquer bloco
em A é facilmente calculada a partir dos indices em ROWIDX e multiplicando-os

por b%. A mostra um exemplo do formato BCRS aplicado a uma matriz

simples.

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10
M = 11 12
13 14(15 16
17 18(19 20

A=[1256]3478]|9101112|13141718|15161920]
COLIDX=[13]2]23]
ROWIDX=[1346]

Figura 4.1: Matriz esparsa 3 x 3 com blocos de tamanho 2 x 2 e os respectivos

vetores A, COLIDX e ROWIDX.

Entretanto, quando os blocos tem tamanhos diferentes nao é possivel se obter
a mesma informacao a partir de um simples calculo, com isso, o vetor adicional
ABLKIDX ¢ introduzido para fornecer a posicao inicial dos valores de cada bloco
em A. Outro vetor adicional XBLKIDX ¢ utilizado para indicar a posi¢ao inicial
dos valores correspondentes a cada linha em qualquer vetor X seguindo a mesma
estrutura em blocos do vetor A. Além desses, se faz necessario manter um vetor
NEQ@ com o tamanho do bloco para cada linha.

A[Figura 4.2l mostra um exemplo de uma matriz com blocos de tamanhos hibridos
e como o formato BCRS ¢ estendido para tratar esse problema. No BCRS estendido,
os vetores ROWIDX e COLIDX, os quais também aparecem no BCRS padrao,
dependem das conexoes da malha, mas nao do tamanho do bloco. Os vetores de
ponteiros adicionais ABLKIDX, XBLKIDX e NE() sao os unicos que dependem
do tamanho do bloco. Uma vez que a ordenacao é fixa, mudancas na implicitude
do problema somente fazem com que esses ponteiros adicionais sejam recalculados
e, portanto, nao ha necessidade de se mudar o padrao de esparsidade e, logo, ter
que refazer a fatoracao simbdlica. Esses cédlculos, executados antes da fatoragao
numérica, geram uma perda de desempenho pequena, uma vez que os ponteiros
adicionais podem ser recalculados com um algoritmo barato.

O mostra como, a partir de um vetor booleano chamado IMPMAP,

que indica quais células sao FIM ou IMPES, pode-se montar os vetores NE(Q) e
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1 2(3 4 5 49

6 7|18 9 10 50

11 12|13 14|15 16 51

17 18|19 20|21 22 52

M = 23 24|25 b= 53
26 27 2829|130 31 54

32 33 34135 36 55

37 38 39|40 56

41 42 43(44 57

45146 47(48 58

A=[1267|3489|510 11121718 | 13141920 | 1521 | 1622|2324 | 25 | 26 27
| 2812930313233 |34|35]|36]|3741|38394243|4044 |45 | 4647 | 48]

COLIDX=[124|1235|23]|1456|2457|467|567]
ROWIDX=[1481014182124]
ABLKIDX=[159]11151921|2325|26282930|32343536|373943|454648]
NEQ=[2211121]

X=[4950|5152|53|54|55|5657|58]
XBLKIDX=[1356781011]

Figura 4.2: Matriz esparsa com seu formato estendido do BCRS para tratar blocos
de tamanhos hibridos.

XBLKIDX. Inicialmente atribui-se a primeira posi¢ao do vetor XBLKIDX o valor
1, para que entao, comece-se um lago em todas as linhas da matriz. Caso a linha ¢
seja uma linha que contenha células implicitas, entao, o tamanho do bloco é atribuido
ao vetor NE() na posicao 4, além de se atualizar a posicao ¢ + 1 do vetor XBLKIDX
com o valor do tamanho do bloco somado ao valor da posicao ¢ do vetor XBLKIDX.
Caso contrario, ou seja, quando a linha ¢ nao contém células implicitas, o valor 1 é
atribuido a posicao ¢ do vetor NE(Q. Por sua vez, a posicao ¢ + 1 do vetor XBLKIDX
recebe o valor obtido na posicao ¢+ do vetor XBLKIDX adicionado a 1.

Uma vez que se tenha o vetor NE(Q calculado, o vetor ABLKIDX pode ser
calculado com um simples lagco em todos os blocos da matriz, como pode ser visto
no[Cédigo 4.2] O cédigo inicia atribuindo-se 0 ao contador de blocos chamado ib que
serd utilizado como indice de ABLKIDX, além de iniciar a primeira posi¢cao do vetor
ABLKIDX como 0. Dois lacos sao realizados, o primeiro para percorrer as linhas da
matriz e outro, interno ao primeiro, para percorrer as colunas da matriz para uma
determinada linha i. Para cada coluna j, o vetor ABLKIDX é atualizado na posigao
1b + 1 com o valor da posicao ib do vetor ABLKIDX somado a multiplicacao do
tamanho dos blocos da linha i com a coluna j. Incrementa-se o contador de blocos

e continua-se o lago até o final.
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1 XBLKIDX[0] = 1;
2 // loop sobre as bloco-linhas
3 for ( int i = 0; i < n; 1i++) {
4 if (IMPMAP[i]) { // linha com celulas implicitas
5 NEQ[i] = blockSize;
6 XBLKIDX[i+4+1] = XBLKIDX[i] + blockSize;
7 }
8 else {
9 NEQ[i] = 1;
10 XBLKIDX[i+1] = XBLKIDX[i] + 1;
11 }
12 }
Cédigo 4.1: Cédigo para se atribuir NEQ e XBLKIDX.
1 int ib = 0;
2 ABLKIDX[0] = 1;
3 // loop sobre todas as bloco-linhas
4 for(int 1 = 0; 1 < n; 1i++) {
5 // loop sobre todas as bloco-colunas
6 // para o bloco-linha i
7 for (int jx = ROWIDX[i]; jx < ROWIDX[i+1]; Jjx++) ({
8 int j = COLIDX[jx];
9 ABLKIDX[ib + 1] = ABLKIDX[ib] + NEQ[i] * NEQ[J];
10 ib++;
11 }
12 }

Codigo 4.2: Cédigo para se atribuir ABLKIDX.

Outro aspecto relacionado a eficiéncia dos pré-condicionadores ILU é o fato de
que aritmética de blocos pode ser estendida naturalmente quando se utilizam blocos
de tamanho hibridos, com isso, essa abordagem é muito mais adequada para gene-
ralizacoes da discretizacao AIM, onde, ao invés de tratar ou todas as varidveis ou
somente a pressao implicitamente, ha a possibilidade de se escolher quais variaveis
vao receber o tratamento explicito ou implicito, como proposto por RUSSELL et al.
[T1]. Nesse caso, blocos de qualquer tamanho entre 1 e n. + 1 apareceriam e a
abordagem de se separar as equacoes e variaveis em grupos de blocos do mesmo
tamanho seria um trabalho arduo, sendo inviavel na pratica. Até mesmo uma sim-
ples abordagem de se ter células tratadas como FIM ou IMPES em uma simulagao
composicional seria tratada naturalmente no contexto de se ter blocos de tamanho
hibrido, enquanto, no contexto da ordenacao induzida, esse problema se torna mais
complicado. Entretanto, ao se trabalhar com estrutura de dados com tamanhos de

blocos hibridos faz com que se tenham enderecamentos de memoria extras, o que se
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faz inferir que havera penalidades em relagao ao desempenho. Algumas otimizagoes
de lacos, as quais sao muito importantes a fim de se obter bom desempenho nos
nucleos de algebra linear tais como multiplicacao matriz-vetor, fatoracao ILU e o
solver triangular, incluindo a utilizacao de lacos desenrolados e a omissao de lagos
internos quando se sabe que o tamanho do bloco é igual a 1, nao sao facilmente
realizaveis quando os tamanhos dos blocos sao hibridos.

Os beneficios em desempenho adquiridos quando se utilizam matrizes esparsas
em blocos no contexto de multiplicagao matriz-vector é amplamente discutido por
IM [21].

Apesar de ser possivel utilizar aritmética de blocos com o armazenamento utili-
zado com a ordenacao induzida, seria necessario ou se misturar blocos de diferentes
tamanhos ou seria feito através de uma abordagem utilizando complemento de Schur,
o que, provavelmente, seria complexo para se estender para niveis de preenchimento
maiores que 0. As entradas da matriz sao armazenadas, pelo simulador escolhido,
individualmente através de uma estrutura de dados homogénea ignorando a estru-
tura de blocos nela existente. As desvantagens de se utilizar o tratamento individual
estao relacionadas aos potenciais problemas de estabilidade que podem acontecer,
a um numero maior de indirecoes de enderecos de memoria, o que torna essa im-
plementacao pouco eficiente, e, por fim, a perda da habilidade de se utilizar lagos
desenrolados. Entretanto, a uniformidade fornecida pelo uso de estruturas de dados
homogéneas pode ser til para tirar proveito de vetorizagao, o que pode ser crucial

em algumas arquiteturas tais como paralelismo em placas graficas.

4.2 Implementacao das Estruturas de Blocos de

Tamanhos Hibridos

Um protoétipo de um solver linear baseado na estrutura de blocos de tamanho hibrido
foi desenvolvido e integrado com o cédigo de montagem da matriz de um simulador
de nova geracao, que internamente utiliza a ordenacao induzida para simulagoes
AIM. Esse novo solver linear permitiu rodar simulagoes completas utilizando o
método AIM com a ordenacao natural. Novas estruturas de dados foram criadas
baseadas nas ideias apresentadas na [Segao 4.1]

A estrutura de dados hibrida somente sera utilizada para o pré-condicionador
ILU, portanto, serd necessario passar um vetor de permutacao que mapeara a or-
denacao induzida para a ordenacao natural para ser utilizada pela fatoracao ILU e
pelo solver triangular. Uma vez que o resto do solver iterativo vai utilizar um ordena-
mento diferente das equacoes e das variaveis, a aplicacao do pré-condicionador ILU

vai precisar de um mapeamento do lado direito do sistema para nova a ordenacao
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antes de se executar o solver triangular e mapear o vetor de solucao de volta para a
ordenacao original do simulador. Note que a utilizacao de um vetor de permutagao
na fatoragao ILU e no solver triangular permite que quaisquer outras ordenacoes
sejam utilizadas, desde que haja um mapeamento entre a ordenacao do simulador
para a ordenacao desejada além de um mapeamento contrario. Com isso, apesar
do impacto de se ter mais indirecoes para tratar esse mapeamento, o simulador se
torna mais flexivel quando permite que outras ordenacoes possam ser aplicadas.
Formalmente, seja A uma matriz na ordenacao induzida, P uma matriz de
permutacao que mapeia a ordenacao induzida para a ordenacao natural que sera
utilizada no pré-condicionador ILU e L e U os fatores ILU de PAPT. Entao, o

pré-condicionador M ~ A é dado por
M =P'LUP (4.1)

e, portanto, aplicar o pré-condicionador envolve resolver um sistema Mu = v, o qual

se da em tres passos:

1. v = Pv (reordena o lado direito para a ordenacao natural)
2. Resolver LUy =/

3. u = PTy (reordenar a solucao de volta para a ordenacao do simulador)

Uma importante observagao relacionada a fatoragao ILU é que nao necessaria-
mente serd preciso explicitamente se formar PAPT para calcular os fatores ILU pois
o simulador de nova geracao utilizado para esses testes utiliza uma implementacao
de leitura da matriz baseada em linhas. Com isso, a ordenacao pode ser aplicada
durante a da execucao da fatoracao ILU.

Seja o vetor com o mapeamento da ordenacao induzida para a ordenacao natural
chamado de induzidaParaNat, o vetor com a ordenacao inversa chamado de natPa-
ralnduzida e seja i o indice da linha da matriz que esta sendo percorrida. Note que
71 vai ser percorrido na ordenacao natural, porém, para acessar qual é o indice da
matriz na ordenacao induzida, faz-se o mapeamento utilizando o vetor natParalndu-
zida. Essa instrucao pode ser vista na linha [ do A partir do momento
que se tem a 7 0rig, deve-se saber quantas entradas naquela linha da matriz existem
para serem armazenadas no vetor alu onde os fatores ILU sao calculados e armaze-
nados para futura utilizagao. Observe através da linha[5|do que o método
numkEnt retorna um indice relativo a coluna do bloco, onde este esta na ordenagao
induzida. Com isso, para acessar corretamente a coluna do bloco na ordenagao na-
tural, deve-se realizar o mapeamento utilizando o vetor induzidaParaNat, onde tal
instrugdo pode ser observada na linha [§ do [Codigo 4.3] A partir desse momento,

copia-se o bloco correto para o vetor alu e passa-se para o proximo bloco da linha.
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Nota-se que a introdugao dos vetores de ordenagdo no nao afeta o
desempenho da fatoracao simbodlica quanto em relagao a quantidade de memoria
utilizada, pois, a copia dos dados para o vetor alu é realizada mesmo sem os vetores

de ordenagao.

// loop sobre todas as linhas da matriz
for( int ii = 0; ii < n; ii++)
int col = 0;
int iiOrig = natParalnduzidal ii ];
int numEntradasLinha = A.numEnt( 1iOrig, col );
for( int i = 0; i < numEntradasLinha; i++)
{

int colNat = induzidaParaNat[ col ];

© 00 N O Otk W N~

// copia o bloco (iiOrig,colNat) de A para o alu

[y
o

// passa para o proximo bloco da linha

_ =

N =

—
—~

Cédigo 4.3: Utilizacao dos vetores de ordenamento na fatoracao ILU.

Algum problema de localidade de acesso aos dados pode acontecer a partir do
momento que as entradas da matriz nao sao acessadas consecutivamente. Contudo,
ao tirar proveito do fato que o acesso aos elementos da matriz sao realizados linha
a linha e todos os elementos de uma linha sao acessados dentro de um lago interno,
espera-se que haja alguma localidade dos dados. Se o mapeamento entre a ordenagao
do simulador para a ordenacgao natural seguir préximo das linhas da ordenacao da
matriz original, o que acontece quando a ordenacao natural é utilizada em conjunto
com um baixo numero de células implicitas, o problema de localidade de dados nao
deve ser impactante no desempenho do solver linear.

A utilizacao da ordenacao natural permite que a fatoracao simbdlica seja reali-
zada somente uma vez ao inicio do processo de simulagao pelo motivo que a estrutura
da matriz a ser resolvida nao serd alterada durante a simulacao. Contudo, a uti-
lizagdo da ordenacao induzida faz com que haja a necessidade de se recalcular a
fatoracao simbdlica sempre que houver a redistribuicao das células FIM e IMPES,

o que, no simulador utilizado, acontece no inicio de cada passo de tempo.
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Capitulo 5

Testes e Resultados para a
Estrutura Hibrida

Com o intuito de se comparar o desempenho das simulagoes utilizando o método
AIM utilizando pré-condicionador com a ordenacao natural e a ordenacao induzida,
foram executadas varias simulacoes com alguns casos reais. Uma simulagao black-
0il (BO) tem seu fluido modelado com somente 3 componentes: dgua, 6leo e gas.
Entretanto, alguns campos necessitam de uma modelagem de seu fluido com uma
maior fidelidade em relacao aos componentes do dleo. Por essa razao, utiliza-se uma
modelagem chamada composicional (FOS) onde se consegue modelar a quantidade
dos componentes do 6leo de forma mais refinada. Uma caracteristica dos campos
do pré-sal é que eles contém CO2 presente nos reservatérios e com isso a simulagao
tem que ser realizada utilizando uma modelagem EOS onde tipicamente podem ser
realizadas com mais de 9 componentes. Para as simulacoes desse capitulo foram
utilizados modelos de campos reais e modelos prozry, que sao modelos que foram
descaracterizados para esconder as caracteristicas reais do reservatério por se tra-
tarem de modelos sigilosos. Para os casos descritos, o tempo de simulagao para C1
foi de 9 anos. Para os casos C2, C3 e C4, o simulador foi configurado para simular
13 anos. Para os casos C5 o tempo de simulacao, por se tratar de um modelo com
muitas células ativas, foi limitado para 3 anos. O caso C1 também foi simulado a
partir de um modelo refinado. Nesse capitulo, o termo “padrao” refere-se ao pré-
condicionador que utiliza a ordenacgao induzida. Por sua vez, a coluna que aparece
o termo “hibrido” ao pré-condicionador que utiliza a ordenagao natural.

Essas simulagoes foram executadas em um simulador de nova geracao onde foram
compilados dois binarios diferentes. No primeiro binario nao ha qualquer alteragao
de codigo e foi utilizado para executar as simulagoes utilizando o pré-condicionador
com a ordenacao induzida. O segundo, por sua vez, foi compilado com as alteragoes
necessarias para se implementar a estrutura de dados hibrida (ver , além da

alteracao nos nucleos da fatoracao ILU e do solver triangular. Apesar do simulador
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ter suporte a rodadas em paralelo utilizando técnicas MPI, todas as simulacoes
foram executadas em modo escalar. Essa escolha foi feita porque os ntcleos da
fatoragao ILU e do solver triangular sao chamados para cada dominio gerado pela
decomposicao da malha, o que na pratica somente diminui o tamanho da matriz a
ser resolvida. Com isso, nao faz sentido avaliar as duas ordenagoes em simulagoes
que estao rodando em multiplos nés, uma vez que o efeito da troca da ordenagao
nao sera observado por nés diferentes. Quando o simulador estd executando uma
simulagao em um unico né, a decomposicao de dominio gera somente um dominio
e, por isso, os resultados apresentados foram provenientes de simulagoes rodadas em
somente um no.

A estacao que executou as simulacoes foi uma HP-Z820 com 128GB de memoria
RAM, 2 processadores Intel Xeon ES-2687W a uma frequéncia de 3.10GHz totali-
zando 16 cores em um sistema operacional Windows 7 Enterprise com Service Pack
1.

5.1 Resultados Numéricos

Uma simulacao de reservatorios é a solu¢ao de um sistema de equagoes diferenciais
parciais (EDP) nao-lineares que estao sendo resolvidas através da discretizagao por
volumes finitos, nela, o meio poroso é dividido em células, o tempo é dividido em uma
sucessao de intervalos, que sao chamados de passos de tempo, as derivadas sao subs-
tituidas por razoes entre diferencas e, com isso, as EDPs sao transformadas em uma
sucessao de problemas algébricos. Durante um passo de tempo, diversas iteragoes
nao-lineares sao executadas e, para cada iteragao nao-linear, varias iteragoes lineares
sao realizadas. Quando um passo de tempo nao converge por qualquer motivo, o
simulador esta configurado para cortar esse passo de tempo e diminui-lo. Note que,
um corte é um passo de tempo que deu errado, e, portanto, ele realizou uma série de
iteracoes nao-lineares e lineares, que nao tiveram uma utilidade pratica. Com isso,
um corte é de extrema importancia durante uma simulagao de um campo. Para
todos os testes executados nesse capitulo, o solver de Krylov utilizado para solucao
das iteragoes lineares foi o OrthoMin.

A mostra a quantidade de células ativas de cada campo, sendo que
o menor tem 8 x 103 células ativas enquanto o maior tem 765 x 10® células ativas,
o percentual de células que estavam como FIM ao final da simulacao e o resultado
dessas simulagoes. Alguns desses testes tiveram falha devido ou a convergéncia ou
ao se exceder o tempo limite definido pelo simulador. O caso C4 BO, apesar do
problema de convergéncia com ambos os pré-condicionadores, conseguiu avancar

por mais 6 anos de simulacao s6 pela utilizacao da ordenagao natural.
A mostra os resultados numéricos, como a quantidade de passos de
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Gaso Células Ativas % Células FIM Status
(x 1000) Hibrido | Padrao | Hibrido Padrio
C1 EOS 10 9,09% 7,90% Success Success
C1 R BO " 1,43% 1,43% Success Success
C1 R EOS 1,49% 1,43% Success Success
C2 BO 12,03% | 12,04% | Fail (Conv) | Fail (Max Time)
C2 EOS s 12,22% | 12,08% Success Fail (Conv)
C3 EOS 13 5,45% 5,46% Success Success
C4 BO a5 3,28% 4,04% Fail (Conv) Fail (Conv)
C4 EOS 3,34% 3,28% Success Fail (Max Time)
C5 BO 65 8,20% 8,20% Success Success
C5 EOS 8,20% 8,20% Success Success

Tabela 5.1: Campos utilizados para executar os testes computacionais e o resultado
das simulacoes.

tempo (TS), cortes (Cuts), iteragoes nao-lineares (NLin) e iteragoes lineares (Lin),
para os seis casos que rodaram com sucesso para ambos os pré-condicionadores. Em
geral, ao analisar a quantidade de passos de tempo, o pré-condicionador hibrido se
sai melhor que o pré-condicionador padrao para todos os casos C1l e C3, enquanto
o oposto ocorre para os dois casos C5. Pode-se observar também que as diferencas
estao em torno de 10% aproximadamente, exceto pelos valores de passos de tempo

e cortes obtidos para o C1 EOS e para todos os valores para o C3 EOS.

Hibrido Padrao Hibrido / Padrao
TS Cuts | NLin Lin TS Cuts | NLin Lin TS Cuts | NLin | Lin
C1 EOS 405 136 1865 84674 464 179 2075 95469 0,87 | 0,76 0,90 0,89
C1 R BO 672 323 2975 | 124479 706 347 3145 | 131783 | 0,95 | 0,93 0,95 0,94
C1 R EOS 802 412 3681 118772 802 412 3857 | 120290 | 1,00 1,00 0,95 0,99
C3 EOS 1009 568 7328 | 279099 | 1225 727 9655 | 223792 | 0,82 | 0,78 0,76 1,25
C5 BO 180 73 1149 6299 165 66 1105 6225 1,09 1,11 1,04 1,01
C5 EOS 171 62 1111 10815 167 61 1093 11261 1,02 1,02 1,02 0,96

Caso

Tabela 5.2: Dados numéricos para os casos executados com sucesso.

A partir do ultimo grupo de colunas da pode-se observar que o pré-
condicionador hibrido se saiu melhor para os casos C1 e C3 mas se saiu pior para
os casos C5. Excetuando-se os valores dos passos de tempo e cortes para o caso C1
EOS e as iteragoes lineares e nao lineares do caso C3 EOS as diferencas entre eles
nao ¢ grande e fica em torno de 10%.

Para realizar a comparacao entre os dois pré-condicionadores deve-se normalizar
os resultados numéricos através de duas médias possiveis. A primeira média esta
relacionada com o niimero de iteracoes nao-lineares por passos de tempo e a segunda
média estd relacionada com o niimero de iteragoes lineares por iteracoes nao-lineares.

Considera-se aqui que o valor do denominador da relagao é o nimero de passos de
tempo somado a quantidade de cortes que houve durante a simulacao. A [labela 5.3
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usa como base a para o calculo das médias. Portanto, o primeiro grupo
de colunas da exibe as médias obtidas a partir dos dados numeéricos
do pré-condicionador hibrido da [Tabela 5.21 A mesma regra se aplica para o pré-
condicionador padrao da [Tabela 5.3] Ao observar o tltimo grupo de colunas da
pode-se notar que os valores chegam cada vez mais proximos com uma
diferenca de no maximo 5%. Porém, o resultado obtido para o caso C3 EOS mostra

que o pré-condicionador hibrido realizou mais iteracoes lineares por iteracao nao-

linear.
Claso Hibrido Padrao Hibrido / Padrao
NLin/TS | Lin/NLin | NLin/TS | Lin/NLin | NLin/TS | Lin/NLin

C1 EOS 3,45 45,40 3,23 46,01 1,07 0,99
C1 R BO 2,99 41,84 2,99 41,90 1,00 1,00
C1 R EOS 3,03 32,27 3,18 31,19 0,95 1,03
C3 EOS 4,65 38,09 4,95 23,18 0,94 1,64
C5 BO 4,54 5,48 4,78 5,63 0,95 0,97
C5 EOS 4,77 9,73 4,79 10,30 0,99 0,94

Tabela 5.3: Médias utilizadas para se comparar os dois pré-condicionadores.

Simulagoes FIM foram executadas para os modelos da[Tabela 5.1 que concluiram
com sucesso com excecao do caso C1 R EOS, pois nao existia modelo pronto dis-
ponivel. Os resultados numéricos dessas simulagoes podem ser observados na
no primeiro grupo de colunas. Os outros dois grupos de colunas nessa tabela
servem de comparacao entre os valores dos pré-condicionadores hibrido e padrao em
relacao aos valores obtidos pela simulacao FIM. O célculo dessas relagoes é feita
de forma direta, a partir dos dados mostrados na [Iabela 5.2| para todas os dados
numéricos exibidos. O primeiro grupo de colunas da mostram relacoes
semelhantes as utilizadas na porém utilizando como base os valores do
primeiro grupo de colunas da [Tabela 5.4, Por sua vez, o segundo e terceiro grupo
de colunas da [Tabela 5.5l relacionam os valores da [Tabela 5.3l com os valores do
primeiro grupo de colunas da [Tabela 5.5|

Analisando a tabela pode-se notar que as simulagoes que utiliza-
ram os pré-condicionadores com a ordenagao padrao e hibrida realizaram muito
mais passos de tempo, cortes, iteracoes lineares e nao-lineares para todos os ca-
sos executados. Observa-se que para os casos Cl1 EOS, C1 R BO e C3 EOS, o
pré-conficionador hibrido em relacao as simulagoes FIM realizou menos passos de
tempo, cortes, iteracoes lineares e nao lineares que o pré-condicionador padrao em
relacao as simulacao FIM. A tnica excecao estd na quantidade de iteracoes lineares
do caso C3 EOS. Para os casos C5, as diferencas de ambos pré-condicionadores nao
esta tao grande quando comparadas com os outros casos. Em relagao as simulagoes

FIM, o pré-condicionador hibrido realizou em média 33% mais passos de tempo,
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enquanto o pré-condicionador padrao realizou em média 26% mais passos de tempo.
Essa mesma avaliagao quando aplicada aos cortes e iteragoes nao-lineares mostra
padrao similar, onde o pré-condicionador hibrido realiza mais cortes e iteracoes nao-
lineares que o pré-condicionador padrao em média. Entretanto, para a relagao das
iteracoes lineares, observa-se que o pré-condicionador hibrido realizou 23% a mais

enquanto o pré-condicionador padrao realizou em torno de 25%.

FIM Hibrido / FIM Padrao / FIM
Caso TS | Cuts | NLin Lin TS Cuts | NLin Lin TS Cuts NLin Lin
C1 EOS 195 5 427 13478 | 2,08 27 4,37 6,28 | 2,38 | 35,80 4,86 7,08
C1 R BO | 186 0 228 8291 3,61 - 13,05 | 15,01 | 3,80 - 13,79 | 15,89
C3 EOS 241 2 929 34732 | 4,19 284 7,89 8,04 | 5,08 | 363,50 | 10,39 | 6,44
C5 BO 130 48 921 5532 1,38 1,5 1,25 1,14 1,27 1,38 1,20 1,13
C5 EOS 133 44 919 8152 1,29 1,4 1,21 1,33 1,26 1,39 1,19 1,38

Tabela 5.4: Dados numéricos para os mesmos casos da|labela 5.2|para as simulagoes
FIM.

Caso FIM Hibrido / FIM Padrdo / FIM
NLin/TS | Lin/NLin | NLin/TS | Lin/NLin | NLin/TS | Lin/NLin
C1 EOS 2,14 31,56 1,61 1,44 1,51 1,46
C1 R BO 1,23 36,36 2,44 1,15 2,44 1,15
C3 EOS 3,82 37,39 1,22 1,02 1,29 0,62
C5 BO 5,17 6,01 0,88 0,91 0,92 0,94
C5 EOS 5,19 8,87 0,92 1,10 0,92 1,16

Tabela 5.5: Médias das iteragoes nao-lineares por passo de tempo e iteracoes lineares
por iteracoes nao-lineares para as simulacoes FIM.

Uma outra comparacao possivel entre as simulagoes FIM e as simulagoes com os
dois pré-condicionadores é baseada na normalizacao entre a quantidade de iteragoes
nao-lineares sobre passos de tempo e lineares sobre iteragoes nao-lineares. A
mostra o resultado dessa comparagao. Para os casos C1 EOS, C1 R BO
e C3 EOS, pode-se observar que eles realizaram em ambos os pré-condicionadores
mais iteracoes nao-lineares sobre passos de tempo quando comparados com os mes-
mos valores obtidos pela simulacao FIM. Entretanto, para os casos C5 BO e C5
EOS, observa-se um padrao diferente, onde os pré-condicionadores hibrido e padrao
realizaram em torno de 10% menos iteracoes nao-lineares por passo de tempo que as
simulagoes FIM. Ao analisar a outra relagao, vemos que o caso C1 EOS se saiu pior
para os pré-condicionadores hibrido e padrao pois realizou mais iteracoes lineares por
nao-lineares em até 45% em média. J4 o caso C1 R BO e C5 EOS também obtiveram
um resultado ruim porém em um patamar menor. Suas simulagoes realizaram, em
média, somente 15% a mais de iteracoes lineares por nao-lineares. O caso C3 EOS,
por sua vez, teve um resultado muito melhor com o pré-condicionador padrao que a

simulacao FIM pois executou quase 40% a menos iteracoes lineares por nao-lineares
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enquanto o pré-condicionador hibrido realizou somente 2% a mais. Por tltimo, para
o caso CH BO pode-se observar que o pré-condicionador hibrido obteve resultados
melhores quando comparado com os obtidos pela simulacao FIM pois realizou 9%
a menos de iteragoes lineares sobre nao-lineares. Esse resultado também pode ser
observado para o pré-condicionador padrao, entretanto, este realizou somente 6% a
menos ter iteragoes lineares sobre nao-lineares.

Como os testes foram executados em bindrios que foram compilados a partir de
cédigos diferentes, um outro teste foi realizado a fim de se avaliar explicitamente a
qualidade do pré-condicionador eliminando os possiveis ganhos com a utilizacao de
cédigo novo. O teste consiste em utilizar o bindrio com as estruturas que permitem
a utilizacao da ordenacao natural e executar uma simulagao aplicando a ordenagao
induzida. Deve-se observar que a versao do simulador que executou os primeiros
testes é diferente da versao do simulador que executara esse teste. Portanto, podem
haver mudancas na quantidade de iteragoes nao-lineares, lineares e passos de tempo
envolvendo o caso alvo.

O caso C5 EOS foi escolhido como caso alvo para realizar esse teste e seus resul-
tados numéricos sao mostrados na [Tabela 5.6l A linha referente & média relaciona
os valores obtidos pelo pré-condicionador hibrido em relacao ao pré-condicionador
padrao. A dltima coluna dessa tabela indica o porcentual de células FIM ao fi-
nal da simulagao. Deve-se comparar os resultados dessa tabela com os observados
na [Tabela 5.2 onde, para esse caso, o pré-condicionador hibrido executou 2% a
mais passos de tempo, cortes e iteracoes nao-lineares enquanto realizou 4% a menos
iteragoes lineares em relacao ao pré-condicionador padrao. Ao observar as médias na
pode-se observar que o pré-condicionador hibrido realizou 15% a menos
passos de tempo que o pré-condicionador padrao. Entretanto, ao se comparar com
os resultados obtidos na tabela [Tabela 5.3] observa-se que a relacao de iteragoes
nao-lineares por passos de tempo, que estava em torno de 1% a menos para o pré-
condicionador hibrido aumentou para em torno de 6% e, em relacao as iteracoes
lineares sobre nao-lineares observa-se que esse ntimero melhorou de 6% para 13%
menos iteracoes. Portanto, atribui-se essa diferenca de 17% em média para as melho-

rias em outros nucleos que foram desenvolvidas no simulador para o cédigo binario

utilizado.
TS Cuts | NLin Lin NLin/TS | Lin/NLin | %Imp
Hibrido | 150 43 969 5224 5,02 5,39 8,42%
Padrao 177 54 1091 6769 4,72 6,20 8,43%
Média 0,85 | 0,80 0,89 0,77 1,06 0,87

Tabela 5.6: Dados numéricos para o caso C5 EOS.
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5.2 Resultados de Tempo de Execucao

Para apresentar resultados relativos ao tempo de execucao, serd examinada a re-
levancia da fatoracao simbdlica (FS) no desempenho de um solver linear baseado
em ILU. A compara o total de tempo gasto nesse nicleo para as si-
mulacoes com o pré-condicionador padrao e simulacoes FIM. Para as simulagoes
FIM, a fatoracao simbdlica é realizada somente uma vez por execugao da simulagao,
com isso, sua contribui¢ao para o tempo total do solver linear é negligenciavel para
todos os casos exceto pelos casos Ch. Essa excecao se da pelo fato que os casos C5
estao rodando por somente 3 anos ao invés dos 50 anos que foram descritos para o
caso. Portanto, se a simulagao tivesse sido executada para o tempo original o tempo

gasto com a fatoracao simbdlica seria, entao, negligencidvel.

Caso Padrao FIM
C1 EOS 27,53% | 0,03%
C1 R BO 16,26% | 0,10%
C1 R EOS | 26,69% -
C2 BO - 0,06%
C2 EOS 40,43% | 0,05%
C3 EOS 39,50% | 0,01%

C4 BO 11,00% | 0,03%
C4 EOS - 0,02%
C5 BO 50,46% | 3,59%

C5 EOS 52,58% | 2,03%

Tabela 5.7:  Percentual utilizado pela fatoragao simbdlica no tempo do solver linear
em simulagoes com pré-condicionador padrao e simulagoes FIM.

Por sua vez, para os casos rodando em AIM, a fatoracao simbdlica é executada a
cada vez que a distribuicao das células FIM/IMPES ¢ alterada, tornando-se muito
significante, mais que a metade do tempo do solver linear para as simulagoes dos
casos C5. Note que, para essas simulacoes, a média do nimero de iteracoes lineares
por chamada do solver linear é muito pequena (vide , 0 que explica a
alta quantidade de tempo gasto na fatoragao simbdlica, uma vez que o tempo gasto
em outros nucleos nao conseguem amortizar esse custo.

Com o objetivo de se avaliar o peso da fatoracao simbdlica no pré-condicionador
hibrido foram desenvolvidos dois pré-condicionadores hibridos. O primeiro, aplica
a ordenacao natural mas mantém a fatoracao simbdlica a ser executada a cada mu-
danga na distribui¢ao das células FIM/IMPES, comportamento equivalente ao pré-
condicionador padrao. O segundo, aplica a ordenacao natural mas realiza a fatoragao
simbdlica somente uma vez durante a simulacao completa, o que é equivalente as
simulagoes FIM. Com isso, pode-se avaliar, de fato, o quanto a fatoragao simbdlica
afeta o tempo da simulacao utilizando o pré-condicionador hibrido. Nao seria

possivel comparar-se os tempos obtidos pela simulagao utilizando pré-condicionador
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padrao com os tempos obtidos utilizando pré-condicionador hibrido com a fatoragao
simbdlica sendo executada uma vez s pois entre estaria levando em conta também
o peso das mudancgas relativas a ordenagao aplicada. Nas tabelas abaixo a coluna
Hibrido com FS mostra os resultados da simulacao que foi executada utilizando o
pré-condicionador hibrido que repete a fatoragao simbdlica, e, por sua vez, a coluna
Hibrido sem F'S mostra os resultados da simulagao considerando que ela é executada

somente uma vez no inicio da simulacao.

o Hibrido com FS Hibrido sem FS Padrao
aso

Asset Lin % Lin | Asset Lin % Lin | Asset Lin % Lin
C1 EOS 2071 961 46,4% 1935 825 42,6% 2420 1257 51,9%

C1 R BO 8671 4811 55,5% 7764 3904 | 50,3% 8233 4237 51,5%
C1 R EOS | 26263 | 10556 | 40,2% | 22471 | 6764 | 30,1% | 22820 7839 34,4%

C3 EOS 4853 2069 42,6% 4496 1712 | 38,1% 6177 2747 | 44,5%
C5 BO 8348 3113 37,3% 7102 1867 | 26,3% 7927 3123 39,4%
C5 EOS 31968 | 11121 | 34,8% | 28146 | 7299 | 25,9% | 39168 | 19349 | 49,4%

Tabela 5.8: Tempos totais de simulagao e solver linear para os pré-condicionadores
hibrido e padrao.

Padrdo / Hibrido com FS | Padréo / Hibrido sem FS
Caso Asset Linear Solver Asset Linear Solver
C1 EOS 1,17 1,31 1,25 1,52
C1 R BO 0,95 0,88 1,06 1,09
Cl1 R EOS | 0,87 0,74 1,02 1,16
C3 EOS 1,27 1,33 1,37 1,60
C5 BO 0,95 1,00 1,12 1,67
C5 EOS 1,23 1,74 1,39 2,65

Tabela 5.9: Razao entre os tempos dos pré-condicionadores padrao e hibrido.

Com isso, comparacoes de tempo entre as versoes dos pré-condicionadores hibrido
e padrao sao exibidas na[Tabela 5.8 e na[Tabela 5.9 para os casos que acabaram com
sucesso até o final. O valor que aparece na coluna Asset para cada caso significa
o tempo total da simulacao em segundos. Por sua vez, o valor que aparece na
coluna Lin significa de quanto o linear solver gastou no tempo total. E por fim, a
ultima coluna de cada grupo mostra a porcentagem que indica a participacao do
solver linear na simulagdo total. O dltimo grupo da mostra 0s mesmos
dados obtidos para as simulagoes executadas com o pré-condicionador padrao. Na
Tabela 5.9, sao apresentados as razoes entre os tempos do pré-condicionador padrao
em relacao ao pré-condicionador hibrido com e sem o efeito da fatoracao simbdlica
na simulacao.

Sem considerar os efeitos do problema da fatoracao simbdlica, chega-se a con-
clusao que o pré-condicionador hibrido ganha em trés casos com um speed-up de

até 1,74x no solver linear para o C5 EOS. Para o C5 BO nao houve melhoria nem
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piora. Para os outros dois casos, o pré-condicionador padrao foi melhor e obteve
um speed-up maximo de até 1,35x no caso C1 R EOS. Porém, quando os efeitos
da fatoracao simbdlica sao mitigados, o pré-condicionador hibrido ultrapassa o pré-
condicionador padrao em todos os casos com uma margem alta em quatro dos seis

casos, chegando a obter um speed-up de até 2,65x para o caso C5 BO.

FIM FIM / Hibrido sem FS FIM / Padrao

Caso Asset | Linear Solver | % Linear Solver | Asset | Linear Solver | Asset | Linear Solver
C1 EOS 1135 686 60,4% 0,59 0,83 0,47 0,55
C1R BO | 1840 1078 58,6% 0,24 0,28 0,22 0,25
C3 EOS 2764 2009 72,7% 0,61 1,17 0,45 0,73
C5 BO 11192 3658 32,7% 1,58 1,96 1,41 1,17
C5 EOS 69248 29819 43,1% 2,46 4,09 1,77 1,54

Tabela 5.10: Informacao de tempo das simulacoes FIM.

Ao se comparar os resultados de tempo do pré-condicionador hibrido sem fa-
toracao simbdlica e do pré-condicionador padrao com os resultados de tempo para
as simulacoes FIM pode-se observar na que, como esperado, a fatia de
tempo para o solver linear é maior para as simulagoes utilizando FIM do que para as
simulagoes AIM, seja pela utilizagao do pré-condicionador hibrido ou pela utilizagao
do pré-condicionador padrao. Em relacao ao tempo da solucao, as simulagoes FIM
estao muito mais rapidas que o AIM para os casos C1 e C3, devido aos problemas de
convergencia encontrados nas simulacoes AIM, independente do pré-condicionador
hibrido ou padrao. Entretanto, para os casos C5, as simulacoes utilizando o AIM
rodaram muito mais rapido que o FIM apesar do aumento moderado na quantidade
de passos de tempo e iteragoes (ver [Tabela 5.4). Pode-se notar também que para os
casos Ch as simulagoes AIM que utilizaram o pré-condicionador hibrido obtiveram
um melhor resultado, onde o speed-up méaximo em relacao ao tempo da solugao
alcangou 2,46x para o caso C5 EOS.

Obteve-se a partir do resultado do tempo total da simulagao obtido pelo teste do
final da se¢ao anterior, que tem como objetivo comparar os dois pré-condicionadores
em um mesmo bindrio, um speed-up de 1,17 do pré-condicionador hibrido em relagao
ao pré-condicionador padrao. Esse resultado esta alinhado com o speed-up encon-
trado na tltima linha da [Tabela 5.9] Atribui-se, novamente, a razao da diferenga
entre os speed-ups como sendo as diferentes modificacoes realizadas no cédigo de

outros nucleos entre as duas versoes utilizadas.
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Capitulo 6
Conclusoes

Foram feitos o estudo e a implementacao de um pré-condicionador para sistemas
lineares para o método AIM. Os estudos realizados mostram que, através da anélise
dos grafos gerados por matrizes similares as matrizes obtidas durante uma simulagao,
quando se utiliza a ordenacao natural a quantidade de nao-zeros da inversa apro-
ximada é maior que quando se utiliza a ordenacao induzida. A implementacao do
pré-condicionador, que foi acoplado a um simulador de nova geracao e testado com
casos reais em simulagoes completas, é baseado em uma abordagem que mantém a
ordenacao natural ao se formar os fatores ILU, usando estruturas de dados especiais
para tratar matrizes geradas com blocos de tamanhos hibridos.

Foi desenvolvido um codigo que possibilitou ao simulador utilizado manter sua
ordenacao nativa (ordenacao induzida), a qual resolve conjuntos de equagoes onde
as matrizes que sao geradas a partir delas tem blocos de tamanho constante, para
problemas AIM no solver iterativo. Além disso, um novo pré-condicionador foi de-
senvolvido para utilizar a ordenacao natural. Para essa nova ordenacao, como os
blocos da matriz gerada passam a ter tamanhos hibridos, foi desenvolvida uma nova
estrutura de dados para guardar as informagoes necessarias para realizar correta-
mente a fatoracao ILU e o solver triangular. Foram também realizadas alteracoes
nos codigos da fatoracao ILU e do solver triangular para que eles recebessem como
entrada dois vetores que fazem o mapeamento entre a ordenacao induzida para a
ordenacao natural e a ordenagao inversa.

As simulagoes AIM com o pré-condicionador que utiliza a ordenagao induzida
realizavam uma fatoracao simbdlica a cada mudanca na distribuicao das células
FIM e IMPES, ou seja, no inicio de cada passo de tempo. Entretanto, a fatoragao
simbolica é realizada uma vez s6 e comportamento similar pode ser obtido com a
utilizacao de um pré-condicionador que utilizasse a ordenagao natural durante as
simulagoes AIM. Isso foi possivel pois com a ordenacao natural, ndo hd mudanca
na estrutura da matriz a ser resolvida. Testes que foram executados somente para

avaliar a influéncia da fatoracao simbdlica no pré-condicionador hibrido mostraram
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que, em relacao ao pré-condicionador padrao, ele obteve speed-up de até 1,39 para o
tempo total de simulagao e 2,65 para o solver linear para o caso com maior nimero
de células ativas.

Varios testes foram executados para casos black-oil e composicionais EOS onde
foram comparados os desempenhos dos pré-condicionadores hibrido e padrao. Pode-
se chegar a conclusao que o pré-condicionador hibrido é mais robusto, uma vez que
ele pode completar mais simulacoes e levou menos passos de tempo e iteracoes para
os casos com maior nimero de células ativas. A simulagdo do caso C5 EOS, com
o pré-condicionador hibrido, obteve speed-up de 2,46 no tempo total da simulagao
quando comparado com o tempo total da mesma simulagao FIM. Alguns testes,
mesmo utilizando o pré-condicionador hibrido, tiveram problemas de convergéncia.
Porém, esses testes e os testes que simularam até o final sao executados com sucesso
quando rodados por outros simuladores comerciais. Com isso, assume-se que as
técnicas e algoritmos relativos a implementacao do método AIM do simulador de
nova geracao escolhido estao, de alguma forma, atrapalhando no desempenho das

suas simulagoes.
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