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Neste trabalho, propomos algoritmos Branch-and-Cut e heuristicas Lagrangea-
nas para o Problema da Maxima Diversidade. Utilizamos uma formulagao linear
padrao fortalecida por desigualdades validas para o problema. Estas sao dualiza-
das dinamicamente nas heuristicas e utilizadas como cortes nos algoritmos exatos.
Para tanto, propomos alguns procedimentos heuristicos para separa-las de maneira
eficiente. Adicionalmente, realizamos testes computacionais e comparamos nossos

algoritmos exatos e heuristicos com aqueles existentes na literatura para o problema.
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In this work, we suggest Branch-and-Cut algorithms and Lagrangian heuristics
for the Maximum Diversity Problem. We use a standard formulation reinforced
by some valid inequalities for the problem. These are dynamically dualized in the
heuristics and used as cuts in the exact methods. To separate them efficiently, we
propose some heuristic procedures. In addition, we perform computational tests and
compare our exact and heuristics methods with those found in the literature for the

problem.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos problemas praticos presentes nas mais diversas areas do cotidiano(industria,
transportes, agricultura, educagao e saide, dentre outras) podem ser representados
por um problema de Otimizacao Matematica (OM). Nesse tipo de representacao, o
problema original é expresso através da maximizagao/minimizagao de uma fungao de
varias variaveis, sujeita a um conjunto de restrigoes. Se a representacao do problema
for suficientemente acurada, este é entao resolvido indiretamente através da solugao
do problema matemético que o representa [I].

Um problema de Otimizagao Combinatéria (OC) é um caso particular de um
problema de OM, onde se exige que algumas ou mesmo todas as variaveis assumam
apenas valores inteiros. Neste trabalho, investigamos um OC pouco conhecido e
discutido na literatura, mas que apresenta uma vasta gama de aplicagoes.

Para descrevermos o problema, assuma que um conjunto de itens N = {1,...,n}
¢ dado juntamente com uma medida da diversidade existente entre cada um de seus
pares, {c; ;3 € RT 14,5 € N,i# j}. O Problema da Méaxima Diversidade (do inglés
Mazimum Diversity Problem (MDP) ) [2H5] consiste em identificar o subconjunto
S C N de k itens, 2 < k < |N| — 1, com a maior soma possivel de diversidades
i jesinti Clid}

O MDP foi formalmente introduzido por KUO et al. [2] onde uma denominagao
apropriada foi dada a ele e conexoes foram estabelecidas com trabalhos anteriores
relacionados ao tema. Adicionalmente, [2] também mostrou que o MDP é NP-Dificil.
De fato, como mostrado em [2], o Problema da Clique [6], que é comprovadamente
NP-Dificil, pode ser reduzido ao MDP.

O MDP pode também ser encontrado na literatura sob outras denominagoes:
mazsum dispersion [7), MAX-AVG dispersion [§], edge-weighted clique [9], remote-
clique [10], mazimum edge-weighted subgraph [11], e dense k-subgraph [12].



1.1 Aplicacoes

Aplicagoes para o MDP foram sugeridas nas mais diversas areas do conhecimento e
do cotidiano. KUO et al. [2] citam como exemplo a amostragem representativa de
individuos com caracteristicas diversas (pais de origem, etnia, sexo, religiao). Nesse
caso, geralmente, deseja-se escolher um determinado nimero de individuos de um
dado conjunto, que apresentem a maior diversidade de caracteristicas possivel entre
si. Algumas universidades americanas utilizaram o MDP para promover uma maior
diversidade de seu corpo estudantil [I3]. Estas consideram, além do desempenho
nas provas e da exceléncia curricular, fatores que reputam como importantes para
promover diversidade. Da mesma forma, o congresso americano também chegou a
analisar estratégias para incentivar a diversidade de imigrantes numa reforma das
leis de imigracao [14].

DUARTE e MARTI [15] descrevem aplicagoes do MDP em dreas como ecolo-
gia e engenharia genética. Na area da ecologia, numa aplicagao envolvendo a pre-
servacao de sistemas ecoldgicos, as melhores condigoes de sobrevivéncia do sistema
sao alcancadas quando se maximiza a diversidade das espécies nele presentes. Na
engenharia genética, alguns problemas de desenvolvimento de novas espécies podem
ser formulados como um problema de MDP, onde se deseja controlar a diversidade
do estoque de reproducao.

Ainda em [I5], foi apresentada uma nova aplicacdo do MDP envolvendo algo-
ritmos evolucionarios. Nesse tipo de algoritmo, manter a diversidade genética da
populacao de solugoes é uma tarefa importante, porém, complexa. Os autores pro-
puseram entao a utilizagao de um algoritmo MDP para a atualizagao da populagao.
Nessa atualizagao, um subconjunto de solugoes maximalmente diversas entre si é
escolhido a partir de um conjunto maior de candidatos de boa qualidade.

Uma outra aplicacao para o MDP esta associada a problemas de localizacao
de estabelecimentos comerciais concorrentes [16]. Nessa abordagem, locais para a
construgao de um certo nimero desses estabelecimentos devem ser escolhidos a partir
de um conjunto maior de locais candidatos. Nesse caso, o subconjunto de locais com

a maior distancia mutua total entre seus elementos deve ser escolhido.

1.2 Meétodos de solucao disponiveis

Trabalhos utilizando abordagens exatas para resolver o MDP sao escassos na lite-
ratura. MARTT et al. [3] sugerem um algoritmo do tipo Banch-and-Bound [1T]que
explora uma arvore de ramificacao nao binaria e livre de repeti¢oes. Dessa maneira
conseguem resolver instancias do problema com até 150 itens. Nao encontramos

outros trabalhos com enfoque exato na literatura. A existéncia de um tnico algo-



ritmo exato para resolver um problema que ja vem sendo investigado na literatura
ha bastante tempo é um indicativo da dificuldade pratica de se obter éxito nessa
empreitada.

Abordagens heuristicas para resolver o MDP, por sua vez, vém sendo investigadas
desde que o problema foi originalmente proposto. As mais recentes foram testadas
em instancias com até 5 mil itens. Discutimos algumas delas a seguir, apresentando,
de forma sucinta, suas principais caracteristicas. PALUBECKIS [18] sugeriu uma
heuristica baseada em Tabu Search [19] denominada Iterated Tabu Search (ITS). O
procedimento se inicia com uma solucao gerada aleatoriamente, que chamaremos
de solugao pivo. Partindo desta solugao e a cada iteragao do algoritmo, o método
Tabu Search é empregado para tentar melhora-la. Um procedimento de perturbacao
¢é aplicado para assim se obter uma nova solugao pivo. Se um critério de parada é
atingido, o procedimento é concluido. Caso contrario, uma nova iteragao ¢é iniciada
para a solucao pivo em maos. A melhor solu¢ao pivo obtida durante todo esse
processo é armazenada e oferecida como resposta.

DUARTE e MART{ [15] propuseram duas heuristicas para o MDP. Uma baseada
em Tabu Search e outra baseada no método Greedy Randomized Adaptive Search
Procedure (GRASP) [20]. Em cada caso, os autores investigaram também algumas
variantes de suas heuristicas e fizeram comparacoes entre os métodos que propoem
e alguns outros métodos encontrados na literatura. Nestas, o método que mais se
destacou foi uma das variantes da heuristica Tabu Search proposta em [15].

GALLEGO et al. [2I] sugerem uma heuristica hibrida para o MDP. O método
combina Tabu Search e GRASP em um ambiente de Scatter Search [22]. A técnica se
baseia em algoritmos genéticos. Nesse tipo de algoritmo, uma populacao de solugoes
¢ mantida ao longo do procedimento. Novas solugoes sao construidas através da
combinagao de elementos pertencentes aquela populacao. Uma busca local é aplicada
para melhorar tais solucoes. Ao final de sua aplicacao, a melhor solugao obtida pelo
método é oferecida como resposta.

BRIMBERG et al. [16] investigaram algumas heuristicas baseadas em Variable
Neighborhood Search (VNS) [23], originalmente propostas para o Heaviest k-subgraph
Problem (HSP). Esse problema é uma generalizagdo do MDP definido sobre grafos.
Isso implica em dizer que qualquer algoritmo proposto para o HSP também pode
ser utilizado para resolver o MDP. Uma das variantes apresentadas em [16] é uma
versao “distorcida” do VNS. Nela, um “passo” pode dar origem a uma solu¢ao com
qualidade ligeiramente inferior a solucao em maos, o que nao é usual na aplicagao
padrao do método. Outra variante investigada combina uma heuristica construtiva
seguida da aplicacao do VNS.

MARTI et al. [] compararam computacionalmente vérias heuristicas sugeri-

das na literatura. Além disso, reuniram naquela referéncia uma série de instancias



utilizadas na literatura, criando assim uma biblioteca de instancias “benchmark”
para o MDP, a MDPLIB, disponivel em http://www.optsicom.es/mdp/. Dentre as
heuristicas testadas em [4], as de melhor desempenho foram [16] e [I8], que utilizam
respectivamente VNS e Tabu Search.

Recentemente, WANG et al. [24] introduziram um Algoritmo Memético [25] que
utiliza Tabu Seach. O algoritmo mantém uma populacao de solugoes e realiza pro-
cedimentos de combinacao de solugoes e melhoramento. Inicialmente, é criada uma
populacao de solugoes. A cada iteragao, os elementos da populagao sao combinados
para gerar novas solugoes, e o Tabu Seach é entao empregado para tentar melhora-
las. Uma regra de atualizacao de populacao ¢ utilizada para decidir se uma nova
solucao deve ou nao entrar na populacao. Em caso positivo, a mesma é utilizada
para decidir qual solucao deve sair da populacao e dar lugar a nova. Se um deter-
minado nimero de iteragoes consecutivas sao executadas sem que haja modificagao
da populagao, um procedimento é ativado para construir uma nova populacao.

Além desta introdugao, a dissertagao contém 4 capitulos adicionais. No Capitulo
apresentamos uma formulagao linear padrao para o MDP. No mesmo capitulo, dis-
cutimos algumas desigualdades validas para reforcar essa formulacao. Estas sao uti-
lizadas como planos de corte em algoritmos exatos ou dualizadas dinamicamente em
heuristicas Lagrangeanas e sao separadas heuristicamente. No Capitulo |3] fazemos
uma breve descri¢ao dos algoritmos Relaz-and-Cut e propomos algumas heuristicas
para o MDP baseadas nesta técnica. Apresentamos também resultados computa-
cionais comparando nossos algoritmos com algumas heuristicas da literatura. No
Capitulo 4| fazemos uma breve descrigao de algoritmos Branch-and-Cut e propo-
mos alguns algoritmos deste tipo para o MDP. Ainda neste capitulo, comparamos
computacionalmente nossos algoritmos exatos com aquele encontrado na literatura.
Finalmente, no Capitulo 5, discutimos nossos resultados como um todo e oferecemos

algumas conclusoes sobre o nosso trabalho.



Capitulo 2
Formulacao do Problema

O MDP pode ser definido em termos de um grafo completo G = (V, E) com um
conjunto de vértices V' e um conjunto de arestas /. Nesse caso, uma correspondéncia
biunivoca deve existir entre os itens de N e os vértices de V. Além disso, o peso da
aresta e = {1,j} € E deve ser fixado em c.. Dessa forma, solugbes vidveis para o
MDP sao definidas por cliques de G com k vértices (k-cliques de G). Uma clique, vale
ressaltar, é definida por um conjunto de vértices que induz um subgrafo completo
de G'. No nosso caso, como G é completo, todo subgrafo de G é completo. O peso
da clique é definido como a soma dos pesos das arestas de seu subgrafo induzido.
Assim, uma solucao 6tima para o MDP é dada pela k-clique de G com o maior peso
possivel.

Para formular o MDP como discutido acima, varidveis {0 < z; < 1:4 € V} sdo

associadas aos vértices de GG e uma regiao poliedral R é definida por:

eV
0<z; <1, eV (2.2)
Uma formulacao booleana quadratica para o MDP é entao dada por

{max Z cetit; 1 X € Ro NBIVIY. (2.3)

e={ij}€E

2.1 Reformulacao Linear Inteira

Utilizamos um procedimento padrao para linearizar (2.3). Para tanto, varidveis
{ye € Ry : e = {i,j} € E} sao introduzidas a formulacdo e o produto z;z; é
substituido por uma variavel y. correspondente e por desigualdades vélidas que

impoem a relacao y. = x;z,;. Dessa forma, obtemos uma nova regiao poliedral R;



definida por

S =k (2.4)

eV
Ye <z, e={i,jte B, l=iVI=}, (2.5)
Ye >xi+x;—1, e={i,j} €E, (2.6)
0<az;<1, iV, (2.7)
ye >0, e€F, (2.8)

e uma formulagao linear para o MDP é entao dada por

{maXZcey6 C(x,y) €ERIN (B'V‘,lel)}. (2.9)

ecE

Esta formulacao pode ser reforcada através de algumas desigualdades vélidas
propostas na literatura. Aquelas que utilizamos neste trabalho sao apresentadas na
subsecao que se segue. Antes disso, no entanto, vale aqui ressaltar que o problema

de programacao linear

{maXZceye C(x,y) € R}, (2.10)

eclk
obtido da formulagao (2.9) ao “relaxarmos” suas restrigoes de integralidade é cha-
mado de “relaxacao linear” e fornece um limite superior para a mesma. Vale também
ressaltar que ao reforcarmos a formulacao estamos de fato reforcando sua re-
laxacao linear, de tal forma que melhores (menores) limites superiores sao eventu-
almente fornecidos por ela. Como veremos no Capitulo 4] os algoritmos de solugao
exata que desenvolvemos para o MDP sao baseados no uso de relaxacoes lineares

reforgcadas por desigualdades validas.

2.2 Restricoes Estrela

Restrigoes Estrela se originam da aplicagao da Reformulation Linearization Tech-
nique (RLT) de Sherali and Admans [26] sobre a equagdo (2.4). Elas sdo obtidas
multiplicando-se aquela equacao por qualquer z;, ¢ € V, e linearizando-se a equagao
quadratica resultante. Para tanto, deve-se ter em mente que x; = x;x; se aplica em
nosso caso. Apos algumas manipulacoes algébricas, Restricoes Estrela sao descritas
como
> ye=(k-Dz;, VieV, (2.11)
e€d(7)
onde 6(i) C E é o conjunto das arestas incidentes em i € V.

Como é possivel observar, a RLT gera novas restricoes nao lineares validas para



um problema multiplicando-se algumas das restricoes de sua formulacao por um
fator de grau d € {0,...,n}. A aplicagdo da RLT que utiliza um fator de grau d é
chamada de RLT de nivel d ou RLTd. As Restrigoes Estrela sao criadas utilizando-
se RLT de nivel 1, dado que fatores de grau 1 foram aplicados, ou sejam, variaveis
x. As restri¢oes resultantes sao linearizadas e normalmente aumentam a dimensao
do problema através da insercao de novas variaveis, o que nao acontece com 0 nosso
problema.

Ao longo de nossa investigacao, testamos a aplicacao de RLT de nivel 2,
multiplicando-se as restrigoes por variaveis y.,e € FE. Para tanto, variaveis
de grau 3, 2, 4, j e | € V, foram geradas, juntamente com desigualdades para
assegurar a relagao z;; = x;z;x;. A sua utilizacao, no entanto, foi eventualmente

descartada por nao se justificar em termos de ganhos computacionais.

2.3 Politopo Booleano Quadratico

PADBERG [27] investigou o Politopo Booleano Quadratico , QP", no contexto da
linearizacao de um problema 0-1 quadratico irrestrito. Trés familias de desigualdades
vélidas para @ P™ sdo investigadas em [27] e aqui consideraremos casos particulares

de duas delas.

Desigualdades Clique: Para S C V, com |S| > 2, e um valor inteiro a, 1 < av <
|S| — 1, denote por x(S) a soma das varidveis x correspondentes aos vértices de S.
Da mesma forma, denote por £(S) o conjunto das arestas com as duas extremidades
em S e denote por y(E(S)) a soma das varidveis y correspondentes. Desigualdades

Clique sao entao definidas como

ala+1)

aa(8) = y(B(S)) < 5

(2.12)

e sao vélidas para QP™. Se |S| > 3 el < a < |S|—2 se aplicam, elas definem facetas
de QP" (ver [27] para detalhes). Deste ponto do texto em diante, passaremos a nos

referir as Desigualdades Clique como G Cligue.

Desigualdades Corte: Considere S C V, com |S| > 1,e T C V\ S, com |T| > 2.
Denote por (S :T) o S —T corte, i.e., o conjunto de arestas com uma extremidade
em S e outra em 7. De forma andloga, denote por y(S : T') a soma das varidveis y
correspondentes as arestas do corte (S : T'). Desigualdades Corte sao entao descritas

CcOo1mo

—2(5) —y(E(S)) +y(5: T) —y(E(T)) <0 (2.13)



e definem facetas para QP" (ver [27] para detalhes). Deste ponto do texto em diante,
passaremos a nos referir as Desigualdades Corte como GCut (exceto em alguns casos

particulares, que identificaremos quando necessério).

2.4 Algoritmos de Separacao

Nos algoritmos exatos e heuristicos propostos para o MDP nesta dissertacao, as desi-
gualdades do Politopo Booleano Quadratico, descritas anteriormente, sao utilizadas
apenas quando se fazem necessarias. Sao entao utilizadas como cortes, no primeiro
caso, ou dualizadas dinamicamente, no segundo. Para tanto, a utilizacao de um
algoritmo de separagao [I] é mandatéria. Algoritmos de separagao sao especificos
para cada familia de desigualdades. Eles tomam como entrada a solucao de uma
relaxacao, linear ou lagrangiana, de uma dada formulacao e identificam se alguma
desigualdade da familia em questao é violada por aquela solucao.

Algoritmos de separagao podem ser exatos ou heuristicos. Na separacao exata,
tem-se a garantia de que, se alguma desigualdade pertencente a familia for violada,
a mesma sera identificada. O mesmo pode nao ocorrer ao se utilizar um algoritmo
de separacgao heuristico. No entanto, em alguns casos, a separacao exata ¢ de alto
custo computacional, e o uso de separacao heuristica se justifica.

A seguir apresentamos os algoritmos de separagao que utilizamos para as familias
de desigualdades mencionadas acima. Para tanto, assuma que G' = (V' E’) é o
grafo suporte associado a solucao de uma relaxacao linear ou lagrangiana de uma
formulacao do MDP. Este é um dado de entrada para nossos algoritmos de separacao,
que sao utilizados tanto em heuristicas lagrangianas quanto em métodos exatos.

Nos nossos métodos exatos, dada uma relaxacao linear, (X,y), vélida para o
MDP, E’ é entao definido pelas arestas de GG para as quais g, > 0 se aplica, en-
quanto V' corresponde aos vértices de G para os quais x; > 0 se aplica. Nas nossas
heuristicas Lagrangianas, o grafo G’ é obtido a partir da solugao do Subproblema
Lagrangiano, como veremos no Capitulo [3] Nos dois casos, & cada vértice i € V' no
grafo suporte, é atribuido um custo Z;. Da mesma forma, a cada aresta e € E’ é

atribuido um custo y,.

2.4.1 Separacao Heuristica de Desigualdades Clique

Um pseudo-cédigo para a separacao heuristica das GClique é apresentado no Algo-
ritmo [I] No algoritmo, o procedimento CligueCost(S) retorna o grau de violacao
da GClique dada pelo conjunto S e tomando o« = 1. O método se inicia a partir
de uma clique formada por um tnico vértice e, através de uma insercao sequencial

de vértices, aumenta gradativamente a dimensao da clique e o grau de violacao da



GClique representada pela mesma.

Este procedimento é efetuado |V’| vezes, sendo iniciado em cada uma delas por
um vértice distinto de V’. Inicialmente, GClique violadas sao identificadas e ar-
mazenadas. Entao, para cada vértice de V', a desigualdade armazenada de maior
violagao, dado que uma existe, é utilizada, seja como plano de corte nos nossos algo-
ritmos exatos Branch-and-Cut, ou dualizada dinamicamente nas nossas heuristicas

Lagrangeanas.

Algoritmo 1 Separacao de GClique

procedure GENGCLIQUE( i, V')
S = {i}
U=V"\{i}

escolha algum j € U
U=U\{j}

¢ = CliqueCost(S)

cl = CliqueCost(S U {j})

1:
2
3
4:
5: while U # () do
6
7
8
9:
10: if ¢1 > ¢ then

11: S=85U{j}
12: if |S| < 3 ou CliqueCost(S) < 1 then
13: S={}

2.4.2 Separacao Heuristica de Desigualdades Corte

Apresentamos a seguir dois algoritmos de separacao das GCut. As versdes sao
ligeiramente distintas e se justificam naturalmente pela forma como sao utilizadas,
no Capitulo 4l O primeiro implementa uma “separagao lenta” e o segundo uma
“separagao rapida” das desigualdades. Em ambos, o procedimento CutCost(S,T')
retorna o grau de violagdo da GCut definida pelo corte (S : T').

O Algoritmo [2| define um pseudo-cédigo para a separagao lenta das GCut. O
método se inicia a partir de um corte definido por apenas dois vértices, um perten-
cente a S e o outro pertencente a 1. A cada iteragao, |S U T| aumenta em uma
unidade, sob um objetivo “guloso” de obter a GCut “mais violada” a cada iteragao.
O procedimento é realizado |V'|(|V’| — 1)/2 vezes, iniciando-se, em cada caso, por
pares distintos de vértices de G'.

O Algoritmo [3] define um pseudo-cédigo para a separagao rapida das GCut. O
algoritmo se inicia a partir de um “corte” inicializado por um unico vértice e, deste
ponto em diante, procede de forma similar ao algoritmo anterior. O procedimento
é realizado |V'| vezes, uma para cada vértice distinto do grafo suporte G'.

Nos dois algoritmos, primeiro sao identificadas e armazenadas as GCut violadas.



Algoritmo 2 Separagao lenta de GCut

1: procedure GENGCuUT( 7, j, V')
2: S = {Z}

5 T={j)

4: U=V"\{ij}

5:

6 while U # () do

7 escolha algum | € U

8 U=U\{l}

9: c = CutCost(S,T)

10: cl = CutCost(SU{l},T)
11: c2 = CutCost(S, T U{l})
12: if 2> cl ec2>cthen
13: T=TuU{l}

14: else if ¢l > ¢ then

15: S =Su{l}

16: if |T| <2 ou CutCost(S,T) <0 then
17: S={}

18: T={}

Entao, para cada vértice de V', a GCut armazenada de maior violacdo, se existir,
¢ usada como plano de corte nos nossos algoritmos exatos Branch-and-Bound ou

dualizada dinamicamente, nas nossas heuristicas Lagrangeanas.

2.4.3 Casos especiais

Nesta dissertagao, a separacao exata das Desigualdades Corte ¢é feita para dois casos
particulares. A saber, para as desigualdades $Cut definidas por S C V, |[S| =1¢e
|T| = 2, que podem ser separadas em tempo O(|V|?), e para as desigualdades 4Cut
definidas por S C V, |S| = 1 e |T| = 3, que podem ser separadas em tempo O(|V]?).

Utilizando o grafo G’ = (V’, E’) definido anteriormente, a separacao se da como
descrito a seguir. Inicialmente, sao enumeradas de forma exaustiva todas as desi-
gualdades, de 3 vértices para as 3Cut e de 4 vértices para as 4Cut, existentes em
G’. Ao fazer isso, aquelas que sdo violadas sdo armazenadas. Posteriormente, para
cada vértice do grafo, a desigualdade de maior violacao, caso exista uma, é utilizada
como plano de corte ou dualizada, dependendo do caso.

Casos especiais adicionais das Desigualdades Clique foram estudadas nas fases
iniciais desta pesquisa, mas foram eventualmente descartados. A razao para isso foi
o baixo custo/beneficio computacional que apresentaram. Resultados preliminares
e aqueles que apresentamos no Capitulo {4] indicam que as Desigualdades Corte tém

melhor desempenho que as Desigualdades Clique.
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Algoritmo 3 Separagao rapida de GCut

1: procedure GENGCuT( 7, V")

2: S = {Z}

3: T = {}

4: U=V"\{i}

5:

6 while U # ) do

7 escolha algum j € U

8 U=U\{j}

9: c = CutCost(S,T)

10: cl = CutCost(SU{j},T)
11: c2 = CutCost(S, TU{j})
12: if 2> cl e c2 > cthen
13: T=TuU{j}

14: else if ¢l > ¢ then

15: S=Su{j}

16: if |T'| <2 ou CutCost(S,T) <0 then
17: S = {}

18: T ={}
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Capitulo 3
Heuristicas Lagrangeanas

Procedimentos Lagrangeanos analogos a algoritmos de planos de cortes, foram intro-
duzidos simultaneamente em [28] e [29]. Posteriormente, em [30], o termo “Relax-
and-Cut”, introduzido em [29], foi utilizado para denotar tanto o procedimento su-
gerido em [2§], que passou a ser chamado “Non-Delayed Relax-and-Cut” (NDRC),
quanto aquele sugerido em [29], que ao invés de sua denominagao original Relax-and-
Cut, foi chamado de “Delayed Relax-and-Cut” (DRC). Resultados computacionais
apresentados em [30] mostraram um melhor desempenho dos algoritmos NDRC,
quando comparados a algoritmos DRC correspondentes.

Relaxagao Lagrangeana em geral e algoritmos Relax-and-Cut, em particular, sao
muito utilizados para se obter bons limites duais e primais para problemas de OC.
Em especial, no caso especifico dos algoritmos Relax-and-Cut, os problemas tratados
sao nao apenas NP-Dificeis, mas costumam envolver também formulagoes com um
nimero exponencialmente grande de desigualdades. O texto a seguir descreve o

funcionamento geral de um algoritmo NDRC e se baseia em [30)].

3.1 Algoritmos NDRC

Dada uma formulagao para um problema NP-dificil de OC, assuma que um nimero
exponencialmente grande de desigualdades fazem parte da mesma. Assuma também

que essa formulacao pode ser descrita genericamente como
min{cz : Ax < b,z € X}, (3.1)

onde x € B", b € R, A € R™" ¢ X C B", onde m e n assumem valores inteiros

positivos. Como é usual em relaxacao Lagrangeana, assuma que

min{cz : z € X} (3.2)
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é um problema fécil de resolver (ou seja, pode ser resolvido a otimalidade em tempo
polinomial). Por outro lado, no que é pouco usual em termos de relaxacao Lagrange-
ana, assuma que m aumenta exponencialmente com n (ou seja, assuma que a familia
de desigualdades a dualizar contém exponencialmente muitos elementos). Apesar

dessa enorme barreira, vamos proceder a dualizacao das desigualdades
{aixgbi:izl,Q,...,m}, (33)

na forma Lagrangeana usual, assumindo ser isso possivel, quando, de fato, nao o é.
Devido ao potencialmente enorme niimero de desigualdades a dualizar, fazemos
essa dualizacao, inicialmente, sem levar em conta suas implicagoes praticas. Sendo
A € RT, os multiplicadores de Lagrange associados as desigualdades dualizadas,
um limite inferior para ¢é entao dado pelo valor da solugao do Subproblema

Lagrangeano
zy=min{(c+ A A)z — I\b:z € X} (3.4)

denotado aqui por SL(A). Nesse caso, o melhor limite inferior possivel para (3.1)), é

obtido ao se resolver o Problema Dual Lagrangeano (PDL)

24 = ilé%lxn{z)\}. (3.5)
O PDL é tipicamente resolvido de forma iterativa, atualizando-se os multiplicadores
A até que o valor z4 seja eventualmente obtido.

Para melhor explicar a forma de tratamento das exponencialmente muitas de-
sigualdades Ax < b, apresentamos a seguir uma breve descricao do Método do
Subgradiente (MS), seguida da adaptagao do mesmo para o NDRC, como proposto
em [28].

3.1.1 O Método do Subgradiente

O MS ¢ utilizado para resolver o PDL de forma iterativa através da atualizacao
sistematica dos multiplicadores de Lagrange. Em uma dada iteracao de MS, para
um vetor vidvel de multiplicadores de Lagrange A, o SL(A) correspondente é resolvido
e uma solucao 7, étima para ele, de valor z,, é obtida. Seja z,, um limite superior
conhecido para (|3.1). Denotando-se por g € R™ o vetor de subgradientes no ponto
T, temos entao que

gi= (b —a;x),i=1,2,...,m. (3.6)

O MS ¢ iniciado com um vetor A qualquer, vidvel. Na literatura, os multiplica-

dores de Lagrange, A\, sao normalmente atualizados apds o calculo de um tamanho
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de passo
€ (Zub - Z)\)

Zi:l,...,m 9

onde € é um nimero real assumindo valores em (0,2]. Feito isso, procedemos a

0= (3.7)

atualizacao desses multiplicadores através da féormula
Ai = max{0; \; — 0g;} (3.8)

e passamos entao para a iteracao seguinte de MS.

Uma implementagao pratica do MS exige a redugao gradativa do valor de €. Para
tanto, é necessario definir o nimero méaximo de iteragoes de MS, maxiter, a serem
realizadas. Entao, a cada maxhalf iteracoes consecutivas sem que haja melhora no
melhor limite dual ja obtido, o valor de € é reduzido pela metade. Normalmente,
mazhalf é definido em fungao de maziter. Adotamos mazhalf = maxiter/20 como
padrao nos nossos algoritmos.

Nesse ponto, é importante ressaltar que, diante de um nimero exponencialmente
grande de desigualdades dualizadas, a aplicacao direta das férmulas e seria
uma tarefa de realizacao impraticavel. Desse modo, para permitir a utilizagao de A,

vamos proceder a algumas modificacoes de MS.

3.1.2 Uma adaptacao de MS ao NDRC

As desigualdades , numa iteracao corrente de MS, podem ser divididas em 3
grupos distintos. O primeiro deles é formado pelas desigualdades violadas por Z. O
segundo contém as desigualdades que, no momento, tém multiplicadores nao nulos
associados a elas. Note que, da forma como foram definidos esses dois grupos, é
possivel que uma mesma desigualdade faca parte de ambos, simultaneamente. As
demais desigualdades de , ou seja, aquelas que nao fazem parte dos dois grupos
anteriores, definem o nosso terceiro grupo. Estas, por sua vez, nao sao violadas
por T e tém multiplicadores nulos na iteracao corrente de MS. Daqui em diante,
vamos nos referir aos trés grupos que acabamos de definir como grupos 1, 2 e 3,
respectivamente.

Na aplicacao tradicional de relaxacao Lagrangeana, quando m é uma funcao
polinomial de n, BEASLEY [31] fez uma observagao bastante interessante. Ele
constatou que ao fixar-se, arbitrariamente, em qualquer iteragao do método, g; = 0
para toda componente ¢ de g onde g; < 0 e \; = 0, se obtém uma boa convergéncia
pratica de MS, para o limite . Em nosso contexto, essa sugestao é equivalente
a fixarmos em 0 todas as componentes de g associadas a desigualdades do grupo 3.

Apesar de assumirmos a existéncia de um ntmero exponencialmente grande de

desigualdades em ([3.3]), vamos seguir a sugestao de Beasley. Uma justificativa para
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isso, vem das duas observacoes que se seguem. Na primeira delas, note que, mesmo
sem efetuarmos as modificagoes propostas por [31], pela férmula de atualizacao ((3.8))
os multiplicadores associados as desigualdades do grupo 3 permaneceriam nulos ao
final de . Em funcao disso, essas desigualdades sao chamadas de “inativas”.
E evidente que uma desigualdade inativa, na iteragao corrente de MS, nao ird con-
tribuir diretamente para a funcao objetivo Lagrangeana. Tal fato nos leva a uma
segunda observagao. A de que, em geral, para as desigualdades do grupo 3, o nimero
de componentes de g assumindo valores estritamente negativos tende a ser enorme.
Se essas componentes fossem utilizados em , o valor obtido para 6 tenderia
a 0. Ou seja, o multiplicador de Lagrange para qualquer uma das desigualdades
dualizadas permaneceria virtualmente inalterado, apds sua atualizacao. Isso, por
sua vez, traria problemas de convergéncia para o método. Entretanto, ao seguir-
mos a sugestao de [31], conseguimos evitar esta dificuldade. Conseguimos também
definir uma forma conveniente de tratar um nimero exponencialmente grande de
desigualdades candidatas a dualizacao.

E evidente que, sob a classificacao de desigualdades proposta acima, é possivel
(e também provavel) que uma desigualdade mude sua classifica¢do, ao longo das
iteracoes de MS. Da mesma forma, é evidente que apenas aquelas desigualdades
classificadas nos grupos 1 e 2 podem efetivamente contribuir para os custos La-
grangeanos (¢ + AA), em uma dada iteragdo de MS. Assim sendo, as desigualdades
dos grupos 1 e 2 sao denominadas “desigualdades ativas”. Em oposicao a isso, as
desigualdades do grupo 3 sao chamados “inativas”.

Em resumo, para atualizar os multiplicadores A em um algoritmo NDRC, apenas
as desigualdades ativas sao utilizadas nas féormulas e , a cada iteragao de
MS.

Um detalhe importante no esquema de classificagao sugerido acima, é a identi-
ficacao das restricoes violadas por T na iteracao corrente de MS. Recorde que, de
acordo com esta classificagao, tais restricoes pertencem ao grupo 1. Identifica-las,
¢ entao um problema andlogo ao Problema de Separagao, associado aos algoritmos
de planos de corte. No entanto, no nosso caso especifico, tal problema tende a ser
mais facil de resolver. Isso porque, num contexto Lagrangeano, T tende a assumir

apenas valores inteiros.

3.2 Algoritmos NDRC para o MDP

Ao longo desta pesquisa, diversas versoes do algoritmo NDRC para o MDP foram
propostas e avaliadas. Tais versoes diferem entre si pelas familias de desigualda-
des utilizadas como candidatas a dualizagao e pelos algoritmos de identificagao de

desigualdades violadas aplicados a elas. Tomando por base alguns resultados preli-
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minares, versoes do algoritmo que se mostraram menos atraentes foram descartadas
enquanto versoes mais promissoras foram mantidas. Dentre as versoes do NDRC
que investigamos para o MDP, optamos por mostrar aqui cinco delas: NDRC_S,
NDRC_3Cut, NDRC_4Cut, NDRC_GCut e NDRC_GCut_F.

Todas as versoes do NDRC aqui descritas utilizam a formulagao que apresen-
taremos a seguir. Iremos nos referir a ela, daqui em diante, como “formulagao
base”. Esta, por sua vez, é reforcada com familias de desigualdades distintas em
cada versao. A saber, na versao NDRC_S apenas a formulacao base ¢é utilizada, sem
reforcos adicionais. Nas versoes NDRC_3Cut e NDRC_4Cut a formulacao base é
reforgada pelas familias de desigualdade 3Cut e 4Cut, respectivamente. Finalmente,
tanto em NDRC_Gcut quanto em NDRC_Gceut_F, a formulacao base é reforcada
pelas desigualdades GCut. Entretanto, estas duas versoes diferem entre si na forma
de se obter o grafo suporte G’, utilizado no algoritmo de separagdo (mais detalhes
nas Secoes e .

Para descrevermos as formulagoes de MDP que utilizamos, considere uma regiao
poliedral R,, definida pela intersegdo de R (definida na Secao [2.1)) com as Res-
tricoes Estrela (2.11)). Nossos algoritmos NDRC para o MDP utilizam entao uma

formulacao base para o problema, definida por

{max )" cye : (x,y) € Ro N (BY R} (3.9)

ecE

e se inspiram no algoritmo NDRC proposto em [32], para o Problema da Mochila
Quadrética (QKP).

Para gerar limites duais Lagrangeanos a partir de , as restrigoes , e
(2.11]) sdo dualizadas no estilo Lagrangeano Tradicional (LT). Entao, de acordo com
nossas observacoes anteriores, associamos matrizes de multiplicadores A e A2, e um
vetor de multiplicadores, A\*%", respectivamente as restricoes , e .

O algoritmo NDRC_3Cut utiliza a formulagao reforgcada pelas desigualdades
3Cut, um dos casos especiais das GCuts, . Tais desigualdades sao dualizadas
dinamicamente no estilo NDRC, com o uso de um vetor de multiplicadores I'. De-
sigualdades 3Cut sao portanto dualizadas sob demanda, a medida que se tornam
violadas na solucao de um SL. Sempre que isso ocorre, o valor corrente do seu res-
pectivo multiplicador pode ser nulo ou nao nulo. Se for nao nulo, a desigualdade foi
violada inicialmente na solucao de um SL anterior e continuou ativa até a iteragao
corrente do MS. Do contrario, pelo menos por enquanto, assumiremos que a desi-
gualdade esta sendo violada pela primeira vez. No entanto, de uma forma ou de
outra, se uma desigualdade 3Cut é violada pela solucao do SL corrente, a ela sera
atribuido um multiplicador nao nulo ao final da iteracao corrente do MS. Uma desi-

gualdade dualizada dinamicamente ¢é entao dita ativa sempre que seu multiplicador
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correspondente tem um valor nao nulo. Deve-se notar que uma desigualdade pode se
tornar inativa na iteracao seguinte do MS e, da mesma forma, se tornar novamente
ativa, posteriormente, no decorrer do procedimento (veja [30], para detalhes).

Nos algoritmos NDRC_4Cut, NDRC_Gcut e NDRC_Gcut_F as desigualdades uti-
lizadas para fortalecer a formulacao base, ou seja, as desigualdades 4Cut e GCut, sao
tratadas de maneira similar aquela descrita acima para as desigualdades 3Cut. Sao
entao dualizadas dinamicamente, em um modelo NDRC. A familia GCut contém ex-
ponencialmente muitas desigualdades e sua utilizacao num estilo Lagrangeano Tra-
dicional seria entao inviavel. Justifica-se, portanto, sua utilizacao ao estilo NDRC.
As 3Cut e 4Cut, apesar de nao envolverem exponencialmente muitas desigualdades,
contém um numero excessivo de desigualdades, o que também justifica dualiza-las
ao estilo NDRC.

De uma maneira geral, o numero de desigualdades ativas tende a ser “pequeno”
em qualquer iteracao do MS. Dessa forma, desigualdades ativas desempenham um
papel fundamental na atualizacgao dos multiplicadores de Lagrange (veja [30], para
detalhes). Por um lado, todos os subgradientes associados as restrigoes RLP ,
que sao poucas, devem sempre ser utilizados nessas operacoes, sejam essas restrigoes
ativas ou nao. Por outro, no entanto, dentre as desigualdades dinamicamente du-
alizadas, apenas as ativas devem se consideradas para efeito de atualizacao dos
multiplicadores. Assim procedendo (veja [30], para detalhes), se evita a armadilha
do esforco computacional elevado ao se efetuar essa operacao.

Em complemento aos multiplicadores A = (A, A%, \¥%") lembramos que I' define
os multiplicadores associados as familias de desigualdades 3Cut, 4Cut e GCut. Note
que a dimensao de I' pode ser exponencial. No entanto, a maioria dos coeficientes
de I' corresponde a desigualdades inativas e estas tém, portanto, valor zero. Assim
sendo, nas regras de atualizagao de multiplicadores, pouquissimas desigualdades
associadas a multiplicadores I', somente as ativas, sao efetivamente consideradas.

Denotando por R3 a regiao poliedral definida por (2.4), (2.7) e (2.8), o SL que
iremos resolver a cada iteragao do MS ¢é descrito por

O(AT) = {max Y gz, + Y Gye + Const(A,T) : (x,y) € RsN (B, RE)}, (3.10)

eV ecE

onde § e € sdo os custos Lagrangeanos que se aplicam, enquanto Const(A,I') é uma

constante que depende de A e I'.

3.3 Resolvendo o Subproblema Lagrangeano (SL)

Duas diferentes abordagens para resolver SL sao discutidas a seguir. Como vere-

mos, além de gerar limites duais para o MDP elas também definem solucoes primal
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viaveis para o problema. Dado que utilizamos informacao dual para gerar as solucoes

primais, estas tendem a ser de boa qualidade.

3.3.1 Abordagem I

Tomando como ponto de partida, dois subproblemas independentes sao re-
solvidos para gerar limites duais véalidos para o MDP. Um é definido pelas variaveis
X, enquanto o outro é definido por variaveis y. O primeiro subproblema é resolvido
fixando-se em 1 as k varidveis x com maior valor q. As demais varidveis em x sao
fixadas em 0. O segundo problema é resolvido atribuindo-se o valor 1 a toda variavel
ye com ¢, > 0. Finalmente, adicionando-se Const(A,I") aos valores étimos dos dois
subproblemas que acabamos de descrever, obtém-se entao um limite dual valido para
o MDP. Como um beneficio adicional desse esquema, T define uma solucao viavel
para o MDP, de valor >

Limites duais melhores que os que acabamos de discutir podem ser obtidos

e=ijek Celily-

utilizando-se a abordagem que se segue.

3.3.2 Abordagem 11

Vamos formular primeiro um SL auxiliar que é definido apenas nas variaveis x. Para
tanto, considere as desigualdades

[Ei—f—fbj

e <
Je =79

Ve = {i,j} € E, (3.11)

obtidas apds a soma e divisao por 2 das duas desigualdades definidas em para
cada aresta de G.

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado em [32] e repartindo as contribuigoes
das desigualdades entre 7 e j, “pesos Lagrangeanos auxiliares”, m; = ¢q; +
Zee(s(i) max{%,0}, sdo entao associados & cada varidvel z;, i € V. A justificativa
para assim proceder é que s6 seria aplicdvel um custo Lagrangeano max{c., 0},
onde e = {i,j}, se z; e x; assumem simultaneamente valor 1 na solucdo do SL.
Ao se dividir entre elas o valor de max{¢., 0}, em partes iguais, chegamos a um

subproblema definido unicamente nas variaveis x, ou seja,
Const(A,T') + {max7x : x € BIVI e satisfaz (2.4)}. (3.12)

Este, garantidamente, nos fornece um limite superior valido para o MDP e é resol-
vido por inspecao.
Assumindo que X é uma solugao étima para (3.12)), valores correspondentes para

Ye, € = {1,7} € E, sdo obtidos da seguinte forma:
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ey =1,ser;=7; =1
° ye:%,sefizlefj:OOuTizoeszl.
ey, =0,seT; =7; =0.

E possivel melhorar ainda mais os limites duais definidos por (3.12)). Para tanto,
note que as restricoes impoem que quando x; = 1, exatamente (k—1) varidveis
Ye, € € 6(1), devem assumir o valor 1. Dessa forma, podemos tomar m; como a soma
de g; com os (k — 1) maiores {%: e € 6(i)}. Consequentemente, ao contrério do
que prevalecia anteriormente, pode-se eventualmente obter contribuigoes para m; ad-
vindos de varidveis y, com ¢, < 0, fortalecendo portanto os limites anteriores. Da
mesma forma, se existirem mais do que (k — 1) arestas assumindo custos Lagrange-
anos positivos em {¢. : e € §(i)}, o valor de m; é reduzido ao tomarmos apenas as
contribuigoes das (k — 1) arestas de maior custo.

Note que, mesmo com a modificacao que acabamos de sugerir, o subproblema
a ser resolvido, ou seja, (3.12), se mantém o mesmo e sua solucao é obtida por
inspecao. Valores para y, por sua vez, sao obtidos de maneira distinta daquela
descrita anteriormente. Para obteé-los, seja & C 6(i), ¢ € V, o conjunto das (k — 1)
arestas escolhidas para compor o peso Lagrangeano auxiliar 7;. Para facilitar a
descri¢do, uma vez obtida uma solu¢do T para (3.12)), redefinimos & = () se x; = 0.
Assim procedendo, valores correspondentes para y., e = {i,j} € E, sao obtidos da

seguinte forma:
ey, =1lseec&eecé;

.see€&eed¢d&oued & eecl.

[ ]
<
)

I

ey, =0,see¢&ee¢l.

O subproblema , na pratica, é resolvido ordenando-se de forma crescente
os valores {m; : i € V}. As k varidveis de maior valor sdo fixadas em 1 e as
demais em 0. Ao longo de nossa investigagao, observamos que essa ordenagao é um
forte indicativo da “probabilidade” de uma variavel x; fazer parte de uma solugao
6tima, principalmente quando o limite dual dado por ¢ de boa qualidade.
No Capitulo [4 mostramos como essa propriedade é explorada nos algoritmos exatos

propostos neste trabalho.

3.3.3 Implicacao

Um importante implicagao da utilizacao da Abordagem II diz respeito ao esforco
computacional gasto nos algoritmos de separacao. Como foi dito anteriormente,

nossos algoritmos NDRC utilizam os algoritmos de separagao descritos no Capitulo
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para identificar desigualdades violadas candidatas a dualizagao. A dimensao do
grafo suporte, G’ = (V' E’), associado a solugdo de um SL, é entdo um indicativo
do esfor¢go computacional a ser despendido na separacao das desigualdades.

Seja (Z,7) a solugao do SL, correspondente a Abordagem II. Nesse caso, o grafo
suporte pode ser definido de duas formas distintas. Na primeira, £’ é definido pelas
arestas de G para as quais 7, > 0 se aplica, enquanto V' corresponde aos vértices
GG que aparecem em alguma extremidade das mesmas. Em outras palavras, G’ é
o subgrafo de G induzido pelas arestas E’. Note que toda aresta de £’ tem uma
extremidade com valor 1 na solugao ¥, e pode ou nao ter extremidade com valor 0.
Dessa forma, G’ tende a ser de pequena dimensao, com k e k(k — 1)/2 servindo de
referéncia para |V’| e |E'|, respectivamente.

Na segunda forma de se obter o grafo suporte G', V' é definido pelos vértices de
G para os quais T; = 1 se aplica, enquanto E’ é definido pelas arestas de G com as
duas extremidades em V’'. Em outras palavras, G’ é o subgrafo de GG induzido pelos
vértices V', Assim, o tamanho de G’ é definido unicamente pelo valor de k, onde
V'l = k.

Na primeira forma de se obter o grafo suporte, toda a informacao presente na
solugao do PRL, de certo modo, é passada para o grafo. Nos referiremos ao grafo G’
obtido desta maneira por grafo suporte completo. Na segunda forma, por sua vez,
parte da informagao ¢ deixada de fora, a saber, algumas das arestas associadas a gy, =
1/2 com uma das extremidades fora do grafo G’. Nos referiremos ao grafo suporte
obtido desta maneira por grafo suporte reduzido. E fécil notar que a separagao
utilizando o grafo suporte reduzido utiliza menos recursos computacionais que a
separacao utilizando o grafo suporte completo. Na Secao mostramos a diferenca

de desempenho em separar Gcut utilizando os dois tipos de grafo suporte.

3.4 Busca Local

Uma vez obtida uma solucao viavel para o MDP, esta é normalmente submetida a
um procedimento de busca local que visa obter uma melhor solugao a partir de uma
solucao conhecida. Ao longo desta pesquisa, testamos varios desses procedimentos.
Nesta secao, descrevemos o procedimento de busca local que foi adotado em nossos
algoritmos. Ele consiste numa busca local que mescla o procedimento proposto em

[16], numa heuristica VNS, com o procedimento Tabu Search, sugerido em [24].

3.4.1 Tabu Search

Tabu Search (TS) é um procedimento iterativo que tenta melhorar uma solugao

viavel que se tem acesso. Ele opera na vizinhanca daquela solucao e utiliza um
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operador de troca para substituir varidveis pertencentes a solugao disponivel por
variaveis nao pertencentes. Trocas sao realizadas a cada iteracao, e tem como ob-
jetivo obter a melhor solugao na vizinhanca investigada. Note que, dessa forma,
uma solucao de pior qualidade pode ser obtida como resultado de uma operacao de
troca, desde que esta seja a melhor troca disponivel na iteragao corrente. O método
utiliza ainda uma “memoria de curto prazo”, que previne a reincidéncia de solugoes
obtidas recentemente. Como consequéncia, TS é capaz de fugir de 6timos locais de
baixa qualidade.

Descrevemos a seguir o procedimento TS proposto para o MDP em [24]. Este se
utiliza de dois artificios para obter ganhos de eficiencia. O primeiro reduz o nimero
de varidveis candidatas a troca. O segundo, permite que o calculo do custo de uma
solucao seja feito de forma mais eficiente.

O algoritmo TS recebe como entrada um vetor solugao = € B" e seu custo
(@) = >0 _jijyen Cetizy. As varidveis de x = {x1,2,...,2,} sdo divididas em
dois subconjuntos, U e Z. O subconjunto U contém as variaveis com valor 1 e o
subconjunto Z contém as variaveis com valor 0. O operador de troca substitui uma
variavel pertencente a U por uma pertencente a Z. Note que o conjunto U remete a
uma solucao do MDP definido em grafos. Seus elementos induzem uma k-clique em
G e definem uma solugao viavel para o problema. Dessa forma, apds uma operagao
de troca, como a cardinalidade dos conjuntos permanece inalterada, a viabilidade
da solucao é mantida.

A cada iteragao (ou passo), o método parte de uma solugao 7 e a transforma numa
nova solucao, que também denotaremos por Z. Um passo é executado efetuando-se
uma operacao de troca entre um par de varidveis distintas, originarias dos conjuntos
UeZ. Como |U|l=kel|Zl=n—k, k(n— k) pares distintos de candidatos a troca
devem ser considerados. Para escolher o melhor deles, é necesséario calcular o custo
de todas as solugoes existentes na “l-vizinhanca” de =.

A complexidade de se escolher a melhor solucao na 1-vizinhanca definida acima
6 O(k?), o que pode ser considerado computacionalmente caro. Essa operagao de
troca, no entanto, altera a solugao original apenas marginalmente, ja que uma tnica
variavel é substituida no decorrer dela. Em funcao disso, [24] sugere o procedimento
de troca eficiente que discutiremos a seguir.

Inicialmente, um vetor A é utilizado para armazenar o custo de troca de cada
variavel. Este é definido pela variagao no custo da solucao, provocada pela operacao
de mover uma variavel x; de seu subconjunto atual para o outro subconjunto. Cada

coeficiente A;, 1 € V', é definido pela formula:

=D e—tijpayev Cijs Se 1 €U

Ai =
D se—tijymeu Cijr S€ Ti € Z
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A variagao resultante da troca de z; € U por z; € Z é entao dada por:
wij = Az + Aj — Cij-

Consequentemente, o valor da nova solucao é definido por f(x)+w;;. A melhor troca
a efetuar corresponde entao ao par de itens 7, j de maior w;;. Apds a realizacao da

mesma, os coeficiente de A sao atualizados por:

—A; +cij, parak =1
—Aj + ¢, parak =1
Ap+cik — cxj, parak #i Nk # j,x, €U
Ay — i +cpj pata k i ANk # j,xy, € Z)

A =

Quanto maior for o custo de troca A, correspondente a um vértice, mais provavel
serd a participacao desse vértice numa troca de boa qualidade. Ou seja, o processo
de escolha pela melhor troca pode ser acelerado restringindo-o apenas as trocas
entre candidatos de boa qualidade. Para tanto, os melhores candidatos de U e Z
sao respectivamente selecionados para compor as listas LCU e LCZ. Trocas ficam
restritas entao apenas a varidveis pertencentes e essas listas.

As dimensoes das listas LCU e LC'Z, definidas por um parametro tlc, impactam
diretamente no tempo de solucao do algoritmo e na qualidade das solugoes encontra-
das. Um valor muito pequeno para tlc pode deixar de fora bons candidatos e acabar
nao levando a melhores solugoes. Ja um valor muito grande pode incluir candidatos
de baixa qualidade e levar a um custo computacional excessivo sem um ganho de
qualidade que o justifique.

Um vetor T' é utilizado como uma “memoria de curto prazo”. O vetor armazena
a iteracao a partir da qual cada variavel estard disponivel para participar de uma
operacao de troca. Todas as entradas do vetor sao inicializadas em 0, indicando que
todas as variaveis estao disponiveis para troca na primeira iteracao. Sempre que
uma troca ¢ efetuada, digamos entre as variaveis z; e x;, as entradas T'[i] e T'[j] sao
atualizadas de acordo com o seguinte esquema: 1) dois niimeros inteiros r; e r; sao
escolhidos aleatoriamente dentro de um intervalo [a, b], pré-definido; 2) r; e r; sao
somados ao numero da iteracao atual e atribuidos a T'[i] e T[j], respectivamente.
Dessa forma, a solucao na troca anterior se torna inatingivel por, no minimo, a
iteragoes.

Como mencionado anteriormente, a cada iteracao do método é efetuada uma
troca, mesmo que isso leve a uma solucao de qualidade inferior a da solucao corrente.
Isso pode ocorrer quando a solugao corrente define 6timo local, ou seja, uma solugao
de qualidade igual ou superior a todas as solugoes na vizinhanca investigada. Esse

comportamento dé ao algoritmo a capacidade de fugir de 6timos locais, mas demanda
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a necessidade de se armazenar, em separado, a melhor solucao obtida. No algoritmo,
as entradas z* e f(z*) tém o papel de armazenar respectivamente a melhor solugao
até entao obtida e o seu custo associado. Sempre que o custo de uma nova solucao
supera f(x*), esta é armazenada em z* e f(x*) é atualizado em funcdo disso. O

Algoritmo |4 descreve o pseudo-cédigo do TS proposto em [24].

Algoritmo 4 Tabu Search

1: procedure TS(s, f(s))
2: Inicializar vetor A, lista tabu 7' com valor 0, os conjuntos U e Z com as
variaveis com valor 1 e 0 em s, respectivamente. Iter=0, IterSemMelhora = 0,

s" =5, [(s7) = [(5).

3:

4 while IterSemMelhora < ¢ do

5: Inicializar conjuntos LCU e LC'Z a partir de U e Z de acordo com o
valor de A

6: Identificar os indices i}, e 7%, das varidveis nao tabu pertencentes a LCU
e LCZ que leva ao maior valor de w. Identificar ¢} e j; para variaveis tabu.

7

8: if Wixjx > Wix jx € f(S) + Wixjx > f(S*) then

0 =i =

10: else

11 = s T e

12: si» = 0,85 =1, f(5) = f(s) + wye

13: U=U\{si}U{s«},Z=2\{sj«} U{si+}

14: Ti] = Iter + rand(a,b),T[j] = Iter + rand(a,b)

15: Atualizar A

16:

17: if f(s) > f(s*) then

18: s*=s, f(s*) = f(s)

19: IterSemMelhora = 0

20: else

21: IterSemMelhora = IterSemMelhora + 1

22:

23: Iter = Iter +1

24: return s*

3.4.2 Busca local VNS

O algoritmo introduzido em [16] leva em considera¢ao um conjunto de vizinhangas,
denotadas por {N, : p =1,..., Pmas }. Para definir qualquer uma dessas vizinhangas,
é necessario definir primeiro uma fungao métrica para o espaco de solugoes do MDP.

Seja . = {S|S C V,|S| = k} uma caracteriza¢do do espago de solugoes do

MDP e considere a fungao métrica p que expressa a distancia entre qualquer par de
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solucoes vidveis, digamos S, 5" € .. Esta distancia é dada por
p(S,8) = p(,5) =S\ 5.
A vizinhanca N, expressa implicitamente pela funcao métrica p, é definida como:
Np(8) ={5|8" € Z,p(S",5) =p}, p=1,-.. Pmas-

Note que pnqe € limitado pela distancia maxima permitida para qualquer par de
solugdes existentes no espago de solugoes. Nesse caso, pma: = min{k, |V| — k} se
aplica.

O procedimento de busca local baseado na heuristica VNS sugerida em [16] é
descrito através do pseudo-cédigo apresentado no Algoritmo [5l O procedimento
toma como entrada uma solucao viavel para o MDP e tenta obter uma sequéncia
de solugoes monotonicamente melhores. Com esse objetivo, realiza operacoes de
variacao e melhora sobre a solucao corrente do MDP.

Assumindo que N, é a vizinhanca sob investigagdo, uma operagao de variagao

define a préxima vizinhanca a ser investigada, seja para N1 ou N, A primeira

vizinhanga é escolhida se (p + 1) < prae € a operagao de melhora efetuada em N,
falha. Alternativamente, N,
Finalmente, se (p + 1) > pna a busca local é encerrada.

A operagao de melhora utiliza o procedimento TS descrito na Segao [3.4.1 A

operacao de variacao é realizada por um procedimento de shake. Este toma como

é escolhida se a operagao de melhora é bem sucedida.

'min

entrada um inteiro p e uma solucao viavel S, para o MDP. O shake retorna uma
solugao, S € N,(S), que corresponde a uma troca simultanea de p vértices de S por
p vértices de V' \ S.

Algoritmo 5 Variable Neighborhood Search

procedure VNS(S, p_min, p_max)
st =T5(5, f(9))

1:

2

3

4: p = p_min

5: while p < p_max do
6 s = shake(s*, p)

7 s=T5S(s, f(s))

8 if f(s) > f(s*) then
9

: s*=s
10: p = p_nmin
11: else
12: p=p+1
13: return s*

Em nossos experimentos computacionais sempre utilizamos p_min = p_mazx =
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1. Exceder esse valor para p_maz se mostrou ineficiente e, portanto, foi evitado.
Também utilizamos os seguintes parametros para TS: tlc = /n, ¢ = 6%k, a = 15
e b = 25. Tais valores foram sugeridos em [24], em fun¢ao de uma anélise de

sensibilidade 14 conduzida.

3.5 Testes computacionais

Diferentes algoritmos NDRC foram desenvolvidos e testados para o MDP ao longo
desta pesquisa. Nestes experimentamos: a dualizacao de Desigualdades Clique; a
dualizacao de casos especiais destas contendo de 3 a 10 vértices, separados de ma-
neira exata ou heuristica; a dualizagao de casos especiais das Desigualdades Corte
contendo de 5 a 10 vértices, separados de maneira exata ou heuristica. Também
experimentamos a separacao de Geut e Gcelique ortogonais entre si, bem como du-
alizacao simultanea de mais de uma desigualdade de cada tipo, a cada iteracao. A
maioria desses experimentos foram mal sucedidos e suas propostas foram eventual-
mente descartadas. Dentre as restantes, as de melhor desempenho foram mantidas e
melhoradas. A seguir apresentamos resultados computacionais para algumas delas.

Em particular, cinco algoritmos NDRC sao analisados: NDRC_S, NDRC_3Cut,
NDRC_4Cut, NDRC_GCut e NDRC_GCut_F. Uma breve descricao de cada um deles

¢ feita a seguir:

e NDRC_S: utiliza diretamente a formulacao (3.9), sem o reforgo de qualquer
uma das desigualdades vélidas que discutimos no Capitulo 2| para o MDP.
O algoritmo, no entanto, dualiza dinamicamente as restrigoes (2.5 e (2.6,

separando-as de maneira exata, por inspecao.

e NDRC_3Cut: utiliza a formulacao (3.9) reforcada pelas desigualdades 3Cut.
Para separagao, utiliza o algoritmo descrito no Capitulo [2] especializado para

3Cut.

e NDRC 4Cut: utiliza a formulacao (3.9) reforcada pelas desigualdades 4Cut.
Para separagao, utiliza o algoritmo descrito no Capitulo [2] especializado para
4Cut.

e NDRC_Gecut: utiliza a formulagao (3.9) reforcada pelas desigualdades GCut,
(2.13). Para separacao, utiliza o algoritmo de separacao rapida para GCut,
proposto no Capitulo 2] Como entrada para o mesmo, utiliza o grafo suporte

reduzido.

e NDRC_Gceut_F: mesmo esquema descrito acima para NDRC_Gcut, diferindo
deste apenas pelo uso do grafo suporte completo, como entrada para o algo-

ritmo de separacao.
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Nossos algoritmos NDRC foram testados como heuristicas Lagrangeanas para o
MDP e comparados com as melhores heuristicas existentes para o problema. A sa-
ber: Integrated Tabu Search (ITS) ([15]), Variable Neighbohood Search (VNS) ([16]),
Tuned Iterated Greedy (T1G) ([33]), Learneble Tabu Search with Estimation of Dis-
tribution Algorithm (LTS-EDA) ([34]) e Tabu Search/Memetic Algorithm (TS/MA)
(24]).

Os seguintes conjuntos de instancias, ja utilizados em comparacoes prévias feitas

na literatura, definiram a nossa base de testes:

e SOM-b: Conjunto de 20 instancias introduzido em [35]. As dimensdes envol-
vidas sao as seguintes: n=100, k=10, 20, 30 e 40; n=200, k=20, 40, 60 e 80;
n=300, k = 30, 60, 90 e 120; n=400, k=40, 80, 120 e 160; n=>500, k=50, 100,
150 e 200. Diversidades entre cada par de itens foram geradas aleatoriamente

como um nimero inteiro no intervalo [0, 9].

e GKD-c: Conjunto de 20 instancias com n=500 e k=50 introduzido em [15].
Itens sao definidos como pontos no R com coordenadas geradas aleatori-
amente no intervalo de 0 a 10. Diversidades sao definidas pelas distancias

Euclidianas entre cada par de itens/pontos.

e MDG-a (1-20): Conjunto de 20 instancias introduzido em [I5]. Instancias tém

n =500 e k = 50 e diversidades geradas aleatoriamente no intervalo [0, 10].

e MDG-b: Conjunto de 40 instancias introduzido em [I5]. Vinte instancias tém
n = 500 e k = 50, e as demais tém n = 2000 e k£ = 200. Diversidades sao

geradas aleatoriamente no intervalo [0, 10]

e Typel 22 (MDG-a 21-40): Conjunto de 20 instancias introduzido em [I5].
Estas tem n = 2000 e k£ = 200, e diversidade gerada aleatoriamente no intervalo
0, 10].

e b2500: Conjunto de 10 instancias definidas inicialmente para o problema
Unconstrained Binary Quadratic Programming (UBQP). Tem n = 2500 e

k = 1000 e diversidades geradas aleatoriamente no intervalo [—100, 100].

As instancia SOM-b, GKD-c, MDG-a (Typel22) e MDG-b estéo
armazenadas em http://www.optsicom.es/mdp e as instancias b2500 em
http://people.brunel.ac.uk/.mastjjb/jeb/info.html.

Nossos algoritmos foram implementados em C++ e testados em um compu-
tador equipado com um processador Intel Xeon X5675, rodando em thread tnica
a 3.06GHz, com 48 GB de meméria RAM disponivel. Para cada algoritmo, os

parametros do MS foram definidos de forma a permitir a realizacao de todas as
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iteracoes previstas para o método, dentro de um limite de tempo pré-estabelecido.
Agindo de forma diferente, a convergéncia do método poderia ser comprometida. A
seguir indicamos as configuragdes do MS utilizadas em cada caso.

Nos resultados das Tabelas e[3.2 utilizamos os algoritmos NDRC_S, NDRC _-
3Cut e NDRC_4Cut sob os seguintes parametros para o MS: maxiter=3000, ¢ = 2
e maxhalf=150. Para os algoritmos NDRC_Gcut e NDRC_Gcut_F os parametros
utilizados foram os seguintes: maxiter=3000, ¢ = 0.125 e maxhalf=150.

Os resultados das Tabelas e [3.5] estao associados as instancias ,Typel_22
e b2500, utilizando os seguintes parametros para nossos algoritmos: maxiter=20,
e = 2 e maxhalf=2. Os resultados apresentados para os demais algoritmos foram
retirados diretamente de [24].

Nos resultados da Tabela [3.6, o algoritmo NDRC_S operou sob os seguintes
parametros: maxiter=800, ¢ = 2 e maxhalf=40. Para o algoritmo NDRC_3Cut uti-
lizamos: maxiter=400, ¢ = 2 e maxhalf=20; para o algoritmo NDRC_4Cut utiliza-
mos: maxiter=200, ¢ = 2 e maxhalf=10; e finalmente, para o algoritmo NDRC_Gcut
utilizamos: maxiter=400, ¢ = 0.125 e maxhalf=20.

As Tabelas e indicam os limites duais obtidos pelos algoritmos NDRC_S,
NDRC_3Cut, NDRC_4Cut, NDRC_GCut e NDRC_GCut_F para 4 conjuntos distin-
tos de instancias, de dimensoes variadas. Nas tabelas, a coluna LB fornece o valor
da melhor solucao conhecida para a instancia. Em todos os casos testados, nos-
sos algoritmos conseguiram chegar a elas e, dessa maneira, omitimos das tabelas a
apresentacao individual desse resultado. A coluna UB indica os limites superiores
obtidos. A coluna Gap apresenta a diferenca percentual entre valores corresponden-
tes de UB e LB, tomando o limite inferior como referéncia. Finalmente, a coluna
Time indica o tempo de CPU, em segundos. Para obtencao dos resultados, um
limite de tempo de 7200 segundos foi imposto. Em todas as tabelas, os melhores
resultados sao apresentados em negrito.

Na Tabela [3.1} o algoritmo NDRC_GCut obtém os melhores limites duais para
a maioria das instancias. No entanto, como a separagao de GCut ¢é realizada de
maneira heuristica no algoritmo, nas instancias em que o valor de k é pequeno, os
limites duais encontrados se mostraram mais fracos que aqueles obtidos pelos algo-
ritmos NDRC_3Cut e NDRC_4Cut, que dualizam diretamente as desigualdades 3Cut
ou 4Cut, respectivamente, estas separadas de maneira exata. Podemos observar que
a qualidade dos limites duais obtidos é influenciada nao apenas pela dimensao das
instancias, mas também por seus tipos. Para todos os algoritmos testados, os va-
lores da coluna Gap s@o muito menores para as instancias GKD-c¢ do que para as
instancias MDG-a e MDG-b, apesar de suas dimensoes serem as mesmas. Por ou-
tro lado, instancias com dimensoes muito inferiores as de GKD-c, como aquelas em

SOM-B_2 e SOM-b_5, apresentam valores de Gap muito mais altos. Uma conclusao
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que se pode tirar desses resultados é que nossos algoritmos NDRC funcionam bem

como heuristicas Lagrangeanas, mas se comportam mal como algoritmos exatos.

NDRC-S NDRC_3Cut NDRC_A4Cut NDRC_GCut

Instancias n k LB UB Gap Time UB Gap Time UB Gap Time UB Gap  Time
SOM-b_1 10 333 402,99 21,0 10,8 389,61 17,0 8,2 386,98 16,2 8,5 394,78 18,6 9,0
SOM-b_2 100 20 1195 1605,45 34,3 17,8 145415 21,7 15,2 1399,93 17,1 15,6 1385,90 16,0 24,8
SOM-b_3 30 2457 3431,04 39,6 23,2 2808,24 14,3 25,2 288436 174 23,4 2668,87 8,6 64,9
SOM-b_4 40 4142 5788,74 39,8 31,7 4566,26 10,2 43,5 4822,57 16,4 40,6 4398,95 6,2 121,7
SOM-b_5 20 1247 1702,38 36,5 50,4 1631,70 30,9 378 1629,86 30,7 37,6 1657,04 32,9 43,9
SOM-b_6 200 40 4450 6598,18 48,3 85,5 5857,17 31,6 s 5844,39 31,3 77,0 5464,21 22,8 179,2
SOM-b_7 60 9437 14043,68 48,8 1125 11482,75 21,7 2124 11578,62 22,7  160,0 10564,99 12,0 5832
SOM-b_8 80 16225 23698,08 46,1  134,7 18533,30 14,2 4208 19410,75 19,6  346.3 1738552 7,2 1204,0
SOM-b_9 30 2694 3896,36 44,6 113,1 3715,09 37,9 92,3 3737,32 387 85,2 3692,58 37,1 1254
SOM-b_10 300 60 9689 14989.81 54,7 2311 13474,51 39,1 2349 1349825 39,3 2294 12130,60 25,2  705,0
SOM-b_11 90 20743 31922,50 53,9 3190 26124,78 259 7877 26772,14 29,1  604,6 23416,29 12,9 24414
SOM-b_12 120 35881 53557,65 49,3  351,1 41856,06 16,7 1443,1 44938,62 25,2 1587,3 38630,73 7,7 4363,6
SOM-b_13 40 4658 6998,38 50,2  208,2 6670,32 43,2 1758 6597,55 41,6 1675 6597,76 41,6 2734
SOM-b_14 400 80 16956 26790,35 58,0 3271 23816,12 40,5  490.4 24388,40 43,8 5144 21205,26 25,1 1940,7
SOM-b_15 120 36317 57006,55 57,0 4348 46633,45 284 16019 48615,12 33,9 16318 4112897 13,2 59564
SOM-b_16 160 62487 95206,34 524 6028 74306,22 18,9 41231 82734,60 324 48174 67836,07 8,6 72024
SOM-b_17 50 7141 10986,99 53,9  299,8 10449,67 46,3  306,1 10378,70 45,3 2833 10248,40 43,5 5053
SOM-b_18 500 100 26258 4197337 59,8 5264 37285,03 42,0 1004,1 36791,89 40,1 10278 32588,78 24,1 42289
SOM-b_.19  ° 150 56572 89218,11 57,7  793,9 73197,88 29,4 42375 74931,18 32,5 3750,2 6373542 12,7 7204,0
SOM-b_20 200 97344 148936,19 53,0 1301,2 116716,70 19,9 7200,1 140595,95 44,4 7201,2 104921,40 7,8 7204,9

Média 479 2988 27,5 1126,9 30,9 1130,5 19,2 2219.1
GKD-c_1 19485,18 2154745 10,6  185.0 20827,63 6,9 2285 20653,68 6,0 246.1 20321,28 4,3 3751
GKD-c2 19701,53 21707,73 10,2 184,6 20967,65 64 2369 20817,14 57 2825 20353,38 3,3 4346
GKD-c_3 500 50 1954720 2153747 10,2 1793 20729,59 6,0 2340 20638,32 5.6  286,2 2030898 3,9 3537
GKD-c4 19596,46 21531,30 9,9 1706 20790,29 6,1 2210 20731,10 5.8  288,0 2029894 3,6 3439
GKD-c5 19602,62 21582,58 10,1  188,5 20720,48 5,7 2147 20813,70 6,2 2493 2042497 4,2 3184

Média 102 1816 62 2270 58 2704 3,9 3651
MDG-a_1 7833,83 1164425 48,6 2464 1124018 43,5 3228 11174,37 42,6 4134 11060,37 41,2  484,1
MDG-a_2 771,66 11649,45 49,9 2316 11148,76 43,5 3284 11178,15 43,8 3745 10953,45 40,9 4883
MDG-a_3 500 50 7759,36 11652,63 50,2  259,0 1124586 44,9 3248 11179,13 44,1  378,5 11048,33 42,4 496,3
MDG-a_4 7770,24 11649,10 49,9 2879 11156,28 43,6  329,1 11179,98 439 3357 11083,11 42,6 4373
MDG-a_5 7755,23 11631,04 50,0  298,8 1123527 449 3295 11176,46 44,1  333,6 11029,28 42,2 465,5

Média 49,7 2647 441 3269 43,7 367.1 41,9 4743
MDG-b_1 778030,57 1164246,48 49,6  209,8 1115096,64 43,3  220,2 1117370,05 43,6  325,7 1105090,55 42,0 4454
MDG-b_2 77996354 1163787.62 49,2 2878 112327814 44,0 2228 111650472 43,1 3240 110723145 42,0 4233
MDG-b_3 500 50 776768,17 1163565,65 49,8  260,5 1123266,03 44,6  209,9 1117056,78 43,8  303,6 1103563,50 42,1 4424
MDG-b_4 775394,47 1164016,85 50,1  288,9 1123763,08 44,9  216,0 1117346,83 44,1  309,0 1111575,60 43,4 398,8
MDG-b_5 775610,96  1165084,28 50,2 2933  1115427,06 43,8 2241 111905558 44,3 309,3  1106209,14 42,6 435.6

Média 49,8 268,1 44,1 2186 43,8 3143 42,4 429,1

Tabela 3.1: Limites duais e primais gerados pelos algoritmos NDRC

A Tabela compara o impacto da utilizacao das duas formas distintas de
geracao do grafo suporte de solugoes, discutidas na Secao [3.3.3] para uso nos al-
goritmos de separacao. A informacao disponibilizada para a tabela é a mesma
descrita para a Tabela|3.1, Tanto NDRC_GCut quanto NDRC_GCut_F dualizam as
desigualdades GCut. O primeiro, no entanto, utiliza o grafo suporte reduzido para
esta tarefa, enquanto o segundo faz uso do grafo suporte completo (ver detalhes na
Secao . Na tabela, podemos verificar que o algoritmo NDRC_GCut obteve me-
lhores limites duais em menos tempo de CPU. Em particular, isso se aplica de forma
muito expressiva a instancias SOM-b_20. Uma das hipdteses levantadas para justi-
ficar esse comportamento é de que as desigualdades contendo vértices associados ao
grafo suporte reduzido tém uma certa relacao de equivaléncia com as desigualdades
contendo vértices externos aquele grafo. Ou seja, se nenhuma das desigualdades
internas ao grafo suporte é violada, nao existira desigualdade violada envolvendo
vértices externos ao mesmo. Dessa forma, conduzir a separagao sob o grafo suporte

reduzido parece possibilitar a identificacao de desigualdades mais relevantes, em
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menor tempo de CPU.

NDRC_Geut NDRC._Geut_F
Instancias — n kLB UB  Gap  Time UB  Gap Time
SOM-b_1 0 333 30478 186 9.0 330,85 14,4 533
SOMb2 | 20 119 138500 16,0 248 146356 22,5 2197
SOM-b_3 30 2457 266887 8,6 64,9 9856,07 162 422.6
SOM-b_4 40 4142 439805 6,2 1217 448750 83  TIT.9
SOM-b_5 20 1247 165704 32,0 439 170204 365 4355
SOMb6 o0 40 4450 546421 22,8 1792 619144 391 1249.8
SOM-b_7 60 9437 1056400 12,0 5332 1210460 283 2000.3
SOM-b._8 80 16225 1738552 7,2 12040 1913017 17.9 2365.0
SOM-b_9 30 2604 3602,58 37,1 1254 300575 450 12319
SOMbI0 0 60 9689 1213060 25,2 7050 1440364 487 21854
SOM-b_11 00 20743 2341629 12,9 24414 2020448 408 25405
SOM-b_12 120 35881 3%630.73 7.7 4363.6 4498151 254 3909.7
SOM-b_13 10 4658 6597.76 41,6 2734 701254 505 25335
SOMb.I4 |, 80 16956 2120526 25,1 1940.7 95832,57 524 37351
SOM-b_15 120 36317 4112897 13,2 59564 5423191 493 40947
SOM-b_16 160 62487 67836.07 8,6 72024 8777189 405 50972
SOM-b_17 50 7141 1024840 43,5 5053 1100695 541 48457
SOMb.IS 100 26258 3258878 24,1 42289 4170685 588 44084
SOM-b_19 150 56572 6373542 12,7 T204.0 8640022 527 63647
SOM-b_20 200 97344 10492140 7.8 72049 14513220 49.1 72004
Média 19,2 22191 375 27808

Tabela 3.2: Algoritmos NDRC com desigualdades Geut

Nas Tabelas [3.3] e para cada algoritmo testado, trinta execugoes foram
efetuadas para cada instancia Typel_22 e quinze execucoes foram efetuadas para
cada instancia b2500. Este tipo de procedimento é padrao para meta-heuristicas e
se justifica, para nossos algoritmos NDRC, pela existéncia de operagoes de natureza
randomica em suas heuristicas primais. A Tabela [3.3| estd restrita aos algoritmos
NDRC e as demais envolvem algoritmos da literatura e nosso melhor algoritmo
NDRC. Os resultados apresentados para cada instancia sao relativos tanto a melhor
execucao obtida quanto a média de todas as execugoes. A informacao disponibili-
zada diz respeito ao valor das solugoes primais obtidos. Em particular, os resultados
apresentados para os algoritmos ITS, VNS, TIG, LTS-EDA e TS/MA sao aqueles
obtidos em [24], onde tempos limites de 17 segundos e de 256 segundos foram im-
postos a cada execucao dos mesmos, respectivamente para as instancias Typel_22
e b2500. Para possibilitar uma comparacao, ainda que superficial, entre os tem-
pos de CPU em [24] e nossos tempos de CPU, utilizamos o Standard Performance
Evaluation Corporation (SPEC) [36]. A méquina que utilizamos, segundo o SPEC,
apresenta uma pequena vantagem de desempenho a um fator de 1.7. Nos testes

com nossos algoritmos NDRC, os limites de tempo foram configurados, entao, para
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10 segundos e 150 segundos, respectivamente, para as instancias Typel_22 e b2500.
O valor absoluto das solugoes é muito grande. Para facilitar a visualizacao dos re-
sultados, apresentamos nas colunas Best e Avg a diferenca entre o valor da melhor
solucao conhecida, indicado na coluna BKS, e o valor obtido, respectivamente, na
melhor execucao do algoritmo e na média das execugoes. Dessa forma, os melhores

resultados sao aqueles que mais se aproximam de zero.

NDRC-S NDRC_3cut NDRC _4cut NDRC_Gcut
Instancia BKS Best  Avg. Best Avg. Best Avg. Best Avg.
Typel 22.1 114271 5 80,70 0 98,53 60 183,50 7 90,63
Typel 22.2 114327 0 91,77 0 83,00 0 113,13 0 149,77
Typel 22.3 114195 21 98,53 0 105,83 31 127,87 10 116,93
Typel 22.4 114093 6 92,43 6 111,07 6 144,87 6 85,63
Typel 22.5 114196 18 125,77 73 145,03 91 17747 16 137,57
Typel 22.6 114265 0 3923 7 55,37 24 55,50 0 67,70

Typel 22.7 114361
Typel 22.8 114327
Typel 22.9 114199
Typel 22.10 114229
Typel 22.11 114214 1

0 18,70 0 28,87 0 36,07 0 2037
0 105,20 0 147,10 0 139,93 0 111,27
3 66,07 16 91,37 16 109,23 0 7517
0 7517 7 80,63 49 115,37 67 88,10
5 72,63 34 101,33 15 7347 29 106,87
Typel 22.12 114214 0 50,37 15 47,87 0 57,17 0 20,50
Typel 22.13 114233 2 92,57 0 8527 52 162,30 33 133,03
Typel 22.14 114216 0 118,53
2
9
2
0
0
0
2

N

0 60,77 0 141,90 0 50,10
Typel_22.15 114240 18,50 1 43,43 2 28,07 1 51,03
Typel 22.16 114335 51,77 8 45,20 43 65,50 43 51,00
Typel_22.17 114255 73,03 2 76,40 39 114,67 17 124,93
Typel_22.18 114408 65,10 0 73,70 4 133,37 2 110,90
Typel 22.19 114201 37,33 0 19,83 0 50,80 0 111,90
Typel_22.20 114349 79,37 6 111,13 0 135,83 0 117,70
Av. 9, 72,64 8,8 80,99 21,6 108,30 11,6 91,06

Tabela 3.3: Algoritmos NDRC nas instancias Typel_22 executando por 10 s

A Tabela mostra os resultados obtidos para quatro das nossas heuristicas
NDRC para o MDP. Vemos que o método que apresenta melhores resultados para o
limite de tempo utilizado é o NDRC_S. Esse comportamento pode estar relacionado
com o fato de que, nos algoritmos NDRC_3Cut, NDRC_4Cut e NDRC_GCut mais
desigualdades sao tratadas e a demanda computacional é maior. A limitacao de
tempo nao permite uma quantidade satisfatoria de iteragoes, e isso pode desfavorecer
a convergencia e consequentemente a qualidade das solucoes primais encontradas.

Na Tabela [3.4] Vemos que o NDRC_S é competitivo com as melhores heuristicas
propostas para o MDP, perdendo apenas para o TS/MA e para o LT'S-EDA. Pode-
mos observar que o NDRC_S apresenta a terceira melhor média de aproximagcao da
melhor solugao. Na Tabela nosso algoritmo supera o LTS-EDA e perde apenas
para o T'S/MA em melhor solu¢ao obtida. Em média, no entanto, o LTS-EDA ainda
supera nosso algoritmo.

Na Tabela[3.6]sao mostrados resultados para quatro das nossas heuristicas NDRC
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ITS(2007) VNS (2009) TIG(2011) LTS-EDA(2012) TS/MA (2014) NDRC-S
Instancia BKS Best Avg. Best Avg. Best Avg. Best Avg. Best Avg. Best  Avg.
Typel 22.1 114271 65 209,87 48 150,60 48 101,57 5 60,73 0 10,37 5 80,70
Typel_22.2 114327 29 262,27 0 168,87 0 69,90 0 89,87 0 8380 0 91,77
Typel 22.3 114195 69 201,40 19 110,83 5 117,77 0 9897 0 853 21 98,53
Typel22.4 114093 22 200,53 70 188,13 58 141,93 0 7987 0 19,90 6 9243
Typel 22.5 114196 95 273,27 87 184,10 99 194,70 51 134,47 0 29,50 18 125,77
Typel 22.6 114265 41 168,17 30 99,30 9 96,20 0 40,17 0 15,60 0 39,23
Typel 22.7 114361 12 167,47 0 56,30 0 71,27 0 18,20 0 0,00 0 18,70
Typel 22.8 114327 25 256,40 0 163,33 0 193,60 0 159,10 0 2523 0 105,20
Typel 22.9 114199 9 139,83 16 78,47 16 80,37 0 7097 0 783 3 66,07
Typel 22.10 114229 24 204,93 7 139,33 35 121,43 0 56,20 0 4,10 0 7517
Typel 22.11 114214 T4 237,77 42 145,13 59 139,57 3 69,87 0 24,30 15 72,63
Typel_22.12 114214 55 249,53 95 143,30 88 156,00 15 84,93 0 21,50 0 50,37
Typel_22.13 114233 93 279,87 22 168,07 42 167,40 6 85,30 0 123 22 92,57
Typel_22.14 114216 92 248,50 117 194,30 64 202,80 0 81,00 0 3,57 0 118,53
Typel 22.15 114240 11 117,50 1 62,87 6 80,53 0 2203 0o 1,73 2 18,50
Typel 22.16 114335 11 225,40 42 21543 35 67,90 0 36,47 0 727 9 51,77
Typel 22.17 114255 56 217,53 0 170,00 18 144,53 6 57,07 0 11,73 2 73,03
Typel 22.18 114408 46 169,97 0 57,00 2 117,37 2 2283 0 1,00 0 6510
Typel 22.19 114201 34 243,20 0 124,60 0 144,37 0 3587 0 4,00 0 37,33
Typel 22.20 114349 151 270,67 65 159,43 45 187,23 0 9540 0 15,60 0 7937
Av. 50,7 217,20 33,1 138,97 31,5 129,82 44 69,97 0 11,09 52 72,64
Tabela 3.4: Heuristicas MDP para as instancias Typel_22
ITS(2007) VNS (2009) TIG(2011) LTS-EDA(2012) TS/MA (2014) NDRC-S
Instancia  BKS Best Avg. Best Avg. Best Avg. Best Avg. Best Avg. Best  Avg.
b2500-1 1153068 624 3677,33 96  1911,93 42 1960,33 0 369,20 0 0,00 42 461,60
b2500-2 1129310 128 3677,33 88  1034,33 109 1958,47 154 453,53 0 73,87 0 746,40
b2500-3 1115538 316 3281,93 332 1503,67 34 264787 0 290,40 0 184,73 0 344,13
b2500-4 1147840 870 254793 436 1521,07 910  1937,13 0 461,73 0 159,00 0 895,60
b2500-5 1144756 356 1800,27 0 749,40 674 1655,87 0 286,07 0 4520 0 310,00
b2500-6 1133572 250 217347 0 1283,53 964  1807,60 80 218,00 0 54,40 112 611,87
b2500-7 1149064 306 1512,70 116 775,47 76 1338,73 44 264,60 0 65,00 0 241,33
b2500-8 1142762 0 247,73 96 862,47 588  1421,53 22 146,47 0 1,20 22 813,73
b2500-9 1138866 642 2944,67 54 837,07 658  1020,60 6 206,33 0 0,00 0 249,33
b2500-10 1153936 598  2024,60 278 1069,40 448 1808,73 94 305,27 0 0,00 0 372,40
Av. 409 2388,796 149,6 1154,834 450,3  1755,686 40 300,16 0 58,34 17,6 504,64

Tabela 3.5: Heuristicas MDP para as instancias b2500

31



NDRC_S NDRC_3cut NDRC_4cut NDRC_Gecut

Instancia BKS LB TTB LB TTB LB TTB LB TTB
Typel 22.1 114271 2 1047,436 5 373,598 14 246,614 0 48976
Typel 22.2 114327 0 59,693 0 33408 0 167,974 0 289,23
Typel 22.3 114195 0 230,715 0 64,445 0 720,743 0 110,427
Typel 22.4 114093 10 806,981 7 27,638 12 871,494 2 366,335
Typel 22.5 114196 0 626,021 16 491,392 0 985,888 3 405,657
Typel 22.6 114265 0 8,143 0 500,073 0 170,961 0 539,973
Typel 22.7 114361 0 35734 0 48735 0 290,72 0 72742
Typel 22.8 114327 0 1,606 0 111,544 0 88,59 0 151,115
Typel 22.9 114199 0 152,539 2 65,62 24 500,449 2 591,268
Typel 22.10 114229 0 397,087 0 47786 3 837,559 0 14,953
Typel 22.11 114214 0 303558 0 383,931 33 930,108 0 229785
Typel 22.12 114214 15 433,456 0 57,351 17 32,003 17 628,713
Typel 22.13 114233 0 204,235 13 14,84 4 63,929 0 516,64
Typel 22.14 114216 0 243232 0 1,806 0 1,794 0 1853
Typel 22.15 114240 0 293,558 1 261,675 1 129,128 1 44,517
Typel 22.16 114335 0 302318 8 151,617 8 108472 0 119,959
Typel 22.17 114255 0 364,628 2 151,852 0 654,702 14 289.866
Typel 22.18 114408 0 171,875 0 100,578 0 134,139 0 122,675
Typel 22.19 114201 0 66,492 0 11,045 0 13,85 0 160,92
Typel 22.20 114349 0 126,715 0 343,094 0 183,041 0 605,896
Av. 1,35 293,8011 2.7 183,6051 58 356,6124 1,95 265,575

Tabela 3.6: Algoritmos NDRC nas instancias Typel_22 executando por 1200 s

rodando uma tnica vez para cada instancia Typel_22 com limite de tempo de 1200
segundos. Assim como praticado anteriormente, o valor da melhor solu¢ao conhecida
para cada instancia é dado na coluna BKS. Os resultados apresentados nas colunas
LB indicam a diferenca entre o limite primal obtido naquela execucao do algoritmo e
o valor da melhor solucao conhecida para a instancia. A coluna T7TB indica o tempo
de CPU gasto pelo algoritmo até encontrar a melhor solugao fornecida pelo mesmo.
Podemos ver que, nessas condigoes, o desempenho das heuristicas sao mais balan-
ceados. O método que apresenta melhores solucoes encontradas ainda ¢ o NDRC_S,
seguido pelo NDRC_Gcut. Podemos supor que, quando os métodos apresentam uma
melhor convergeéncia, isso leva a melhores solugoes primais e aumenta as chances de

se obter a melhor solu¢ao conhecida.
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Capitulo 4
Algoritmos exatos para o MDP

Dada uma formulagao “compacta” para um problema de Programagao Inteira (PI),
z =max{cr: Ax < b,x € Z} }, (4.1)

onde ¢ é um vetor n-dimensional, A é uma matriz m xn e b é um vetor m-dimensional,

o conjunto de solugoes vidveis para esse problema é definido por
X ={Az<bzxeZ} (4.2)

e a envoltéria convexa dessas solucdes, Conv(X) = {Axr < b,z > 0}, também define
um poliedro [1].
Dessa maneira, é possivel entao formular, em tese, um problema de Programacao
Linear (PL)
Z = max{cr : Az < b,z > 0}, (4.3)

tal que uma solugao étima para ¢ uma solucao 6tima para . Esse resultado
também é vélido para problemas de Programagao Inteira Mista (PIM) [I], como é o
caso do MDP, onde uma parte das variaveis deve assumir valores inteiros, enquanto
as restantes devem assumir valores reais.

Na pratica, no entanto, para problemas NP-Dificeis nao existe a possibilidade de
se obter uma descricao completa da envoltéria convexa do problema, a menos que
P = NP [I]. Assim sendo, o que se pode fazer é tentar obter a melhor aproximagcao
possivel de Conv(X).

Ao longo dos anos, diversos algoritmos foram propostos para resolver o problema
de PI. Dentre outros, o algoritmo Branch-and-Bound, proposto originalmente em
[37], resolve o problema por divisdo e conquista. Algoritmos de planos de corte
[38], por sua vez, tentam se aproveitar das propriedades poliedrais de uma dada
formulacao para gerar desigualdades vélidas adicionais e assim gerar/aproximar uma

descrigao completa de Conv(X) no entorno do 6timo. O algoritmo Branch-and-
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Cut, o mais bem sucedido para resolver problemas de PI até o momento, é uma
combinagao dos dois algoritmos que acabamos de descrever.

A seguir, apresentamos de forma sucinta o funcionamento geral dos trés algorit-
mos mencionados acima, detalhando um pouco mais o algoritmo Branch-and-Cut.
Na sequeéncia, descrevemos nosso algoritmo Branch-and-Cut desenvolvido especifi-

camente para o MDP.

4.1 Branch-and-Bound

Uma forma de se resolver um problema de PI/OC é decompondo-o em subproblemas
menores e mais faceis de se resolver, de forma a que as solugoes desses subproblemas
nos levem a solucao do problema original. Tomando por base a formulacao , seja
X = X;U---U X7y uma decomposicao do conjunto de solugoes viaveis para o nosso
problema e 2* = maz{cr : x € X;} paral = 1,...,T o conjunto de subproblemas
associado a essa decomposigao. Temos entao que z = maz;z* [1].

A decomposicao sugerida acima é normalmente representada por uma estrutura
de “arvore de enumeracao”. A formulacao do problema como um todo estd asso-
ciado ao né raiz dessa arvore. Normalmente, o espago de solugoes ¢ decomposto
inicialmente em duas regioes menores, X = XyU X, e dois subproblemas sao assim
definidos e representados como filhos do né raiz. O procedimento é entao estendido,
de tal forma que Xy = X U Xo; e X7 = Xj9 U X4y resultam, dando origem a
subproblemas cada vez mais restritos. Essa decomposicao continua até se chegar,
em um caso extremo, em regioes de viabilidade que contém um tnico ponto ou sao
vazias. Estas, por sua vez, estao associadas a folhas da arvore de enumeracao.

Os algoritmos Branch-and-Bound utilizam a decomposicao descrita acima para
resolver problemas de PI/OC de forma implicita. Nesse sentido, limites duais e
primais sao utilizados em cada né da arvore de anumeracao para abreviar o pro-
cesso de enumeracao. Dessa forma, tao logo se tenha informacao de que um dado
subproblema nao leva a melhores solugoes que aquelas ja conhecidas, o processo de
decomposigao é interrompido para seus nés descendentes.

Especificamente, em cada né da arvore de enumeragao Branch-and-Bound é re-
solvida a relaxacao linear da formulagao do problema de PI/OC ali definido. Esta
fornece um limite dual para o valor 6timo, inteiro, desse subproblema. No caso de
um problema de maximizacao, isto representa um limite superior para o valor da
solucao 6tima inteira para o mesmo. Quando o subproblema é inviavel ou o valor de
sua relaxacao linear ¢ dominado pelo valor de uma solucao primal ja disponivel para
nosso problema inicial, o n6 é entao “podado”, ou seja, interrompe-se o processo de
decomposicao a partir do mesmo. Caso contrario, se a solucao obtida é fracionaria e

seu valor nao é dominado pelo valor da melhor solugao primal disponivel, o né é “ra-
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mificado”, dando origem a dois novos subproblemas, mais restritos. Tais problemas
sao representados como filhos daquele que se esta investigando.

Bons limites duais implicam em poda de nés mais préximos do no raiz. Do mesmo
modo, limites duais fracos implicam em podas mais distantes daquele né, gerando,
consequentemente, arvores de enumeracgao maiores. O método se beneficia entao da
utilizacao de formulagoes que levem a limites duais mais fortes. Em outras palavras,
quanto mais proximo do valor 6timo, inteiro, forem os limites duais obtidos, mais
bem sucedido serd o método. Com esse intuito, utilizar uma formulagao que nos
aproxima de Conv(X) seria, em tese, vantajoso. No entanto, isso deve se confron-
tado com o numero de restricoes envolvidas nessa formulacao. Se esse numero for
excessivamente grande, o esforco computacional para resolver sua relaxacao linear
pode ser muito alto. O equilibrio entre esses dois aspectos que acabamos de discutir

é fundamental para o sucesso de um algoritmo Branch-and-Bound.

4.2 Algoritmos de Planos de Corte

Como foi dito anteriormente, para problemas de PI/OC NP-Dificeis, é improvavel
obter uma formulagao que descreve Conv(X). No entanto, ao se trabalhar com
uma instancia especifica do mesmo, nao é incomum obter uma formulagao que apro-
xima Conv(X) no entorno de uma solu¢do étima para a mesma. Dessa forma,
eventualmente, pode-se chegar até mesmo a uma formulacao cuja relaxacgao linear
é naturalmente inteira. Além disso, tal formulacao geralmente nao apresenta uma
quantidade excessiva de restri¢oes, o que torna possivel a resolucao de sua relaxacao
linear, na pratica.

Em um algoritmo de “planos de corte”, tenta-se iterativamente chegar a uma
formulagao mais forte para o problema, no sentido descrito acima. A cada iteragao
desse procedimento, a relaxacao linear da formulacao corrente é resolvida. Feito
isso, para uma dada familia de desigualdades validas para o problema, algumas das
desigualdades que violem a solugao daquela relaxacao sao entao adicionadas a ela,
obtendo-se assim uma formulagao mais forte para o problema. O procedimento é
repetido de forma a construir, sequencialmente, relaxacoes lineares cada vez mais
fortes, sem a necessidade de trabalhar com relaxagoes lineares de muito grande porte,
obtidas, por exemplo, pela adicao simultanea de todas as desigualdades daquela
familia, violadas ou nao.

Especificamente, assuma que D é uma familia de desigualdades vélidas, mx < g,
identificadas para o problema. Normalmente essas familias contém exponencial-
mente muitas desigualdades, de modo que adiciona-las todas a formulagao, a priori,
seria impraticavel.

A principio, a relaxagao linear da formulacao inicial do problema é resolvida
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e uma solucao otima = é obtida para ela. Se T for naturalmente inteira, o algo-
ritmo € interrompido, pois esta caracteriza uma solucao étima para o problema. Do
contrario, T é fraciondaria e um algoritmo de separacao é aplicado para se encontrar
uma desigualdade (7', h) € D tal que 7'T > 7}, se aplica, ou seja, uma desigualdade
valida que ¢ violada por Z. Se nenhuma dessas desigualdades for encontrada, o algo-
ritmo se encerra. Caso contrario, uma ou mais dessas desigualdades sao adicionadas
a formulagao e o processo é repetido para a formulacao resultante.

E importante ressaltar que o problema de separacao deve ser facil de resolver,
seja de forma exata ou heuristica, do contrario seria impraticavel resolve-lo a cada
iteragao do método. Note também que o algoritmo pode terminar sem que seja en-
contrada uma solucao inteira para o problema. No entanto, mesmo que esta situagao
ocorra, a formulacao obtida ao final é normalmente mais forte que a formulagao ini-

cial, e pode ser utilizada com vantagem em um algoritmo Branch-and-Bound.

4.3 Branch-and-Cut

Um algoritmo Branch-and-Cut utiliza o arcabougo de um algoritmo Branch-and-
Bound, reforcado pela aplicacao de algoritmos de planos de corte em cada né de sua
arvore de enumeracao. Assim procedendo, limites duais, geralmente mais fortes, e
limites primais sao gerados em cada né da arvore de enumeracao para se proceder
a operacoes de ramificacao ou poda.

Dada uma formulacao “compacta” para um problema de PI
max{cr : Av < b,x € Z1 }, (4.4)

suponha que sua relaxacao linear leva a limites duais de baixa qualidade.

Assuma também que existe uma familia de desigualdades validas capaz de for-
talecer a formulagao (4.4)), digamos:

Dz < g. (4.5)

Finalmente, assuma também que D tem dimensao m X n e que m é uma funcgao
exponencial de n. Adicionar a familia de desigualdades a formulacao (4.4))
fortalece os limites duais obtidos em cada né da arvore de enumeracgao. Tal conduta
parece, de inicio, atrativa, ja que, como discutido anteriormente, a qualidade do
limite dual implica diretamente no tamanho da arvore de enumeracao. No entanto,
o esforco computacional para resolver, diretamente, um problema de programagao
linear com exponencialmente muitas desigualdades seria impraticavel. E invidvel,

portanto, adicionar simultaneamente todas as desigualdades a formulagao original e
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aplicar diretamente o método Branch-and-Bound a formulagao resultante. E nesse
contexto que se faz necesséaria a utilizacao de um algoritmo de planos de corte.

Como vimos, em um algoritmo de planos de corte primeiro se resolve a relaxacao
linear do problema ou subproblema em maos. Em seguida, caso a solugao obtido nao
seja naturalmente inteira, aplica-se uma rotina de separacao para identificar desi-
gualdades vélidas que violem a solugao obtida. Tais desigualdades sao adicionadas a
formulagao e uma nova relaxacao, reforcada, é dai obtida. A seguir o procedimento
¢ repetido. O método se encerra nos seguintes casos: nenhuma desigualdade foi
encontrada pelo algoritmo de separacgao; a solucao obtida para a relaxacao linear é
naturalmente inteira; ou um limite de iteragoes para o algoritmo de planos de corte
foi atingido.

O algoritmo de planos de corte é aplicado em todo n6 da arvore de enumeracao e
normalmente as desigualdades validas por ele identificadas sao armazenadas em um
“pool de cortes gerados”. O nimero de iteragoes para um tal algoritmo depende,
dentre outros fatores, do impacto que ele traz em termos de melhora do limite dual.
No entanto, tipicamente, aplica-se um maior nimero de iteragoes do algoritmo de
planos de corte no no raiz da arvore de enumeragao.

Normalmente, mais de uma desigualdade é separada e adicionada a uma re-
laxacao linear a cada iteracao. Idealmente, um algoritmo de planos de corte deve
tentar identificar desigualdades que nao se sobreponham, ou seja, que nao tenham
uma intersecao muito grande entre elas. Entretanto, a separacao de muitas desigual-
dades a cada rodada pode nao surtir o mesmo efeito que se esperaria ao separa-las
gradativamente ao longo de mais de uma iteragao.

Eventualmente, algumas desigualdades adicionadas a uma relaxacao linear po-
dem se tornar inativas. Denominamos “ativa” uma desigualdade que, se retirada
de uma relaxacao linear, seria violada por sua solucao. Desigualdades se tornam
inativas pela sobreposicao ou dominacao imposta por novas desigualdades que sao
geradas posteriormente. Periodicamente, desigualdades inativas devem ser removi-
das de uma relaxacgao linear, ja que sao desnecessarias para ela.

Um caso especial do algoritmo Branch-and-Cut ocorre quando uma familia de
desigualdades ou restrigoes utilizadas como corte sao necessarias para formular o
problema. Em outras palavras, a formulagao sem essas desigualdades define um
problema diferente do que se quer resolver. Um bom exemplo disso é um algo-
ritmo Branch-and-Cut para o Problema do Caizeiro Viajante (PCV) utilizando as
Desigualdades de Eliminacao de Subrotas (SECs). Nesse caso, para se resolver a re-
laxacao linear da formulacao, um algoritmo de planos de corte, separando as SECs,
deve ser aplicado.

A utilizagao do método Branch-and-Cut permitiu a resolucao exata de instancias

do PCV envolvendo mais de 90.000 cidades [39]. Atualmente, os principais resolve-
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dores comerciais de problemas de otimizacao inteira mista (CPlex, Gurobi, Xpress)
utilizam o método Branch-and-Cut como opg¢ao padrao para resolver tais problemas.
Os mesmos utilizam algumas familias de cortes validas para o problema genérico de
PI, como os cortes de Gomory, por exemplo, e outros cortes validos para certas
estruturas de uso comum e facil identificacao, dentro de uma formulacao qualquer.

Além disso, permitem também a utilizacao de cortes definidos pelo usuario.

4.4 Algoritmos Branch-and-Cut para o MDP

Em nosso trabalho implementamos alguns algoritmos Branch-and-Cut especificos
para o MDP. Cada um desses algoritmos utiliza como corte diferentes combinacgoes
das desigualdades GClique e GCut, discutidas no Capitulo Estas contém um
nimero exponencialmente grande de desigualdades, o que justifica utiliza-las como
planos de corte. Fazemos isso até mesmo para os casos particulares 3Cut e 4Cut das
desigualdades GCut. Isso porque, mesmo para estas, seria impraticavel adiciona-
las todas simultaneamente a nossa formulagao do MDP. Como exemplo, para uma
instancia do problema definida sobre um grafo G = (V, FE) com |V| = 100, teriamos
respectivamente 100® e 100* desigualdades 3Cut e 4Cut a adicionar, o que demanda-
ria um tempo de CPU excessivo para resolver as relaxacoes lineares correspondentes.
A Tabela[f.T mostra como a resolucao da relaxacao linear das formulagoes utilizando
todas as desigualdades 3Cut e 4Cut simultaneamente se torna impraticavel, mesmo
para instancias pequenas. As instancias utilizadas para demonstrar isso sao as mes-
mas utilizadas para testar o algoritmo exato proposto em [3], o melhor deste tipo
existente na literatura para o MDP. Tais instancias sao também aquelas em que
iremos testar nossos algoritmos exatos. Para tanto, um tempo limite de CPU de

W

7200 segundos foi imposto. Para as instancias com o simbolo aparecendo na
tabela, nao foi possivel resolver a relaxacao linear das formulagoes, sob as condicoes
impostas.

Seja R3 a regiao poliedral dada pela intersecao de R; com a familia de desigual-

dades (2.11)). Uma formulagao para o MDP ¢ entao dada por:

{maXZ:cey6 C(x,y) € RsN (B'V‘,]lel)}, (4.6)

ecE

e sua relaxacao linear é

{maxz Cele : (X,y) € Rs}, (4.7)

eck

Nossos algoritmos reforgam a relaxacao linear (4.7) com as desigualdades GCli-

que e GCut que vamos separar aplicando os algoritmos descritos no Capitulo [2]
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Inicialmente, a heuristica NDRC_GCut, descrita no Capitulo [3] é utilizada para
se obter uma solucao viavel para o MDP e um limite primal correspondente. A
heuristica fornece, ainda, uma ordenacao das varidveis binarias do problema, como
indicado no Capitulo [B] Esta ordenacao define o “grau de atratividade” dessas
variaveis para fazerem parte de uma solucao 6tima para o problema. Feito isso,
aplicamos o algoritmo de geragao de planos de corte a , no no raiz da arvore
de enumeracao. Nessa etapa sao efetuadas varias iteragoes de separacao e adicao
de cortes, gerando assim uma sequéncia de formulagoes potencialmente mais fortes
para o MDP. Dessa forma, a cada iteracao, é resolvido um problema de separacao e
desigualdades validas que violam a solucao da relaxacgao linear em mao sao identifi-
cadas e utilizadas para refor¢a-la, de acordo com os algoritmos descritos no Capitulo
. A cada ry iteragoes, os cortes inativos sao removidos da formulacao. E impor-
tante notar que, um corte removido pode voltar a se tornar ativo em uma iteracao
subsequente, desde que seja identificado pelo algoritmo de separacao.

Algumas regras determinam o fim da fase de geracao de planos de corte no né raiz
da arvore de enumeracgao. A ocorréncia de ry iteragoes consecutivas sem melhora
significativa no limite dual (tailing off, veja [1]), uma prova de otimalidade, ou a
ocorréncia de uma interacao sem que sejam encontrados novos cortes. A prova de
otimalidade ocorre quando a diferenca percentual entre os valores do limite primal e
do limite dual, ou seja, o “gap de dualidade”, é inferior a um valor 7, predeterminado,
ou quando uma solugao naturalmente inteira é obtida para a relaxacao linear.

Apoés a fase de geracao de planos de corte no né raiz da arvore de enumeracao,
o algoritmo parte para a fase de ramificacao, quando isso se faz necesséario. Dois
ou mais nos, “filhos do no raiz”, sao entao abertos e processados, exatamente como
fizemos para o né raiz. Esse procedimento se repete, sucessivamente, até que um
critério de parada para o algoritmo Branch-and-Cut seja atingido: uma prova de
otimalidade para dada solucao viavel para o MDP ou exceder o tempo limite de
CPU.

Com uma unica excecao para os oito algoritmos Branch-and-Cut que implemen-
tamos, o software Gurobi, versao 7.0 [40], foi utilizado para resolver as relaxacoes
lineares e para gerenciar a arvore de enumeracao. A ordenacao fornecida pela
heuristica NDRC_GCut ¢é usada para definir uma ordem de prioridade para fazer
a ramificacao sobre as variaveis fracionarias. Essa ordenacao é obtida da resolucao
do SL que levou ao melhor limite primal fornecido pela heuristica (mais detalhes no
Capitulo . A excecao é implementada através do software CPLEX, versao 12.3
[41] e serd discutida mais adiante.

A geracao de cortes em nos distintos do né raiz foi implementada através de
callbacks ao Gurobi, ou seja, subrotinas disponibilizadas pelo préprio sistema. Nesse

caso, o software tem o controle do pool de cortes e da eliminacao de cortes inativos.
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As desigualdades validas a separar, no entanto, sao definidas por nés e correspondem
as desigualdades GClique e GCut.

Na aplicacao do algoritmo de planos de corte a relaxacoes lineares definidas para
o né raiz, optou-se por utilizar uma implementacao propria. Nesse caso, a cada
iteracao do algoritmo a relaxacao linear em maos é resolvida pelo Gurobi. Em se-
guida, sob nosso inteiro controle, é realizada a separacao de cortes para reforga-la
e o procedimento é repetido. Razoes para assim proceder serao apresentadas na
Subse¢ao .6 Uma estrutura de lista é utilizada para armazenar as desigualdades
separadas. Desigualdades inativas sao periodicamente removidas da formulacao e
também da lista. Ao final da execucao do algoritmo, as desigualdades ativas presen-
tes na lista s@o adicionadas a formulagao (4.6) que passa a ser o ponto de partida

para as formulacoes definidas nos demais nés da arvore de enumeragcao.

4.4.1 Regra de Ramificagcao

Uma parte importante de um algoritmo Branch-and-Cut é determinar como o espaco
de solugoes é subdividido a cada né da arvore de enumeracao. Uma forma facil
de se fazer isso é escolher uma variavel inteira com valor fracionario na solugao
correspondente a relaxacao linear e particionar a regiao de viabilidade em funcao

dessa variavel. Se z; = T; ¢ Z', particionamos a regiao de viabilidade de X em

Xi=Xn{z:z; < |7}

Na solugao de uma relaxacao linear, normalmente, diversas variaveis inteiras
assumem valores fraciondrios. Deve-se definir entao uma regra para escolher aquela
variavel sobre a qual serd conduzida a ramificacao. Uma regra comum é escolher
a variavel “mais fraciondria”, isto é, a que apresenta valor mais distante do valor
inteiro mais préximo. Uma regra mais elaborada, o “Strong Branching”, se baseia
na ideia de estimar o limite obtido por cada uma das variaveis candidatas a assumir
valores inteiros e escolher aquela que leva ao melhor limite. Regras como essa exigem
mais esforco computacional, ja que sao resolvidas duas relaxagoes lineares para cada
variavel candidata.

Existem, no entanto, outras formas de se particionar o espaco de solucoes. Na
verdade, qualquer forma de particionar este espaco de solucoes de forma sistematica
pode ser aplicada. Com o intuito de usufruir da informacao obtida pela heuristica,
em particular, pela ordenacao fornecida pela mesma, implementamos uma regra de

ramificacao nela baseada. Essa regra é motivada pela boa qualidade das solugoes
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primais que obtemos. Dado um conjunto de indices I = {ay, as,...,a,} que deter-
mina a ordenacao fornecida pela heuristica NDRC, toma-se o conjunto dos primeiros
k+r indices, I' = {ay, as, ..., ar4, }, onde k é o nimero de vértices (itens) a escolher
para o MDP e r é um inteiro de “pequeno valor”. A nova regra de ramificacao toma
a forma que descrevemos a seguir.

Inicialmente os valores min = 0 e max = k sao associados ao né raiz e calcula-se

o valor de mid = | (max + min)/2|. A ramificagao é entao feita tomando-se:

X;i=Xn{zx: sz < mid},
il
ngXﬂ{x:in > mid + 1}.
il

Os valores de min e max sao repassados para os nos filhos. No no filho associado
a regiao X, atualiza-se o valor de max para mid. No noé associado a regiao X,
atualiza-se o valor min para mid + 1. Para a implementagao da ramificacao em
cada né, atualiza-se o valor de mid de acordo com os valores correspondentes de
min e max, e a regiao de viabilidade é novamente dividida como indicado acima.
Em um determinado momento, um né tera o valor de min igual ao valor de max.
A partir desse ponto, caso a solugao obtida continue fracionaria, mudamos a regra
de ramificacao a ser aplicada aos seus descendentes. Especificamente, ramificamos
sobre a variavel de valor mais fracionario, descrita acima.

Implementamos essa regra de ramificacao no algoritmo BCNR. O algoritmo
também se utiliza da geracao de cortes 4Cut no né raiz e GCut nos demais nos
da arvore de enumeracao. Utilizou-se o valor de r = 0, por apresentar melhores re-
sultados preliminares. O algoritmo foi implementado em C++ utilizando o software
Cplex. O software Gurobi, utilizado na implementacao das demais versoes do nosso
algoritmo Branch-and-Cut, nao oferece meios necessarios para a implementagao de
regras de ramificacao particulares, como a que propomos. O Cplex, por sua vez,
permite tal implementacgao. No Cplex, no entanto, nao é possivel implementar uma
regra que particione a regiao de viabilidade em mais de duas subregioes, apenas a

geracao de dois nés descendentes é permitida.

4.5 Solucoes viaveis para MDP

Além da solugao fornecida por NDRC_GCut, solugoes vidveis para o MDP foram
também obtidas a partir das solugoes das relaxacgoes lineares com que trabalhamos.
Seja (X,y) uma tal solucdo. Primeiramente, “pseudo-custos” ¢ = X;+) . 5(i) % sa0

computados e associados a cada vértice i € V. Seja I = {ay, as, ..., a, } um conjunto

/

de indices de vértices tal que ¢, > Cyy,- Emtao, uma solugao viavel para o MDP é
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obtida tomando-se a clique induzida pelos vértices indexados por {ay, as, ..., ax}.

4.6 Testes computacionais

Implementamos oito versdes do algoritmo Branch-and-Cut: BC3Cut, BC4Cut,
BCFGCut, BCGClique, BCFGCut3Cut, BCFGCut4Cut, BCFGCutGClique e
BCNR. Em todos eles ¢é aplicada a separacao lenta de GCuts em cada né da arvore
de enumeragao com excecao da raiz. Os cortes gerados no no raiz, em cada caso,
serao discutidos no paragrafo seguinte. A heuristica NDRC_GCut é utilizada de
inicio para se obter um limite primal para o MDP, e é executada com um limite
de tempo de 60 segundos sob os seguintes parametros para o MS: maxiter=1000,
e = 0.125 e maxhalf=>50.

Nossos algoritmos Branch-and-Cut separam conjuntos distintos de desigualdades
validas no né raiz da arvore de enumeracao. Desigualdades GCut sao separadas no
noé raiz pelo algoritmo de separacao rapida. A partir deste ponto do texto, iremos
nos referir as desigualdades GCut obtidas dessa forma por FGCut. Sao utilizadas as
familias 3Cut, 4Cut, FGCut e GClique, respectivamente, para as versoes BC3Cut,
BC4Cut, BCFGCut e BCGClique. As versoes BCFGCut3Cut, BCFGCut4Cut e
BCFGCutGClique utilizam a familia GCut juntamente com as familias 3Cut, 4Cut
e GClique, respectivamente. O tempo de execucao gasto na fase de geracao de planos
de corte no no raiz é limitado a 1/6 do tempo de execugdo maximo permitido para
o algoritmo. A excecao da versao BCNR, que utiliza a nova regra de ramificagao
definida na Secao |4.4.1] todos os demais algoritmos utilizam a regra da variavel mais
fracionaria.

Comparamos computacionalmente nossos algoritmos com o algoritmo BBmax,
proposto em [3]. O BBmax implementa um algoritmo Branch-and-Bound sob uma
arvore de busca nao bindria. As regras de ramificagao e poda sao detalhadas em [3].
Uma heuristica simples é 14 utilizada para obter limites primais e solugoes viaveis.
Nao ¢ utilizada relaxagao linear para obter limites duais, mas sim um procedimento
combinatério. Este procedimento é similar ao que utilizamos na resolucao de SL,
pela Abordagem II, associada a nossos algoritmos NDRC (ver [3] ou a subsecao[3.3.2]
para mais detalhes).

Nossos algoritmos foram implementados em C++. O BCNR é o tnico imple-
mentado utilizando o software Cplex, versao 12.63. Todos e os demais foram im-
plementados utilizando Gurobi, versao 7.0, para resolver relaxacoes lineares e para
controlar a arvore de enumeracao. Optamos preferencialmente pelo Gurobi por-
que os resultados apresentados pela companhia que o comercializa sugerem que o
mesmo supera em desempenho os demais softwares comerciais disponiveis no mer-

cado (http://www.gurobi.com/pdfs/benchmarks.pdf). No entanto, o Gurobi nao
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permite a implementacao de regras de ramificacao mais gerais. Optou-se entao por
utilizar o Cplex para implementacao do BCNR, por nos dar essa opcao.

O Gurobi também nao permite um controle externo dos critérios de parada do
algoritmo de planos de corte que utiliza. Em razao disso, quando o utilizamos con-
duzimos uma implementacao prépria do algoritmo de planos de corte, especificada
na Secao Na versao implementada utilizando o Cplex, o BCNR, utilizou-se o
algoritmo de planos de corte do préprio Cplex. Nesse sistema é possivel controlar
aquelas regras de parada. Para todas as versoes implementadas, os parametros do
algoritmo de planos de corte aplicado no né raiz foram: r; = 2, ry = 50 e v = 1073.
Com uma tnica exce¢ao para o algoritmo BCNR, no qual a definicao do parametro
r1 ficou a cargo do Cplex. Nos demais nés da arvore de enumeracao, é realizada
uma tUnica iteracao do algoritmo de planos de corte e os parametros para o mesmo,
portanto, nao sao utilizados.

No Cplex, o “Presolver” foi desativado para permitir a definicao da regra de rami-
ficagao. Foi utilizado o valor “Tradicional” para o parametro MIP::Strategy::Search
e o numero de “Threads” foi fixado em 1. No Gurobi, o parametro “PreCrush” foi
fixado em 1 para permitir adicao de cortes. O software foi configurado para utilizar
uma unica “Thread”.

As instancias utilizadas nos testes sdo as mesmas utilizadas em [3] e podem ser

obtidas em http://www.optsicom.es/mdp. Uma descrigdo das mesmas segue:

e Glover2 (GKD-b): Conjunto de 50 instancias definidas em [19]. S&o divididas
em 10 conjuntos de 5 instancias, cada, com as seguintes especificagoes: n = 25
ek=2,n=2ek=7n=50ek=5n=50ek=15n=100¢e k = 10;
n=100ek=30;n=125ek =12;n=125ek =37, n =150 e k = 15; n
= 150 e k = 45.

e Silva (SOM-a): Conjunto de 50 instancias definidas em [35]. Sao divididas em
10 conjuntos de 5 instancias, cada, com as seguintes especificacoes: n = 25 e
k=2n=2ek=7n=50ek=5n=50ek =15 n=100e k = 10; n
=100ek=30;n=12ek =12;n=125ek =37, n =150 e k = 15; n =
150 e k = 45.

Os resultados computacionais para os nossos algoritmos BC foram obtidos em
um computador equipado com um processador Intel Xeon X5675, rodando em thread
unica a 3.06GHz, e com 48 GB de memoria RAM disponivel. Os resultados para o
algoritmo BBmax sao aqueles apresentados em [3]. Naquela referéncia, um limite de
tempo de CPU de 3600 segundos foi imposto para cada execucao do algoritmo. Para
determinar a diferenga entre nossa maquina e aquela utilizada por [3], utilizamos

o SPEC - Standard Performance Evaluation Corporation. Segundo o SPEC, nossa
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maquina ¢ 2 vezes mais rapida que aquela utilizada em [3]. Em fungao disso, o tempo
de CPU para cada execucao de qualquer um de nossos algoritmos foi limitado a 1800
segundos.

Para cada combinacao de n e k, os resultados exibidos nas tabelas a seguir
representam a média dos resultados obtidos para as 5 instancias de cada conjunto.
Na coluna Gap é indicada a média da diferenca percentual entre o melhor limite
inferior e o melhor limite superior. A coluna Time indica a média do tempo de CPU
consumido e a coluna #Opt indica o nimero de certificados de otimalidade obtidos
dentre as 5 instancias. Na ultima linha, apresentamos as médias obtidas para cada

coluna. Os melhores resultados em cada tabela sao apresentados em negrito.

Basico 3Cut 4Cut
Instancia nok Gap Time Gap Time Gap  Time
GKD-b 25 2 0,0 0,01 0,0 0,06 0,0 0,34
25 7 3,7 0,02 0,0 0,25 0,0 0,55
50 5 70 0,15 1,5 6,11 0,4 42,00
50 15 11,1 0,21 2,0 23,71 0,7 99,63
100 10 94 5,96 2,8 261,6 1,5 4389,01
100 30 6,4 6,23 0,5 1023,73 - -
125 12 14,4 5,99 6,7 730,87 - -
125 37 54 23,45 0,4 4606,49 - -
150 15 9,7 15,75 3,3 2281,54 - -
150 45 5,2 36,23 - - - -
SOM-a 25 2 0,0 0,01 0,0 0,05 0,0 0,51
25 7 14,2 0,02 0,3 0,16 0,0 0,71
50 5 6,6 0,13 2,0 2,46 0,0 20,08
50 15 284 0,28 6,3 12,27 1,1 268,32
100 10 20,1 3,68 14,0 171,7 8,1 2080,83
100 30 39,8 4,98 14,8 741,65 - -
125 12 254 6,62 19,2 670,24 - -
125 37 43,4 9,57 17,7 2855,81 - -
150 15 29,6 12,77 23,0 1712,98 - -
150 45 46,1 44,77 - - - -

Tabela 4.1: Relaxacao linear das formulagoes

A Tabela mostra o valor da relaxacao linear da formulacao , expresso
na coluna “Bdsico”, e suas versoes reforcadas respectivamente por 3Cut e 4Cut,
expressos nas colunas “3Cut” e “4Cut”. Todas as desigualdades das familias 3Cut
e 4Cut sao adicionadas de inicio nas suas respectivas formulagoes. Na tabela, as

W

entradas com o simbolo indicam execugoes que ultrapassaram o tempo limite de

CPU imposto de 2h. Podemos notar que as duas familias de desigualdade de fato
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fortalecem a formulacao. Para as instancias SOM-a com n = 25 e k = 7, o gap de
14% foi reduzido a zero com o uso das desigualdades 4Cut. No entanto, o custo
computacional aumenta rapidamente com o aumento da dimensao da instancia.
Com o uso das desigualdades 4Cut, a relaxacao linear de instancias com apenas 100
vértices ultrapassam o tempo limite estabelecido. Tudo isso reforca a necessidade
da utilizacao dessas familias de desigualdades como cortes, gerados dinamicamente

a medida que se fizeram necessarios.

BC3Cut BC4Cut BCFGCut BCGClique
Instancia nok Gap Time #Opt Gap Time #Opt Gap Time #Opt Gap Time #Opt
GKD-b 25 2 0,0 00 5 0,0 00 5 0,0 00 5 0,0 00 5
25 7 0,0 0,6 5 0,0 0,5 5 0,0 0,5 5 0,0 0,6 5
50 5 0,0 2,4 5 0,0 2,4 5 0,0 1.6 5 0,0 2,0 5
50 15 0,0 12,8 5 0,0 16,6 5 0,0 8,4 5 0,0 25,3 5
100 10 0,0 94,0 5 0,0 2526 5 0,0 1444 5 0,0 350,6 5
100 30 0,0 312,0 5 0,0 2970 5 0,0 146,1 5 0,0 573,0 5
125 12 0,3 6794 4 0,2 8580 4 0,3 5389 4 0,4 1051,8 4
125 37 0,1 11576 4 0,0 1187,7 5 0,1 1042,7 4 0,7 1536,7 3
150 15 0,1 1176,0 4 0,0 1202,0 5 0,0 981,1 5 1,1 1798,6 1
150 45 1,0 1798.8 0 0,2 17988 2 0,4 17988 0 1,4 1798,8 1
SOM-a 25 2 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5
25 7 0,0 0,8 5 0,0 0,7 5 0,0 1,9 5 0,0 1,4 5
50 5 0,0 2,5 5 0,0 2,2 5 0,0 29,6 5 0,0 8,4 5
50 15 0,0 1491 5 0,0 94,3 5 14 13394 2 0,0 9578 5
100 10 7,0 1800,0 0 4,4 1800,0 0 7,9 1800,0 0 8,3 1800,0 0
100 30 17,4 1800,0 0 14,4 1800,0 0 22,2 1800,0 0 26,5 1800,0 0
125 12 14,0 1800,0 0 12,2 1800,0 0 14,5 1800,0 0 17,4 1800,0 0
125 37 23,4 1800,0 0 24,2 1800,0 0 33,0 1800,0 0 34,3 1800,0 0
150 15 19,1 1800,0 0 18,2 1800,0 0 20,4 1800,0 0 23,0 1800,0 0
150 45 30,7 1800,0 0 30,9 1800,0 0 38,6 1800,0 0 37,9 1800,0 0
Méd. 57 8093 3,1 52 8256 3,3 6,9 841,7 3,0 75 9453 3,0

Tabela 4.2: Algoritmos exatos Branch-and-Cut

A Tabela [4.2] apresenta os resultados obtidos para os quatro algoritmos Branch-
and-Cut que utilizam apenas uma tunica familia de desigualdades como reforgo para
a formulacao. Na tabela vemos que o algoritmo BC4Cut é o que apresenta melho-
res resultados. O método obtém o maior nimero de certificados de otimalidade e
a menor média de Gap, dentre os algoritmos presentes na tabela. Na Tabela
sao apresentados os resultados para os trés algoritmos que utilizam duas familias de
desigualdades para reforcar a formulagao. Na tabela, o algoritmo BCFGCut4Cut
apresenta os melhores resultados. Numa comparacao entre os resultados apresen-
tados nessas duas tabelas, podemos perceber que a utilizacao simultanea de duas
familias de desigualdades nao parece trazer beneficios. Isso decorre do fato de que,
nesses casos, dois problemas de separacao devem ser resolvidos a cada iteracao do
algoritmo de planos de corte. Podemos ver também que as desigualdades GClique
sao pouco vantajosas em relacao as desigualdades GCut. O algoritmo BCFGCutG-
Clique, que utiliza as duas familias de desigualdades simultaneamente, apresenta um

desempenho inferior ao do algoritmo BCFGCut, que utiliza apenas as desigualdades
GCut.
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BCFGCut3Cut BCFGCut4Cut BCFGCutGClique

Instancia " Gap Time  #Opt Gap Time  #Opt Gap Time  #Opt
GKD-b 25 2 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5
25 7 0,0 0,5 5 0,0 0,5 5 0,0 0,5 5
50 5 0,0 1,3 5 0,0 1,6 5 0,0 1,6 5
50 15 0,0 7,9 5 0,0 16,8 5 0,0 9,0 5
100 10 0,0 86,8 5 0,0 1451 5 0,0 120,3 5
100 30 0,0 130,8 5 0,0 3183 5 0,0 1465 5
125 12 0,1 5004 4 0,2 5377 4 0,2 5371 4
125 37 0,1 8928 4 0,1  898,7 4 0,1 9459 4
150 15 0,0 7672 5 0,1 11442 4 0,0 9842 5
150 45 0,2 1784,3 2 0,3 1798,5 3 0,3 1798,8 2
SOM-a 25 2 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5
25 7 0,0 0,9 5 0,0 0,9 5 0,0 1,4 5
50 5 0,0 7,6 5 0,0 5,7 5 0,0 19,2 5
50 15 0,0 268,6 5 0,0 2564 5 1,0 1250,2 3
100 10 7,3 1800,0 0 6,8 1800,0 0 7,9 1800,0 0
100 30 18,6  1800,0 0 13,1 1800,0 0 22,5 1800,0 0
125 12 14,6 1800,0 0 14,3 1800,0 0 15,1 1800,0 0
125 37 27,2 1800,0 0 22,4 1800,0 0 32,9 1800,0 0
150 15 19,2 1800,0 0 21,4 1800,0 0 20,1 1800,0 0
150 45 38,9 1800,0 0 30,7 1800,0 0 39,3 1800,0 0
Méd. 6,3 7625 3,3 55 796,22 3,3 7,0 830,7 32

Tabela 4.3: Algoritmos exatos Branch-and-Cut com duas familias de desigualdades

BBmax BCNR BCFGCut4Cut BC4Cut
Instancia nok Gap Time #Opt Gap Time #Opt Gap Time #Opt Gap Time #Opt
GKD-b 25 2 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5
25 7 0,0 0,0 5 0,0 0,3 5 0,0 0,5 5 0,0 0,5 5
5 5 0,0 0,0 5 0,0 2,5 5 0,0 1,6 5 0,0 2,4 5
50 15 0,0 0,4 5 0,0 40,0 5 0,0 16,8 5 0,0 16,6 5
100 10 0,0 44 5 00 7410 5 00 1451 5 00 2526 5
100 30 8,6 3576,2 1 0,0 3927 5 0,0 3183 5 0,0 2970 5
125 12 0,0 2979 5 14 13248 2 0,2 5377 4 0,2 858,0 4
125 37 13,7 3600,0 0 0,7 1796,9 0 0,1  898,7 4 0,0 11877 5
150 15 54 18344 3 1,0 17204 1 0,1 11442 4 0,0 1202,0 5
150 45 10,9 3600,1 0 1,7 1800,0 0 0,3 17985 3 0,2 17988 2
SOM-a 25 2 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5
2% 7 0,0 00 5 0,0 05 5 0,0 09 5 0,0 07 5
50 5 0,0 0,0 5 0,0 2,2 5 0,0 5,7 5 0,0 2,2 5
50 15 0,0 22,8 5 0,0 3034 5 0,0 2564 5 0,0 94,3 5
100 10 0,0 38,3 5 7,9 1800,0 0 6,8 1800,0 0 4,4 1800,0 0
100 30 31,7 3600,0 0 19,5 1800,0 0 13,1 1800,0 0 14,4 1800,0 0
125 12 0,0 26789 5 14,4 1800,0 0 14,3 1800,0 0 12,2 1800,0 0
125 37 34,6 3600,0 0 33,8 1800,0 0 22,4 1800,0 0 24,2 1800,0 0
150 15 26,7 3600,1 0 22,9 1800,0 0 21,4 1800,0 0 18,2 1800,0 0
150 45 35,6 3600,1 0 43,2 1800,0 0 30,7 1800,0 0 30,9 1800,0 0
Méd. 8,4 1502,7 3,2 7,3 946,227 55 7962 3,3 52 8256 3,3

Tabela 4.4: Algoritmos exatos para o MDP
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Na Tabela [4.4] sao apresentados os resultados do algoritmo BBmax, em com-
paracao aqueles obtidas pelo BCNR e pelos dois melhores algoritmos presentes nas
Tabelas e [4.3l Pela Tabela [£.4] podemos verificar que o algoritmo BC4Cut é
competitivo com o BBmax. Dentre todos os métodos presentes na tabela, aquele
foi 0 método que apresentou o maior nimero de certificados de otimalidade obti-
dos e o menor Gap médio. Ele foi capaz de resolver varias instancias em aberto.
No entanto, falhou em resolver algumas instancias resolvidas pelo BBmax. Para
o conjunto de instancias GKD-b, BC4Cut mostrou-se superior aos demais. Para
as instancias SOM-a, no entanto, o BBmax supera nossos algoritmos em nimero
de certificados de otimalidade. Pela Tabela podemos verificar que BCNR nao
apresentou bom desempenho, perdendo para os demais algoritmos em nimero de

certificados de otimalidade e em média de tempo de CPU.

BC4Cut BCFGCut3Cut BCFGCutGClique
Instancia n- m Gap Time #Opt Gap Time #Opt Gap Time #Opt
GKD-b 25 2 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5
25 7 0,0 0,3 5 0,0 0,0 5 0,0 0,1 5
50 5 0,0 1,8 5 0,0 0,5 5 0,0 0,9 5
50 15 0,0 11,3 5 0,0 3,6 5 0,0 6,1 5
100 10 0,0 157,7 5 0,0 69,6 5 0,0 171,2 5
100 30 0,0 288,6 5 0,0 56,7 5 0,0 102,0 5
125 12 0,0 981,1 5 0,0 843,8 4 0,0 15974 5
125 37 0,0  1000,9 5 0,0 354,9 5 0,0 664,8 5
150 15 0,0 13948 5 0,0 413,6 5 0,0 1635,3 5
150 45 0,0 1835,6 5 0,0 751,1 5 0,0 1499,5 5
SOM-a 25 2 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5 0,0 0,0 5
25 7 0,0 0,4 5 0,0 0,2 5 0,0 0,5 5
50 5 0,0 1,9 5 0,0 1,4 5 0,0 5,7 5
50 15 0,0 51,5 5 0,0 155,9 5 0,0 1053,0 5
100 10 0,0 1984,7 5 5,3 3600,0 0 6,7  3600,0 0
100 30 10,4 3600,0 0 5,0 3600,0 0 8,3  3600,0 0
125 12 9,6 3600,0 0 9,6 3600,0 0 11,3 3600,0 0
125 37 16,0 3600,0 0 8,9 3600,0 0 14,4 3600,0 0
150 15 13,6 3600,0 0 12,8 3600,0 0 14,7 3600,0 0
150 45 244 3600,0 0 14,2 3600,0 0 24,9  3600,0 0
Méd. 3,7 12855 3,75 2,8 12126 3,45 4,0 14168 3,5

Tabela 4.5: Algoritmos Branch-and-Cut rodando por 1 hora

Na Tabela sao apresentados os resultados para trés de nossos algoritmos,
com cada execucao limitada a 3600 segundos. Podemos verificar que, sob essas
condicoes, o algoritmo BC4Cut foi capaz de obter certificado de otimalidade para
todas as instancias da familia GKD-b, bem como para cinco instancias adicionais
da familia SOM-a. O algoritmo BCFGcut3Cut apresentou o menor Gap médio e
também o menor gasto de tempo médio de CPU dentre os trés algoritmos, dando

indicios de que, permitindo-se tempos de CPU maiores, bons resultados podem
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eventualmente se obtidos.

E evidente a influéncia do tipo de instancia sobre o desempenho dos diferen-
tes algoritmos. Apesar dos dois conjuntos de instancias apresentarem as mesmas
caracteristicas em termos de dimensao, o comportamento dos algoritmos variou de
um para o outro. Enquanto as instancias GKD-b foram facilmente resolvidas ou
encontrados gaps de otimalidade muito pequenos por todos os nossos algoritmos, as

instancias de SOM-a se mostraram particularmente dificeis de resolver.
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Capitulo 5
Resultados e Discussoes

Neste trabalho, investigamos a utilizacdo de algumas familias de desigualda-
des véalidas para o MDP, em particular as desigualdades do politopo booleano
quadratico, para fortalecer uma formulagao linear padrao para o problema. Essas de-
sigualdades foram dualizadas dinamicamente em heuristicas Lagrangeanas e utiliza-
das como planos de corte nos algoritmos Branch-and-Cut. Algumas das heuristicas
aqui propostas apresentaram bons resultados computacionais e foram capazes de
competir com as melhores heuristicas presentes na literatura para o problema.

A grande maioria dos trabalhos existentes na literatura para o problema apresen-
tam abordagens heurfsticas. E possivel observar uma constante evolucao, ao longo
dos anos, na qualidade das solugoes fornecidas por esses métodos. Essa evolugao con-
firma a qualidade dos algoritmos Lagrangeanos aqui propostos, que apesar de nao
terem sido capazes de superar os melhores da literatura, foram capazes de competir
com os mesmos. Além disso, devemos ressaltar que os algoritmos Lagrangeanos aqui
propostos nao sao simples heuristicas primais. Eles utilizam informacao dual, o que
nao é comum nas heuristicas existentes para o problema, e fornecem limites duais
a cada iteracao. Tal abordagem, no entanto, implica em um custo computacional
adicional que é refletido a cada iteracao do método, mas geralmente leva a solugoes
de boa qualidade em poucas iteracoes.

O bom desempenho das desigualdades estudadas nos algoritmos Lagrangeanos
nos motivou a investigar o uso delas em um algoritmo exato Branch-and-Bound.
Abordagens exatas para o MDP sao escassas na literatura. O melhor algoritmo
deste tipo presente na literatura para o problema, o BBmax [3], consegue apresentar
certificado de otimalidade para instancias com até 150 vértices. Nosso algoritmo
Branch-and-Cut mais bem sucedido foi capaz de provar otimalidade para algumas
instancias em aberto, utilizadas nos testes computacionais daquele trabalho. Foi
capaz, ainda, de reduzir o gap de otimalidade de varias outras. Os gaps encontrados
por ele para essas instancias sao os melhores existentes na literatura.

Embora nossos algoritmos exatos tenham apresentado um bom desempenho com-
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putacional, ainda é evidente a caréncia de métodos deste tipo para o problema.
Em um trabalho futuro seria interessante a implementacao de um algoritmo exato
Branch-and-Cut que utilize os limites duais fornecidos pelo algoritmo NDRC_GCut.
Experimentos computacionais mostraram que ela fornece limites duais de boa quali-
dade em baixo tempo de CPU. NDRC_GCut seria utilizado em um esquema Branch-
and-Cut em substituigdo aos algoritmos de planos de corte.

Para tanto, sao necessarias algumas modificagoes no algoritmo NDRC_GCut. A
principal delas é que este deve ser capaz de encontrar limites duais para os sub-
problemas obtidos a cada n6 da arvore de enumeracao. Téaticas de simplificagao
desses subproblemas, compativeis com esse tipo de algoritmo, também devem ser
estudadas para se reduzir o tempo de solucao. Estratégias como essas sao essenciais
para o bom funcionamento de um algoritmo Branch-and-Cut.

De modo geral, foi possivel observar que as desigualdades do politopo booleano
quadratico sao fortes para o MDP, em particular as desigualdades aqui designadas
GCut. E razodvel supor que o uso dessas desigualdades em problemas similares
pode levar a bons resultados praticos. Também acreditamos que a utilizagao de ou-
tras familias de desigualdades validas para o problema, tais como algumas familias
de desigualdades do Politopo Booleano Quadratico que nao foram estudadas nesse
trabalho, pode favorecer as heuristicas Lagrangeanas aqui propostas, e sua inves-
tigacao é, portanto, relevante. Os resultados aqui apresentados também ajudam a
demonstrar o potencial de algoritmos NDRC, ainda pouco utilizados na literatura, e
nos levam a crer que sua utilizagao para resolver outros problemas de OC, similares

ao MDP, pode levar a bons resultados praticos.
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