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MODELOS COMPUTACIONAIS PARA ANALISE DA VIBRACAO
ACOPLADA ROTOR-PAS COM APLICACAO EM TURBINAS EOLICAS E
RESSONANCIA DE SOLO DE HELICOPTEROS

Felipe Gonzalez Gonzaga
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Orientador: Thiago Gamboa Ritto

Departamento: Engenharia Mecanica

Apresenta-se neste trabalho duas aplicagoes diferentes de modelagem do acopla-
mento rotor-pas: o fenomeno da ressonancia de solo de helicopteros e a vibragao
de turbinas edlicas. Inicia-se com um modelo considerando as pas como massas
concentradas. Em uma segunda etapa, expande-se este modelo para considerar
pas unidimensionais e rigidas com massa continuamente distribuida. Em uma ter-
ceira e ultima etapa a modelagem ¢é novamente adaptada para considerar pas bidi-
mensionais e rigidas, com massa continuamente distribuida, assim como a acao da
gravidade e excentricidade no rotor. Em cada uma dessas etapas é utilizada com-
putacao simbdlica para o desenvolvimento das equacoes de movimento e o sistema de
equacgoes é resolvido numericamente, com os resultados comparados com trabalhos

encontrados na literatura, visando verificar os modelos desenvolvidos.
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In this work, we present two different applications of rotor-blade coupling models:
the phenomenon of helicopter ground resonance and wind turbines vibration. It
begins with a model that considers the blades as concentrated masses. In a second
step, we expand this model to consider one-dimensional blades as rigid bodies with
continuously distributed mass. In a third and final step this model is again adapted
to consider two-dimensional and rigid blades, with continuously distributed mass,
as well as gravity action and rotor eccentricity. In each of these steps symbolic
computation is used to develop the equations of motion, and the system of equations
is solved numerically. The results are compared with results found in the literature

to verify and validate the models here developed.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

No dia 11 de janeiro de 2011, na cidade de Marica, Rio de Janeiro, um acidente
com um helicéptero particular deixou duas pessoas feridas [I]. As informagdes ini-
ciais fornecidas pelos investigadores do Terceiro Servico Regional de Investigagao
e Prevencao de Acidentes Aeronduticos (SERIPA-III), érgao do Comando da Ae-
ronautica, que foram divulgadas pelos érgaos de imprensa, diziam se tratar de um
acidente possivelmente causado por um fenomeno conhecido como ressonancia de
solo.

A ressonancia de solo é um fenomeno conhecido no ambito da aviagao de asas
rotativas. No entanto, talvez pela inexisténcia de uma industria nacional atuante
na area de projeto de helicopteros, a literatura nacional existente é escassa e contém
linguagem demasiadamente simplificada.

Esta simplificagao se da pois a abordagem do assunto é voltada essencialmente
para o aspecto operacional. O tema "ressonancia de solo”’faz parte inclusive do
curriculo minimo exigido pela Agéncia Nacional de Aviagao Civil (ANAC) para os
cursos tedricos de Piloto Privado de Helicoptero (PP-H) [2], Piloto Comercial de
Helicéptero (PC-H) [3] e Piloto de Linha Aérea de Helicéptero (PLA-H) [4]

Na ansia pela simplificacao do fenomeno de forma a torna-lo mais facilmente
compreensivel fica-se sujeito a possibilidade de tornar a exposi¢ao do assunto tecni-
camente incorreta. O tratamento demasiadamente simplista deste fenomeno pode
gerar dificuldades inclusive quando da atuacao na investigacao e prevencao de aci-
dentes aeronauticos deste tipo, pois a andlise simplista pode levar a conclusoes in-
corretas.

Visando preencher esta lacuna, o presente trabalho pretende realizar uma analise
de engenharia sobre o fenomeno da ressonancia de solo em helicopteros, procurando

desenvolver um modelo fisico e de uma metodologia de andlise simbdlica e numérica



Figura 1.1: Acidente em 11 de janeiro de 2011 - foto de Paulo Polénio/Prefeitura
de Marica

que permita a andalise de vibragoes em sistemas acoplados rotor-pas.

Conforme o desenvolvimento do tema, ficou evidente a semelhanga entre o
fenomeno da ressonancia de solo e o problema de vibragoes de turbinas edlicas,
levando ao desenvolvimento de um trabalho que pudesse abranger ambos os

fendmenos.

1.2 Historico de ocorréncias de acidentes com he-

licopteros envolvendo ressonancia de solo

O The Cambridge Aerospace Dictionary [5] define ressonancia de solo (ground re-
sonance) como "uma perigosa vibragao natural de um helicéptero em solo causada
pela rigidez e frequéncia das pernas do trem de pouso, amplificando a frequéncia
priméria do rotor principal, sendo potencialmente catastrofica salvo se o projeto
a excluir; pode ocorrer mesmo em helicopteros certificados, como resultado de um
choque severo durante o pouso”, em traducao livre. Apesar da traducao livre, o
termo frequéncia priméria aparece na versao original (primary frequency).
Historicamente, este fendmeno foi identificado logo no inicio do desenvolvimento
das aeronaves de asas rotativas, mais especificamente durante o desenvolvimento
daquela aeronave chamada autogiro, ou giroplano, que é considerada a ancestral dos

helicépteros atuais.



Figura 1.3: Kellet XR-2

Segundo LEISHMAN [6], que por sua vez cita MONDEY [7], na década de
1930, um projeto da entdo companhia Britanica Westland (atualmente a companhia
Anglo-Ttaliana AgustaWestland) foi cancelado sem nunca ter saido do chao, pois
a aeronave apresentava sérios problemas de ressonancia de solo, aos quais nao se
conseguiu solucionar. Tratava-se da aeronave C-29, um autogiro para cinco luga-
res, construido em 1934 e cujo projeto foi encerrado em 1936 sem sequer um vo6o
executado.

Segundo JOHNSON [§], em 1941, outro projeto de autogiro foi abandonado de-
vido a ressonancia de solo. Tratava-se do Kellet XR-2, da companhia americana
Kellet Autogiro Corporation. O projeto do XR-2 acabou representando um im-
portante marco para o futuro desenvolvimento do helicoptero, pois, tratando-se de
um projeto financiado pelo governo dos Estados Unidos, apés este incidente a Forca
Aérea Americana, o National Advisory Committee for Aeronautics - NACA (a atual
National Aeronautics and Space Administration - NASA) e a companhia Kellet re-
solveram atacar diretamente o problema da ressonancia de solo.

Com o alto investimento que foi realizado, a teoria da ressonancia de solo foi
entao desenvolvida por COLEMAN [9], da NACA, em seu trabalho Theory of Self-
Excited Mechanical Oscillations of Hinged Rotorblades, de 1943. Foi este trabalho



que fundamentou as bases sobre as quais foram desenvolvidos os futuros tratamentos
de engenharia para a ressonancia de solo. Por este motivo, este fenomeno é as vezes
chamado também de ”instabilidade de Coleman” [5].

O primeiro trabalho de COLEMAN [J] trata da ressonancia de solo em he-
licopteros com trés ou mais pas. Outros dois trabalhos, de FEINGOLD [10] e
COLEMAN e FEINGOLD [11], foram publicados visando analisar o fenémeno em
aeronaves com apenas duas pas. Os trés trabalhos foram mais tarde reunidos em
um unico artigo de COLEMAN e FEINGOLD [12].

COLEMAN e FEINGOLD [I2] escrevem na introdugao de seu trabalho um
paragrafo que resume bem o processo que levou ao conhecimento do fenomeno da
ressonancia de solo, aqui reproduzido em traducao livre: “Durante a primeira parte
da Segunda Guerra Mundial, alguns dos helicépteros concebidos para uso militar fo-
ram observados durante os testes no solo e apresentavam violenta oscilagao do rotor,
colocando em perigo a seguranca da aeronave. Esta instabilidade foi inicialmente
atribuida ao flutter das pas do rotor, mas uma anélise cuidadosa indicou que esta
era causada por um até entao desconhecido fendmeno, no qual a energia de rotagao
do rotor foi convertida em energia oscilatoria das pas. Este fendomeno era geralmente
critico quando o helicéptero estava operando no ou perto do solo e, por conseguinte,
foi chamado ressonancia do solo.”

Ainda que tenha a teoria de COLEMAN [9] tenha sido publicada pela primeira
vez em 1943, em setembro de 1966 o projeto da aeronave BO-105 da companhia
alema Bolkow sofreu atraso consideravel e perdas financeiras significativas ao ter
seu primeiro protétipo inteiramente destruido ao experimentar ressonancia de solo
[13].

O handbook do Federal Aviation Administration dos Estados Unidos da América
[14] cita que a ressonancia de solo é um fenémeno associado aos rotores articulados,
o que justificara a escolha futura de um modelo com pas rigidas articuladas por um
link ao rotor.

Os regulamentos aeronauticos de projeto de helicépteros, até hoje, trazem requi-
sitos relacionados ao fenomeno da ressonancia de solo, enfatizando a importancia

deste estudo.

1.3 Requisitos regulamentares de projeto de he-

licopteros

A partir da experiéncia obtida pela industria durante o desenvolvimento tecnolégico
do helicéptero, a importancia da prevencao deste fenomeno ficou evidente. Esta

importancia pode ser encontrada na regulamentacao aeronautica. Além do que



foi citado anteriormente sobre o ensino operacional para pilotos, a regulamentacgao
técnica voltada para projetos também traz a ressonancia de solo como preocupacgao.

O Cédigo Brasileiro de Aeronautica [I5], em seu Art. 66, estabelece que compete
a autoridade aerondutica estabelecer os padroes minimos de seguranca relativos a
projetos, e que estes padroes minimos devem ser estabelecidos em Regulamentos
Brasileiros de Homologacao Aerondutica (RBHA).

A lei de criagdo da Agéncia Nacional de Aviagao Civil (ANAC) [16] estabelece
em seu Art. 47 que os regulamentos, normas e demais regras em vigor devem ser
gradativamente substituidos por regulamentacao a ser editada pela ANAC. Os regu-
lamentos editados a partir da lei de criacao da ANAC passaram a ser denominados
Regulamentos Brasileiros de Aviagao Civil (RBAC), apesar de nao haver prescrigao
em lei para a alteracao da denominagao dos regulamentos.

Os Regulamentos Brasileiros de Aviagao Civil 27 [I7] e 29 [I8] estabelecem os
critérios para concessao de certificados de tipo de aeronaves de asas rotativas (he-
licopteros) nas categorias normal (peso méximo de decolagem igual ou menor a
7.000 libras e nove ou menos passageiros) e transporte (demais aeronaves de asas
rotativas), respectivamente.

Os RBAC 27 e 29 adotam integralmente, na lingua inglesa, os regulamentos do
Title 14 Code of Federal Regulations, Part 27 Emenda 27-44 e Part 29 Emenda
29-51, efetivas em 31 de marco de 2008, da autoridade de aviacao civil, Federal
Aviation Administration - FAA.

Ambos os regulamentos trazem em seu item 241 o mesmo texto, aqui repro-
duzido, que explicita que a aeronave nao pode apresentar tendéncia de apresentar
ressonancia de solo:

The rotorcraft may have no dangerous tendency to oscillate on the ground with
the rotor turning.

Também em ambos os regulamentos, o item 663 estabelece os meios de prevencao:

(a) The reliability of the means for preventing ground resonance must be shown
either by analysis and tests, or reliable service experience, or by showing through
analysis or tests that malfunction or failure of a single means will not cause ground
resonance.

(b) The probable range of variations, during service, of the damping action of
the ground resonance prevention means must be established and must be investigated
during the test required by §241.

A partir desses regulamentos, pode-se perceber a importancia de testes e andlises
na comprovagao para a autoridade aeronautica de que os meios de prevengao sao
confidveis. Nao ha nos regulamentos a previsao da realizacao de testes e andlises
especificos, deixando margem ao desenvolvimento de técnicas para comprovar a efe-

tividade dos meios de prevencao.



1.4 Estrutura do trabalho

Este trabalho pretende desenvolver uma metodologia para andlise computacional
do fendmeno conhecido como "ressonancia de solo”, que atinge as aeronaves de asa
rotativa. O trabalho serd desenvolvido em trés etapas principais, sob o ponto de
vista de modelagem. Cada uma dessas etapas representa uma evolucao do modelo.

Em uma primeira etapa pretende-se desenvolver o modelo a partir da definicao
utilizada por COLEMAN [9]. Considerar-se-a, portanto, assim como em COLEMAN
[9], uma aeronave de asas rotativas com trés pas em seu rotor principal, representadas
por massas puntuais.

A partir dessa modelagem fisica, pretende-se obter as equagoes de movimento
do sistema utilizando-se computacao simbélica. As equagoes de movimento serao
obtidas com base no sistema cartesiano de coordenadas, ao invés da representacao
por nimeros complexos utilizada por COLEMAN [9].

Realizar-se-4 entao a comparacao das equagoes com aquelas obtidas por
FLOWERS e TONGUE [19] visando verificar se a modelagem realizada foi de-
senvolvida de acordo com o planejado inicialmente. Além disso, os resultados
numéricos serdao comparados com aqueles obtidos por ROBINSON et al. [20] a par-
tir das equagoes desenvolvidas em ROBINSON et al. [21], semelhantes aquelas de
FLOWERS e TONGUE [19], visando verificar os resultados obtidos e se os objetivos
pretendidos sao atingidos.

Em uma segunda etapa, adaptaremos o modelo para considerar pas unidimensi-
onais e rigidas, com massa continuamente distribuida pelo seu comprimento. Esta
adaptacao visa aproximar o modelo utilizado a um helicoptero real e verificar se
a consideragao de massa concentrada no centro geométrico da pa apresenta dife-
rencas em relacao ao modelo unidimensional e rigido. As equagoes também serao
verificadas em relacao aquelas desenvolvidas por FLOWERS e TONGUE [19] e os
resultados numeéricos serao validados com aqueles desenvolvidos no modelo de mas-
sas concentradas.

Em uma terceira e iltima etapa, refaremos a modelagem visando desenvolver um
modelo considerando pas também rigidas e com massa continuamente distribuida,
mas agora considerando péas bidimensionais, e admitiremos a possibilidade de excen-
tricidade no rotor. Além disso, consideraremos o posicionamento vertical do rotor
e a atuacao da gravidade, visando adaptar a modelagem para representar turbinas
edlicas. Este modelo sera desenvolvido utilizando uma estratégia diferente de mode-
lagem visando verificar as equagoes obtidas anteriormente. Por tltimo, as equagoes
serao verificadas em relacao aquelas obtidas por SARACHO [22] e SANTOS et al.
[23] e os resultados numéricos também serao validados em relacao aqueles obtidos
por SARACHO [22] e SANTOS et al. [23].



Finalmente, os resultados serao analisados e serao definidas novas etapas para o
desenvolvimento futuro do trabalho. Em todas as etapas, o livro de TENENBAUM
[24] é utilizado como referéncia principal para o desenvolvimento das equagoes

dinamicas.

1.5 Objetivos

Os principais objetivos deste trabalho sao: (i) desenvolver um modelo computacional
para analisar o fenomeno da ressonancia de solo de helicopteros utilizando relagoes
dinamicas e computagao simbdlica, (ii) desenvolver um modelos computacional para
analisar a vibracao acoplada de turbinas edlicas utilizando computacao simbdlica,
(iii) comparar os modelos desenvolvidos com modelos encontrados em trabalhos
académicos para verifica-los e validé-los, (iv) realizar simulagoes numéricas visando
analisar os resultados obtidos.

O desenvolvimento do modelo desde a definicao de hipoteses, passando por desen-
volvimento das equacoes de movimento, indo até a simulagao numeérica, é importante
pois permite o dominio do modelo, permitindo futuras alteracoes e aperfeicoamentos.

Esta é uma caracteristica que permeia os objetivos deste trabalho.



Capitulo 2

Modelagem considerando as pas

como massas puntuais

O primeiro modelo a ser desenvolvido sera baseado naquele desenvolvido por COLE-
MAN e FEINGOLD [12]. Isto se deve principalmente pelo contexto histérico deste
trabalho. Este relatorio publicado pelo National Advisory Committee for Aeronau-
tics unifica e contextualiza trés artigos produzidos por COLEMAN [9], FEINGOLD
[10] e COLEMAN e FEINGOLD [I1].

O primeiro deles [9] é considerado o primeiro artigo a tratar de ressonancia
de solo de helicopteros. Neste trabalho, COLEMAN [9] utiliza algumas hipdteses
que também utilizaremos como ponto de partida para o desenvolvimento de nosso

modelo.

2.1 Definicao de hipéteses para a modelagem

Primeiramente, algumas consideracoes devem ser feitas de forma a modelar o sistema
real. Considera-se, neste momento, que o helicoptero pode ser representado por uma
massa puntual localizada no ponto central da cabeca do rotor, assim como as massas
das pas, que sao consideradas massas puntuais localizadas a uma distancia R dos
pontos em que se ligam a cabeca do rotor. Este ponto onde a pa se conecta a cabeca
do rotor é aqui chamada de link. Cada link dista do centro geométrico da cabeca
do rotor o equivalente ao raio da cabeca do rotor, d.

Conforme definido na introducao do trabalho de COLEMAN e FEINGOLD [12],
o fenomeno da ressonancia de solo ocorre, como o préprio nome sugere, quando a
aeronave estd em contato com o solo. Desta forma, visando modelar a resisténcia
gerada pelo trem de pouso e estrutura da aeronave quando em contato com o solo,
considera-se que o helicoptero pode se movimentar ao longo de seus eixos longi-

tudinal e lateral, cuja resisténcia ao movimento em cada eixo é modelada como



pa 2 (mg. R)

corpo do helicoptero (my)
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L1111
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Figura 2.1: Representacao grafica da modelagem do sistema, considerando as pas
como massas puntuais

equivalente a uma mola e um amortecedor com coeficientes especificos para cada
eixo, ou seja, de forma nao necessariamente isotropica. Ou seja, os coeficientes k.,
ky, ¢z e ¢, visam representar no modelo o contato da aeronave com o solo.

Além disso, no momento da simulacao numérica, visando tirar o sistema do
equilibrio inicial, modelamos um impacto lateral na aeronave através de uma veloci-
dade inicial lateral. Este impacto inicial excitara o sistema e permitira a identificacao

das frequéncias de ressonancia.

2.2 Conservacao da quantidade de movimento li-

near do sistema

Considerando uma base {ny, n,} fixa no referencial inercial 2R e um sistema de coor-
denadas cartesiano com origem no centro geométrico da cabeca do rotor, conforme
a figura anterior, quando na posicao neutra, ou seja, quando as molas nao estao
tensionadas, podemos escrever a posicao do centro de massa da cabega do rotor

(Hx) em relagao a origem (O) do sistema de coordenadas como:

p™/O(t) = x(t)ny + y(t) ny (2.1)



Figura 2.2: Graus de liberdade do sistema e posicao angular das pas

Considerando que o conjunto rotor gira com velocidade angular constante igual
a ), que cada uma das pas possui uma fase, ou azimute, igual a ¢; = (i — 1) X QW’T
(onde N é o nimero de pas do rotor e i = 1,2,3,...., N — 2, N — 1, N) e que cada
um dos N links dista d da origem, podemos entao escrever a posicao do ponto L;

(posicao do link da pa B; em ) como:

p"/O(t) = (x(t) + d cos(¢; + Qb)) g + (y(t) + d sin(¢; + Q1)) ny (2.2)

Considerando a posicao do ponto P; da massa puntual de uma das N pas, dis-
tando R do respectivo link, e definindo um angulo f;(t), formado entre o eixo longi-
tudinal da pa B; quando em repouso e este mesmo eixo quando a pa é rotacionada
em torno de seu link, podemos escrever a posi¢ao do ponto P; pertencente a pa B;,

em R, como:

pf/Ot) = (x(t) + d cos(¢; + Qt) + R cos(¢; + Qt + Bi(t))) ny

(2.3)
+ (y(t) + d sin(¢; + Q1) + R sin(¢; + Qt + Gi(1))) na

A partir das definicoes feitas acima, podemos encontrar a quantidade de movi-

mento linear de uma pa B;, que possui massa mpg a partir de:
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ERGBi = mp iRVPi

iy (2.4)

R, P P;/O

onde vii=
at?

Podemos também encontrar a quantidade de movimento linear da cabeca do

rotor H, que possui massa my, conforme a seguir:

%GH =my ERVH*
R (2.5)
onde ERVH* — d H+/O
dt
Desta forma, a quantidade de movimento linear total do sistema sera:
N N
el :%GH+ZmGBi :mHmvH*—l—Z (mp "V (2.6)

i=1 i=1

Podemos entao utilizar a 2% lei de Newton, conforme a seguir:

. R
> F =G 5 (—cp () — kg x(t)) my+ (—ey §(t) = ky y(t)) ny = %GT (2.7)

E finalmente, efetuando as manipulagoes necessarias, obtemos as duas primeiras

equacoes de movimento:

(NmB~|—mH) T(t) +cp 2(t) + kpx(t) =

mp R Z {BZ sin(¢; + Qt + Bi(t)) + <Q + 5z(t)>2 cos(¢p; + Qt + ﬁz(t))] (2.8)

(Nmp +my) j(t) + e, y(t) + k,y(t) =

Mz

{@ cos(¢; + Qt + Bi(t)) — (Q + ﬁ'i(t>)2 sin(e; + Qt + @(t))]

(2.9)

11



Figura 2.3: Modelagem do vinculo

2.3 Conservacgao da quantidade de movimento an-
gular das pas

Como o sistema possui N + 2 graus de liberdade (x(t),y(t), 8:(t)) e até agora
desenvolvemos somente duas equacoes de movimento, precisamos obter outras N
equagoes. A estratégia adotada é substituir o vinculo que conecta a péd a cabeca do
rotor, ou seja, o link de cada uma das i pas, por forgas e torques de reacao. Desta
forma, podemos calcular a conservacao da quantidade de movimento angular de
cada pa em relagao ao link sem precisar conhecer as forgas de reacao, sendo somente
necessario conhecer o torque atuante no link.

Para isto, precisamos primeiro definir a posicao do ponto P; da pa B; em relacao

ao respectivo link L; como:

pi/ti = pP/O — phi/O = (R cos(¢; + Qt + Bi(t)) ny + (R sin(¢; + Qt + Bi(1))) ng
(2.10)
E podemos calcular a quantidade de movimento angular da pa B; com relacao

ao ponto L; a partir de:

mHBz'/Li — mePi/Li X 9R‘,*Pi (2].1)

No entanto, como o calculo nao se da em referéncia a um ponto fixo no sistema

12



inercial ou ao centro de massa, nao basta derivar a expressao da quantidade de
movimento angular da pa B; em relacao ao link L; para obter sua taxa de variagao
em ‘R.

Obteremos entao as N equacoes necessarias, cada uma relativa a i-ésima pa,
conforme segue.

Sabemos que a taxa de variacao da quantidade de movimento de um ponto P,
em relacao a um ponto L; é igual a resultante do sistema de forcas que age sobre

P;, ou seja:

"GP =R (2.12)

Para obtermos o momento das forgas externas em relacao a L;, multiplicamos
ambos os lados da equacgao pela posicao do ponto P; em relagao a L;:

pli/ti x "GP = phi/ti x R (2.13)

O segundo membro da equacdo acima é o momento com relacio a L;, M7e=t/Li
enquanto o primeiro membro podemos obter a partir da derivada da quantidade de
movimento angular do ponto P; em relagao ao ponto L;.

Sabemos que a quantidade de movimento angular tem a forma:

Ryghi/Li — pPz'/Lz' x RGP (2.14)

Podemos, assim, calcular sua derivada:

REpPi/Li — DﬁipPi/Li % RGP+ pPi/Li < RGP

= (P =Byl RGP 4 P/l RGP (2.15)

Podemos reescrever esta equacao como:

pFilli x RGP = RLP/Li 4 RyLi y RGP (2.16)

Substituindo (2.16) em (2.13)) e considerando que p’#/% x R = M”e=t/i encon-

tramos:

RPPLi/li 4 Ryli o RGP = VT eet/Li (2.17)

Ou, de forma mais especifica para o problema sob estudo:
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Z M]:ezt/Li — mHBz/Lz + DRVLZ X %GPZ N

%
- d
—¢; Bi(t) — ki Bi(t) ng = p H5/E 4 mp (PvE x v dr)

dt

Li _

onde v

(2.18)

Finalmente, utilizando as equacoes anteriormente desenvolvidas e efetuando as

manipulacoes necessarias, obtemos as N equacoes de movimento que eram procura-

das:

mp R? 51(75) + G 51(75) + ki Bi(t) + mp Q® d R sin(B;(t)) =
mp R [(t) sin(¢; + Qt + Bi(t)) — ij(t) cos(ds + Qt + Bi(t))] (2.19)

2.4 Verificacao e resultados

O processo de verificacao e validacao é etapa fundamental no desenvolvimento de
um modelo fisico. Esta pode ser realizada mediante comparagao com dados experi-
mentais ou mediante comparacao com outros modelos desenvolvidos.

Para a modelagem considerando as pas como massas puntuais, apesar de
considerar-se que seria preferivel a comparagao com dados experimentais, optou-
se pela comparacao com outros modelos pela nao obtencao de dados experimentais
prévios e por nao ser possivel a realizacao de experimentos.

Desta forma, buscou-se referéncias de outros modelos ja desenvolvidos para ve-

rificar nao s6 as equagoes como os resultados numéricos das mesmas.

2.4.1 Verificacao das equacgoes

Com o objetivo de verificar a modelagem aqui desenvolvida, buscou-se um texto
de referéncia para comparacao. A referéncia que apresentou desenvolvimento e re-
sultado de modelagem mais proximos ao trabalho aqui desenvolvido foi o artigo de
FLOWERS e TONGUE [19]. Neste trabalho, computacao simbdélica é utilizada para
derivar equagoes de movimento que modelem a ressonancia de solo de helicopteros,
sendo este o mesmo objetivo do presente trabalho.

Neste trabalho, sao apresentadas as seguintes equagoes de movimento:
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M, i+ Cri+ Vo @|t|+ Kpo =

N 2
my R Z |:<k: Sin(’l/fk + Ck) + <Q + Ck:) COS(ZDk —+ (k:)} (2.20)
k=1

Myy"‘ny‘i‘Vyy|y’+Kyy:

— myR kZN; {g';f sin(uy + ) — (24 g‘k)Q sin (1 + gk)} (2.21)

my B2 G, + O G + Kip G+ mp Q% e R sin(G,) =
my R [Z sin(yg + (k) — § cos(vp + ()] (2.22)

Considerando que a notacao utilizada por FLOWERS ¢ TONGUE [19] ¢ dife-
rente daquela aqui utilizada, iremos fazer as seguintes adaptagoes para facilitar a
comparagao (importante ressaltar que a notacao é diferente mas as grandezas en-

volvidas sdo equivalentes):

M, =mg+ Nmp

Co =

V=0

Ky =ky

M, =myg+ Nmp
Cy = ¢y

Vy, =0

(2.23)

Ky =Fky

Cr=c¢

Ky =k

e=d

Gk = B

VY = Qt + ¢
k=1

O coeficiente de amortecimento nao linear (V, e V,), utilizado naquele trabalho,

é aqui desprezado por nao fazer parte de nossas hipdteses, assim como é importante
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esclarecer que o termo 1y, é utilizado por FLOWERS e TONGUE [19] para resumir a
soma {2t + ¢;, onde k e ¢ sao equivalentes, e M, e M, sao utilizados para representar

a soma myg + Nmp.
Fazendo as substitui¢oes descritas em ([2.23|) obtemos:

Mgl +c, &+ kyx =

N
=1

muy+cyy+kyy=

N
i=1

mp R? 51 + ¢ 51 + ki B+ mpQ*dR sin(f;) =
mp R [Z sin(Qt + ¢; + ;) — § cos(Qt + &; + ;)] (2.26)

Comparando as equagoes (2.24)) e (2.25)) com as equacoes ([2.8)) e (2.9)) percebemos

que sao idénticas.

Importante lembrar que adaptamos as notagoes utilizadas e desconsideramos o
termo advindo da consideragao de amortecimento nao linear. Assim como anulamos
a diferenca relativa as massas, dado que o modelo desenvolvido por FLOWERS e
TONGUE [19] considera que a massa do sistema pode ser diferente para os eixos z e
y, pois este modelo lida com o conceito de massa efetiva. O modelo aqui desenvolvido
nao faz essa consideracao mas poderia ser facilmente adaptado para isto. Se trata
de uma diferenga conceitual que, se considerada adequadamente no momento da
determinacao das grandezas fisicas de entrada, nao resultard em diferenca na saida.

Portanto, considera-se que ambas as modelagens também sao equivalentes.

Analisando a equacao em relacao a equacao , podemos ver que as
duas sao equivalentes.

Ou seja, podemos concluir que as equagoes sao equivalentes, consideradas as
diferencas de hipdteses em relacao as massas equivalentes e ao amortecimento nao

linear.
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Table 6.2 Parameter Settings for Basic Simulation Case

mb(1) mb(2) mb(3) M(1) M(2)
0.1 slugs 0.1 slugs 0.1 slugs 6.5 slugs 6.5 slugs
R Omega el z

10 fi 170 radians/sec 05 f ﬂlgmﬁaﬂs
Phi(1) Phi(2 Phi(3)
0 radians 2n/3 radians 47/3 radians
c(1) «(2) v(1) v(2)
0 Ibs/fps 0 Ibs/fps 0 Ibs/fps"2 0 Ibs/fps"2
Czeta(l) Czeta(2) Czeta(3)
0 ft-Ibs/(radians/sec) 0 fi-Ibs/(radians/sec) 0 fi-Ibs/(radians/sec)
Vzeta(l) Vzeta(2) Vzeta(3)
0 fi-Ibs/(radians/sec)"2 0 fi-lbs/(radian/sec)"2 0 fi-Ibs/(radian/sec)"2
Ke(1) Ke(2) Ke(3)
0 fi-lbs/radian 0 fi-Ibs/radian 0 fi-Ibs/radian
Kd(1) Kd(2) Kd(3)
0 ﬁ-LsfmdiﬂY? 0 fi-lbs/radian"3 0 fi-Ibs/radian™3
Ks(1) Ks(2) Ks(3)
0 f-Ibs/radian 0 f-Tbs/radian 0 ft-Ibs/radian
K(1) _K(2)
113,000 Ibs/ft 113,000 Ibs/ft
xXi xYi xli x2i x3i
0ft 0ft 0 radians 0 radians 0 radians
xrXi xrYi xrli xr2i xr3i
0.5 fi/sec 0 fi/sec 0 radians/sec | 0 radians/sec | O radians/sec

Figura 2.4: Tabela de dados extraida de ROBINSON [25]

2.4.2 Verificacao quantitativa

Em busca de resultados numéricos que pudessem ser utilizados para comparagao com
o modelo aqui desenvolvido, foi possivel encontrar outro trabalho com as mesmas
equagoes desenvolvidas por FLOWERS e TONGUE [19]. Trata-se do trabalho de
ROBINSON et al. [2I]. Mas o que de fato se mostra interessante é o fato de que hé
uma continuacao deste artigo, também de ROBINSON et al. [20] com o objetivo de
apresentar resultados numeéricos.

A dificuldade apresentada em utilizar este trabalho como comparacao é que RO-
BINSON et al. [2I] ¢ ROBINSON et al. [20] ndo explicitam os dados que foram
utilizados para as grandezas fisicas de entrada, como massa, comprimento da pa,
rigidez, coeficientes de amortecimento, etc. No entanto, foi possivel verificar que
os trabalhos de ROBINSON et al. [21] e ROBINSON et al. [20] resultaram da dis-
sertacao de mestrado de ROBINSON [25] e nesta sim é apresentada uma tabela com
as grandezas utilizadas, conforme a figura [2.4]

Assim como em ROBINSON [25], para tirar o sistema do equilibrio inicial, mo-
delamos um impacto lateral na aeronave através de uma velocidade inicial lateral.
Este impacto inicial excitara o sistema e permitird a identificacao das frequéncias

de ressonancia.

As equagbes aqui desenvolvidas ((2.8), (2.9) e (2.19)) s@o iguais aquelas desen-
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Rotor Blade Lead-Lag Displacamant Time Historles
I
04 /
‘§ 0.2
i Al
s _— =
i.. I =N VAR
g-02
i \
04
-]
2408 \l
-]
2
- 08
-
1.2
0 0.08 0.4 0.13 0.2 0.25 0.3 0.35
Tima (secand)

Figure 6.1 Rotor Lead-lag Displacements for Basic Parameter Case Scitings, Center of Self Excited
Region.

Figura 2.5: Posi¢ao angular das pds em ROBINSON et al. [20] para o ponto central
da regiao de instabilidade (170 rad/s)

volvidas por FLOWERS e TONGUE [19] ((2.24)), (2.25)) e (2.26])). Utilizaremos,

portanto, as equagoes (12.8)), (2.9) e (2.19) para desenvolver a programacao e obter
resultados numéricos, utilizando os dados disponibilizados por ROBINSON [25], e

comparé-los com aqueles obtidos por ROBINSON et al. [20].
Para estes dados ROBINSON et al. [20] traz os gréaficos aqui representados nas

figuras[2.5 e 2.0 para a posicao angular das pés e para a posi¢ao do centro da cabega
do rotor, respectivamente.

Podemos comparar estes graficos com aqueles obtidos a partir do resultado da

simulagao das equagoes (2.8), (2.9) e (2.19) aqui desenvolvidas, representados nas
figuras[2.7) e

Percebemos que a simulacao apresenta os mesmos resultados nas figuras [2.6] e
mas nas figuras e , apesar de apresentar o mesmo comportamento, os
valores se apresentam diferentes. Foram revisadas as unidades inglesas utilizadas
em ROBINSON [25], a programagao utilizada e, por tltimo, foi refeita a simulagao
tal qual descrita em ROBINSON et al. [20] e nao se pode determinar a causa desta
diferenca. Como as curvas apresentam o mesmo comportamento, supoe-se que houve
algum equivoco quando da determinacao dos rétulos dos graficos em ROBINSON
et al. [20].

Em ROBINSON et al. [20] sao apresentadas também duas outras situagoes de
célculo (figura . Apesar de nao explicitar qual a velocidade angular utilizada
nesses dois outros casos, o trabalho apresenta um grafico em que sao plotados os
estados dos dois casos de teste. Os eixos sao grandezas desenvolvidas no trabalho

de COLEMAN [9], o que nos permite utilizar essas rela¢oes para fazer o célculo
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Trajectory of Fuselage Center of Mass
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Figure 6.2 Fuselage Trajectory for Basic Parameter Settings, Center of Self Excited Region.

Figura 2.6: Posi¢ao do centro da cabega do rotor em ROBINSON et al. [20] para o
ponto central da regiao de instabilidade (170 rad/s)
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Figura 2.7: Posicao angular das pas para o ponto central da regiao de instabilidade
(170 rad/s) considerando o modelo aqui desenvolvido
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Figura 2.8: Posi¢ao do centro da cabeca do rotor para o ponto central da regiao de
instabilidade (170 rad/s) considerando o modelo aqui desenvolvido

inverso e descobrir as velocidades angulares utilizadas. Executando o calculo inverso,
chegamos as velocidades angulares de 119.2 rad/s e 230 rad/s para os casos acima
e abaixo da regiao de instabilidade, respectivamente.

E importante notar que este cédlculo inverso é realizado em condicoes de insta-
bilidade, nas quais uma pequena diferenca nas condicoes iniciais pode resultar em
grandes diferencas nos resultados. Desta forma, corremos o risco de obter, a partir
do calculo inverso, velocidades angulares do rotor principal aproximadas, mas nao
exatamente iguais, aquelas utilizadas por ROBINSON et al. [20]. Por conta disso,
podem ocorrer diferencas nos resultados que nao sejam consequéncia de diferencas
nos modelos ou programacoes, mas de pequenas diferencas na condigoes iniciais de
velocidade angular.

Para o ponto acima da regiao de instabilidade ROBINSON et al. [20] traz os
graficos e para a posicao angular das pas e para a posicao do centro da
cabeca do rotor, respectivamente.

Podemos comparar estes graficos com os graficos e obtidos a partir do
resultado da simulacao das equacoes , e aqui desenvolvidas para a
velocidade angular de 230 rad/s.

Para o ponto abaixo da regiao de instabilidade, ROBINSON et al. [20] traz os
graficos e para a posicao angular das pas e para a posicao do centro da
cabeca do rotor, respectivamente.

Finalmente, podemos comparar estes gréaficos com os graficos[2.16]e obtidos
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Coleman Stability Chart (isotropic hub)
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Figure 6.7 Coleman Stability Plot for Basic Case

Figura 2.9: Gréfico de estabilidade apresentado por ROBINSON et al. [20]

Lead-lag displacamant tima histarias
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Figure 6.5 Rotor Lead-lag Time Histories, Rotor Speed Above Self Excited Region

Figura 2.10: Posi¢ao angular das pas em ROBINSON et al. [20] para o ponto acima
da regiao de instabilidade (230 rad/s)
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Trajectory of fuselage center of mass
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Figura 2.11: Posi¢ao do centro da cabega do rotor em ROBINSON et al. [20] para
o ponto acima da regido de instabilidade (230 rad/s)
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Figura 2.12: Posicao angular das pas para o ponto acima da regiao de instabilidade
(230 rad/s) considerando o modelo aqui desenvolvido
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Figura 2.13: Posicao do centro da cabeca do rotor para o ponto acima da regiao de
instabilidade (230 rad/s) considerando o modelo aqui desenvolvido
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Figure 6.3 Rotor Lead-lag Time Histories, Rotor Speed Below Self Excited Region

Figura 2.14: Posigao angular das pas em ROBINSON et al. [20] para o ponto abaixo
da regiao de instabilidade (119.2 rad/s)
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Trajsctory of Fuselage Centar of Masa
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Figure 6.4 Fuselage Trajectory for Basic Parameter Seitings, Rotor Speed Below Self Excited
Region

Figura 2.15: Posi¢ao do centro da cabega do rotor em ROBINSON et al. [20] para
o ponto abaixo da regido de instabilidade (119.2 rad/s)
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Figura 2.16: Posicao angular das pas para o ponto abaixo da regiao de instabilidade
(119.2 rad/s) considerando o modelo aqui desenvolvido

a partir do resultado da simulagao das equacoes (2.8]), (2.9) e (2.19) aqui desenvol-
vidas para a velocidade angular de 119.2 rad/s.

Percebemos que, apesar de os graficos apresentam o mesmo comportamento,
mas valores diferentes. As figuras e nao apresentam as unidades, o que
pode indicar que alguma conversao foi realizada, sem ser explicitada. Ja em relagao
aos graficos de posigdo angular [2.5] e a unidade é indicada. No entanto,
também considera-se que pode haver erro nos eixos dos gréficos, pois toda a pro-
gramacao foi revisada e nao foi possivel encontrar um motivo para a diferencga.

Considera-se que, apesar da diferenca numérica, as equacoes desenvolvidas sao
idénticas e os graficos apresentam o mesmo comportamento, levando a conclusao que

isto poderia indicar que ambas as formulagoes sao equivalentes, podendo ter havido
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Figura 2.17: Posicao do centro da cabega do rotor para o ponto abaixo da regiao de
instabilidade (119.2 rad/s) considerando o modelo aqui desenvolvido

algum equivoco quando da determinagao dos rotulos dos graficos no trabalho de

ROBINSON et al. [20].
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Capitulo 3

Modelagem considerando as pas

como unidimensionais e rigidas

A modelagem da secao anterior foi baseada nas hipoteses adotadas por COLEMAN
[9]. Esta se baseia na consideracao de que as pds sdo massas puntuais. No en-
tanto, sabemos que em um helicoptero real a massa é continuamente distribuida
por suas pas. Podemos entao adaptar o modelo desenvolvido para considerar a pa

unidimensional e rigida, com a massa distribuida ao longo de seu comprimento.

3.1 Definicao de hipéteses para a modelagem

Vamos adaptar a modelagem da secao anterior para considerar a massa da pa con-
tinuamente distribuida pelo seu comprimento, analisando as diferencas.

As demais consideragoes permanecem as mesmas.

3.2 Conservacao da quantidade de movimento li-

near do sistema

A posicao do centro de massa da cabeca do rotor permanece como na equacao ([2.1J)
da segao [2.2) assim como a posi¢ao do link da pad B; permanece como na equagao
da mesma se¢ao. No entanto, a relagao obtida para as pas devem ser alteradas.

Considerando a posicao de um ponto P; pertencente a uma das N pas, distando
r do respectivo link, e definindo um angulo §;(t), formado entre a posi¢ao da pa em
repouso (rotacionada, mas com a mola sem tensao) e a posi¢ao real da mesma pa

B;, podemos escrever a posicao do ponto P; pertencente a pa B;, em R, como:
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Figura 3.1: Representagao grafica da modelagem do sistema, considerando as pés
como unidimensionais e rigidas

pPi/O(t) = (x(t) + d cos(¢; + Qt) + 1 cos(p; + Qt + B;(t))) ng

3.1
+ (y(t) + d sin(¢; + Qt) + r sin(¢; + Qt + Bi(t))) ng (3.1)

A partir das definicoes feitas acima, podemos encontrar a quantidade de movi-
mento linear de uma pa B;, que possui massa mp e comprimento total hr, a partir

de:

(3.2)

R
d
nyP = L pn/o

d
onde o

A quantidade de movimento linear da cabeca do rotor H também permanece

como descrito na equagao ([2.5) da secao

Desta forma, a quantidade de movimento linear total do sistema sera:

N N hr
RGT =NGH + Y RGE =y T 4 (? / vl dr) (3.3)
i—1 : T 0
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Utilizamos entao a 2% lei de Newton, conforme a seguir:

Z Fet = RGT = (—c, i(t) — ky z(t)) 0y + (—cyy(t) —kyy(t)) ny = % GT (3.4)

E finalmente, efetuando as manipulacoes necessarias, obtemos as duas primeiras

equagoes de movimento:

(Nmp+mpg) &(t) + ¢, @(t) + ky x(t) =

my T > [Bi(t) sin(g + Qt + Bi(t)) + (Q + BQ-(t))Q cos(d; + Qt + Bi(t))} (3.5)

s 2 ST Bt cos(os + 9t + Bit)) — (2 + Bi(t)f sin(g; + Q1 + @(t))]

(3.6)

3.3 Conservagao da quantidade de movimento an-

gular das pas

Assim como na secao anterior, dado que obtivemos duas equacoes de um total de
N + 2 graus de liberdade, precisamos obter outras N equacgoes. Utilizaremos entao a
mesma estratégia: substituir o vinculo que conecta a pa a cabeca do rotor, ou seja,
o link de cada uma das 7 pas, por forcas e torques de reacao. Desta forma, podemos
calcular a conservagao da quantidade de movimento angular de cada pa em relagao
ao link sem precisar conhecer as forcas de reacao. No entanto, antes calculamos a
conservacao da quantidade de movimento angular de um ponto fixo, enquanto agora
calcularemos a quantidade de movimento angular de um corpo unidimensional.
Para isto, precisamos primeiro definir a posicao do ponto P; da pa B; em relacao

ao respectivo link L; como:

pli/ti = pli/O _plilO — (r cos(¢;+Qt+5;(t))) ny+(r sin(¢;+Qt+5:(t))) ny (3.7)

E podemos calcular a quantidade de movimento angular da pa B; com relacao

ao ponto L; como:
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Figura 3.2: Modelagem do vinculo para a pa unidimensional rigida

Ry Bi/Li _ / pPi/Li % AP g, — mp /hT pPZ./LZ. w Bvfi dr (3.8)
B; hr Jo

E importante repetir esta observagao: o calculo nao se da em referéncia a um
ponto fixo no sistema inercial ou ao centro de massa, portanto é incorreto simples-
mente derivar a expressao da quantidade de movimento angular da pa B; em relagao
ao link L; para obter sua taxa de variagao em fR.

Refeita esta observagao, utilizaremos a relagao obtida na equacao da secao

2.3t

%Hpi/lzi + vai % 9%(}Pi — M}—ezt/l’i (39)

No entanto, na secao [2.3] o desenvolvimento foi realizado tendo em vista um

ponto. Podemos integrar esta formulacao para todos os pontos de uma pa B;

Bi Bi B

i

e, desta forma, obtemos:

RYBi/Li L RyLli o RGBi — ZMFezt/Li (3.11)

Ou, de forma mais especifica para o problema sob estudo:
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B;
R h
. d T
— i Bi(t) = ki Bi(t)ng = —-H/Ti o5 (vai X / Ryl dr)
dt hr 0

dt

onde v

(3.12)

Finalmente, efetuando as manipulagoes necessarias, obtemos as N equacoes de

movimento que eram procuradas:

e % Bi(t) + ¢ Bi(t) + ki Bi(t) + mp Q*d }%T sin(B;(t)) =
mp %T [E(t) sin(¢; + Qt + Bi(t)) — ii(t) cos(d; + 2t + B;(t))] (3.13)

3.4 Verificacao e resultados

3.4.1 Verificacao das equacgoes

Utilizaremos novamente o modelo desenvolvido no artigo de FLOWERS e TONGUE

[19], conforme contido no se¢ao 2} para comparagao. As equagdes (3.5)), (3.6) e (3.13)
serao comparadas com as equagoes (2.24]), (2.25)) e (2.26)).

Comparando as equagoes (3.5)) e (3.6) com as equacoes ([2.24]) e (2.25)) podemos

verificar que, além daquelas observagoes ja feitas anteriormente, os termos relacio-

nados ao comprimento da pa apresentam-se diferentes.

O comprimento da péa aparece no modelo desenvolvido por FLOWERS e TON-
GUE [19] (equagoes e (2.27]) sem a divisao por dois que estd presente no
modelo aqui desenvolvido (equagdes e ) Isto se deve a hipdteses diferen-
tes adotadas no desenvolvimento de cada. O modelo de FLOWERS e TONGUE
[19] considera que a péd pode ser representada como uma massa puntual localizada
no seu centro de massa, enquanto aqui a massa da pa foi considerada continuamente
distribuida ao longo de seu comprimento.

Desta forma, o que a principio seria uma diferenca no modelo nao é de fato
uma diferenca, pois hr em nosso modelo considera o comprimento da pa e R no
modelo de FLOWERS e TONGUE [19] representa a metade do comprimento da pa.
Se substuirmos hp nas equagoes e aqui desenvolvidas pelo 2R, estas se
tornam equivalentes as equacoes e de FLOWERS e TONGUE [19].

Até o presente momento, os modelos poderiam ser considerados equivalentes,
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Figura 3.3: Posicao angular das pas para o ponto central da regiao de instabilidade
(170 rad/s) considerando o modelo de pas unidimensionais e rigidas

mas resta analisar a equacao (3.13). Comparando a equagao (3.13)) com a equagao
(2.26)) e desprezando as observagoes que ja foram feitas anteriormente, resta somente

uma diferenca. Esta novamente se deve a diferenca de hipoteses adotadas em relagao
a distribuicao da massa da pa.

No entanto, diferentemente do que ocorreu nas primeiras duas equagoes compa-
radas, as duas consideracoes nao se mostram equivalentes na equacao. Se substituir-
mos hy na equacao aqui desenvolvida (3.13|) pelo 2R das equagoes de FLOWERS
e TONGUE [19] (2.26)), esperarfamos obter R? no primeiro termo, como no modelo

de FLOWERS e TONGUE [19], mas podemos verificar que feita a substitui¢do em
4R?
3
Tal fato nos permite diagnosticar que a consideracao aqui adotada de massa

(3.13) obteremos no primeiro termo

continuamente distribuida ao longo da pa resulta em diferenca nas equagoes do
sistema de nosso modelo em relagao as do modelo desenvolvido por FLOWERS e
TONGUE [19]. E razodvel supor que esta diferenca se deve & inércia de rotacao da
pa.

Resta avaliar o quanto esta diferenca literal representa nos resultados numéricos

de cada modelagem.

3.4.2 Verificagao quantitativa

Agora buscamos de fato simular a modelagem obtida, ou seja, simular as equacoes

(3.5)), (3.6) e (3.13) para os trés casos anteriormente estudados: velocidade angular
do rotor igual a 170 rad/s, 230 rad/s e 119.2 rad/s, e comparar os resultados com

aqueles obtidos para as equacoes , e .

Assim como na simulagao numérica do modelo de pas puntuais, visando excitar
o sistema, modelamos um impacto lateral na aeronave através de uma velocidade
inicial lateral. Este impacto inicial excitard o sistema e permitira a identificagao das
frequéncias de ressonancia.

Comparando as figuras 3.3 ¢ [3.4] com as figuras 2.7 e 2.8 percebemos que ambas
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Figura 3.4: Posicao do centro da cabeca do rotor para o ponto central da regiao de
instabilidade (170 rad/s) considerando o modelo de pas unidimensionais e rigidas
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Figura 3.5: Posicao angular das pas para o ponto acima da regiao de instabilidade
(230 rad/s) considerando o modelo de pas unidimensionais e rigidas

as modelagens, com pas puntuais e pas unidimensionais, apresentam instabilidade
neste ponto. Contudo, tanto a posi¢ao angular das pas quanto o deslocamento do
centro da cabeca do rotor apresentam valores de amplitude aproximadamente 20%
superiores na modelagem de pds unidimensionais quando em comparac¢ao com a mo-
delagem de pés puntuais, além de apresentar uma ligeira modificacao na frequéncia
de oscilagao.

Em seguida, comparando as figuras [3.5] e [3.6] com as figuras e[2.13] percebe-
mos que ambas as modelagens, com pas puntuais e pas unidimensionais, apresentam
estabilidade neste ponto. Tanto a posicao angular das pas quanto o deslocamento
do centro da cabeca do rotor apresentam valores de amplitude muito pequenos. No

entanto, as curvas apresentam caracteristicas ligeiramente diferentes.

Por tltimo, comparando as figuras [3.7 e [3.8 com as figuras e[2.17, percebe-
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Figura 3.6: Posi¢ao do centro da cabeca do rotor para o ponto acima da regiao de
instabilidade (230 rad/s) considerando o modelo de pas unidimensionais e rigidas
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Figura 3.7: Posicao angular das pas para o ponto abaixo da regiao de instabilidade
(119.2 rad/s) considerando o modelo de pas unidimensionais e rigidas
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Figura 3.8: Posicao do centro da cabeca do rotor para o ponto abaixo da regiao de
instabilidade (119.2 rad/s) considerando o modelo de péds unidimensionais e rigidas

mos que ambas as modelagens, com pas puntuais e pas unidimensionais, apresentam
se no limiar da instabilidade neste ponto, apresentando batimento. Contudo, tanto
a posicao angular das pas quanto o deslocamento do centro da cabeca do rotor apre-
sentam valores de amplitude aproximadamente 2.000% superiores na modelagem de

pas unidimensionais quando em comparagao com a modelagem de pas puntuais.
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Capitulo 4

Modelagem considerando
excentricidade, gravidade e pas
bidimensionais - visando turbinas

eolicas

Em vista da dificuldade encontrada para obter artigos relacionados a ressonancia
de solo de helicépteros, em parte devido a nao assinatura e disponibilizacao pela
CAPES de jornais dedicados a indtstria aerondutica, e por outro lado reforgada
pela greve que atingiu a biblioteca da UFRJ e prejudicou a procura por artigos em
bibliotecas filiadas ao COMUT, adotou-se outra estratégia.

Pode-se considerar que a questao da ressonancia de solo contém aspectos seme-
lhantes ao problema da vibracao de turbinas edlicas. Desta forma, buscou-se artigos
com esta motivacao e que contivessem resultados experimentais para comparagao.

A tese de doutorado desenvolvida por SARACHO [22] e o artigo de SANTOS
et al. [23], desenvolvido a partir dos resultados daquela tese, foram considerados
ideais para este estudo.

No entanto, os trabalhos de SARACHO [22] e SANTOS et al. [23] apresentam
algumas diferencas nas hipdteses adotadas para a elaboracao do modelo. As pas
sao modeladas como vigas de Euler-Bernoulli com massas posicionadas em suas
extremidades livres. Nao se considera, em relagao a viga, forcas de cisalhamento,
inércia de rotagao ou massa distribuida. No entanto, o modelo considera a massa
distribuida das massas localizadas nas pontas das vigas e, portanto, a inércia de
rotacao nao pode ser negligenciada. Aquele trabalho considera somente o primeiro
modo de vibragao da viga.

Portanto, a modelagem desenvolvida na se¢ao anterior para ressonancia de solo

em helicépteros precisa ser adaptada, por ter sido elaborada sobre hipoteses dife-
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Figura 4.1: Representacao grafica da modelagem do sistema, considerando pés bi-
dimensionais

rentes.
Além disso, considerou-se que esta era uma boa oportunidade para, a partir de

uma estratégia diferente, verificar se obteriamos as mesmas equacoes.

4.1 Definicao de hipdéteses para a modelagem

Iremos neste terceiro e tltimo modelo alterar as consideracoes feitas anteriormente
para adaptar a modelagem a turbinas edlicas. Antes, considerou-se que as mas-
sas das pas podem ser consideradas massas puntuais ou unidimensionais e rigidas.
No entanto, podemos expandir o modelo para abranger pas bidimensionais rigidas
e considerar ainda a existéncia de excentricidade. Precisamos também adaptar o
modelo desenvolvido para considerar a agao da gravidade, ou seja, o peso das pés.
A consideracao do peso das pés se faz necessaria pelo posicionamento vertical das
turbinas edlicas.

As demais consideragoes permanecem as mesmas.
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4.2 Conservacao da quantidade de movimento li-

near do sistema

Considerando uma base {ny, n,} fixa no referencial inercial 28 e um sistema de coor-
denadas cartesiano com origem no centro geométrico da cabeca do rotor, conforme
a figura anterior, quando na posi¢ao neutra, ou seja, quando as molas nao estao
tensionadas, podemos escrever a posicao do centro de massa da cabeca do rotor

(Hx*) em relagao a origem (O) do sistema de coordenadas como:

pH*/O(t) =z(t) + e cos(e + Qt))ny + y(t) + e sin(e + Qt)) ny (4.1)

Considerando que o conjunto rotor gira com velocidade angular constante igual
a €, que cada uma das pas possui uma fase, ou azimute, igual a ¢; = (i — 1) X %’T
(onde N é o nimero de pés do rotor) e que cada um dos N links dista d da origem,
podemos entao escrever a posicao do ponto L; (posicao do link da pa B; em fR)

COImo:

pH/O(t) = (a(t) +d cos(di + Q) + (y(t) + d sin(éi + Q0))my (4.2)

Conforme vimos anteriormente, a quantidade de movimento linear total do sis-

tema pode ser escrita como:

N N
iRGT:DC‘GH—|—X:XRGBZ' :mH%vH*—I—Z (/ Ayl dm) (4.3)
i=1 i=1 \/Bi

A partir da definicao de centro de massa para uma pa B;

1

—/ pPi/Odm—>/ p"/C dm = mppP*/°, (4.4)

podemos aplicar a derivada temporal para obter

R d R d
a pPi/O dm, — mp — pBi*/O N / iRVPi dm = mp ERVBZ'*, (45)
dt Bi dt Bi

Desta forma, a quantidade de movimento linear total do sistema sera:

N N
ERGT _ ERGH + Z%GBZ = myy ERVH* + Z (mB D‘{VBZ-*)
=1 =1 (4 6)

N
=my iRVH* + NmB E : (ERVBZ'*>
i=1
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A posicao do centro de massa de uma pa B; pode ser escrita como:

pP* Oty = (x(t) +d cos(¢; + Qt) + (L + ]%T) cos(¢; + Qt+ Fi(t))) my an
+ (y(t) + d sin(¢; + Qt) + (L + %) sin(¢; + Qt + 5;(t))) n

Podemos entao utilizar a 2* lei de Newton, conforme a seguir:

Z Ferl = RGT — (—cp ii(t) — ky 2(8)) 1y + (—cy §(t) — ky y(t)) ny = % G" (4.8)

E finalmente, efetuando as manipulacoes necessarias, obtemos as duas primeiras

equacgoes de movimento:

(Nmp +my) @(t) + cp i(t) + by 2(t) = empy Q2 cos(e + Q)+

Mz

g ( L+ { sin(¢y + Qt + Bit)) + (ng(wc))2 cos(¢i + Qt + Bi(t))

(4.9)

=1

(Nmp+mp) ij(t) +c, 9(t) + k, y(t) = emy Q® sin(e + Qt)+

S (L) 3 [fe) coston+ 20+ 50 — (904 Aie)) sinfen + 20+ 5(0)

(4.10)

4.2.1 Considerando a inclusao da gravidade

Conforme citado anteriormente, uma diferenga importante entre a modelagem para
helicopteros e turbinas edlicas resulta do fato de que naquele o rotor encontra-se na
horizontal e neste o rotor encontra-se na vertical.

Isto faz com que a gravidade tenha de ser incluida no modelo aqui desenvolvido
para possibilitar a comparac¢ao com o estudo de SANTOS et al. [23].

A gravidade é inserida na equagcao , no termo das forgas externas »_ Fe*.

A forga externa gerada pela acdo do peso da pa pode ser calculada a partir de
seu centro geométrico. Desta forma, o somatério dos momentos externos em relagao

a L; pode ser escrito como:
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Figura 4.2: Representacao grafica da modelagem das forgas externas
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D Fex = (= i(t) = ky () my+ (= §(t) —ky y(t) = (N mp +myr) g)my (4.11)

E desta forma as equacoes tornam-se:

(Nmp +mpg) @(t) + cp 2(t) + ky 2(t) = empy Q2 cos(e + Qt)+

i (L) 3 [/i(t) sin(6;-+ Q1+ 5,(0) + (2 4:(1)) cos(or + Q1+ Bi(1)

=1

(4.12)

(Nmp+mp) ijt) +c, y(t) + k,y(t) + (Nmp +my) g =emy Q* sin(e + Q)+

—mp (L+h7T) Z [51(0 cos(¢; +Qt + Bi(t)) — (Q + ﬁz(t)>2 sin(¢; + Q1+ Bi(t))

=1

(4.13)

4.3 Conservacao da quantidade de movimento an-

gular das pas

Conforme visto anteriormente, a quantidade de movimento angular de uma pa B;

com respeito a um ponto L; pode ser escrita como:

RypBi/Li _ / pP/L s Ry P i (4.14)
B;

onde pP/%i é o vetor posicdo de um ponto p de uma pé B; com respeito ao ponto
L;. Sendo B; um corpo rigido, a velocidade de um ponto p de B; pode ser escrito

CO1mo:

onde RwPi é a velocidade angular da pa B; em R, ou ( + 3i)ns conforme
definimos anteriormente.

Sendo assim, a quantidade de movimento angular pode ser escrita como:
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B;

(4.16)
—/ pli/tbi x Ryl dm+/ pli/E s (BwBi x pfi/te) dm.
B; B;
Utilizando a definicao de centro de massa, em relacao a um ponto L;,
1
m Jp, B;

temos que

B; B;
(4.18)
Ainda, sabendo que o vetor de inércia de uma pa B; com relagdo a um ponto L;
em uma diregao n é definido como o produto do tensor de inércia de B; com relagao
. . B;/L; T .
a L; pelo unitario n, ou seja, que I, /Li — Bi/Li n, e sendo n um vetor unitario

com a mesma diregdo de w (no caso, n3), podemos utilizar a seguinte relagao:

/ PP/l s (BB pP/LeY iy — / pP/ s ((wnP) x pP/E) dm
Bi Bi

:w/ pfi/Li x (n® x pP/Li) dm

B;

_ w]:fi/Li (4.19)
= wIBi/ti . n

= IB:/Li . yn

_ [Bi/Li R ,Bi

Reunindo-se entao os termos desenvolvidos acima, podemos reescrever o vetor

quantidade de movimento angular segundo a seguinte expressao:

REB/L = [P/ BBy pBis/Li s Byl (4.20)

Conforme visto na segao se tomarmos momentos com rela¢do a um ponto
movel no referencial inercial, desde que nao se trate do centro de inércia do corpo,
como o ponto L;, a equacao de movimento para um corpo, no caso para uma pa B;

que se move em um referencial inercial assume a forma:
Z MFeat/Li — REPBi/Li 4 RyLi o Rl (4.21)
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Para obtermos a derivada temporal da quantidade de movimento angular em R
devemos transpor a derivada temporal em R para a derivada temporal em B;, de tal
forma que o tensor de inércia seja invariante. Isto se da pois o tensor de inércia do
corpo considera a posicao de pontos genéricos do corpo em relacao a um ponto de
referéncia para o tensor de inércia, fixo no corpo. Desta forma, a taxa de variacao
do tensor de inércia de um corpo em relagao a um referencial fixo no préprio corpo é
igual a zero. Podemos entao obter a taxa de variacao da quantidade de movimento

angular do corpo da seguinte forma:

) Raq
RypBi/Li _ Ry Bi/Li

dt (4.22)
% ERHBZ‘/L'L + msz‘ > ERHBi/Li

B;
Substituindo uma equacao na outra, chegamos a:

B;

(4.23)

Bix/Li gm relagao ao referencial

Cabe observar que a derivada do vetor posicao p
fixo em B; também ¢ igual a zero. Obtemos entao uma expressao para a taxa de
variacao da quantidade de movimento angular de uma péa B; em torno de um ponto

Lii

NP/ L = [Bi/ i RgBi 4 pBis/Li g Ralig 404
4288 % [Bi/Li . R ,Bi 4+ RBi x pBi*/Li x m Ayl ( ’ )

Finalmente, obtemos a equacao de movimento para uma pa B; se movendo num

referencial inercial da seguinte forma:

ZMfext/Li = [Bi/Li RBi | pBir/Li oy Rgliy

(4.25)
E)ini % I[Bi/Li . %wBi 4 D{wBi % pBi*/Lz‘ % mva" + ERVLZ- X ERGLZ'

Devemos entao desenvolver o tensor de inércia de uma pa B; em relagao a L;,
expresso no referencial fixo em B;. Conhecemos os momentos de inércia de um
solido paralelepipedo retangular em relacao ao seu centro de massa. Definindo que

o paralelepipedo considerado possui altura h;, largura w, e profundidade desprezivel.
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Dessa forma, sabemos que seus momentos de inércia com relagao ao centro de massa

Sao:

12 (4.26)

A partir dai, basta utilizar as relagoes de transposicao de momentos de inércia
de um corpo com respeito a dois eixos paralelos, passando um deles pelo centro de

massa do corpo:

4 =15, +mp(ps® + p3?)
15 = Loy + mp(ps® + pi?)
15 = Ty + mp(pi® + ps?)

| (4.27)
I{Jﬁ = I}, — mppip;
Lyj = Lys — mppsp;
Lii = I3 — mppp;
Sabendo que p; =p; =0e p; = R+ %, temos que
. h? e\’
I =mp (ﬁﬂmg) )
2
w
Ik =mp—L
2= ) (4.28)
. h? + w? he ”
e (P20 )

L; _ yL; _ vL: __
I =Ty =137 =0

Dessa forma, o tensor de inércia para uma pa B; em relacdao ao seu respectivo

link L; é escrito como:

hi £)2
5 T (R + %) 02 0
mp 0 % 0 (4.29)
(hi+w?) By )2
0 0 o+ (R + 3)

Com o tensor de inércia desenvolvido acima e utilizando a equagao de movimento
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-MmMgg

Fz = c; Bi'(t) + k; Bi(t)

Figura 4.3: Representacao grafica da modelagem das forcas de reagao no link

para uma pa B; se movendo num referencial inercial, obtemos as N equagoes de

movimento que eram procuradas:

2 2

mp (R + %T) [(2) sin(i + Qt + Bi(t)) — §(t) cos(@; + 2t + fi(t))] (4.30)

(

4.3.1 Considerando a inclusao da gravidade

A gravidade é inserida na equacao (4.25), no termo dos momentos externos
Z M]:ezt/Li .

O momento externo gerado pela acao do peso da pa, em relacao ao link L;,
pode ser calculado a partir de seu centro geométrico. Desta forma, o somatorio dos

momentos externos em relagao a L; pode ser escrito como:

ST — e Bi(1) =k Bit) — mp g (R+ %T) cos(¢; + Qt + Bi(t))  (4.31)

E desta forma a equacao resultante é:
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2 2
(% + ]%T +hrR+ R¥)Ymp Bi(t) +c; Bi(t) + ki Bi(t) +mp Q* d (R+ %) sin(Bi(t))+

+mpg(R+ }%T) cos(@ + Q1 + fi(t)) =

4.4 Verificacao, validacao e resultados

4.4.1 Em relacao as equagoes dos modelos anteriores

Iremos comparar este terceiro modelo com os dois modelos desenvolvidos anterior-
mente.
Se considerarmos a excentricidade, o comprimento, a gravidade e a largura da

massa igual a zero (hipéteses do modelo de pés puntuais), obteremos:

(Nmp+mp) &(t) + ¢, @(t) + ky x(t) =

mp R Zl [Bi(t) sin(e; + Qt + B;(1)) + (Q + Bi(t))2 cos(¢; + Qt + @-(t))} (4.33)

(NmB + mH) y<t) + ¢y y(t> + ky y(t) =

s RS |Ai(t) cos(oi+ 01+ (1) — (94 (1)) sins, +m+@-<t>>]

(4.34)

que sao equagoes iguais as do primeiro modelo.
Por outro lado, se considerarmos a excentricidade, a gravidade, a distancia e a

largura da massa igual a zero, mas o comprimento da massa igual ao comprimento

da pa (hipdteses do modelo de pas unidimensionais rigidas), hr, obtemos:
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(NmB + mH) x(t) + Cy :B(t) + k’x ZB(t) =

DY {Bg(t) sin(6, + 91+ 5(0) + (24 (1)) cosloy + 91+ @(t))} (4:36)

(N mp +mg) ij(t) + ¢, 9(t) + k, y(t) = emy Q sin(e + Qt)+

—mg hr Z Bi(t) cos(¢i + Qt + Bi(t)) — (Q + 51(75))2 sin(¢; + Q1 + 5@@))]

7 =1
(4.37)
hi 3 ; o hr .
?mB Bi(t) + ¢ Bi(t) + ki Bi(t) + mp Q°d o sin(3;(t)) =
mpg }%T [Z(t) sin(¢; + Qt + Bi(t)) — 4(t) cos(d; + Qt + Bi(t))] (4.38)

que sao equagoes de movimento iguais as do segundo modelo.
Obtivemos portanto, através de estratégias diferentes, as mesmas equacoes, o que
aumenta a confianca no modelo desenvolvido. Além disso, isto leva a concluir que os

primeiro e segundo modelos sao casos especificos do terceiro modelo desenvolvido.

4.4.2 Em relacao as equagoes dos trabalhos de referéncia

A comparacao serd realizada com o modelo linearizado de segunda ordem, conforme
desenvolvido por SARACHO [22] e também utilizado por SANTOS et al. [23]. E
importante ressaltar que o modelo aqui desenvolvido e o modelo desenvolvido por
SARACHO [22] partem de hipéteses diferentes, principalmente no que diz respeito
a modelagem das pas. Temos de ter consciéncia, portanto, de que esta comparagao
sera realzada de forma aproximada, mediante adaptacoes nos modelos. Porém, as
diferencas nas hipdteses nao sao muitas e nao inviabilizam uma comparagao apro-
ximada. E, tendo em mente as limitacoes desta comparacao, considera-se que esta
é importante para realizar uma verificagao da modelagem aqui realizada, sendo es-
perados equagoes e resultados aproximados ao de SARACHO [22].

Conforme dito acima, o modelo aqui desenvolvido e o de SARACHO [22] possuem
concepcoes diferentes e precisam ser adaptados de forma a ser possivel comparar suas
equacoes. O modelo aqui desenvolvido tera de ser linearizado de forma a permitir a
comparagao. Serao desprezados também os termos de aceleracao e relativos ao eixo

ny, pois o experimento daquele trabalho nao os utiliza e o objetivo final é a com-
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paracgao de nosso trabalho com o experimento. Por sua vez, o modelo utilizado por
SARACHO [22] e SANTOS et al. [23] tera de ser alterado em maior profundidade.

Primeiramente, a notacao utilizada em SARACHO [22] e SANTOS et al. [23]
sera alterada para facilitar a visualizacao. Ainda, aquele modelo considera viga
de Euler-Bernoulli, que serd adaptado para nossa hipdtese de viga rigida. O grau
de liberdade das pas sera alterado para angular. Por ultimo, aquele modelo sera

linearizado apds a adocao de posi¢ao angular para as pas.

Adaptagao de nossas equagoes

Visando comparar estas equacoes com as que foram desenvolvidas neste trabalho,
assumiremos as mesmas hipdteses de SARACHO [22]: serao desconsiderados os
amortecimentos (c, e ¢; iguais a zero), os termos em y (pois este nao é um grau de
liberdade admitido no experimento publicado em SARACHO [22] e SANTOS et al.
[23]), o nimero de pds serd definido como quatro (N = 4) e consideraremos uma

massa puntual (ou seja, h; e w; iguais a zero). Desta forma as equagdes (4.12) e

(4.32) serao:

(Amp +mp) @(t) + ky 2(t) = empy QO cos(t + €)+
4

+mpR ) [Bi(t) sin(¢; + Qt + Bi(1)) + <Q + ffz-(t))2 cos(@; + Qt + Bi(t))

=1

(4.39)

R%mp ﬁ,(t) + ki Bi(t) + mp Q*d R sin(B;(t)) + mp g R cos(¢; + Qt + Bi(t)) =
mp RZ(t) sin(¢p; + Qt + 5;(t)) (4.40)

A 1ltima etapa para permitir a comparagao entre o modelo aqui desenvolvido e
o de SARACHO [22] e SANTOS et al. [23] é linearizar as equagoes. Consideraremos
B pequeno e desprezando-se os termos nao lineares, as equacoes seriam equivalentes.

Precisamos primeiro expandir os senos e cossenos utilizando as seguintes relacoes:

sin(g; + Qt + 5;(t)) = sin(¢; + Qt) cos(Bi(t)) + cos(¢; + Qt)sin(B;(t))  (4.41)

cos(p; + Qt + Bi(t)) = cos(¢; + Qt) cos(Bi(t)) — sin(¢; + Qt)sin(B;(t))  (4.42)
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As equagoes tornam-se:

(4mp +mpy) i(t) + ky z(t) = empy Q2 cos(Qt)+
4

+mp R Z [ﬁz(t) (sin(¢; + Q2t) cos(B;(t)) + cos(¢; + Qt) sin(B;(t)))+

i=1

¥ <Q ¥ @@))2 (cos(¢ + Q1) cos(B;(t)) — sin(éi + Q) sin(B;(1)))|  (4.43)

R’mp @(t) + ki Bi(t) + mp Q*d R sin(Bi(t)) + mp g R (cos(¢; + Qt) cos(Bs(t))+
—sin(¢; + Qt)sin(f;(¢))) =
mp RI(t) (sin(¢; + Q2t) cos(B;(t)) + cos(¢; + Q) sin(5;(1))) (4.44)

Depois, fazendo a adaptagao para [ pequeno, ou seja, fazendo sin(f) = f e

cos(f) = 1, temos:

(4mp +mp) i(t) + k, 2(t) = empy Q* cos(t)+
+mpR Z [Bi(t) (sin(e; + Q1) + cos(és + Q1) Bi(1))+

(24 AD) (cos(n+ Q1) — sin(or +Q0)5,(0)| (4.45)

R*mp Bi(t)+ ki Bi(t) +mp Q* d R B;(t) +mp g R (cos(d;+Qt) —sin(¢;+ Q1) B(t))

Expandindo os termos temos:
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(4mp +mp) &(t) + ke 2(t) = empy Q* cos(Qt)+
+mpR Z [@, ) sin(¢; + Q1) + Bi(t) cos(d; + Qt)Bi(t)+

+ Q% cos(s 4+ Q) + 2Q8,(t) cos(d; + Q) + Bi(t)? cos(d; + Qt)—

—Q%sin(¢; + Qt)B;(t) — 208;(t) sin(¢; + Q1) Bi(t) — Bi(t)? sin(¢; + Q1) Bi(t)
(4.47)

R*mp 5z(t) + ki Bi(t) + mp Q*d R Bi(t) +mp g R cos(¢; + Qt)+
—mpg R sin(¢; + Q1)5;(t) =
mp RZ(t) sin(¢p; + Qt) + mp RE(t) cos(¢; + Qt)5i(t) (4.48)

Desprezando os termos nao-lineares (63, (2, BB, B8 e if), sabendo que
Zle 02 cos(¢; + Qt) = 0, multiplicando a ultima equagao por R e reorganizado

as equagoes chegamos a:

(4mp +mH) B(t) + kp 2(t) = empy QF cos(Qt)+

+mpR Z [ﬁl sin(¢; + Qt) + ZQBZ( ) cos(d; + Qt) — Q*sin(¢; + Q1) Bi(t)

(4.49)

R’mp Bz(t) + ki Bi(t) + mp Q*d R Bi(t) +mp g R cos(¢; + Qt)+
—mpg R sin(¢; + Q1)5;(t) =
mp Ri(t) sin(¢; + Q) (4.50)

Adaptacao das equacgoes do trabalho de referéncia

SARACHO [22] apresenta as equagOes considerando a possibilidade de movi-
mentacao no eixo ny e considerando a possibilidade de aceleracao angular. No
entanto, os experimentos sao realizados com a restricao do conjunto em n,, s6 se
movimentando em n; e com velocidade angular constante.

Desta forma, visando facilitar a comparacao das equacoes, apresenta-se a seguir

as equagoes de SARACHO [22] desconsiderando a equagao para ny e os termos de
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aceleragao angular.

4 4 4
<m2 + Z mﬂ-) T — Z (mp, sin(¢ + 6;)ii;) — 2¢ Z (mp, cos(¢ + 6;)u;) +
] i=1 =1

4

+ 42‘52 Z (mp, sin(¢ + 0;)u;) + ko =
=1

4

¢? [emg cos(p + ) + Z (mp, (L; +1;)cos(p+6;))| (4.51)

=1

mp, ﬂi“‘kiui_mﬂ ézui_FmPi ¢2 5L

u; +mp, g cos(¢+ 0;) =

Analisando o desenvolvimento realizado por SARACHO [22], identificamos que o

° 6 L .
termo mp, ¢* %
1

diferente da adotada neste trabalho. Este termo, segundo a autora, é associado a

u; utilizado resulta da consideracao de viga de Euler-Bernouli,

rigidez geométrica e é obtido a partir da equagao:

1 [k v\ >
Ty, = 5/0 Ni(&) (8_2> d&; (4.53)

De acordo com SARACHO [22], a for¢a normal ao longo da viga pode ser des-
prezada, dado que a massa da viga foi considerada desprezivel, de tal forma que
somente a contribui¢ao da massa concentrada é considerada. Desta forma, segundo

ela, a forca normal pode ser obtida conforme descrito por Kane et al 1987.

Ni(&) = mp,(Li +17)¢? (4.54)

Desta forma, a energia potencial associada a rigidez geométrica é dada por:

1 [Li 00\ 2
Tgi = 5/0 mp,(L; + ;)¢ (az_) d&i (4.55)

SARACHO [22] compara em seu trabalho diferentes fungées de interpolagao e
conclui que a seguinte equacao ¢ a que melhor descreve o deslocamento ao longo de

cada uma das vigas:

3 2 3

A integracao resulta em:
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3
91_5LZ

No entanto, o termo para a energia potencial associada a rigidez geométrica apa-

™

rece na equagao de equilibrio dinamico do conjunto em derivada simples. Portanto,

a expressao torna-se:

6 .
5L, mp, ¢2(Lz’ + 1)U, (4.58)

A partir do entendimento deste termo é possivel adapta-lo as hipdteses aqui
adotadas. Neste caso, a barra é rigida, ao contrario da viga de Euler-Bernoulli do
trabalho de SARACHO [22]. Sendo assim, a fungao de interpolagao a ser utilizada

seria:
L;
Desta forma a equagao resulta em:
1 )
To = 5 mp,¢”(Li + ri)uf (4.60)

E com a derivada simples a expressao torna-se:

1 .

Visando adaptar as equagoes de SARACHO [22] a hipdtese de vigas rigidas,
substituiremos portanto na equacao o termo %mpiqp(l/i + r;)u; por Lim pi(,Z.sz(Li +
i) U

Desta forma a equacao se torna:

o (Li +14)

mp, U; + k;u; — mp, gz'52ui—i—mpi ? T w; +mp, g cos(¢p+6;) =

mp, & sin(¢p + 6;) (4.62)
Ou, simplificando:

mp, il; + ki u; + mp, ¢ % u; +mp, g cos(¢ + 6;) = mp, & sin(¢ + 6;) (4.63)

Considerando ainda que a notacao utilizada por SARACHO [22] é diferente da-
quela aqui utilizada, iremos fazer as seguintes adaptagoes para facilitar a comparagao

(importante ressaltar que a notagdo é diferente mas as grandezas envolvidas sao
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equivalentes):

my = my
mp, = mp
¢ = Qt
0= 6, (4.64)
Li=R
r,=d
p=c¢€

Fazendo as substituicoes acima e reorganizado a primeira equacao, ela pode ser

assim escrita:

(4mp +mpy) i + ke = QPemp cos(QUt + €)+

4
+ Z [mup sin(Q + ¢;); + 2Qmp cos(Qt + ¢;)i; — Pmpsin(Qt + ¢)w;| +

=1

+) QPmp(R+d) cos(Q + ¢;)  (4.65)

=1

O ultimo termo, Z?Zl ?mp(R + d) cos(Qt + ¢;), considerando-se que ¢; = (i —
1) x %r, onde N =4, é igual a zero, dado que sao dois pares de cossenos com 7 de

fase entre si. Desta forma as equagoes passam a ser:

(4mp +my) i + ke = Q2emy cos(QUt + €)+
4
+ Z [mB sin(Qt + sz)ul + QQTTLB COS(Qt + gzﬁz)uz - Q2mB sin(Qt + Qb,)uz} (466)

=1

d
mpi; + k; u; + mpg Q2 T +mp g cos(Q + ¢;) = mp @ sin(QU + @) (4.67)

Por 1ltimo, o modelo de SARACHO [22] considera a distancia linear entre a
posicao da ponta da pa e sua posicao em repouso u;, enquanto neste trabalho foi
considerada a posicao angular 8. A posicao longitudinal u; pode ser escrita como
Rsin(f) e, consequentemente, u; e t; podem ser escritos, respectivamente, como

Recos(8)5 e R(cos(8)5 — sin(B)).

Realizando essas substituigoes as equagoes tornam-se:
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(4mp +mpg) i + kyx = Q%emp cos(Qt + €)+
4
+ Z [mB sin(Qt + ¢;)R(cos(8)5 — sin(B)3) + 2Qmp cos(Qt + ¢;) R cos(B) f—
=1

—VPmpsin(Qt + ¢;)Rsin(B)]  (4.68)

. . d
mp R(cos(B)B — sin(B)B) + k; Rsin(3) + mp Q? = Rsin(B)+

+mpg cos(Q + ¢;) = mp @ sin(QU + ¢;) (4.69)

Depois, fazendo a adaptagdo para [ pequeno, ou seja, fazendo sin(f) = f e

cos(f) = 1, temos:

(4mp +mpg) i + kyx = Q%emp cos(Qt + €)+

4
+ Z [mB sin(Qt + ¢;)R(B — BB) + 2Qmp cos(Qt + ¢;)RF—

i=1

—Pmpsin(Qt + ¢;)RB]  (4.70)

mp R(B—B6)+k; R+mp Q> % RB+mp g cos(QU~+¢;) = mp & sin(Qt+¢;) (4.71)

Expandindo os termos temos:

(4mp +mpg) i + kyx = Q%emp cos(Qt + €)+
4
+ Z [mB sin(Qt + ¢;)R(B — BB) + 2Qmp cos(Qt + ¢;) RB—
i=1

Pmpsin(Qt + ¢;)RB]  (4.72)

mp R(6—BB)+k; RB+mp O % RB+mp g cos(Q+¢;) = mp & sin(Q+¢;) (4.73)

Desprezando os termos nao-lineares (63, (2, BB, B8 e if), sabendo que
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Z?:l 02 cos(¢; + Qt) = 0, multiplicando a ultima equagao por R e reorganizado

as equagoes chegamos a:

(4mp +mpy) i + ke = empQ cos(QUt + €)+

4
+mpRY [B SIn(Q + 6;) + 208 cos(Q + ¢;) — Q2 sin(QF + @)5] (4.74)

=1

R*mp B+k R2B+mp Q2 dRB+mp g Rcos(Qt+¢;) = mp Ri sin(Qt+ ¢;) (4.75)

Comparacao entre as equagoes adaptadas

Comparando-se as equagoes e com as equagoes e pode-se
constatar que o modelo linearizado de SARACHO [22] é compativel com o modelo
aqui desenvolvido, feitas as devidas adaptacoes e a linearizacao do modelo aqui
desenvolvido.

No entanto, pode-se verificar que existem duas diferencas.

Primeiramente, k; de SARACHO [22] é substituido por k;R%. Tal diferenga é
facilmente explicada pois SARACHO [22] ¢ SANTOS et al. [23] consideram o des-
locamento linear da ponta da pa e portanto k; tem unidade % Em nosso caso,
consideramos o deslocamento angular e, portanto, k; tem unidade N.m. Desta
forma, considera-se que estes termos sao equivalentes, quando considera na inser¢ao
das grandezas na simulacao. Ou seja, na simulagao de nosso modelo devemos multi-
plicar o valor de k; utilizado em SARACHO [22] pelo valor de R? também utilizado
naquele trabalho.

Em segundo lugar, o termo —mpg R sin(¢; + Qt)5;(t) de nossa formulacao,
mesmo apds adaptacoes e linearizacao, nao esta presente na formulacao de SARA-
CHO [22] e SANTOS et al. [23]. Podemos supor que esta diferenga se dd por uma
linearizacao forcada do termo referente a atuacao da gravidade. Este é o tnico
termo de fato diferente entre as formulacoes, mesmo apds consideradas as diferentes
hipoteses.

Feita esta andlise, e apesar diferenca no termo da gravidade, considera-se que a
comparagao com o modelo de SARACHO [22] referenda o modelo aqui desenvolvido.

Resta realizar a simulagao de nosso modelo e comparar os resultados com as
simulagoes e resultados experimentais obtidos por SARACHO [22] e SANTOS et al.
[23].
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Comparacao com os resultados experimentais

Iremos orientar a simulagdo para os paramétros experimentais utilizados por SA-
RACHO [22] e SANTOS et al. [23] visando possibilitar a comparacao de resultados.

Os parametros da bancada de testes por eles utilizados sao descritos na tabela
6.1 da tese de SARACHO [22].

No entanto, conforme descrito na se¢ao 6.1.2 deste trabalho, ao conectar o shaker
a bancada de testes, a frequéncia natural e o amortecimento sao alterados. SARA-
CHO [22] entao realiza a medigao de frequéncia amortecida e fator de amortecimento
com o shaker montado, calculando por fim a rigidez equivalente do conjunto com o
shaker montado. Utilizaremos este valor para k.

O shaker utilizado por SARACHO [22] serve para excitar o sistema. Neste
trabalho, modelamos a excitagao inicial do shaker utilizado por [22], através de
uma velocidade inicial diferente de zero, excitando o sistema.

Vale lembrar também que na simulacao de nosso modelo devemos multiplicar k;
por um comprimento ao quadrado para compatibilizagao de unidades. Considerando
a distancia u; modelada por SARACHO [22] e SANTOS et al. [23] como referindo-se
ao deslocamento da posicao central da massa na ponta da viga, iremos utilizar o k;
de SARACHO [22] multiplicado por (R + )2,

Dessa forma, utilizando a modelagem aqui desenvolvida, representada pelas
equagoes e , e utilizando os dados descritos na tabela 6.1 da tese de
SARACHO [22], com as corregoes realizadas naquele trabalho para o shaker para
k. e k;, chegamos ao resultado mostrado nas figuras [£.4] e [4.5

Este resultado pode ser comparado tanto com o resultado da simulacao de SA-
RACHO [22] e SANTOS et al. [23] como com o valor experimental exibido nestes
trabalhos, aqui representados nas figuras e[d.7]

O resultado numérico aqui obtido (figuras e é compativel com a com-
paracao realizada anteriormente sobre as equagoes de SARACHO [22] e SANTOS
et al. [23] e as aqui desenvolvidas. Os resultados numéricos que obtivemos sao bas-
tante semelhantes aqueles obtidos por SARACHO [22] e SANTOS et al. [23], tanto
numéricos (figuras e quanto experimentais.

Considera-se que as eventuais diferencas existentes resultam da diferenca nas
hipoteses adotadas.

Porém, considera-se que tais diferencas sao pequenas e o modelo aqui desenvol-
vido conseguiu atingir um resultado muito satisfatério. Mesmo tratando-se de um
modelo de consideravel simplicidade, os resultados foram suficientemente préximos
daqueles obtidos por um trabalho elevada complexidade.

Para verificar a representatividade de nosso modelo, seria necessario compara-lo

com resultados experimentais obtidos de um experimento projetado a partir das
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Figura 4.4: Grafico em cascata demonstrando a variacao das frequéncias criticas do
conjunto em funcao da velocidade de rotagao do rotor, mediante excitagao da base

1ol

1200 |

1000

200 -

Velocidede de FotaSo[RDLA)

400 -

200

Frequingia[Hz)

Figura 4.5: Gréafico de densidade demonstrando a variacao das frequéncias criticas
do conjunto em funcao da velocidade de rotacao do rotor, mediante excitagao da
base
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Fig. 5. Theoretical waterfall diagram showing the varation of the critical frequencies of the assembly as a function of
the rotational speed. Excitation acting on the support mass and vibration response of the supporn mass on the base: (A)
frequency related to the rotational speed ¢: (B) frequency related to the parametric vibration of the mode (BR), ws + ¢:

(C) frequency related to the parametric vibration of the mode (BR), ws — ¢; (D) frequency w1 related to the mode shape
(RB), where m; = 6.39 Hz.

Figura 4.6: Grafico tedrico em cascata dos trabalhos de SARACHO [22] e SANTOS
et al. [23] demonstrando a variacao das frequéncias criticas do conjunto em fungao
da velocidade de rotacao do rotor, mediante excitagao da base

o Frequency [Hz]

Fig. 9. Experimental waterfall diagram showing: (A) frequency related to the rotational speed ¢: (B) frequency
(s + ¢) related to the parametric vibration of the mode (BR); (C) frequency (s — ¢) related to the parametric
vibration of the mode (BR): (D) frequency e related to the mode shape (RB), where e = 6.6 Hz.

Figura 4.7: Gréfico experimental em cascata dos trabalhos de SARACHO [22] e
SANTOS et al. [23] demonstrando a variagdo das frequéncias criticas do conjunto
em funcao da velocidade de rotacao do rotor, mediante excitacao da base
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mesmas hipdteses do modelo.
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Capitulo 5

Conclusao e sugestao para

trabalhos futuros

Neste trabalho desenvolvemos modelos de sistemas acoplados rotor-pas visando a
modelagem de dois sistemas distintos: helicépteros e turbinas edlicas. Partiu-se
das hipéteses adotadas por COLEMAN [9], fazendo-se as adaptagdes necessérias
até chegar ao modelo final, passando, durante o desenvolvimento, por trés modelos
distintos.

Pudemos concluir que os primeiro e segundo modelos desenvolvidos (péds como
massas pontuais e unidimensionais e rigidas, respectivamente) sdo casos especiais
do terceiro modelo desenvolvido (pas bidimensionais rigidas, considerando efeitos
da gravidade). Desta forma, podemos considerar que as equagoes ([£.12), e
(4.32)) representam o modelo mais abrangente aqui desenvolvido. Todos os outros
podem ser considerados casos especiais destas equagoes.

Obteve-se um resultado satisfatorio quando da comparacao entre as equacoes
, e , aqui desenvolvidas na primeira modelagem, e as equa(;()es,
e (2:26), do trabalho de FLOWERS e TONGUE [19]. Os resultados numéricos
apresentaram algumas diferencas que se supoe advindas de equivocos na deter-
minagao dos eixos dos gréficos no trabalho de FLOWERS e TONGUE [19], dado
que nao foram encontrados erros no trabalho aqui desenvolvido, apesar de extensiva
investigacao, e pelo fato de os graficos apresentarem sempre o mesmo comporta-
mento.

A segunda modelagem permitiu visualizar, a partir da analise das equagoes de-
senvolvidas (equagoes , e ) e de seus resultados numéricos, que a
consideracao de massa concentrada no centro geométrico da pa nao é equivalente a
um modelo com massa distribuida, sendo que se acredita que este tltimo, de massa
distribuida, é mais préximo aos sistemas reais de helicopteros e turbinas edlicas.
Desta forma, motiva-se e justifica-se o desenvolvimento de um modelo mais com-

plexo.
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Desta forma partiu-se para um terceiro modelo, visando uma modelagem mais
completa, que permitisse representar tanto helicépteros quanto turbinas edlicas.
Este modelo considera pas dimensionais rigidas, com massa continuamente dis-
tribuida, além de considerar a acao da gravidade e a existéncia de excentricidade
no rotor. As equacoes e , da terceira modelagem, também obtiveram
suficiente semelhanca com as equacgoes e dos trabalhos de SARACHO
[22] e SANTOS et al. [23], quando consideradas as diferengas de hipéteses adotadas
em cada trabalho (este trabalho considerou as pas rigidas e o modelo de SARACHO
[22] as considerou como vigas de Euler-Bernoulli, ou seja, flexiveis). Ainda com as
diferentes hipdéteses adotadas, os resultados numéricos e experimental apresentaram
razoavel semelhanca, permitindo verificar o modelo aqui desenvolvido.

Além disso, como o modelo foi todo desenvolvido neste trabalho, desde a definicao
de hipédteses, obtencao das equagoes de movimento e simulacao numeérica, foi possivel
obter conhecimento suficiente sobre o mesmo de forma a permitir, no futuro, novas
adaptacgoes do modelo e possiveis aprimoramentos.

Para futuros trabalhos, as seguintes atividades sao sugeridas: (i) pesquisa de ou-
tros trabalhos académicos, preferencialmente experimentais, que apresentem dados
que permitam a simulacao do modelo aqui desenvolvido em diferentes situagoes e
comparagao dos resultados, (ii) pesquisa de outros trabalhos de forma a identificar
possiveis oportunidades para aprimoramento da modelagem, (iii) utilizar o modelo
desenvolvido para desenvolver estratégias de controle de vibracao em maquinas ro-

tativas, (iv) utilizar o modelo desenvolvido para estudar a estabilidade de sistemas.
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