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Resumo

Uma solucdo aproximada para as tensbes em um anel de material poroso
submetido a compressdo entre duas placas planas é proposta utilizando o método dos
blocos e a funcdo de escoamento de Drucker-Prager. Para isso, primeiramente é feita
uma analise comparativa entre duas solugbes aproximadas, para um disco e para um
anel, ambos de material denso, sendo escolhida entre essas duas solu¢cdes a mais

adequada para a analise de um anel de material poroso.



Abstract

An approximate solution to model the stresses in a ring, made of porous
material, subjected to axial compression between two plates is proposed using the slab
method and the Drucker-Prager yield function. Initially, a comparative analysis for two
approximate solutions is presented, for a disk and for a ring, both made of dense
material, and the most appropriate is used for the analysis of a ring made of porous

material.
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1 Introducéao

Este trabalho tem como objetivo desenvolver uma solucdo que descreva o
comportamento de um anel de material poroso quando submetido a compressao entre
duas placas planas. Para isso, primeiro serdo apresentadas as solucdes para o
comportamento de um disco de material denso, isto é, um material livre de porosidade,
calculadas por duas hipoteses distintas. A primeira hipdtese conduz a uma solucao ja
conhecida, presente na literatura [1], que serd utilizada para validar tanto a segunda
hipdtese quanto as solucBes obtidas para um anel também de material denso. Em
seguida, serdo apresentadas as solucGes para um anel de material denso, utilizando as
mesmas hipoOteses, com o objetivo de selecionar a melhor solucdo para ser

posteriormente utilizada na analise do comportamento do anel de material poroso.

O método dos blocos (um método baseado em tensdes) € um método de limite
inferior e foi utilizado para obter uma solucéo aproximada do problema, esse método é
amplamente utilizado na analise da conformacdo mecanica dos materiais [2]. O método
dos blocos é um método simplificado, porém muito utilizado, pois seus resultados sao
frequentemente aproximacdes razoaveis, apesar de ser baseado numa condicdo de
equilibrio ndo verdadeira na zona de deformacéo. Para simplificacdo do processo supde-
se que em todos o0s pontos do corpo as direcBes principais podem ser consideradas um
sistema coordenado de referéncia, onde essas tensdes sofrem variagfes principalmente

em uma diregdo e podem ser consideradas constantes nas outras.

Para estabelecer o critério de escoamento nos modelos de material sélido foi
utilizado o critério de Tresca, devido a sua simplicidade, e para 0 modelo de material
poroso foi utilizado o critério de escoamento de Drucker-Prager [3,4]. O critério de
escoamento de Drucker-Prager leva em consideracdo nao somente a tensdo desviadora,
mas também a tensdo hidrostatica e também satisfaz as condi¢bes de simetria e

convexidade que sdo necessarias para a teoria de plasticidade de materiais porosos.

Para a utilizacdo dos critérios de escoamento sera considerado um coeficiente de
atrito grande o suficiente para que a tensdo radial seja compressiva em todo r

considerando valores obtidos por Robinson e Arrstrong [5].
1



Uma solucdo para esse caso foi apresentada por Hawkyard e Johnson [6], mas
utilizando outros métodos de solugdo e outras teorias para descricdo do atrito no
contato, como a lei de Seibel [2], diferentemente desse estudo que ird utilizar a lei de

Coulomb.



2 Solucéo para um Disco Denso

Inicialmente serd estudada uma primeira hipotese para a analise do disco, que
conduz a uma solucéo ja conhecida e, em seguida, uma hipdtese proposta, que fornecera
uma solucéo alternativa para o problema. Para essas solucfes sera considerado um disco
de material denso submetido & compressdo entre duas placas planas como indicado na
figura 1.

Figura 1 — Compresséo de um disco

2.1 Solucéo Classica

Para a primeira solucdo sera utilizado o método dos blocos, onde é necessario
considerar uma condi¢do de equilibrio de um elemento infinitesimal do disco,

denominado bloco.

| -

(@ (b)
Figura 2 - Bloco isolado. (a) vista superior (b) vista lateral
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Fazendo a equacéo de equilibrio das forcas representadas na figura 2 na direcéo

radial, tem-se:

do
oyh.rd6 — (0, + do,)h(r + dr) dO — 2trdrd6 + 20y senThdr =0 (D

Fazendo a seguinte consideracdo para angulos muito pequenos

do dob
sen7z7, do < 1 (2)

e eliminando d@ da equacéo (1),tem-se:

o.hr — g.hr — o,.hdr — do.hr — do,hdr — 2trdr + gghdr = 0 3)
Reorganizando os termos, obtém-se:

o hdr + do,.hr + 2trdr — oghdr = 0 (4)

A seguir, € utilizada a Lei de Coulomb para relacionar a tensdo cisalhante e a

pressdo aplicada, por meio do coeficiente atrito u.

T = P )
Substituindo a equacado (5) na equacéo (4), resulta:

(0, — 0g)hdr + do,hr + 2uPrdr = 0 (6)
Substituindo r = 0 na equacéo (6) se obtém

oy = Og (7)
Supondo que (7) é vélida para todo r, obtém-se

do,h + 2uPdr =0 ()

Essa hipdtese é comumente utilizada na solugdo desse problema, por isso sera
utilizada como pardmetro de comparacdo para o0s modelos desenvolvidos

posteriormente.

Usando o critério de Tresca para obter uma equagéo para P:

4



0-1 - 0-3 = O-y (9)

onde o, € a tensdo de escoamento a tragdo, que € considerada igual a tensdo de

escoamento a compressao.
Nesse caso, o; = —a, € g3 = —P. Substituindo na equacao (9), obtém-se:
P =o0,+ o0, (10)
e substituindo (10) em (8), tem-se:
do.h = —Zu(ay + ar)dr (11D

Separando as variaveis e integrando ambos os lados, sabendo que em r = D/Z'

o, = 0:
or d r9
f s _,udr (12)
0 (Uy + Gr) 2 h
gy + oy 2u (D )
T === — 13
ln< Oy ) VA (19

Isolando -, se obtém a solugdo para a solugéo classica
D

oy =0, (eZT”(TT) — 1) (14)

2.2 Solucgéo Proposta

Para essa solucdo também sera utilizado o método dos blocos, com isso, é
necessario novamente considerar uma condicdo de equilibrio de um elemento

infinitesimal do disco.



@) (b)

Figura 3 — Bloco isolado. (a) vista superior (b) vista lateral

Fazendo a equacdo de equilibrio das forcas, representadas na figura 3, em um

elemento infinitesimal de um disco na direcdo radial, tem-se:
dé
(0, +do,)hrdO — a,.h(r + dr) dO — 2trdr d6 + 20y sen7hdr =0 (15)

Fazendo a seguinte consideracdo para angulos muito pequenos

de do
sen7 ~ do « 1 (16)

e eliminando d@ da equacéo (15)

o-hr + do,.hr — g.hr — o,.hdr — 2trdr 4+ oghdr = 0 (17)
Reorganizando os termos, obtém-se

o hdr — do,.hr + 2trdr — oghdr =0 (18)

Utilizando novamente a Lei de Coulomb para relacionar a tensdo cisalhante e a
pressédo aplicada por meio do coeficiente atrito u no disco e substituindo a equagéo (5)

na equacdo (18) tem-se:
(0, — 0g)hdr — do,hr + 2uPrdr = 0 (19)

Emr=r= D/Z, sera considerada a variacdo de tensdo radial muito pequena,

ou seja, da,- = 0. Logo, da equacéo (19), se obtém



(6, —0g)h + 2uPr, =0 (20)

e resolvendo para gy,

2
o 1)

Og = 0, +
Z] ' h

Supondo que (21) é valida para todo r, tem-se

2
(O’r -0, — #Pre> hdr — do,hr + 2uPrdr = 0 (22)

e reorganizando os termos,

do,hr — 2uP(r —r,)dr =0 (23)
Usando o critério de Tresca para obter uma equacéo para P:

0, — 03 = 0y (24)

Nesse caso, o; = —a, € g3 = —P. L0go, substituindo na equacao (24) resulta

P =o0,+o0, (25)

e substituindo (25) em (23), obtém-se

do,.hr = Zu(ay + O’r)(T‘ —1,)dr (26)

Separando as varidveis e integrando ambos os lados, sabendo que em r =1,

o, = 0:
9 do "2u(r—r,
f r_ f 2u(r—r) dr @7
o Oy to, T h r
oy+or\  2u T\ R
In < 5 > = 7(7’ —1,)+In (7> (28)

Resolvendo para o,

2ure

T
0 = 0 [(—e) "o - 1] (29)




e substituindo r, = D/2 na equacao (29), se obtém a solucéo para a segunda hipotese

ubD

DV o3
o, =0, (Z) en\2) —1 (30)

2.3 Comparacao das Solucdes

Observando o gréfico da figura 4, nota-se que para a segunda solucdo ao se
aproximar do raio zero a curva tende a infinito, diferente da curva da solucéo classica
que possui um valor definido. Quando as curvas se aproximam da extremidade do disco,
a segunda equacao possui uma curva menos acentuada, consistente com a hipotese de

variacdo da tensdo radial muito pequena nas proximidades desse ponto.

c./o,
9

T
\
8 ‘-‘ Sol. Cldssica ——
\
\

) \ ----- Sol. Proposta _| |

/—/_.._
f

Figura 4 — Gréfico de o,

A seguir serdo utilizadas as mesmas duas hipéteses para um anel sélido, para

que seja possivel analisar a diferenca de comportamento das curvas para este caso, da
mesma forma que foi feito para o disco.



3 Solucéo para um Anel Denso

Nesse capitulo serdo estudadas para um anel as mesmas duas hipoteses
estudadas para um disco. Para essas solucdes vamos considerar um anel de material
denso submetido a compressdo entre duas placas planas, como indicado na figura 5,

com os raios representados como descritos na figura 6.

F

0 Te=ml

h{ 2r. r

Figura 5 — Compressdo de um anel

Figura 6 — Raios interno e externo

Para que o problema de um anel possa ser resolvido, é necessaria a consideragéo

de que existe um raio intermediario . onde a tenséo radial € maxima.



3.1 Caso 1 - Solucédo anéloga a classica para o disco

Para essa solucdo sera utilizado o método dos blocos onde, primeiro, serd
necessario encontrar a equacao de equilibrio para o intervalo entre o raio interno r; € 0

raio intermediario 7, e aplicar a hipotese utilizada na solucao cléssica para o disco.

h cr Gr_d cr

T
a)

| -

@ (b)

Figura 7 — Bloco isolado. (a) vista superior (b) vista lateral

Fazendo a equacdo de equilibrio para as forcas representadas na figura 7 em um

elemento infinitesimal do anel, tem-se

do
oyhr d0 — (0, + do,)h(r + dr) d6 + 21rdr dO + 20y sen7hdr =0 (31)

Fazendo a seguinte consideracdo para angulos muito pequenos:

de do
sen—- =~ —-, df <1 (32)

eliminando d6 em (31), tem-se:

o,hr — g.hr — o,.hdr — do,.hr — do,hdr + 2trdr + gghdr =0 (33)
Reorganizando os termos, obtém-se:

o-hdr + do,.hr — 2trdr — oghdr =0 (34)

Utilizando novamente a Lei de Coulomb para relacionar a tensdo cisalhante e a

pressdo aplicada por meio do coeficiente de atrito no anel e substituindo a equacdo (5)

10



na equacéo (34), obtém-se uma equacao de equilibrio simplificada para o intervalo entre

e

(0, — gg)hdr + do,hr — 2uPrdr = 0 (35)
Substituindo r = 0 na equacéo (35) obtém-se para esse ponto:

o, = 0y (36)
Supondo que (36) é valida para todo r; < r < r, tem-se

do-h — 2uPdr = 0 (37)
Usando o critério de Tresca para obter uma equacéo para P:

0, — 03 = 0y, (38)

Nesse caso, o; = —a, € g3 = —P. Substituindo esses valores na equacéo (38)

P = o (39)

e substituindo (39) em (37), se obtém:

do.h = Zu(ay + ar)dr (40)

Separando as varidveis e integrando em ambos os lados, sabendo que em

r=r;,0,=0:

j 7 __doy j "2 d (41)
_— —ar
o (oy+0y) n B
o, + 0 2u
ln( yay r> =7(r—ri) (42)

Organizando os termos e resolvendo para o, se obtém a solucdo desse caso para

valoresder; <r <,

o =0, (eZTM(T_ri) - 1) (43)

11



Agora sera necessario encontrar também a equacéo de equilibrio para o intervalo

entre 7, e 0 raio externo r, para que seja possivel utilizar o método dos blocos.

@ (b)

Figura 8 — Bloco isolado. (a) vista superior (b) vista lateral

Fazendo novamente a equacdo de equilibrio, agora das forcas representadas na

figura 8 de um elemento infinitesimal do anel, tem-se

do
oyhr d0 — (0, + do,)h(r + dr) d6 — 21rdr dO + 20y sen7hdr =0 (44)

Utilizando novamente a hipotese (32) e eliminando d6 e o termo de segunda

ordem, se obtém:

o,hr — g.hr — o0,.hdr — do,.hr — do,hdr — 21rdr + gghdr =0 (45)
e organizando os termos, resulta:

o-hdr + do,.hr + 2trdr — oghdr =0 (46)

Utilizando novamente a Lei de Coulomb para relacionar a tensdo cisalhante e a
pressdo aplicada pela substituicdo da equacdo (5) na equacdo (46), obtém-se uma

equacao de equilibrio simplificada para o intervalo entre 7. e 7,:

(0, — 0g)hdr + do,hr + 2uPrdr = 0 (47)
Substituindo r = 0 na equacao (47), obtém-se para esse intervalo:

o, = 0y (48)

12



Supondo que (48) é valida para todo 7, < r < 1, tem-se
do,h + 2uPdr =0 (49)

Novamente utilizando Tresca para obter uma equagdo para P e neste caso
também sendo g, = —0, € o3 = —P obtém-se a equacdo (39). Substituindo essa
equacdo em (49), se obtém

do.h = —Zu(ay + ar)dr (50)

Separando as variaveis e integrando em ambos os lados sabendo que em

r=1,0, =0:

o do, "2u
j —_—= —j —dr (51
0 (O-y + 0-7') Te h
oy +or\ 24
1n< 5 )- A (r,—1) (52)

Resolvendo para a,., tem-se a solugdo do primeiro caso para valores de 7, < r <

Te
0y = 0y (eHoe — 1) (53)

Como representado no grafico da figura 9, pode-se ver que ao igualar as
equacoes (43) e (53) obtém-se a posicdo do raio intermediario r. como sendo o raio

médio entre r; e 7.

o, [MPa]

Ot max

r [mm]
r r

i C e

Figura 9 — Gréfico esquematico para r,
13



3.2 Caso 2 — Solucéo anéloga a proposta para o disco

Para essa solucdo, mais uma vez serd necessario encontrar uma equacao de
equilibrio para o intervalo entre os raios r; e 1., agora para resolver o problema

considerando uma hipdtese similar a solugdo proposta para o disco, na secéo 2.2.

Gr_d Gr

(@) (b)

Figura 10 — Bloco isolado. (a) vista superior (b) vista lateral

Fazendo a equacdo de equilibrio das forcas representadas na figura 10 na direcdo

radial para um elemento infinitesimal do anel, tem-se

de
o hr d — (0, + do,.)h(r + dr) d6 + 21rdr dO + 20y sen7hdr =0 (54)

Fazendo a seguinte consideracdo para angulos muito pequenos:

dé do
sen7 =~ > do <1 (55)

eliminando d@,
o,hr — g.hr — o,.hdr — do,.hr — do,hdr + 2trdr + gghdr =0 (56)
e organizando os termos, obtém-se

o hdr + do,.hr — 2trdr — oghdr =0 (57)

14



Utilizando novamente a Lei de Coulomb e substituindo a equagdo (5) na
equacdo (57) se obtém uma equacéo de equilibrio simplificada para o intervalo entre r;

er:
(0, — gg)hdr + do,hr — 2uPrdr = 0 (58)

Em r = r;, sera considerada a variagdo de tensdo radial muito pequena, ou seja,

do, = 0. Logo, da equagdo (58), se obtém
(o, —agg)h — 2uPr; =0 (59)
e resolvendo para gy,

2p
Og = 0y — TPTL- (60)

Supondo que (60) é vélida para todo r; < r < . e substituindo em (58) obtém-se

2
(ar — o, + %Pn) hdr + do,hr — 2uPrdr = 0 (61)

Reorganizando os termos

do hr + 2uP(r; —r)dr =0 (62)
Usando novamente o critério de Tresca para obter uma equacédo para P:

0, — 03 = 0y (63)

Nesse caso, o; = —a, € g3 = —P. Substituindo esses valores na equacao (63), se obtém

P = gy + o, (64)
Substituindo a expressdo (64) em (62), resulta:

do,.hr = 2,u(0y + O'T)(T —1r)dr (65)
Separando as variaveis e integrando ambos os lados, sabendo que em r =r;,

o, = 0:

15



or d T — 1
f oy :f pa—m (66)
0 Ti

gy + oy h r
o, + o 2uU I
LA e AN
ln< 5 )— A (r rl)+ln(r) (67)

Organizando os termos e resolvendo para a,, tem-se a solugcdo desse caso para

valoresder; <r <r,

Ti i 28y ]
(_) e _q (68)

Agora serd necessario encontrar também uma equacdo de equilibrio para o

intervalo entre 7, e 0 raio externo r,.

cr_d Gr Gr

N

T
p

| -

(@ (b)

Figura 11 — Bloco isolado. (a) vista superior (b) vista lateral

Fazendo a equacdo de equilibrio das forcas representadas na figura 11 em um

elemento infinitesimal do anel, tem-se

do
(6, +do,)hrdO — a,.h(r + dr) dO — 2trdr d6 + 20y sen7hdr =0 (69)

Fazendo a seguinte consideracdo para angulos muito pequenos:

do 4o do < 1 70
sen ) = ) ) ( )
eliminando d@,

16



o.hr + do,.hr — g.hr — o,.hdr — 2trdr + oghdr = 0 (71)
e organizando os termos
o hdr — do,.hr + 2trdr — gghdr =0 (72)

Utilizando novamente a Lei de Coulomb, equagéo (5), para relacionar a tenséo
cisalhante e a pressdo aplicada por meio do coeficiente de atrito no anel, na equagéo

(72) obtém-se a equacdo de equilibrio para o intervalo entre 1. e 7,
(0, — gg)hdr — do,.hr + 2uPrdr = 0 (73)

Em r = r,, seré& considerada a variacdo de tensdo radial muito pequena, ou seja,

do, =~ 0. Logo, da equacdo (73), obtém-se
(0, —0g)h + 2uPr, =0 (74)
e resolvendo para gy,

2
o (75)

Og = 0, +
9 T h

Supondo que (75) é vélida paratodo r, < r < r, tem-se

2
<0T -0, — %Pre) hdr — do,hr + 2uPrdr = 0 (76)

e organizando 0s termos,
do,hr — 2uP(r —r,)dr =0 (77)

Novamente utilizando Tresca para obter uma equacdo para P e nesse caso
também sendo o, = —o, € g3 = —P obtém-se a equacdo (64). Substituindo a equacéo
(64) em (77), tem-se

do,.hr = 2,u(ay + O'T)(T —1,)dr (78)

Separando as variaveis e integrando ambos os lados, sabendo que em r =1,

o, = 0:

17



fo—ri:frz_ﬂﬂdr (79)
0 T

gy + oy _ h r
oy to,\ 21 T, e
In <O'—y> = 7 (T - re) +In (?) (80)

Resolvendo para o,., tem-se a solucéo desse caso paravaloresder, <r <r,

2Ure

T
o = o, l(_e) R e _ 1] 81)

3.3 Comparacéao das Solucdes

A partir dos graficos das figuras 12, 13 e 14 pode-se observar que para o caso 1
0 ponto de maior tensdo se encontra no raio médio. Ja para o caso 2, o0 ponto de maior
tensdo se desloca para a esquerda do grafico quanto menor o raio interno. Outro aspecto
a se observar € que quanto menor o raio interno, menor é a diferenca entre as tensdes

maximas.

Para que o caso 1 possa ser utilizado, é necessario ter uma razdo entre o raio
externo e a variagdo entre 0s raios interno e externo pequena. Para essa condi¢do, ao
serem comparados 0s pontos de tensdo maxima entre os dois casos, observa-se que
esses pontos sao muito préximos, ou seja, 0 ponto de tensdo maxima é muito proximo

do raio médio.

Para a solucdo de um anel de material poroso, serd estudado apenas o caso 1,
considerando um anel com raio externo suficientemente grande e uma variagéo entre 0s

raios interno e externo pequena.
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4 Critério de Escoamento

A funcdo de escoamento de Drucker-Prager, que é utilizada para solos, pode ser
utilizada como uma aproximacdo para materiais porosos, e € dada pela seguinte

equacao:

f =4/, +BL (82)

onde A e B sdo parametros do material a serem determinados, J, é o segundo invariante

do tensor de tensdo desviadora e I; € o primeiro invariante do tensor de tensfes, como

se segue
1

Jo=3S.5 (83)

L=trT (84)

Para encontrar A e B serdo analisadas duas situacGes distintas, compressao

uniaxial e pressao isostatica. Para compressdo uniaxial tem-se

o;1 0 O
T=10 0 0 (85)
0 0 O
Nesse caso, se tem o seguinte tensor de tensdo desviadora:
[fon 0 0 ]
1
0 0 —%O’ll
e 0s seguintes invariantes:
1 2
J2 = 5011 (87)
11 =011 (88)
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Substituindo os valores encontrados em (87) e (88) na funcdo de escoamento de

Drucker-Prager (82), obtém-se

A
f=AJJ, +BIl = (ﬁ + B) 011 (89)

Considerando a compressdo uniaxial oy, igual a tensdo de escoamento o, a

compressdo, que para materiais porosos depende da densidade, a equacéo (89) fica

f= (% + B) a, (90)

Agora para pressao isostatica tem-se

P 0 O

T=|0 P 0 (91)
0 0 P

com 0s seguintes invariantes

J2=0 (92)

Substituindo novamente os invariantes encontrados na funcdo de escoamento de

Drucker-Prager (82), se obtém
f =A\], + BI, = 3BP (94)

Considerando a pressdo isostatica P igual a pressdo de escoamento P, a

compressdo, que para materiais porosos depende da densidade, na equacéo (94)
f =3BP, (95)

Fazendo um sistema com as equacdes (90) e (95)

f:(%+3)”y (96)
f =38P,
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obtém-se uma solucdo para os parametros A e B em funcdo da tensdo e pressdo de

escoamento
A=+3 (1 Ty ) (97)
3P,
o
B=-2 (98)
3P,

Substituindo (97) em (98), encontra-se uma relacédo entre A e B

A=+3(1-B) (99)

Para definir A e B, equaces (97) e (98), é necessario utilizar uma relacdo entre a
tensdo de escoamento de um material poroso (o), que depende da densidade, e a
tensdo de escoamento de um material denso (o). Para isso, a relacdo seguinte serd

utilizada
gy = 60y (100)

onde § deve satisfazer a condicdo de que para uma densidade relativa R igual a
densidade relativa inicial R,, a tensdo de escoamento a,, € nula, logo § deve ser igual a
zero e também a condicdo que para uma densidade relativa R igual a um, a tensdo de

escoamento a,, € igual a do material denso gy, logo & deve ser igual a um.

Logo, § pode ser definido como:

R_RO

§ =1 R (101)
e R é definido por
densidade do material poroso
~ “densidade do material denso (102)
Reorganizando a equacgao (98) para P,
P, = poy, (103)
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onde g = 1/3B, obtém-se a relacdo entre a pressdo de escoamento P, e a tensdo de

escoamento a,, necessaria para definir A e B.

A expressdo para S deve satisfazer a condicdo de que para uma densidade
relativa R igual a um, a tensdo de escoamento o,, deve ser igual a tensdo de escoamento
gy, COM isso a pressdo de escoamento P, tendera a infinito, logo f também devera
tender a infinito e também a condi¢do que para uma densidade relativa R igual a
densidade relativa inicial Ry, a tensdo de escoamento o, se aproximara de zero, com
Isso a pressdo de escoamento P, também deve ser proxima de zero, logo S tera um valor

positivo constante, que nesse caso sera assumido o valor de um.
Logo, S é definido como:

_1_R0
" 1—R

p (104)

Substituindo a equacao (100) na equacéo (103), encontra-se uma relacdo entre a

pressdo de escoamento e a tensdo de escoamento de um material denso
P, = fo, = B0, (105)

Substituindo as equacdes (101) e (104) em (105), obtém-se

R_RO
Py=<1_R)00 (106)

Agora podem ser encontradas as variaveis A e B em funcdo apenas da densidade

relativa:
SRS
A=+3(1-B) =\/§[1—%(11__§0)] (108)

4.1 Critério de Escoamento para Simetria Axial

Usando a lei da normalidade para a taxa de deformacéo plastica,
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& = AVf (109)

e substituindo a funcéo de escoamento de Drucker-Prager (82), onde

S
Y = 110
V) = N (110)
Vll = I3x3 (111)
obtém-se
=1 <2\/_+Blgx3> (112)

Para um anel sob compresséo uniaxial sabe-se que &, = &3, logo

A’(A > +B> = (A >3 +B> (113)
2 \/]_2 2 \/—
e simplificando, encontra-se
52 = 53 (114)
Entdo, nesse caso, 0 segundo invariante do tensor de tensao desviadora J, fica
1 1 ., )
A =§s.s=§(s1 +252) (115)

Também para S, = S5, vé-se que o, = g3. L0go,

1 2

Sl = 01— §tTT = 5(0-1 - 0-2) (116)
1 1

SZ = 0-2 - §tT'T = 5(0-2 - 0-1) (117)

Substituindo (116) e (117) em (115)

114

J ———(0—0)2+z(a —0)2]—1(0 —0,)? (118)
2_29 1 2 9 2 1 _3 1 2
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\/]_2:%(01 — 03)

(119)

E para essa mesma situacdo o primeiro invariante do tensor de tensées I; é dado

por

11=O-1+O-2+O-3=O-1+20-2

(120)

Retornando a funcdo de escoamento de Drucker-Prager (82) e substituindo nela

as equacdes (97), (98), (119) e (120), obtém-se

f= \/§<1 —%> (%(01 —Uz)>+%(01+202)
y y

Simplificando, igualando a equacdo (90) e substituindo a equacéo (99)

f=01+<&—1>02=0'
P y

y

e sabendo que

0.
B=-2
3P,

encontra-se o seguinte critério de escoamento para um anel de material poroso

f=01+@GBB—-1)0; =0,
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5 Solucéo para um Anel Poroso

Para obter uma solucdo que descreva o comportamento de um anel poroso
durante uma compressdo, serdo utilizadas as equacdes obtidas pelo método dos blocos

para um anel sélido usando a hipotese de que o, = gy € valida para todo r.

Utilizando a equac&o de equilibrio (37) obtida pelo método dos blocos para um

anel solido no intervalo entre o raio interno r; e .
do-h — 2uPdr =0 (125)

Utilizando o critério de escoamento (124) obtido anteriormente para um anel

poroso onde, nesse caso, o; = P € g, = 0y

P+ (3B -1)o, =0, (126)

e resolvendo para P

P =0, + (1-3B)o, (127)
Substituindo a equacgdo (127) na equacao (125), obtém-se

do,h — 2u(o, + (1= 3B)o,)dr =0 (128)

Separando as varidveis e integrando em ambos os lados, sabendo que em

r=r,0,=0:

far do, —Zﬁfrd 129
o oy to,(1-38) k)" (129)

In (Uy il “ra(l _ 33)) - %(r —7r)(1—3B) (130)

y

Resolvendo para o,, chega-se a solucdo para um anel poroso para valores de

rn<r<r
__ 9% 2H(r_r)(1-3B) _
T (e 1) (131)
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Substituindo (131) em (127), obtém-se uma solucédo para P:
P =g, (en(rra=m) (132)

Sabendo que pela Lei de Coulomb 7 = uP e substituindo a equagdo (132) se
obtém

T = Uo, (ezTﬂ(r‘”)(l'w)) (133)

Agora para o intervalo entre 7. e 0 raio externo r, serd utilizada a equacdo de

equilibrio (49) obtida pelo método dos blocos para um anel sélido
do,.h + 2uPdr =0 (134)

Utilizando novamente o critério de escoamento (124) obtido anteriormente para

um anel poroso onde, nesse caso, g; = P e g, = ¢, € resolvendo para P:

P=0,+ (1-3B)o, (135)
Substituindo a equacao (135) na equacao (134), tem-se

do,h + 2u(o, + (1= 3B)o,)dr =0 (136)

Separando as variaveis e integrando em ambos os lados, sabendo que em

r="1,0,=0:

jar doy = Zﬂjrd 137

o oyt (1-38) R (137)
o, +0,.(1—3B 2

ln( y T orl )> = - =3B (138)
ay h

Resolvendo para a,, chega-se a solucdo para um anel poroso para valores de

.<Tr<r
o = (e%"(re—r)u—ss) _ 1) (139)
" 1-3B

Substituindo (139) em (135), obtém-se uma solucédo para P:
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2u
_ Lare-r@-38)
P = ay (e h )

(140)

Sabendo que pela Lei de Coulomb 7 = uP e substituindo a equacdo (140) se

obtém

2l ) (1—
T = o, (e Lre-n( 33))

(141)

Nas figuras 15 e 16 estdo representados os graficos das tensdes a;., P e obtidas.
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5.1 Comparacao com Modelo Existente

Em Hawkyard e Johnson [6], uma solucdo para um anel de material denso

submetido a compressdo uniaxial é dada da seguinte forma:

1
P x ar; 3x2+1 x5 [(3964 +1)2 - 1]
—= (——1)—+ —+1In - (142)
ko \xg hoo|Get+1): 22 |@Bxd+ 12— 1]
2 4 1
P X\ ar, 3x2 +1 X [(3xb + 1)z — 1]
—=2(1——)—+ 1 —In T (143)
k Xp h (3x4 + 1)5 xg [(3364 + 1)5 _ 1]
Onde:
r
= (144)
T
Xa = T (145)
Xp = e (146)
Te
a =3y (147)
0o
k=— 148
NE (148)

Comparando a solucdo apresentada para o anel poroso com a solucao encontrada
por Hawkyard e Johnson [6], ambas representadas na figura 17, pode-se observar que 0s
pontos de pressdo méxima ndo coincidem, porém as pressdes méximas obtidas séo
muito proximas.

Apesar de Hawkyard e Johnson [6] também utilizarem uma condicdo de equilibrio
aproximada no elemento infinitesimal do anel, outras consideracdes e teorias utilizadas,

fizeram com que as solugdes obtidas fossem diferentes.

29



P/c,
2,2 T T
2

18 R=08 |
16 ~ e

14 — %\
1,2

1

08 - S SO tebu M B it e

0,6 [

0,4

0,2
0

~
L il T

r-r,/r.r;

\L D Q

> "2 Q o) A \e) > 42 Q
N Q?‘ Q?’ Qf’ Q?’ Q/\\ N N ,\/9

Figura 17 — Grafico de P paraRy = 0,7, 1; = 9mm e r, = 18, 6mm

30



6 Conclusao

Com base no método dos blocos, foi desenvolvido um modelo aproximado para
0 comportamento de um anel de material poroso quando submetido a compressao,
levando em consideracao as caracteristicas desse material e estabelecendo o critério de

escoamento utilizando a fungéo de Drucker-Prager.

Para chegar a essa solucdo foram estudados, por duas hipoteses, um disco e um
anel, ambos de material denso, cujos resultados foram apresentados e analisados, para
escolher dentre essas hipoteses a que melhor representava a solugdo do problema. A
hipdtese escolhida fixa o ponto de tensdo radial maxima no raio médio, enquanto na
outra hipdtese esse ponto flutua dependendo do valor para o raio interno. Porém foi
visto que para uma diferenca de raios pequena, 0s pontos onde ocorre a tensdo maxima
para os dois casos quase coincidem e a tensdo radial méaxima da hipotese escolhida era
muito maior. Por isso, para a solucdo de um modelo de anel de material poroso foi

considerada uma diferenca entre os raios interno e externo suficientemente pequena.

Outras andlises ainda podem ser feitas para esse modelo, como por exemplo, a
utilizacdo da lei de Seibel ao inves da lei de Coulomb, ou um aprimoramento do
segundo caso estudado, fazendo outras consideragdes visando obter uma solugdo mais

precisa para esse resultado.
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