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SUMARIO

Apresenta-se, formalmente, o problema geral da Dina
mica de Coxrpos ELasticoes, e estudam-se os problemas de respos
ta e estabilidade dinamica de cascas girando em torno do eixo
longitudinal, sujeitas a um carregamento que ndo acompanha o

movimento de rotacdo rigida da casca.

Através de uma expansdo em série de Fourier na vari
avel circunferencial, mostra-se que este tipo de carregamento

gera excitagdes periddicas sobre a casca.

Usando aproximacoes de diferenga finita no tempo e
de elementos finitos na direcido longitudinal obtém-se solu -

coes transientes lineares e naoc lineares.

Determina-se a solucgdo periddica correspondente ao
regime permanente e estuda-se a estabilidade infinitesimal des
ta solucgdo, derivando-se¢, explicitamente, a primeira aproxima

cdo das regides de ressonancia paramétrica.



SUMMARY

The general problem of Dynamics ¢§ ELastic Bodies is
presented, and the problems of dynamic response and stability
of rotating axisymmetric shells, under a non-rotating load,
are studied.

Using a Fourier series expansion for the circunfe -
rential variable it is shown that this load generates a perio
dic excitation on the shell.

Linear and non-linear transient responses are then
obtained through a finite difference approximation in the
time domain and a finite element discretization in the longi-

tudinal direction.

The steady-state periodic solution is determined
Its infinitesimal stability is studied and the first approxi-
mation of parametric resonance regions is explicity derived.
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I. INTRODUCKO

Em principio, o engenheiro esta sempre interessado em
resolver problemas reais. Mas durante o processo de resolugao,
o problema real &€ normalmente substituido por um problema ide-
al, o ideal pelo possivel e o possivel pelo viavel.

0 problema real que motivou este trabalho foi, inicial-
mente, a andlise dinamica de moinhos de bolas. Este tipo de mo
inho, tambem conhecido como moinho de pelotizacio de minério &
muito usado em industrias quimicas, indUstrias de mineragao e
em industrias de fabricagdo de cimento; sempre com o objetivo de
trituragio e consequente redugido do diametro das particulas do
conteudo. . Um moinho de bolas & essencialmente um casco de ago
de secdo transversal axissimétrica (geralmente cilindrica ou as
sociagao cone-cilindro) com eixo longitudinal horizontal ou 1li-
geiramente inclinado, contendo aberturas para alimentacac, numa
extremidade e para descarga, na outra. O casco € apoiado sobre
mancais que permitem a rotagao do moinho em torno do eixo longi
tudinal, quando solicitado por um torque aplicado numa das ex -
tremidades através de um sistema de polias ou rodas dentadas a-

cionados por um motor, figura 1.1.

Fig. 1.1 - Moinho de bolas de corpc cilindrico.



Do ponto de vista mecanico, um moinho pode ser idealiza
do como uma casca axissimétrica delgada girando em torno do ei-
xo de simetria e sujeita a agbes provenientes da iteragdoc entre
o contetdo (minério + bolas) e o casco do moinho. A questao
principal & justamente como simular as excitagoes geradas pelo
carregamento interno, uma vez que o conteldo nao tem uma lei de
comportamento bem definida.

Normalmente, os projetos de moinhos sao baseados apenas
na resposta estdtica do sistema, considerando-se o pesoc proprio
e o peso do conteudo, e desprezando-se os efeitos da rotacao
[I]e [Z]. Na tnica referéencia encontrada sobre analise dina-
mica ['3], os autores concluem, através de testes em modelos re
duzidos, que sido pequenos os efeitos dinamicos gerados pela ro-
tagdo, mas fazem ressalvas de que podem nao ter conseguldo simu
lar adequadamente os impactos causados pelos materiais dentro
do protdtipo. Além disto, estes testes nao foram suficientes pa
ra esclarecer a natureza das excitagoes geradas, e precisar a
influéncia da rotagao na resposta do sistema.

0 modelo mecanico que serd analisado no presente traba-
lho, ndo leva em conta impactos do conteldo sobre o casco, mas
considera os efeitos da rotacdo sobre a casca, € as excitagoes
dinamicas geradas por um carregamento fixo no espago, ou seja ,
admite-se que o carregamento tem intensidade constante e conhe-
cida, porém solicita diferentes regices da casca a medida que
esta gira. Além do carregamento estatico, analisou-se ainda o
caso em que o carregamento tem intensidade periddica no tempo.

Outros sistemas mecdnicos que sdo, essencialmente, cas-
cas de revolugdo, girando em torno do eixo de simetria, sao en-
contrados em rotores de centrifugas e de turbinas a gas, fre -
glientemente usados na indistria aerdniutica. O principal inte-
resse dos estudos desenvolvidos nesta area tem sido determinar
a influéncia da velocidade de rotagdc scobre as frequencias natu
rais e modos normais de vibracao [B, 5, 6, .7 e i], tendo -'sido
observado experimentalmente e demonstrado tedricamente, pelas
equacgdes do movimento, a existencia de ondas moveis na direcgao
circunferencial: no mesmo sentido (forward traveling waves) e
no sentido oposto a rotaciao (backward traveling wavesg); ao con-
trario do caso estacionaric onde os modos normais de vibragao

sao cndas fixas.
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Neste ponto define-se o problema ideal que sera estuda-
do nos proximos capitulos: Vibragdes de cascas axissimétricas
com movimento de rotagdo; incluindo resposta dinamica, vibra-
cbes livres e estabilidade paramétrica. [9, 10, 11],

No capitule II saoc apresentados os fundamentos da meca-
nica do continuo, visardo principalmente formulagdes gerais dos
problemas de resposta e estabilidade dindmica de corpos elasti-
cos, [12-16].

No capitulo IIT, partindo das equagoOes gerais obtidas
no capitulo anterior, derivam-se as expressoes das componentes,
'(no sistema intrinseco da superficie média), dos tensores de
tensao e deformagdo de uma casca como um corpe tridimensicnal.
Atraveés das hipoteses de Kirchhoff-Love, reduz-se a dimensao
correspondente a espessura da casca, obtendo-se uma versac nao
linear da teoria de cascas delgadas proposta por Novozhilov
[17] . Ao-final estas expressoes sao particularizadas para cas-
cas axissimétricas.

No capitulo IV obtém-se as equacgoes correspondentes ao
problema de resposta dindmica de cascas axissimétricas elasti -
cas, girando em torno do eixo longitudinal, e sujeitas aos car-
regamentos descritos anteriormente. Usando uma expansac em se-
rie de Fourier na varidvel circunferencial, mostra-se que os
carregamentos considerados geram excitagoOes peribdicas no tempo
Através de uma aproximagao de elementos finitos na diregdo lon-
gitudinal, obtém-se solugbes transientes e solugoes periddicas
nac lineares correspondentes a estas excitagoes.

Ainda no capitulo IV, confirmam-se resultados  obtidos
anteriormente [4 -g7| , com relagd@c & influencia da velocidade
de rotac3o e de um estado inicial axissimétrico, sobre as fre-
gliencias e modos normais de vibragdes da casca. S3do obtidos re
sultados significativos sobre a influéncia da rotagao na respos
ta dindmica da casca, explicitando-se as condigdes de ressonin-
cia simples, correspondentes ao carregamento estatico e ao car-
regamento de intensidade variavel.

No capitulo V, estuda-se a estabilidade infinitesimal da
solugdo periodica obtida no capitulo IV. Tomando a forma varia
cional linearizada, chega-se ac sistema de equagoes diferenci -
ais parciais com coeficientes periddicos no tempo. Usando uma

aproximagao de elementos finitos no dominio espacial, obtém—se



o0 sistema de equagOes diferenciais ordinarias no tempo, e deter
minam-se as regices de ressonancia parametrica deste sistema por
meio de um método de perturbagac semelhante ao apresentado por
HSU [18l.

Resumindo, pode-se afirmar que o problema original, res
posta dinamica de moinhos de bolas, nao foi completamente re -
solvido. Entretanto, o modelo mecanico utilizado na analise
deste problema, permitiu conclusoes quanto ao comportamento di-
namico, nao apenas de moinhos, mas também de sistemas mecanicos
semelhantes, tais como: rotores de centrifugas e ultracentrifu-

gas, discos e rotores de turbinas.



II. DINAMICA DE CORPOS ELASTICOS

2.1. Introdugao

Umpasso importante na solugao de um problema &, sem da-
vida, a formulagdoc precisa do mesmo. Este &, precisamente, o)
objetivo fundamental da mecanica: formular leis gerals capazes
de prever o comportamento dos corpos (movimento), quando sujei-
tos a agoes mecanicas (forgas), correlacionando um mundo ideal
de modelos mecdnicos com o mundo real dos fendomenos mecanicos.

Segundo Truesdell [12] , j& existem muitas pessoas tra-
balhando nesta area, e portanto o que os fundamentos da mecani-
ca precisamnao € de mais gente para pesquisar sobre eles, mas
de mais gente para aprender, absorver, digerir e aplicar o que
foi desenvolvido. Esta é a intencdo deste estudo. Deste modo,
o0 resumo apresentado a seguir, sobre fundamentos da mecanica do
continuo, visa apenas definir, formalmente, os problemas de res
posta e estabiliddde dinamica de corpos elasticos, que constitu
em o objetivo especifico deste trabatho, Esta apresentagio es-

tad baseada principalmente nas referéncias [12] e [13]

2.2. Corpo e movimento

Um corpo B é uma variedade de particulas z. Admite-se
que esta variedade tenha certa regularidade, e que as particu -
las X podem ser postas em correspondéncia biunivoca com elemen-
tos do espago. Euclidiano tridimensional IE .

O mapeamento de B sobre uma regiao de E & chamado
configuragédo de B . SupOe-se que este mapeamento e diferencid

vel tantas vezes quanto necessirio, usualmente duas vezes Djﬂ,
A seqfiencia de configuragdo X:B » B, definida por:
x = X(X, t) (2.1)

¢ um movimento de B. X €& uma particula, ¢ x € o lugar de E
ocupado por X no instante t. E%t'é a regiao de IE ocupada por
B no instante t.

A toda parte P de B & atribuida uma medida positiva
m(IP }, chamada massa de P. Admite-se que a distribuicao de

massa m(P ) & uma fungio absolutamente continua do volume, e
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portanto pode-se definir uma densidade de massa p, tal que:

m{IP ) = p dv (2.2)
P
A densidade de massa p, varia de uma configuracgao para

outra, mas a massa total m(IP ) se conserva, portanto

(
m(P ) = p, dv = p, dVv (2.3)
r, P,
0 mapeamento A, de X, sobre X, é chamado deformagdo de
B de X, a X,.

Admite-se, por hipdtese [13], que
J = det VA > 0, (2.4)
onde V representa o gradiente espacial, entao

p, dVv = p, J dv,
P P
3 -1
e como P & qualquer, tem-se

P, = J P, (2.5)
ou seja, conhecida a densidade de massa em uma configuragao, po
de-se determinar esta densidade em qualquer outra configuragao.

A equagao (2.5) expressa a conservagao da massa, na forma local

Configuracdo de Referencia

Geralmente & conveniente escolher uma configuracao par-
ticular e referir todas as grandezas a esta configuracgdo. A es
colha desta configuragdo & arbitraria, inclusive ela nao preci-
sa ser uma configuragao ocupada pelo corpo, mas apenas uma Con-
figuragao possivel.

Seja k, a configuragdo de referencia, definida por
X =k, (X, (2.6)

X na configuracao K,

Como este mapeamento &, por hipotese, inversivel, tem-se:

onde X é o lugar ocupado pela particula



X =k, 0, 2.7)

e o movimento (2.1) referido a k_ e

x = X[, €] = X, (X, 1. (2.8)

Deste modo o movimento passa a ser entendide como uma
sequencia de mapeamentos da configuragdo de referéncia k,, so -
bre a configuracao atual X, ou seja transformacoes de IE em I .
Com isto torna-se possivel o uso de toda a ferramenta da geome-

tria Euclidiana.

Descrigao Lagragiana

De todas as formas comumente usadas para descrigac do
movimento de um corpo, a mais adequada a mecanica dos solidos &
a descricac Lagrangiana: total ou atualizada.

A descrigdo lagrangiana total, também chamada descrigao
referencial, usa como referéncia, uma configuragdo fixa Kgs To-
mando X e t como varidveis independentes, como apresentadc na
equacao (2.8). _

A descrigao Lagrangiana atualizada, ou descricao relati-
va, admite como referencia, a configuracdo  atual %, expressando
tudo que diz respeito a particula X, em um referencial movel
X, ligado a esta particula. Para construir esta descrigéé, con

sideram-se as configuractes de IB nos tempos T e t:

= XX, T (2.9)
x = X(X, t) (2.10)
onde & & o lugar ocupado no instante T, pela particula X, que

no instante t ocupa a posigao x. Logo,

£ = XX Tx, )y 1] = X (x, . (2.11)

~

A funcao Xt & chamada fungao deformagao relativa.

Gradiente de Deformacao

0 tensor F,definido por,



F o= F(X, ©) = VX, (X, 1) (2.12)
& o gradiente de deformagdo, ou mais precisamente, gradiente de
deformacdac de Ko a X Conforme observado anteriormente, s& sdo
admitidos movimentos tais que,
det F > 0 (2.13)
0 tensor F, definido por

F_ =T (1) = grad Xio (2.14)

. é o gradiente de deformacdo relativa; grad denota o gradiente em

relacao a x.

Suponha-se que o mesmo movimento (2.1) & descrito em

termos de duas configuracdes de referencias distintas, K, e Ky,

isto é:
x = X, (X, 0 = X0, (2.15)
onde, . X, = Klti) e X, = k,(X).
-1
Logo, Xo = ko [k, (X,1] = A(X)), (2.16)

e portanto, a deformagao de k; até X, pode ser realizada dire-
tamente através ‘do mapeamento  X; ou usando A para obter k, e en
~ ~ 4 e -

t3o usando X, para obter X, isto &,

Xl = Xz%. (.2-17)

Consegilentemente, os gradientes de deformacao estao re-

lacionados através de,

Pl = Fle N (2.18)

~

No caso do gradiente de deformagao relativa, tem-se:



E(T) = E (1) E(). (2.19)

Decomposigao. polar de T

Como F & ndo singular, pelo teorema da decomposigao po-
lar [13], [1%], pode-se escrever

£ =RU-=VR (2.20)

onde R & um tensor ortogonal com determinante positivo (rotacgao),
UeV s3o tensores simétricos e positivos definidos, chamados
alongamentos direito e esquerdo respectivamente. Esta decompo-
sigao representada por F, pode ser obtida a partir de tres alon
gamentos principais, em diregoes mutuamente ortogonais ,seguidos
de uma rotagdo rigida, destas diregoes, ou realizando-se a mes-
ma rotacgdo primeiro e posteriormente os alongamentos. E facil
mostrar que R, U e V sdo Gnicos [13].
Os tensores de deformacgao,
C=U=FTF; B=V = FFT |

~ ~ —~

F-1) = %(gz -, (2.21a,b)

~ ~

ra|
)
]

E =

s3o chamados tensores de Cauchy-Green direitc e esquerdo respec

tivamente, e tensor de deformacao de Green-Lagrange.

Campo de deslocamento

0 campo vetorial u(X, t), definido para todo X €K, pela

relagao

ulX, t) = X (X, t) - X (Z.22a)

X do corpo B, referi

& o campo de deslocamentos das particulas
do a configuragao K.

Em termos do campo de deslocamentos u, tem-se:

F=1I+ VE (2.22b)

~

e conseqilentemente:
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+ Vu + VQT + VQTVQ,
T T
+ Vg + Vu~ + Vu Vu~,

(Vu + VuT + VuTVu). (2.23a-c)

B e I T
11
PG [ T T

0s campos de velocidade e aceleragao referidos a confi-

guracao K, , s5ao:

. 3
1;1(5’ t) ﬁ[—_%a(}g’ t)]’

o 32 .
ey, E"E[?fe o, 1] (2.24%a,b)

Pequenas deformacgoes -

Em elasticidade infinitesimal, define-se o tensor:
e = 2(vu + vub) . (2.25)

conhecido como tensor de deformacac infinitesimal, e correspon-

de a parte linear de E.

Mudang¢a de referencial

Uma mudanca de referencial € um mapeamento um-a-um do
espaco-tempo nele mesmo, tal que distancias, intervalo de tempo
e ordem cronoldgica dos eventos sao preservados.

A mudanga de referencial mais geral ¢ dada por:

x* = c(t) + QUEN(X - x,),

~

tE o=t - g - (2.26)

onde c(t) & um vetor posicdo, variavel no tempo, que representa
a mudanca de origem. Q(t) € um tensor ortogonal que representa
uma rotagao (ou reflexdo), X, € um ponto fixo e a € um escalar.
Uma grandeza é ditaNindiferente a mudanga de referenci-
al, se ela & invariante a toda transformagac do tipo (2.26). Is
to implica nas seguintes leis de transformacgac, de acordo com o
tipo da grandeza:
para egcalares

para vetores

w,
-t

QT para tensores

~

[ AN ]
{1
OO

[ R AR
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A mudanga de coordenadas (2.26), aplicada ao movimento

(2.1), conduz a

x¥ = c(f) + Q(8) [X(X, © -x, 1. (2:27)

~

Derivando (2.27) em relagao a t*, tem-se,

x¢ = et + @ [X - %+ Qx,

explicitando X em (2.27) e substituindo-o nesta Ultima expres -

sao obtem-se,

X% = o(t) + Q x + A (x* - ), (2.28)

~ ~

onde A = -AT = 0 QT.
lidade de Q: QQ°

sistema mdvel, Qx € a velocidade relativa, e A e a velocidade

A antissimetria de A deccrre da ortogona-

I. c(t) representa a velocidade da origemdo
angular ou "spin" do sistema movel em relagao ao fixo.

Derivando (2.28) em relagio ao tempo, apds algumas subs
tituigdes, obtém-se a expressdo da aceleragao no novo referenci
al,

~

X% = B o+ Q% + 2A(x% - &) + (A - AT)(x% - o). (2.29)

Observa-se, de (2.28) e (2.29), que velocidade e acele-
racdo nao sao indiferentes a mudanga de referencial.

Se os movimentos X e X* sdo referidos a mesma configura
cdo de referéncia, obtem-se as seguintes leis de transformagao,

para os tensores de deformacao:

rE=QF,
Us = U,
Vs = Qv Q)
g* = E (2.30a~3a)

Portanto, apenas V & indiferente a mudanca de referenci

al.
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2.3. Forgas

Forgas e torques resultam das iteragdes mecanicas entre
as diversas partes de um corpo, Ou entre 0 corpo e o meio ambi-
ente. As forcas estao entre os elementos primitivos da mecani-
' ca, e sao admitidas como conhécidas a priori, sobre cada parte
IP de B, em cada instante t.

Serac considerados dois tipos de forgas:

(1) forga de massa: f (IP), que sac fungoes absolutamen
te continuas do volume,

(2) forgas de contato: £ (IP), que sdo fungoes absoluta
mente continuas da area da superficie do contorno 3P, de P,

Deste mode, pode-se escrever,

I
©
o
ja
<<

fb(ﬂj) (2.31)

1
+
jan
w

(2.32)

f (IP)
~c

onde b & a densidade de forca de massa e t € a densidade de for

cas de superficie ou tracao. .
Supoe-se a densidade de forca de massa funcao apenas

de x e t:
b = blx, t) (2.33)

e, admite-se a densidade de forga de superficie do tipo tracdo

simples, isto e,

t = t(x, t, n) (2.34)

onde n € a normal a 3P na configuracdo X.
A resultante f(IP ), das forgas atuantes sobre IP na con

figuragao Xs €
F(P) = fb(E’) + fc(ﬂ>) (2.35)

0 momento resultante M(IP , xo), em relagao a Xy €,
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(P, o) = { (x - Xo) A pbdV + J (x = x40 & t ds (2.36)
P oTF

t t

Definindo quantidade de movimento linear,

YUP) = { x p dv, (2.37)
P

t

quantidade de movimento angular,

H(P-, 50) = (x - x,) A X p 4V (2.38)
jIP‘t
e considerando os principios de conservagao das quantidades de

movimento linear e angular, tem-se:

2. f(ﬂ’) (2.39)

AP, x0) = M, x) (2.40)

Pelo lema fundamental de Cauchy, existe um tensor

T(x, t), chamado tensor de tensoces de Cauchy, tal que

E(g, t, n) = ?(§, t)g, (2.41)

isto €, a tragdo t €& uma fungdo linear e homogenea da normal n.

De (2.39), (2.40) e (2,41 )}, resultam:

(
%(J p x dv) = [ T n ds +’ o b av, (2.42)
P, chig P,
[ , (
é%( (§—§G)Api dvl= J (§—§D)AT§ ds + (§-§U)AD§ av,
Py L Py

(2.43)

para toda parte TP de B.
Supondo o campo T(x, t), suficientemente regular, e em

conseqiiéncia do teorema da divergéncia, a equagdo (2.42) & equi
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valente a

p X = div T + p b, (2.44)
que é a forma local do principio da conservagao da quantidade de
movimento linear, ou a primeira lei de Cauchy para a mecanica
do continuo.

Sendo satisfeita (2.44), a equagao (2.43) & equivalente

T = TT (2.45)

ou seja, o tensor de tensotes de Cauchy € simétrico.
Esta equagao & chamada segunda lei de Cauchy para a me-
canica do continuo e expressa localmente o balango da quantida-

de de movimento angular.

Processo dinamico

Dado o sistema de forgas (t, b), atuando sobre um corpo
B numa configuracdo X, diz-se que~0 éovimento deste corpo e as
forgas atuantes sobre ele na correspondente configuracao consti
tuem um processo dinamico se as leis de Cauchy (2.u4) e (2.45)
sac satisfeitas. Teoricamente, gualquer par de fungdes (5, T),
onde X & um movimento e T & um campo de tensces simétrico e re-
gular, pode constituir u& processo dinamico, pois serida sempre
possivel obter um sistema de forca tal que a equacao (2.u44) se-
ja satisfeita.

Pressupde-se que forca de massa e forga de contato sao

indiferentes a mudanga de referencial, isto é&:
b* = Qb e t*=0Qt, (2.56)

e, como consequencia direta do lema fundamental de Cauchy s

(2.41), o tensor T ¢ também indiferente, ou seja,

T* = Q T QT (2.47)

~

~

Diz-se que dois processos dinamicos (X, T) e (X*, T* )

saoc equivalentes, se eles constituem o mesmo processo visto por
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observadores diferentes. Ou seja, X* e X estao relacionados por

(2.26) e T* e T estao relacionados por (2.47).

Tensor de tensoes de Piocla-Kirchhoff

Em problemas de mécdnica dos sdlidos € usual a descri-
cdo em termos de uma configuracaoc de referencia fixa, ou descri
cdao lagrangiana total, conforme visto anteriormente. Para tan-
to, escrevem-se as forcas de contato sobre P¢ , em termos da

tragao t, sobre o contorno SE% de TP, na configuracgao fixa Ko,

fC(I>) = t ds(%)
BPt EPG

ty ds(X). (2.48)

Portanto t,; € paralelo a t, mas com mddulo ajustado de

~

acordo com a variacao da area,

ds{x)
t, = —— t.
ds(%)

Pelo lema fundamental de Cauchy, existe um tensor Ty

tal que

ds ()
, N, = —— T n, (2.49)
ds(N) ~

t, = T

onde n, € a normal externa em X na configuragao r,, que esta re-

lacionada com n, pela equagao,

n ds(x) = (detF)(F) ™" n, ds(x). (2.50)

~ ~

De (2.49) e (2.50) obtém-se,

1

T, = (det F) T(FH 7, (2.51)

~

que & chamado primeiro tensor de Picla-Kirchhoff.
0 segundc tensor de Piola-Kirchhoff, § , &€ definido co-

mo ,

-1 _ - .
S = (get DF 1O = P, (2.52)

Nota-se que S & simétrico, enquanto que T, ndo &, neces



16

sariamente, simétrico.

Referidas a configuragao Ko,as lels de Cauchy sao:

T

poli= Div T, + p,b; T,E™ = (T, F)°, (2.53)

onde Div indica divergencia em relagac a X, e p,, i, T, e b sdo

fungoes de X e t.

Equagoes constitutivas mecanicas sdo relagdes entre
forcas e movimentos.

Obsérva-se que a aplicacao de forcas aos corpos provo-
cam movimentos, e que os movimentos produzidos dependem, entre
outras coisas, da natureza dos corpos. Isto &, a resposta de
um dado corpo depende das propriedades fisicas do material que
constitue o corpo. Supoe-se que_estas propriedades possam ser
determinadas, aproximadamente, através de experiéncias de labo-
ratdrio.

Em mecénica do continuc as forcas de interesse sio as
de contato, que estao relacionadas com o tensor de tensdes, pe-
lo lema fundamental de Cauchy. Portanto, uma equagao constitu-
tiva da mecanica do continuo € uma relagio entre o tensor simé-
trico T e o movimento X, definido anteriormente. (X, T) deve
ser um processo dinamico de um corpo B, constituido de um mate
rial ideal, que representa uma classe de materiais reais com
comportamentos semelhantes.

Além de ser compativel com as leis do movimento, uma
equagaoc constitutiva deve satisfazer a certos axiomas, tais co-
mo, principio do determinismo, principio da indiferenca materi-

al e principio da acdo local.

a) Principio do determinismo. A tensido em uma particu
la X de um corpo B, no instante t & determinada pela histdria

do movimento de B, até o presente:

13

F(Y

~

T(X, t) , X, t) (2.54)

~

Por historia ft, de uma fungao f, entende-se:

-
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£5(t) = f(t - 1), ¥1T >0 e t Fixo. (2.55)

0 funciocnal F & chamado funcicnal constitutivo, e
(2.54) &€ a equagao constitutiva de um material ideal. Por este
postulado, o passadoc e o presente influenciam o estado de ten -

sdao atual, mas o futuro nao afeta o presente.

b) Principioc da indiferenga material. As equagoes cons
titutivas sao indiferentes a mudangas de referencial.

Considerando que T & um tensor indiferente, tem-se,

T, 0 = FLOH e ] = 9 pLx5E,t Q"

_ (2.56)
onde (x*, T*) e (¥, T) sac processos dinamicos equivalentes. De
acordo com este principic as propriedades do material nao vari-

am com” a mudanga de observador.

c¢) Principio da agdo local. O movimento das particu -
las, 7 que est3o a uma distincia finita da particula X, em qual
quer configuracioc, pode ser desprezado no calculo da tensao em
X. TFormalmente pode-se escrever,
g(ﬁt,_z, t) = E(Et, X, t) (2.57)
onde

Xt(z, 1 = X%z, 1), para Tt > 0 e Z € N(X), (2.58)

~

sendo N(X), qualquer vizinhanca de X.

Materiais Simples

Um movimento & homogéneo em relagac a configuragao de

referencia k, se

x = X (X, t) = x,(t) + TEI(X -X,) | (2.59)
onde x (t) & um ponto de X, ¥, € um ponto fixo em k, e F(t) ,

%o B ~r s < -
gradiente de deformagac, e independente de X.

Materiais simples, sdo agueles cujas propriedades cons

titutivas, podem ser determinadas realizando-se experieéncias com
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deformacdes homogéneas, apenas. Como toda deformagdc & localmen
te homogénea, as equagdes constitutivas de materiais simples sdo

da forma,
(X, ©) = FXY, X, 0 = FLEYOG D, X . (2.60)

Isto &, a tensac depende apenas da histdria do gradiente de de-

formagio de X, com relagdo a uma configuragdo fixa .
Observa-se, que os materiais simples satisfazem, a pri

ori, os principios de determinismo e agdo local, porém nac ne -

cessariamente o principio da indiferenca material.

Materiais elasticos

Um caso particular de materiais simples sao os materi-
ais eldsticos, nos quais a tensdo em uma particula X, no instan

te t & determinada pelo gradiente de deformacac de X no instan-

te t, isto &,
(X, t) = T(F, ¥) (2.61)
onde T & uma fungio tensorial.

Neste caso, o principio de indiferenga material impoe

a condigado:

zﬂp

(Q F) = q T(r)g (2.62)

para todo F, com detF > 0, e toda rotagao Q.
Resolvendo (2.62) em f(g), e considerando que F = R U

obtem-se
& . T o
Py = " F@ R Q (2.63)
Como esta equagdo deve ser satisfeita para toda rotagao Q, em
particular, para Q = RT, tem-se,
& o T
T(E) = R T(U)R", (2.64%)

que é chamada forma reduzida, da equagao constitutiva de materi
I L

ais eldsticos. Portanto a fungdo resposta T & completamente de
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terminada por sua restrigac ao conjunto dos tensores.simétricos
e positivos definidos, uma vez que U é simétrico e positivo de-
finido.

Qutras formas reduzidas, podem ser obtidas, tais como:

tp) = R TR,
rs 3 T
tp = ETWwE,
- = T
T(F) = F T(C)F". (2.65a-c)

Em termos do segundo tensor de Piola-Kirchhoff, a equa

cao constitutiva (2.61) toma a forma:

Lo

S(X, t) = S(F, X, (2.66)

e a equacao (2.62), que expressa a condicao de indiferenga mate

rial, torna-se:

b
Paval

(Q ©) = &5 (2.67)

Observa-se que i(E) e S(E), estao relacionados por,

T (2.68)

e
b

(F) = = F S(F)F
- o~ ~T

Materiais elasticos isotropicos

Um material eldstico & isotropico, se existe uma confi
~ . - rs . . —~
guragao «, tal que a fungao T(F), referida a esta configuragao,

€ isotropica. Isto é&:

2P

'(Q F QD) = Q

! 3

(F)QT (2.89)

para todo gradiente de deformagac [ ,a partir de K; e todo Q
ortogonal.
As formas reduzidas correspondentes a (2.64) e (2.65),

para materiais elidsticos isotropicos sao:

—
Lias]
o
n
3 e
™S
L

), (2.70)
)

~

7

[y
H

o
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~ ~
onde T e T sao fungoes isotropicas.
Usando os teoremas de representagio de fungdes isotro-

picas, pode-se escrever, |’_1’2j, ELE{_']

T(B) = g, I + B, B + By @2, (2.71)
ou ainda,
T(g) = ¢, I+, B+og, g_l’ (2.72)

onde os B; e ¢4 sao fungoes escalares dos invariantes de B. Ex

pressdes andlogas existem para T(V).

2.5. 0 problema de resposta dinamica

As equagoes derivadas anteriormente definem formaimen-
te, o problema geral de resposta dindmica de um corpo elastico,

apresentado a seguir sob diferentes formas.

a) Forma diferencial (descricao Lagrangiana atualiza -
da).

Dadc o corpo elastico B, de densidade p, sob a agao
do sistema de forgas (f, b) determinar o processo dinémico(g,@)

compativel com,

a.l - equagoes de movimento,

divT + pb = pii, TT = T; (2.73)

a.?2 - equagoes cinematicas,

C=FF;F=RUG=T+vu; (2.74)

a.3 - equagao constitutiva do tipo,

T = R T(C)R'; (2.75)

~ o~

a.b - condigoes iniciatie

e
~
i

0) = ug(x)
(2.76)

e
5

0) = vy (x)

~ ~
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a.5 - condigoes de contorno; definidas em QIBt:

ulx, t

§(§° t) em S x o, T] ,

Tn
sendoc SifU S, = aB%t.

t em S, x [0, TT, (2.77a,b)

Nao existem teoremas gerais que garantam a existencia
e unicidade de solugac do problema proposte [12]. Inclusive al
guns contra-exemplos demonstram a possibilidade de existeénciade
mais de uma solugdo deste problema. Portanto, nao se pode espe
rar unicidade a naoc ser em casos particulares. Prova-se a uni-
cidade no caso de elidsticidade infinitesimal, e no caso de car-
gas que tendem a zero.

A forma variacional, ou forma fraca do problema(a)é ob
tida a partir do principio dos trabalhos virtuais (PTIV). Para

tanto, define-sge:

- campo ‘de deslocamentos admissiveis -

o campo vetorial u{(x, t) definidec em B, & um campo de desloca-

mentos admissiveis, se
u{x, €) = u(x, t) em Si,

- conjunto cinematicamente admissivel -

Kin = fulx, t), tqg ulx, t) = ul(x, t) em Si}

- espago de variagoes admissiveis -

Var = {§(§, t), tg §(§, t) = 0 em S1}

0 deslocamento u, chamado deslocamento virtual, e o

Dy (D

trabalho realizado sobre g o trabalho virtual.
Portanto, o trabalho virtual das forgas externas, in -

cluindo as forgas de inércia é,

W = { t.u ds + pg.g dav - oii.u dv. (2.78)
3B, B, B,

Pelo lema fundamental de Cauchy, tem-se |

1R
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t.u ds ds = 1'1.TT

BBt {Bt Bt

ds, (2.79)

X ol
e
LED

T n.

e usando o teorema da divergencia, pode-se escrever:

t.0 ds = | divT.Q dV + | T. grad u dv (2.80)
J
N B, B,
Levando (2.80) a (2.79), obtem-se:
QV: (divT + pb - pg).g av + { T. grad 1 dv. (2.81)
Bt :Bt

Como a primeira integral que aparece em (2:81) & iden-

ticamente nula, resulta finalmente,

W = T. grad u dv, (2.82)
que & a expressao do principioc dos trabalhos virtuais.

b) Forma Variacional (descricao Lagrangiana atualizada)

Dado o corpo elastico BB, de densidade p, sujeito a

agdo do sistema de forgas (t, b), determinar o processo dinami-
co (u, T), ul(x, t) € Kin e T simétrico, satisfazendo a equagdo
constitutiva (2.75), as condigdes iniciais (2.76), € & expres -

sdo do principio dos trabalhos virtuais:

ds + ob.u dv

—~ A

pii.Q 4V + | T. grad u av = t.

e

Et :Bt EBt :Et

1E

(2.83)

para todo 4 e Var.
Esta forma variacional € mais adequada a obtengdo de
solucgoes aproximadas do que a forma diferencial, uma vez . que

(2.83) fornece automaticamente um critério de aproximagdo. Além

disto, o conjunto de solugbes admissiveis foi ampliado, pois
(2.83) exige menos regularidade que (2.73), dail a razao das
terminologias: "forma fraca" e "forma forte". Sob iguais condi

goes de regularidades os problemas sao equivalentes e as solu -
goes coincidem pontualmente, caso contrario as solugdes coinci-

dem em quase toda parte, isto €, coincidem em todo dominioiEt a
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mencs de um conjunto de medida zero.

Conforme observado anteriormente, em problemas de mecé
nica dos s6lidos, normalmente € mais conveniente referir todas
as grandezas a uma configuracao fixa, K,.

Referida a esta configuracgado a expressao (2.82) do PIV

é:
Wext = { T,.%u dv, (2.84)
]BU
onde T, &€ o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e y = u(¥, t)
Introduzindo o segundo tensor de Piola, S = F-ITO, de-
finido em (2.52), tem-se:
flext = FS.Va av, = s.Flya av, , (2.85)
B, B,
que pode ser escrita na forma,
flext = { S.E av,, (2.86)
. Bo
cnde,
E = % (Vu + VuT + VuT vul,

€ o tensor de Green-Lagrange referido a configuracao fixa Ko.
Referido a esta configuragao o problema (b) pode ser

formulado do seguinte modo

¢) Forma Variacional (descrigao Lagrangiana total).
Dado o corpo BB, com densidade py, sujeito ao sistema
de forgas (t,

u(X, t) e Kin e S simétrico, satisfazendo a:

b), determinar o processc dinamico (u, $) L,

c.l - expressao do PTV:

J poll-0 av, + J S.

B, JB, B, Bg (2.87)

av,

to'g ds, + Co E'g dVy,

[ s

-~

para todo ulx, t) e Var,
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c.? - equagao constitutiva,

s = S(E) (2.88)
c.3 - condigoes inictais:
u(X, 0) = u, (X
| VX eB,. (2.89)
ax, 0) = v, (X2

Notar, que neste caso 4a equagao constitutiva deve ser

expressa em termos de S e ndao em termos de T. Os conjuntos Kin
) — . » ~ . - .,

e Var sao definidos em termos de u(X) e u(X), referidos a confi

guragao fixa Kg.

d) Forma Variacional incremental

0 problema geral da elastodinamica & fortemente nao 1i
near. A nao lineayidade decorre da consideracao de grandes de-
formacdes, e da equagao constitutiva. Os métodos de resolugao
de problemas nao lineares, geralmente implicam num processo de
perturbagdo, onde o problema ndo linear é decomposto numa  se-
quéncia de problemas lineares, ou melhor, linearizados.

Em teoria da elasticidade & comum considerar a forma
incremental linearizada das equagoes do movimento, corresponden
te a pequenas perturbagées'sobre um estado inicial conhecido.Es
ta forma incremental tanto pode ser usada para obtengao de solu
coes aproximadas, como no estudo de estabilidade elidstica infi-
nitesimal, estatica ou dinamica.

0 esquema incremental, visando a obtencac de solugao
aproximada num intervalo fechado [ 0, T |, pode ser construido
da seguinte maneira [19], [20], [21]. O intervalo [0, T ] e
dividido em N intervalos At = T/N. Supondo que o processo dina
mico, ( U, §i.>’ & conhecido nos instantes discretos:ti=ziaAt
i=0,1,2...n, procura-se determinar (u S ), correspondente

~n+1? ~n+1
{(n+1)At.

ao instante seguinte, L

Portanto, -tem-se:

En+i(§)

u_ (X) + uX),
~T1 ~ ~ e
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Sper (07 5,00+ 800,
§n+1(§) = En(§) + 5(%) + Q(%), (2.90a-c¢)
onde Ulpro §n+1’ §n+1 sao os campos de deslocamento, tensao e

deformacdo incdgnitos, na configuragdo X e referidos a :con-

n+1?
figuracdo fixa ky. u e S sdo acréscimos de deslocamento e ten -

s3o de X ara .
n P 5n+1

e nio linear, do acréscimo de deformacio, em termos do acresci-

€ e n sao respectivamente a parte linear

mo de deslocamento:

€ = z (Vu + VuT + VuT Vu + VuT vu_)
- ? ~ -~ ~N ~ ~ ~n
n - % (va' vu ) (2.91a,b)

Partindo da expressdodo FTV correspondente a configura-

cao 5n+1’

Spay -Eney Vo = (S, + 8).(g + mavy = W_,; (2.92)

IBo J]BD

e, tomando a aproximagdc linear da equagao constitutiva (2.88),

a partir de X

s =L [e],

obtem-se a forma incremental linearizada da expressao do PTV,

L [e].edVe + | S .ndVe =W , =] S . dVy. (2.93)
o By . 0

A solucao de (2.93), fornece uma primeira aproximacgao
dos inmcrementos de deslocamentos e tensao (u, S). Aproximacgoes
supericres, podem ser obtidas realizando-se iteragdoes dentro de

cada incremento. Para tanto, define-se:

(k) _ u(k'—1)+ (k)

upsy T Ung, tuo, k=1,2,3 ... (2.94)

onde,
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(o) (1)
g %y & U = 4.

Pode-se, entao, construir a forma iterativa

.
(k) (k) ~{k) : (k=1) =~ (k) (k=1) ~(k)

LosLg e nlaves AN AV, =i =18 5, e dv,,

B, - By B, (2.95)

em que k & a ordem da iteragdo que estd sendo realizada. Con -
vergencia € atingida quando Hg(k)|ffor menor que uma toleran -
cia fixada.

Do ponto de vista computacional € mais conveniente um
esquema iterativo simples, onde apenas o termo independente da

equacdo € modificado de uma iteragao para outra, ou seja,

- ~ C k) | Lk=1) 4
L LCel.gadv, + | 8 .nav, = W S+, € dVg (2.96)
IBG' ]BO ]BO
Substituindo @n+1 pela sua expressao, pode-ge escrever
(2.96) na forma explicita:
w5 av, + | L [e].5dV, + | S .0 AV, =
Polns; 2 0 ~nb-< -2 0 ~n’~ 0
By ‘B B
4
t,.u dS, ¥ | peb.u dV, - §;E:‘).£ av, .  (2.97)
B]Bg ‘]BQ IBO

Que & uma expressiac comumente usada na obtengac de so-
lugdes aproximadas. No capitulo IV serdao obtidas aproximagoes
de elementos finitos, correspondentes a esta expressao, visando
o estudo de um problema especifico de vibragoes de cascas axis-

simétricas.

2.6. Estabilidade dinamica

0 problema de estabilidade, consiste em determinar se
o processo dinamico (U, S), definido em B,x[ 0, =) , compativel
com as leis fundamentais da mecanica, e satisfazendo as condi -

cSes de contorno e as condigdes iniciais (up, Vo), € ou nao es-

tiavel a pequenas perturbagdes nas condigoes iniciais (gu, go).
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Entendendo-se estabilidade no sentido de Liapunov, po-
de-se afirmar que (u, g) e estavel, se todo processo dinamico
compativel (g, S), com condigdes iniciais (u,, v,), permanece
proximo a (u, S) para todo t > 0.

Formalmente, diz-se que (u, S) €& estavel segundo Liapu

nov ge:

a) Existe um numero positivo v, suficientemente peque-

no tal que, para todo (u,, v,) satisfazendo a condigao:
||Eo - §0||o + ”Yu = §0||o <Y,

o processo {(u, S), correspondente a (QG, yo), é determinado, pa-
ra tedo t > 0.

Onde,
Hu||0 = u.u d.
b) Para todo € > G existe ¢ < Y, tal que, para

I'Eo - Eo”o + ’lfo - go”o <5,
tem-se
flu - ull, + |Is -8, <e ,para todo t > 0.

0 processo (u, S), estavel segundo Liapunov, & assintd

~

ticamente estavel se,
c) Existe o0 < ¥ suficientemente pequeno, tal que,

IIHO = gouo + ]ifo - §o||o < 0,
implica em
vim (flu - T, + lIs - Sll, ) = o
Tt o
Como o tensor de tensoes S estd relacionado com o ten-
sor de deformacoes E, através da equacac constitutiva (2.88), e
E esta relacionade com o campo de deslocamentos u atraves das
equacCes cinematicas, estabilidade em relagdo ao campo de deslo
camentos implica em estabilidade em relagdoc ac campc de tensoes,

sempre que
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[ [S(E) - S(E)].(E - E)dV, > 0, ¥ E # E.
B

0

Fstabilidade infinitesimal

Através de uma mudanga de varidveis, semelhante a
(2.90), obtem-se a forma variacional correspondente a expressao
(2.87) do PTV, que permite o estudo da estabilidade do processo
dindmico (u, S).

Define-se, entdo, a seguinte mudanca de variaveis,

ulX, t) = u(X, t) + dulX, ©),

S(x, t) = g(g, t) + AS(X, 1),

E(x, ©) = B, t) + e, t ) + n(x, t),

g(g, t) = ?(%, t) + Ag(%, t), | (2.98a-d

que levadas a expressao (2.87) do principio dos trabalhos virtu

ais resulta,

[

+
——y
&
ot
3>
(o1
<
L= ]
11

{ o Ati.a AV, + { AS. (e+n)av,
}BQ ]BO

=[ ty.u ds, + J p,b.u AV, - [ p,u.u dv, - [ S.e av,,
daBg B By B, (2.99)
como o segundo membro de (2.99) & identico a zero, por ser a

expressac do equilibrio correspondente aoc processo (u, S),tem -

se:

[

f

J p, AT AV, + [ AS.(E+M)aV, + | §.n AV, = 0 (2.100)
IBU IBD 1B

que é a forma variacional nao linear. A anélise da estabilida-

=1

de de (U, S), pode entac ser feita pelo estudo do comportamento
da solugao (Au, AS) de (2.100).

A forma linear associada a (2.100),
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p,A.0 dV, + | L(t)[e].e dV, + | S.n dv, = 0,
0 0 0 (2.101)

permite o estudo da estabilidade infinitesimal de (g, g). Sob
certas condigoes a estabilidade infinitesimal, implica em esta-
bilidade, conforme serd visto no capitulo V.

Em geral, a equagao (2.101) possui coeficientes-varia-
vels com o tempc. Apenas no caso de estabilidade de um ponto
de equilibrio, em que u e S sdo independentes do tempo, €  que
(2.101) tem coeficientes constantes. Uma situagao particular -
mente interessante ocorre quando u e S, sao fungdes periodicas.
Neste caso (2.101) tem coeficientes periddicos, e surgem proble
mas de ressonancia-paramétrica e/ou combinatdoria, que serdc es-

tudados no capitulo V deste trabalho.
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ITT. TEORIA DAS CASCAS

3.1. Introdugao

0 problema geral da dindmica de corpcs elasticos, pro-
posto no capitulo anterior, esta apresentado numa forma generi
ca, independente do sistema de coordenadas escclhido para des-
crever a geometria do.corpo, e representar as grandezas fisi -
cas que intervém, neste problema. Entretanto, no estudo de
uma situacdo concreta, & imprescindivel a fixagdo de um siste-
ma de coordenadas apropriado em relagdo ac qual serd descrito
o movimento, e medidas as componentes das forcas, das deforma-
cdes e das tensGes atuantes sobre o corpo.

Em bases cartesianas ortogonais (e,, €,, €,), vetores

e tensores tem a seguinte representagdo:

4= u; g5 o

b =b, e. ,

~ i~i

t = t. e. ,

~ i~i

E = E..( ® e.),

~ iyt~ ~]

T = T..(e, & €.), (3.1la-e)
~ iy ~1i ~J :

onde (e, ® gj); i, j=1, 2, 3; & a base cartesiana dos tensores.
(Neste capitulo, Indices repetidos indicam somagao. Indices ro
manos assumem os valores 1, 2, 3, e indices gregos 1, 2).

As componentes Eij do tensor de deformagaoc de Green-La
grange, e as componentes das eguag¢oes do movimento, em bases

Cartesianas, sao respectivamente:

= l(u. Lo+ UL . o +Fou o.ou L), (3.2)

p b, = pid. , T.. = T.. 3 (3.3)
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Dependendo da geometria do corpo, sistemas de coordena
das curvilineas podem ser mais convenientes do que sistemas car
‘tesianos. Entretanto a determinagao das componentes dos tenso
res de deformagao, e das equagoes do movimento em coordenadas
curvilineas nd3o e tao simples quanto no caso de coordenadas car
_tesianas, pois no calculo das componentes das derivadas de ve-
tores ou tensores, representados em bases variaveis (co-varian
tes ou contra-variantes), derivam-se nao apenas as componentes
mas também os vetores da base (derivadas co-variantes ou con -
tra-variantes).

Para cascas delgadas, que s3o corpos cujas particulas
se distribuem na vizinhanga de uma superficie S, com uma espes
sura h, pequena em relacdo ds demais dimensdes, o sistema de
coordenadas mais adequado € o sistema intrinseco de S,  tanto
do ponto de vista geométrico quanto estrutural, pois a superfi
cie média define nfo apenas a forma mas tambeém o comportamento
da casca como uma estrutura, isto €, a sua capacidade de resis
tir a determinadas solicitacdes mecanicas.

Neste capitulo sac cobtidas as componentes do tensor de
deformagdo de uma casca, referidas ao sistema intrinseco da
superficie média, entendendo a casca como um.corpo tridimensio
nal. Através das hipoteses de Kirchhoff-Love, reduz-se a di -
mensac referente a espessura e obtem-se a teoria nao linear de
cascas delgadas proposta em [17]. No final do capitulo estes
resultados sdoc aplicados as cascas axissimétricas em geral e
3s cascas conicas em particular visando as aplicagoes dos capil

tulos seguintes.

3.2. Resultados da teoria das superf icies

A equacdo de uma superficie, em coordenadas cartesia -

~

%(ul, a,) = Xi(al, az)ei, (3.4)

onde a, € o, saco parametros reais, e definem um sistema de
* coordenadas curvilineas sobre S, através das curvas: o; cons -

tante e a, constante, figura 2.1.
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Fig. 3.1 - Coordenadas intrinsecas de uma

superficie genérica

Admite-se gque S seja suficientemente regular, de sorte

gque as derivadas

}5.51 = e X:2 = . {3.5)

existem e sac linearmente independentes.

Serao usados os seguintes resultados da teoria das su-
perficies, [22-27]

i) Vetores unitarios do triedro intrinseco

.E1 =}.§’l/l.}§’l| ’
ta = X2/ [%,0]
noo= t1 A ta/ |t A tg] (3.6a-c)
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t1) Primeira forma fundamental

ds? = dy.dX = Eyp da_ dag 3 (3.7)
onde
B = oy Xog s (3.8)

s3o chamados primeiras grandezas fundamentais da superficie ,

ou parametros de primeira especie;

i2i17) Curvatura normal

L do. do
Kk =SB X 6 (3.9)
gYB daY daB
onde
LYB = g’Y Nyg = = ¥’YB n o, (3.10)

s3ao chamadas segundas grandezas fundamentais da superficie, ou
parametros de segunda espécie.

A teoria de cascas apresentada neste trabalho, sera
formulada em coordenadas intrinsecas ortogonais, coincidentes

com as diregdes principais de curvatura, [26]. Neste caso,

Byg = Koy Xog =0, Y EB

I

L n =0, £ 8 (3.11a,b)

v © T Aypl Y

e, em conseqléncia tem-se:

) Vetores unitarios do triedrc. intrinseco

to= XA A= K,
t, = X,2/A2 5 Az = |X,2],
n = t; a t, , . (3.12a-c)
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11) Primeiva forma fundamental
(ds)? = Al(da;)?+ A2(da,)?, (3.13)

2i1) Curvatura normal

(A}/Ry)(da, )%+ (A2/R,)(da,)?
k_ = , (3.14)
o A%(da;)? + A2(do,)?

sendo x; = 1/R; e X, = 1/R,, curvaturas principais, e R, e R

0 - + . - "
ralos de curvatura principais da superficie.

iv) Derivadas dos vetores unitarios

31:1 1 BAl Al

_ = - — t,- — n ;
da, A, 3a¢, 7 Ry T
ot 1 %A,

- Z = — 'EZ)

a0, A, da,

at, 1 BAI
— = - — tys

at, 1 8A, A

e t1 - — 1 3
305 Ay 3oy, T R, ©

o n A1

g0 - -R—; -El ?

an 0

— = — ta : (3.15a-f)
30!.2 R> -

v) Condigoes de. Gauss-Codazzi,

1 3A, o I A
s
Rg 30!.2 302 \ Rl

1 BAZ d ( AZ]
F)

R, 30.1 3011 R2

sac chamados condigdes de Codazzi, e si3oc obtidos den, ,=n,, ;
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3 (1 34, 3 1 34, AA,

+ _ = - (3.317)
day A1 dag 303 A; daa } RiR»

€ conhecida como condigdo de Gauss, e & obtida de t;,1,2ty,4; -

3.3. Descricao do movimento de uma Casca Como um corpo

Seja P* um ponto qualquer da Casca, na configuragao de

referencia C,, e P a projecao de P%* sobre S,. p¥ € a imagem
_de P* em C_t e P, € a imagem de P em Sis Fig. 3.2.

Fig. 3.2 - Descrigao do movimento de uma casca

em coordenadas intrinsecas da super

ficie media

Chamando de (a,, a,, a3) a base anteriormente definida

como {t,, t,, n) pode-se escrever

- P* = lj.*(@lgazag)

i
.
I ~7 w

u? (o, 0 Ya.
i 1 255 'vl’

i=1

i}
bl

l
Q

1

SICTICTN S

n

Loy ,0p) + & g, (3.18)

Definindo Vu#® 0 como sendo o gradiente de u®* em rela

~

-~
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cdo a base (a,,a,,a;), e o= @, 0a,&) tem-se,

vutl

~

VB:IQ‘L v%lx-}: . (3.18)

~

- Caleulo de Vu*’
~ o

~

3
Como u* = | u¥ a;, entao

.
. 1
i=1

3
(a. ® Vui)+ ) uva., (3.20)
<1 i77.e T170d

3 3 3
vu*| =v( § u%a.)= ) v(u¥a.)= }
~ l R S AP S S 121

Q i=1 i=

e considerando as expressoces (2.15), das derivadas dos vetores

unitarios, chega-se a matriz de Vu*

a?
B ’ Juy
AlLll (E‘v") Alez (E.l*) _ag
: L. ouf
[:VE“‘ :] = AILEI(E") AZLZZ(EA) Y (3.21)
o
Ju¥

sendo,
1 ju® u? 3A, u¥
Ly (u¥) = — + + s
- Ap Doy AJA, 3&2 R,
1 Buf 1 8A2
Ly, (u*) = — - uz o
~ A, 3o, AsA, 3o,
1 aui 1 3A1
L21(u*) = - = u? 5
~ Al 3&1 A1A2 3&2
1 aug uf 94, uf
L22 (u*) = + + 2
~ AZ aaz A]_Az aa] R2
1 3u® u;
L31 (u"*') = — - - —
~ A1 3&1 R1
1 Bu? u§

- — . (3.22a-1)

L32 (1_;1*)
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- Caleulo de Vo X

~

Como se conhece X% como fungio de &, e nao o contrario,

o como fungao de X¥®, as componentes de Vulx& sao calculadas a-

-~

través da equagao

Vo[« = (v§*|u)'l, (3.23)

~
~

Uma vez que X% & nao singular, obtendo-se assim

[[r, /8, O 0

[VE‘J}@; ]l =10 r,/A, 0 (3.24)
- a 0 1
, £ - £
onde, r, = 1/(1 + R1) er, = 1/(1 + Rz).

De (3.19), (3.21) e (3.24), obtem-se finalmente a ma-
triz de vg*&L dada por,

= au? -
r,L,, (u*) PZLIZ(E") 2
aui,\’
[:VE*:] = )L,y (™) Pszz(E*) EEE (3.25)
duf
I‘1L31 (g*) I‘2L32 (\_}*) —"'—ag

Conhecidas-as componentes do gradiente dos deslocamen=
tos, pode-se, facilmente, determinar as componentes dos tenso-
res de deformacgao.

No caso do tensor de deformacao de Green-Lagrange, a

matriz [:E:] & obtida, substituindo (3.25) na expressao abaixo

CEJ = 2(Cvur] + Cver]% + Cour " Cogr . (3.26)

Até aqui estudou-se o movimento de um corpo, sem a in-
trodugdo de qualquer hipotese propria a teoria das cascas. Os
resultados, assim obtidos, sdo aplicaveis a solidos, onde a es
pessura & da mesma ordem das demais dimensoes. Para o estudo
de cascas delgadas, algumas hipbteses ou restrigoes sobre o mo

vimento, sao cabiveis, [ 17,25-31 |
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2.4. HipOteses de Kirchhoff-Love

1) As normais a superficie média ndo deformada, perma-
necem retas apos a deformacio.

Esta hipOtese impde a seguinte restrigdo ac campo de

deslocamento:
E* =u+ & B (3.27)
sendo,
Ju*
g = = (3.28)
8% 1&£=0
conseqilentemente,
Tus o = Hy + £H,, (3.29)

sendo as matrizes de Hy e H;, dadas por:

—l"'l L11 (1;1) I‘2L12 (E) Bl -
EEU] = I’1L21 (E) I‘2L22 (El) Bz 3 (3.30)

__I’1L31 (9) I'stz (El) 83__

[ ryLin (B) rpLi (8) 0

M
=
|
1]

I‘1L21 (E) I’ZLzz(@) 0 . (3.31)

__P1L31 (B) I‘ngg (g) D_J

Neste caso o tensor de deformacaoc de Green-lLagrange &,

E=E, + £ E;, + £%E, (3.32)
com,
Eo = 3(H, + Hy + HoHo)
E, = %(gl + g? + gfgl + g?@o) {3.33)
1 .7
E, = 5 Hy Hy

Uma teoria de cascas baseada apenas nesta hipotese se-
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ria adequada a cascas espessas. Nesta teoria os deslocamentos
de um ponto qualquer P#*, da casca, sdo definidos em termos de
dois campos vetoriails independentes u e B, definidos na super-

ficie media.

2) Casca delgada

- R ~ 'h
Se a casca e suflcientemente delgada, entao R «< 1, e
1 .
conseqientemente pode-se fazer as seguintes simplificagoes:

1]

ry 1/(1 + ) = .1,

-d el

N im A [\l’*‘f
S’
144

rs 1/(1 + 1,
B = 8s + 5(81 + 81+ 8) = 0 => 85 = 0(p7,61).

(3.34a,h)

3) Pequenos deslocamentos no interior da casca.

Esta hipotese equivale a admitir ndo linearidade nas
deformagCes da superficie média, (relativas ao campo u), e li-
nearidade nas variagdes das curvaturas, (relativas ao campo ).

Admite-se, portanto |B| = €(e), e considerando que
By = 8(B%, B82) conclue-se que B; = 6(e?), ou seja, B3 * 0, re-

sultando a seguinte restricao sobre o campo de deslocamentos,

uf = u; + By,
uf = u, + B,,
u¥ = uy. (2.35%a-¢)

4) As normais a superficie media ndo deformada permane

cem normais, apos a deformagdo.

Equivale a:

Eis = 3Ly (@) + 81 + 8Ly (w) + BoLay (w) )= 0,

E.q ='%(L32(E) + B2 + L12(3)81 + Lzz(g)sz) = 0,

(3.36a,b)

e, em conseqgiiéencia das hipoteses anteriores,
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B1 - le(g),

82 - L32(E)- (3.37a,b)
De acordo com estas hipOteses, as Unicas componentes de

deformacdo ndo nulas s3o: E B=1,2, a=1,2, isto &,

aB’

E = E° + £ E! (3.38)

0 1 .
com EGB e EaB dados por:

o _ 1 .
EaB = f(LaB(B) + LBa(B) + qu(g) LjB(g)),
1 1
EuB = 7(Ka8(§) + KBa(g)) s (3.39%a,b)

sendo Ljs(g) definido em (3.22a-f}, e KGB(Q) dado pelas expres

sGes seguintes:

1 o Ly (u) 34
Kn (B) = — — (La (u)) = —mmm ——
- Al 3o ~ AlAz 3&2
1 ] Lp (u) 39A,
K12 (?) = - — —(Lgy (uw)) + - 3
As da:z - AlAg 80{.1
10 Ly (u) 34,
Ka (B) = - — (Lyp (W) + —— ——
- Al 3&2 - A1A2 de
1 3 le(g) JA,
Kp (B) = = — —(Lj3z (u)) - ——— (3.40a-4)
- Az 3&2 - A1A2 8a1

Neste nivel de simplificacao, conseguiu-se reduzir o
problema originalmente tridimensional, a um problema bidimen-
sional, onde os deslocamentos de qualquer ponto da casca podemn
ser expressos em termos do campo de deslocamentos u da superfi
cie média. As expressoes (3.39a,b) das componentes de deforma
cdo e de variagido da curvatura da superficie média caracteri -
zam a teoria nao linear de cascas delgadas proposta por Novoz-
hilov [17].
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3.5. Equagoes de Equilibrio

As equacgoes de equilibrio serdo obtidas a partir do

principio dos trabalhos virtuais, referide a configuracdo ini-

cial C,,
¢
‘m@*.g*dvo + ‘ T*.yu*dv, = Jpop.gﬁdvo + J q.0%*dS, (3.41)
¢, _ Cy Co 3Cy
Nesta expressao, I* representa o primeiro tensor de

tensoes de Piola-Kirchhoff, e q forga por unidade de drea na
configuragao Cq. '
Considera-se inicialmente o problema de casca espessa

e posteriormente o de casca delgada.
a) Casca espessa

Neste caso u* = u + § B, sendo u e B independentes,con

seqlentemente a expressac do P.T.V. pode ser escrita como:

.

[ J p(E+EB) . (U+ER) Aﬂh%) Az<1+R£2>dg doi dap +
02 &

1

f
J } [ T#. (H%+g HY) A1(1+£L) A2(1+£L)dg daoy do, =
~ ~ ~ 1 R2
1’02’ &

.

[gf.(§+ 7 81+ o= )(1+

; [ p g.(§+£ B> A1(1+§%) Az(l+§%)d£ doy da, +
lazg

5)*q- (u 8)(1 =) (1 2R_>j A A,do, da, +

2R 2R

’ C‘Li o,

)
J Ti.(u+gp) A2(1+ﬁ%)d£da2+ { J fz.(§+€§)A1(l+é%)d£da1,
a1’l€ a1’ (3.42)

+ - ~ : :
onde q e q representam tracoes nas superfi01es externa e 1n-

~

terna, e t, e t, sdo tragoes nas bordas o, constante e «a, cons

tante respectivamente.
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Introduzindo as definigoes dos esforgos e momentos uni

tarios,
N.‘. - r T.’. ( g ) #
:‘t‘_B = _j’g ig 1+ T{; dE. N o B
* . £ £ )
N, = | T% 1+ = =)dE;
13 Jg is( + R1)(l + R, £
:': = 7'; _E'...... - -
MiB fET‘iBE(l + Ra)di, a ¢ B (3.43a-c)

resultantes das tensoes Tia na borda Gg constante, e conside -
rando as definigdes de H® e H!' dados em (3.30) e (3.31), obtem

se, apos integragao de (3.42) ao longo da espessura,

f I R

phEEI.]_U.lUl + azgiui + azulBl + El3BiBiE]AA1A2dO‘.1d&2 +
iz

[ f
[ﬁNEBLiB(g) + NE B, 4 MgBLiB(gi]Al A, da, da, =

WSS s )

f f

= .ua. t 2u. + B. + B o +
[(phaib.u; + p U, + phapb.B, + mB.JA A doy do,

aal.uz
{ _ N
NE U 4 B N u.+M% B. a )
(Ni1 ui+ﬁii8i)A2da2 + (Ni2 ul+Mlzsl)A1d 1, (3.44)
‘0 b5

onde foram introduzidas as seguintes variaveis auxiliares:

_ h . _ h? 1 1, . _ h? 3h? )
a1 = 1+ pgy s 4 R Ry ¢ @ T 12t oomiRy? 8
4 h h - _h _h .
_h [’+ h h, _ -, __h _h
m, = % qi(l + iﬁ_)(l + §§—) qi(l Eﬁ_)(l §§—).
(3.45a-e)

Substituindo em (3.44%), as expressces de Lij( } dados

por (3.22), ap0s integragoes por partes, obtem-se:
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2)

3)

4)

5)

6)

- Equagoes de equilibrio:

e - 3 e 3 ala ofe
pgh AlAz(a],UI + 5-261): BTI'(AZN"II)"' ga_z(AlN“IZ) + N'z']_
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R NS,
22 30’.1 R]
; B, mo(A,NE,)
Poh AjAy(ayu, + a,8,)= 5o—(A, N5, )+

3A, Nt AA,

1

A

9o
a2

A
o0

2

- Nl.i 30’.2 * Ra
1 B = 9 %
poh AJA, (a, i, + a,B,)= EET(A N% )+
ALA (N?1 LN
- 1412 Rl R2
. s o 2 "
psh AA,(a,i, + a,B,)= SET(AZMT1)+
. 34, R ME A
. Mﬁzga? - N A A+ TR,

. P .
poh AlAz(azﬁz + a382)= W(AZME‘I)
- 1

A

1

2

s : 9 % 3 B
p,h AA (a,ll, + a,B,)= —(AME ) + ga;(AlMgz) -

M
Rl RZ

- N3 A Ayt

da,

R

2

ME A A
3212 4 AA,(p,h bo+my)

+ AjA,(p,h a; b+ py),

+ AlAz(Ouh airba+ p2l,

3 .
W(AI N¥, )

2) % AyA;(poh aibs + pa),

2

dA

(AlN:zcz Y+ N:iZW

(A, M, )+ M

0A;

202 -

2

34,

21 30&2

+ AJA,(pyha,by+ m,)

3 e N s
* 3, M )+MF,

BA2

BQ'.]_

- AANS + AjA,(pgha,by + my)

- Condigoes de contorno

1) no bordo a; constante,

N¥ =
11

M. =
11

cl

™|

(3.46a-1f)

(3.47a,b)
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2) no bordo a, constante,

s ote
~ w

I, T Vi, 9% Y T Mpo
% - M% = n
Mi2 Miz ou B, B; - (3.48a,b)

b) Casca delgada

Considerando que 5— << 1, e queB = (B,, B, , 0), re -
sulta: a, = 13 a, = a, = m, = 0y p. = q; e os esforcos e momen-
tos resultantes sao agora definidos como,

Ngj =“T§j dg (N% = 0);
£

M;B = J TEB £ dE (3.49a,b)
£

resultandc:

- Equagoes de equilibrio:

9 ) dA, 3A,
1) pshA1 A0y = ———(AZN* )+ (A N?z) + N*l——— - N?z___' ¥
3o, 11 00, ! 2 o, do,y
N# A A
31172
—=x, ALA, (oghby + q,)
9 p 34, 3A,
2YpohA A, = — (A N% ) + (A N% ) + N¥ - N& —— o+
YpohA AT, Bal( 221 30, 1 22 12 3, 11 3a,
N%, ALA,
* Rz + AjA,(ghby + gp)
- a - d . Ni:l Ng:z
3) phA AU, = E—OT:-(AZI\]F':_;I) + S—Q;(AIN'SZ) - AJA, (R—l— + R, )
+ AlAz(pth3 + qa)
u_) 3 A 1. J 3 St BAI t. BAZ N
5‘&"1—( P M 11 ) + 50.',_2 (AIM'].Z ) + M‘21 '—'5'(—};'— - M;’:Z - —1I ‘1'3 AIAZ_ ]

1
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3 8A, JA,
5) (AZMZI) + WQ(AIM ) o+ MlzaOLl - M‘I"la—&—z'- - N‘2‘3A1A2= 0
(5.50a-e}
6} A sexta equacdo desaparece, uma vez que B3 = 0.
- Condigoes de contorno
As integrais resultantes nos bordos o, constante e

&, constante sao respectivamente,

~

f
[(Ni:l - .N_.‘l'gl )al + (N:;l B N:; )uZ + (Ng:{l - ﬁ?l )GSJ Azdaz+

G2
C My, - M§ 0B, + 1F, - M, 082 A, do, = 0,  (3.51)
a2
e
% - ;:‘; 7 £ - N% G 0~ WEYL
E'(NZZ N22 )u2 + .(N12 NIZ)ul + (N32 N32)u3] Alda1+
o1

[ (M%, - M%,)B, + (MF, - M¥,)B, JA, da, = 0, (3.52)

21 ? Nal € le’

ofe ate e
a, constante, e Ny, , N%, e MY,, correspondentes ao bordo a, cons

entretanto os esforgos N# correspondentes ao bordo

tante, nao podem ser prescritos independentemente, uma vez que

B, e B, sao fungoes de u, dados por,

- _ 1 du3 121
sz -l [l = - gt B
- . 1 duz . uz
BZ = = L32 Eg:l = = "A:—B"E; + ?2—, : (3.53a,b)

Deste modo as condigoes de contorno adequadas sao obti

das das seguintes maneiras:

1) na borda o, constante - substituindo em (3.51), B,

pela sua expressao (3.53b), e integrando por partes o termc em

8u3

55 » Obtem-se entao
2
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8t 11 1 1
vE o= Tk =0, (V& = N MZ:I) -
21 - Va1 OM U, T Yy 21 21 T R, ?
M
I ] _ 5 N# 1 21 .
v = V% ou uy, =u, , (Vi = N§ + i 3&2) H
2
M:1:1 = Mi:l ou BI = BI N (3.5'4&1“6)
2) na borda a, constante - substituindo em (3.52), B8,

por sua expressao (3.53a), e integrandec por partes ¢ termo em
au

3
—— , obtem-se finalmente,

3&1
sz = Ngz ou u, = u, 3
MY,
T o= g% = U o= N :
Vi, = VE, ou u, = u,, (V¥ = N¥ + R ) s
oFe _ o . K \N l 8M12 )
VY, Vi, ou uy, =u, , 3 Ny, + A Tdar

M%, = M¥, ou B, = B, (3.55a-4d)

3.6. Equacao Constitutiva

Admite-se que o material da casca & eldstico homogéneo

e isotropico, com equagao constitutiva dada por,
5 = (A trE)I + 2y E (3.586)

isto €, uma relagao linear entre o segundo tensor de tensao de
Picla-Kirchhoff e o tensor de deformagao de Green-Lagrange. A e
U s3o as constantes de Lamé.

Observa-se que esta equagao esta de acordo com o axio-
ma de indiferenga material, uma vez que S e E se transformam i-
gualmente com mudangas de referencial, ou seja: S* = S e E*= E.

Em termos do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, tem -

-5e:

F(A tr E I + 2y E)

1
e
1

como

t
"

I + yu, resulta,
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T* = (A tr E)T + 2u E + Vu(x tr E I + 2y E) (3.57)

Para se obter relagoes constitutivas entre os esforgos,

resultantes, Nij
(2.43), a expressao Tij’ obtida a partir de (2.57).

e Mij, e as deformagoes, basta substituir nas-

No caso de cascas delgadas, deve-se considerar ainda

que S,; = 0, e portanto (2.56) pode ser escrita, em componentes,
COmOo :
S, =« (E, + Vv Ep)
11 T Ioy7Tn 22 /»
E
S,, = -———l_vz(.Ezz +v E; ),
S =8, iz st E (3.58a-c)
12 7 Y1 T 2{14v) 112 '

sendo que as demais componentes de deformagdo sdo nulas. E &
o médulo de Young e v o coeficiente de Poisson, e estao rela-

cionados com A e p, por:

E p(3x + 2p) A v b .
B Aty ? (1+y) (1=-2v) ?
_ A . - E : -
VETggoe g YT I ey b (8e8%ed)
Definindo-se,
N = 3 d
B J aB &
£
M g* J S,gEdE s (3.60a,b)
£
obtem-se:
Ny = Dm(E21+ v Ep)

=
11

] 0
D _(EL, + v E% )

~ _ Dll-v) 4o
N12 N21 - 2 Elz

=
"

i 1
Df(gll + Vv EZQ)

My, = Df(‘-Eiz*' v Eid
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Mip = My = DELTVLpl (3.60a-£)
sendo E;B deformagao na superficie média, e E&Ba variagao da

curvatura,apresentados em (2.39), Dnle D.f sao dados por:

Eh3
D= £ . p_ - ER (3.62a,b )

(1- o 12(1-®

3.7. Cascas de revolucaoc

Quando a superficie média & uma superficie de revolu -

gdo, geralmente se admite como curvas coordenadas, os meridia -

nos e circulos paralelos. Na figura 3.3, um meridiano esta de-
finido pela curva & = constante, e um circulo paralelo pela cur
va ¢ = constante.

X4

Fig. 3.3 - Elementos da superficie de revolugao.
Meridianos, ciIrculos paralelos e raios

de curvatura.

Em termos destas coordenadas, a primeira forma funda -
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mental da superficie e,
(ds)? = (R, d§)* + (R,d8)?, (3.63)

onde R, € o raio de curvatura do meridiano e R, & o raio de cur
vatura do circulo paralelo.

Pode-se, entdo, fazer as seguintes identificacgoes de
elementos da superficie de revolugac com os elementos da super-

ficie genérica estudada anteriormente,

R=3
11

oy 9

3 Q2

Ri = A1 3 Ro = Az, (3.64a-4d)
Além destas, sdo comumente usadas as relagoes

Ro Rz sen ¢,

Ry cos ¢, (3.64a,b)

dRo
d¢

onde R; e R, sao os raios de curvatura principais.
Como Ry, R; e R, sao independentes de 6, as expressoes

(3.22a-f) ficam reduzidas a:

1 1 3
BII(E) = ﬁ? gﬁl + %% ; Bz (E) = ﬁ; 331 - C;j ¢ uz 3
_ 1 3du, . 1 dua .
BZI(E) " R, 39 B2 (E) Ry (ae + cos ¢ u; + sen ¢ us) ;
1 ?
Bay (u) = ﬁ%(g;a - uy); B (g) "R (aga - uz sen ¢) ;
onde L. ( ) foi substiuido por B. ( ). (3.66a-f)
io ic

E, as expressces (3.40a-d), particularizadas para cas-

cas axissimétricas sao:

Cir () = = = 25 (Ba (W)
13 Bn(g) 3R,
C12(§) = - R, 55(331(2)) + R R, 30 H
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1
Czl (_@) = - 'ﬂ %(Baz (E‘l)) M
Ba1 (u)
N - -~ 3Re -
onde K&B( } foi substituido por CuB( ).

Portanto, as expressoes das componentes de deformacao
e das componentes de variagao da curvatura da superficie média

de uma casca axissimétrica sdo, respectivamente,

1
D = —
EaB = AaB * 3 BjaBjB’
El =X . = 2(C, +C, ) (3.68a,b)
ap o 2 TaB Ba ’ ?
onde,
1
com BjB = BjB (5) e CaB z CaB (@), dados por (3.66a-f) e
(3.67a-d).
No caso especifico de cascas conicas, R1 = «, admite -
se como coordenadas a; = Gre %; = S, onde s & um comprimento me

dido sobre o meridiano.

Neste caso, tem-se:

By = i?; H By = ﬁ% ggl - sen O uz);

By = ii: ; By, = ﬁ%(%%i + sena u; + cosa ui);

By = i;; ; By, = ﬁ%(%ﬁl - upz cosa); (3.70a-1f)
s Ciz = - E%E% ’

Cip = - 12 (Rﬁgggg - send E%% + Seno cosd uz)

Ry
Csy = - ﬁ%_ (g;g; cosa ggz) s
Cpy = - ﬁ%‘ (%%% - cosa 3%% + Ry sena 123).(3.71a-d)

_— - a - . - .
Nesta expressao, o € o semi-angulo da superficle conica.
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IV. VIBRACOES E RESPOSTA DINAMICA DE
ROTORES DE CASCAS

4.1. Introducao

AXISSIMETRICAS

Em muitas aplicagoes de engenharia, certos sistemas de

rotores sac constituidos

essencialmente de cascas de revolugao

(principalmente cilindricas), girandc em torno do eixoc longitu-

dinal.

Para dar uma idéia geral destas aplicagoes, citam-se a

seguir alguns rotores deste tipo, com suas principais caracte -

risticas:

a) Moinhos de pelotizagaoc de grande porte.

Caracteristicas:

comprimento % 10m, diametroc ® 5m.,
velocidade de operagao = 20 rpm,
fungao - trituracao

aplicacio - industrias de mineracgao.

b) Moinhos de bolas de pequeno porte.

Caracteristicas:

comprimento % 2m, diametro ¥ 1lm,
velocidade de operagao = 50 vpm,
funcao - trituracgao

» oy hd - - L -
aplicagac - 1ndustrias quimlcas.

c¢) Turbinas a gas

Caracteristicas:

d) Centrifugas

Caracteristicas:

comprimento ® lm, diametro = 0,6m,
velocidade de operagac = 5000 rpm
funci3o - propulsao

aplicacdo - inddstria aeronautica

comprimento x 0.80m, diametro x 0.20m
velocidade de operacgao x 15.000 rpm
funcao - separacao de componentes
aplicacao - diversos processos indus-

triais.
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e) Ultra-centrifuga

Caracteristicas: comprimento = 0.70m, didmetro = 0.15m
velocidade de operagao * 50.000 rmp
fungao - separacao de componentes

aplicacao - enriquecimento de uranio.

As ordens de grandeza apresentadas para comprimentos ,-
diametros e velocidades de operagac representam valores possi -
veis de serem encontrados em situagoes reais. Embora estes va
lores nao sejam, necessariamente, os mais freqlentes, eles ser-
vem para caracterizar as faixas de variagao dos principais para
metros do problema. Nestes exemplos, observa-se que a medida
que as dimensces diminuem cresce a velocidade de operagao. Des
te modo os moinhos de pelotizagao, que sao de grandes dimensoes,
operam a baixas velocidades da ordem de 20 rpm, enquanto as ul-
tracentrifugas podem atingir até 100.000 rpm. '

De um ponto de vista mecanico tem-se a considerar os

seguintes problemas:

a) Resposta dinamica — esta analise interessa princi-
palmente ao dimensionamento de moinhos, tendo em vista as scli-

citagoes dinamicas, geradas pelo conteldo e pela rotacdo.

b) Vibragdes livres — determinacaoc da influéencia da

rotagdo sobre as freqiiencias e modos normais de vibragio.

c) Estabilidade dinamica — determinacdo das regides

de ressonancias simples e ressonancias paramétricas do sistema.

Ndo foram encontradas referencias sobre resposta dina-
mica nao linear, ou mesmo linear, de rotores de cascas axissimé
tricas, possivelmente porque os projetos de moinhos sao basea -
dos apenas numa analise estatica, calculando-se as tensoes devi
das ao peso proprio e ao peso do conteldo, e desprezando-se o}
efeito da rotagao, [1], [2]. 0s estudos dinamicos, anterior-
mente realizados, visaram basicamente a determinagdc de freqiién
cias e modos normais de vibracao, com o principal objetivo de

evitar ressonancia e fadiga em componentes de turbinas.
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0 mecanismo de vibracgae de rotores de cascas cilindri-
cas foi estudado por Macke [ 4], que demonstrou a existéncia de
ondas moveis na diregdo circunferencial, usando a teoria inex -
tensional de anéis. Através de um argumento mecdnico simples ,
Macke justifica o surgimento de ondas moveis: quando uma parti-
cula da casca move-se radialmente para dentro, por conservagao
da quantidade de movimento angular, ha uma tendéncia de cresci-
mento da velocidade desta particula na diregdo da rotagdo. Por
este argumento, a velocidade de uma onda movendo-se no mesmo
sentido da rotacgao deve ser menor do que a velocidade desta mes
ma onda movendo-se no sentido oposto. 0 que &€ confirmado pela
teoria.

Srinivasan e Lauterbach [5] estudaram os efeitos combi
nados de rotagdc e torque inicial em cascas cilindricas infini-
tamente longas, mostrando que neste caso os modos normais de vi
bragdo s3c ondas mOveis na diregdo circunferencial e na diregao
longitudinal. Penzes e Kraus [6 |determinariam as freqiiéncias
e modos normais de vibracao (na forma complexa) de rotores de
cascas cilindricas pré-tensadas, com condigdes de contorno homo
géneas quaisquer. Padovan [8]usando o método dos elementos fi
nitos combinado com um desenvolvimento em série de Fourier com-
plexa, estudou a influencia da rotag3o em cascas axissimétricas
anisotropicas, sujeitas a um estado inicial axissimétrico.

Neste capitulo estudam-se os problemas de vibragdo 1i-
vre e resposta dinamica de rotores de cascas cdnicas axissimeé -
tricas, utilizando a teoria nao linear de cascas delgadas, apre
sentada no capitulo anterior. Através de uma decomposicao em
série de Fourier complexa, na direcdo circunferencial, mostra -
se que O peso proprio e o peso do conteldo, embora sejam cargas
estaticas (intensidade constante no tempo), geram excitacles di
namicas periddicas no tempo. Usando uma aproximacdo de elemen-
tos finitos na direcao longitudinal obtém-se solugdes periodi -
cas lineares e nao lineares, correspondentes a estas excitacgdes.
O problema de resposta transiente & estudado por meio de uma
discretizagao de diferenga finita no tempo e aproximagaoc de ele
mento finito na direcgao longitudinal.

A particularizagao'deste estudo a cascas conicas delga

das, nao significa uma limitagao do metodo de anilise empregado
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neste trabalho, com ela procurou-se apenas estudar a situagao

mais comum, capaz de cobrir os exemplos de aplicagdes praticas
citados inicialmente. Entretanto, outras situacgoes existem ,
como por exemplo discos espessos, onde a teoria de cascas del-
gadas nao se aplicaria eficientemente. Neste caso poderia ser
usada a teoria de cascas espessas apresentada no capitulo ante

rior, ou mesmo tratar o problema como um solido de revolugao.

4.2. Formulagao do problema

Neste estudo sera utilizada como configuracao de refe
réncia, a configuracdao dindmica gerada pela rotagdo rigida da
casca em torno do seu eixo longitudinal. Esta configuracao &

denominada configuracio de referencia dinamica, e a base . in-

trinseca associada sera chamada base dinamica intrinseca.

De acordo com a transformacao (2.27), a aceleragaoc ab
soluta de um ponto qualquer da superficie média de uma  casca
- . . . -~ . - 4
conlica, referida a base dinamica intrinseca e
d?u

~ - [+ 2 Q70U+ QA u+ O Zu+ a,, (4.1)
dtz -~ ~o ~ - ~

onde u & o campo de deslocamentos medido a partir da configura
¢3o dindmica de referéncia, e u e {i sdo os campos de velocida-
des e aceleragoes relativas na superficie média. 0 € a veloci
dade de rotagdo da casca, e Z € um tensor antissimétrico cujas

- . -~ . . - ~
componentes nao nulas, na base dinamica intrinseca {gi}, sao:

Z1s = - Za1 = sen Oy

Zos = - Zg3p, = COS O, (4.2a,b)

a, € a aceleragdo da origem do sistema dinamico, dada
por ‘

ag = - 2% Ry(sen a ey + cos a e;) + Q Ry e, (4.3)

Portanto, a expressac do principio dos trabalhos vir-
tuais para uma casca conica delgada referida a configuragao di

namica e,
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L2m
R = oh(d + 202y + 22Z% + &%y + g, ).4 R dods +

L (27
+ (N.

[un? B
My

° + M.E"R, d6 ds, (4.4)

~ - . -

onde R e o trabalho virtual das forgas externas (excluindo as
forcas de inércia), L € o comprimento, h & a espessura, p a mas

sa especifica, e 9 a velocidade de rotacaoc rigida da casca.
Além do efeito da rotagac serao consideradas agoes de
superficie decorrentes de um carregamento parcialmente distri -

« - . ol . ~ =
buidc sobre a superficie media, mas que nao acompanha O movimen
to de rotacdo rigida da casca. Este carregamento pode ser fa -

cilmente descrito em termos de uma variavel angular n, tal que

8 =n+ 0T, (4.5)
0 que permite escrever
L, n,

R = p(s, n).g(s, n o+ S?t)R0 dn ds, (4.6)
L n,

onde L, e L, definem os circulos paralelos e n, e n, os meridia
nos que limitam a regido da superficie média onde atua o carre-
gamento.

Este tipo de carregamento pode simular, por exemploc, ©
peso do conteudo dos moinhos, que, por razoes funcionais, nao
deve acompanhar a rotagao do casco. Pode ainda representar a
componente transversal do peso proprio da casca, cuja intensida

de & funcdoc de s . e n. Fig. #.1.

Os campos tensoriais N e M representam os esforgos e
momentos resultantes, definidos pelas eguagtes (2.60a,b).

As componentes do tensor de deformagao da superficie mé
dia e do tensor de variagao da curvatura da superficie média,nes

te caso sao, respectivamente:

{C +

c ) (4.7a,b)
of Ra

EP :A +l'B B ;E]':X:
o aB 2 a7 3R af: af

I

onde, AQB’ BuB e Caﬁlsao dados pelas equagoes (3.68) a {(3.71).
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Fig. 4.1 - Casca conica com um carregamente interno.

Admitindo relagbes constitutivas elasticas linearvres ,
pode-se escrever:

N=DF ; M=.0GE}, (4.8a,b)

onde D e G s3ao tensores de elasticidade de quarta ordem, dupla-
mente simétricos, j& que E° e E' sdo simétricos e no caso de
cascas delgadas N e M também sdo simétricos.

Tendo em vista a periodicidade do problema na variavel
circunferencial 6, serd usada uma aproximacdc em série de Fouri
er complexa nesta variavel, para representar o campo de desloca
mentos, isto &,

M

u = u = z u (S, tle
m=-

1me (4.9)

onde,

2T
-im6

u (s, ©) = = | uls, 8, t)e ™ap, (4.10)

~m VR
0
€ a amplitude do harménico m, e M representa um inteiro sufici-

entemente grande, correspondente ao truncamentc da série.
Em conseqiiencia de (4.9), as deformagdes sdo aproxima-

das por:
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M M +imb
Al(s, 8, t) = A (s, 6, t) = } A (s, tle ,
- ~ m=-M ~M
M 1 +imb
?(S, B, t) = B (s, &, t) = Z Bm(s, te s
m==-M
M i +1im@
X(s, 8, t) =~ X'(s, 8, t) = ]| X (s, tle »(4.10a-c)
m==-M
e os esforgos e momentos resultantes por:
M M +imb
N(s, 6, t) » N (s, 6, t) = 7} N (s, tle
~ ~ meiM °
M i +1mé
M{s, 6, t) ~ M (s, 8, t) = ) M (s, tle (%.11a,b)
- - m=-M ~

Admitindo homogeneidade nas relagoes constitutivas na

direcao circunferencial, pode-se escrever

1 T
~ DA + = E B B.)
m T2 7 L Tmee SR
= G X_, (4.12a,b)
T ~ ~m?’ .

Substituindo (4.8) a (4.12a,b) na expressao {(u4.4) do

principio dos trabalhos virtuais e considerando que,

0, para m # -n,
de = (4.13)

27

J im6 _in®
e e

0 2™, para m = -n,

obtem-se o seguinte sistema de equagoes, resultante da decompo-

sigdo de Fourier:

~

< ph(ﬁm + ZQZﬁm + QZZZum + ﬁZum),ﬁ_m > + ﬁ(um, G_m) +
M . .
+ 3 f<pB B,A >4+< B N, B >¥y= j (0 ye Mt
- ~ -m m o -m

para m = -M..... M, (4.14)

onde foram introduzidas as seguintes definigoes:



L
<u, v > = u.v 2mR, ds (4.,15)
0
ﬁ(Bm? u_m) =<DA A >+ <G X, X_ > (4.16)
Lo
jm(g_m) = Em'g—m Ry, ds, para m # 0, (4.17)
L
L.
jg(ﬁo) = < %0, G‘U > + :E'[).l:lu Ry ds. (4.18)
Ly

0 vetor F_ decorre da decomposicdo de (4.6), e & dado
por
Nz .
F_ = pis, me MM an. (4.19)
na
Observa-se que E(um, G_m) corresponde a parte linear ,
enquanto que a somatoria representa a parte nao linear do opera
dor. Esta nao linearidade decorre da consideragac de grandes de

formagdes e implica num acoplamento entre os harmonicos,

4.3. Resposta transiente nao linear

Solugoes aproximadas do problema (4.14%), num intervalo
fechado [@,i], serdo obtidas por meio de uma discretizacdo de
diferenca finita no tempo, associada a uma aproximacgao de ele -
mentos finitos no dominio espacial.

Para se construir a aproximagdo de diferenca finita ,
divide-se o intervalo [0,T] em N subintervalos de comprimento
At = T/N, e aproximam-se velocidades e aceleraéaes, no instante
t(n) = nAt, por:

(n+1)_  (n-1)

G(n) - Yo Yom
~ 20t
(n+l) (n) {(n-1)
{(n) Y 2 Y Ty
i = ~ = : (4.20a,b)

~ 1 Atz
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Sera usado um esquema implicito na discretizacao dos

termos lineares do operador e explicito nos termos naoc lineares

[32], [33], [3%], isto &:

< Yo g—m >(H) = <9 B(E+l)+ (1-25)B;n) +o Eén-l)’ g—m .
su, 4™ = o oM 2o w5 W 2TV, G
<Dy, B, A > e cp T M A,
< ?m—R gR’ %—m >(n) =< BéT; gin)’ %-m > (4.2]la-da>

onde 0 < & < 0.5 & um parametro livre, a ser fixado em cada ana
lise. Para § = 0 o esquema implicito torna-se explicito.
Substituindo (4.20a,b) e (4.2la-d) na equagao (4.1l4)odb

tem-se o conjunto de equagOes desacopladas:

(n+l) =~ (n+1) 202 {n+l) =
ap(u’ "7, u )+ AT R ay(u 7 u_ BEATRS ya, (uh Ju__ )+
88t20 ) 4 (u(n+1),ﬁ )+ sat?E(u (n+1),ﬁ y = £,
n) ~ =T <=M m ~-m
para m = -M..... M, (4.22)
sendo
ao(Em’ g—m) = < ph m’ g—m 7
al(g ’ g-m) = < ph % Yo g-m>’
a.z(ym, g_m) = < ph Z“zllm’ :fl_m>, (4.23a-c)
f(n)(a ) = At25 ( ) imQ(nytn)y 4 (2 (n)_ (n l),A -
m ~=m m~-m A ~m <~ m ~=Tn
(n-1) = ( ), (n-1) =»
+ 8t ya, (u U700 y-at?ed ya(1-28)u s b u_) -
-t fy e (e2eut™ v s uhTD G
— n) 1 ~TI ~m ~=I
- At2 | ? [:; <pg™WT g 3 o, g g 5
L==M 2 ~ ~m-% ~£ > w-m Bn- 2 ~2 > J-=m ]
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As condigOes iniciais, que vao permitir o avango do

processo de integragdao no tempo, sao:

(o)
u

~

= u (0},
<m

s (o) o+ oAt GO, (4.25a,b)
m ~IM

-~ ~

Uma aproximacdo de elementos finitos da equagao (4.22)

conduz ao conjunto de sistemas de equagoes algébricas lineares,

22 2 (n+l) _ (n)

L+ 00y AC + 8AL7(AE,G + 8 C v K U = By
para m = -M....M, (4.26)
onde M, C, G e K sdo matrizes globais obtidas a partir ‘das

contribuigbes das correspondentes matrizes dos elementos, de
acordo com o procedimento tipico do método dos elementos fini-
tos. M, C e G resultam, respectivamente, da discretizagao dos
funcionais lineares a,, a, e a, definidos em (4.,23a-c), e nao
dependem do harmonico. Ko resulta da discretizacao do funcio-
nal linear £ definido em (4.16), e varia com o harmonico m. As
matrizes M, C e Ko sdo normalmente chamadas matrizes de massa,
de Coriolis e de rigidez do harmonico m, enquanto que a matriz

G poderia ser chamada de rigidez centrifuga, ja que resulta da
- n+l)
m

correspondentes as amplitudes do harmonico m, no instante (n+D,

e o vetor Fén), correspondente ao termo independente de (4.26),

G .
R m -m
Observa-se que as matrizes de (4.26) tem as seguintes

aceleracdo centrifuga. O vetory .contem incognitos nodais

resulta da discretizacao de elementos finitos de £
propriedades:

1) M = ML & real, simétrica e positiva definida, conse

quencia de:
a (B,g) = < ph u,v > = ao(Y=E)’ ¥ u,v, e

a (u,u) > 0, e g (u,u) = 0 <=> u = 0, (4.27a,b)



61

2) C = -CT & real e antissimetrica, consegilencia de:
a. {u,v) = <phZ = 2T = - Z
1 {u,v) = <phd u,v> = <phZv,u> = -<p hZ v,u> ,
al(g,y) = -al(y,g) , ¥ u,v, (4.28)

T - . . e
3) G = G° e real, simetrica e negativa, conseqglencia de:

a2(a,y) = <phZ’u,v> = <phZ'v,7 w> = ~<ph Z v, >
a,(u,v) = az(y,gJ » ¥ u,v, e
a,(u,u) <0 , ¥u, (4.29a,b)
W) K, T Eg & compiexa, Hermitiana e positiva, conse -

gliencia de:

Eu,v) = S(v,u) , ¥ u,v, e
£(u,u) > 0, ¥ u, (4.30a,b)
o que pode ser facilmente demonstrado, a partir de (4.16) e

da simetria de D e G.

Para condigoes de contorno adequados, deve-se ter
£(u,u) = 0 <=>u = 0, (4.31)

e neste caso K & positiva definida.

A solucdao de (4.26) fornece a aproximacao de elementos
finitos para as amplitudes dos deslocamentos nodais do harmoni
co genérico m, no instante n+l. Observa-se, portanto, que no
cdlculo da solucgdo u do problema (4.4), trés tipos de aproxima

cao foram feitas:

1) aproximagdo em série de Fourier na diregao circunfe

rencial;

2) aproximagao no tempe — discretizagao de diferenca

finita;
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3) aproximagac de elementos finitos na diregao longitu-

dinal.

A analise dos erros envolvidos em cada uma destas apro
ximagdes nao esta dentro do objetivo deste trabalho. A titulo
de observagao, pode-se afirmar que dentro de cada intervalo At
esta questao se resume a andlise dos erros envolvides num mode
lo linear de elementos finitos [35], [36], combinado com  uma
aproximagdo em série de Fourier, [37], [38]. Entretanto, a
convergencia local (em cada At), nao significa necessariamente
que © esquema de integracao proposto é convergente, pois resta
provar que a aproximagac de diferenca finita converge quando
At tende a zero. Para problemas lineares o teorema da equiva-
léncia de Lax [32] garante a convergéncia se e somente se o
operador de diferenga finita for estavel e consistente. No ca
so de operadores nic lineares, o teorema de Lax nao se aplica,
mas o conceito de estabilidade, como limitacdo das solugoes da
equagdo de diferencas, continua valido e necessario para a con

vergencia.

4.4, Resposta nao linear em regime

Para  constante ({=0), a equagao (4.14) admite solu -
gao particular, da forma
u (s,t) = uk(s) Tt oapa m=-M..... M, (4.32)
onde u#(s) & a amplitude do harmonico m.
Substituindo (4.32) em (4.14) com £ = 0, obtem-se 0

sistema de equagoes nao lineares,

M
% - _]: % T % A % & -
ﬁ(gm’ E—m) ¥ £21M {2<P Em—z ?2 > A—m> t< ?m—ﬁ gg ? ?—m>}

— 2 2 1 p— 2 £ ’ = 3 ’
2 <ph(m I+ 21? 4 )Em’ u_> ]m(E—m)’ (4.33)

cuja solugao fornece a amplitude u; da solugao periddica (4.32).
Para resolugdo de (4.33) usou-se um esquema incremen -
tal e iterativo, desacoplado nos diversos harmonicos, que pode

ser definido através dos seguintes passos:
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1) a amplitude do vetor de agoes & dividida em N incre

mentos;

2) dentro de cada incremento n define-se

P GNP O NN O ) (4.34)

Ymin) ~ Zm(n) ~Th

onde k+1 & a ordem da iteragdo que esta sendo realizada;
3) para a primeira iteracao admite-se,

sl oy : (4.35)
~T 4N ~M,an-1
4} a equagdo de incrementos entre duas iteracdes segui
das & obtida substituindo (4.34) em (4.33). Apos a lineariza -
¢ao e desprezando-se os termos de acoplamento dos diversos har-

monicos resulta o seguinte conjunto de eguagdes lineares,

£, 0 y-a2<onn?rez 2-220u80, 0 > = pU) Gy
para m = =-M.,.... M,
onde :
USRI TN TN S HE I e
+ <§;k) g??i;, %—m >+ <6 ~ék>’ %—m >, (4.37)
Ifffi)( w = nlig) + 97 ohm®D v 2imZ - ZHuTLE L > -
<l A - Ry - Tt w9,
(4.38)

5) A convergencia do processo iterativo &€ atingida

quando

M
Il (4.39)
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onde § & uma tolerancia pre-fixada e,

(L — 1/2
= ( jn ug .Uy ds) , (4.40)

(%)
™l

u, € o conjugado de u,.

Do mesmo modo que na discretizacgao de diferenga finita,
procurou-se evitar o acoplamento entre os diversos harmonicos ,
transferindo-o para os termos independentes de (4.36).

A aproximagdo de elementos finitos da equagdo (4.38) &

representada pelo conjunto de equagoes algébricas lineares.

{(k+1)

(k)
m(n) P

(X)  _ q2¢.02 v
K Q% (m*M + 2imC - 6) U Pn)>

~m{n)

para m = -M..... M, (441

cuja solug3o € a aproximagao de elementos finitos para o acrés-
cimo de deslocamentos entre as iteragoes k e k+l, no incremento
n,

A matriz 5;%;) resulta da discretizacgio de £,, e & cha
mada matriz de rigidez tangente. Do ponto de vista computacio-

nal & quase sempre, vantajoso iterar mantendo esta matriz cons-

(0)

tante dentro de cada incremento n, e igual a Km(n)' 0 vetor
(k) = . . . ~ Pt (k)
Bm(n) & obtido da discretizagac de elementos finites de Pn(n) °
definido em (4.38 ).
4.5. Vibracdes autonomas lineares
Linearizando (%.14) com§ = 0, em torno de um estado

inicial axissimétrico conhecido (u,, N,) obtem-se o problema de
vibracoes lineares em torno deste estado inicial, representado

pelo conjunto de equagbes lineares, desacopladas:

e ~ . ~ 2 ~
QUi _su_ )+ 28a(u su )+ Q Glu , u_J) +

~ ~ s oan -imQt
£(Em,u m) + no(gm,u ) = jm(E_ Je

ot ~—m m ?

para m = ~M..... M, (4.42)
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T A

A ) T A
nU(Em’B—m) B <P ~m’§0 g- > F <P ?0 ?m’ %-m> *
T T =~ ~
+ <D By B,.E0 B v B 0B o SR
aps 41, @ estao definidos em (U.23a-c), e £ e jm em (4.16) e

(4.17) respectivamente.

Como se pode observar de (4.42), a restricao a estados
iniciais axissimétricos simplifica significativamente o estudo
das vibragoes lineares, poils neste caso nao ocorre acoplamento
entre diferentes harmonicos. Por esta razao, os estudos desen-
volvidos nesta area, tém side 1limitados, quase exclusivamente ,
a este tipo de problema, [ 8], [11], [33], [ud]. No caso espe-
cifico de vibragdes de cascas axissimétricas com movimento de
rotacdo os estudos anteriormente realizados, dizem respeito a
vibracdes lineares autonomas, isto €, em tornc de estados de
equilibric estatico.

Apresentam-se, a seguir, os principais resultados obti
dos nesta area, no que diz respeito a vibragoes livres, estabi-

lidade de equilibrio, resposta em regime e ressonancia simples.

4.5.1. Vibracoes livres

Substituindo, na forma homogenea associada a (4.42)

or
Um P

= v e m, (u.uy)

obtem-se o problema de autovalor em w -

~

2 ~ I ~ 2
~w? aﬂ(fm’y~m) + 21‘wm Q al(fm’y-m) + 0 az(Ym’Y-m) +
N
ﬁ(Ym’?-m) + no(gm,g_m) = 0, para m = =M..... M, (4.45)

correspondente a vibragdes livres de cascas conicas girando em
torno do eixo longitudinal com velocidade de rotagao .
A discretizacdao de elementos finitos de (4.45) conduz

ao problema de autovalor algébrico,

(w2 M+ 21w NC+ Q26 +K +GHvV_ =20, (4.46)
m m ~ ~TN ~m -~Mm

~ ~
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cujos autovalores w € oS autovetores Ym sdo aproximagoes de
elementos finitos das freqliencias naturais e amplitudes dos mo-
dos normais de vibragao respectivamente. As matrizes M, C, G e
K foram definidas anteriormente, G decorre da discretizagao
de n, dado por (4.43), e & comumente chamada de matriz de rigi-
dez geométrica, correspondente ao harmonico m. '

Este problema de autovalor algébrico foi resolvido, pa
ra w real, usando a rotina desenvolvida por Gupta[hI], para
o estudo de vibragoes livres de estruturas com "spin", como por
exemplo plataformas espaciais, onde a equac@o de autovalor algé
brico resultante da discretizacgidoc de elementos finitos & também
do tipo (4.46).

Resumem-se, a segulr, as principals propriedades do

problema de autovalor (4.45):
a) Quanto a forma dos modos

Devido a influéncia da aceleracao de Coriolis, repre -
sentada pelo funcional a,;, os modos normais de vibragao de roto
res de cascas axissimétricas sdo ondas moveis circunferencial -

mente:

- no mesmo sentido da rotagao,
(forwvard traveling waves)
1l o1(mbtwpt) =1 e—1(m8+wmt), (4 .47)

+
~ 11 ~m

- no sentido oposto a rotagao
(backward traveling waves)
VZ 2 i(me-mmt) -

= v2 e + v2
~T1I

~ ~

(4.u8)
Na forma trigonométrica tem-se:

Yl = 2 Re(y‘) cos(mefwmt) - 2Im{v$) sen(me+mmt),

- 2 — - E 2 -
vz = 2 Re(vm) cos {mg wmt) QIm(vm) sen(ms mmt),

-~
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tornando evidente a caracteristica de ondas mbvels apresentada
pelos modos normais de vibracdo de cascas axissimétricas com ve
locidade de rotagdo  # 0, ao contrario do caso estacionario

(@ = 0), onde os modos normais de vibragao podem sempre ser pos

tos na forma
v = {Re{v Jcos mf + Im(v_Jsen mBl}(cos w t ou sen w_t) (4.49)
~ ~Mm ~ m m

A presenca de torque no estado inicial, gera ondas mo-
vels no sentido longitudinal [5], [6], [[7]. Para numa casca
cilindrica de comprimentc infinito, sujeita a rotacdo e a tor -
gue inicial, a forma dos modos normais de vibracao, de acordo

com a referencia [7:], e:

v = 2Re(v dcos(m® + A_s+tw__t) - 2Im(v )sen(md + A s + w__t),

M mn n° mn SV mn n mn

Yu = 2Re(v£;)cos(m8 - Ans+mmnt) - 2Im(v$;)sen(m8 - A S+ wmnt).
{4,50)

onde An € o comprimento de onda na direcdo longitudinal.
b) Bifurcagdes no espectro de fregiiencias

Fazendo G_m = Gﬁ na equagao de autovalor {(4.45)}, ob-
tem-se a equacao algébrica,
2

) au(ym,ym)- 21 w al(ym,y

-2 v -
m }-0 aZCYm’Ym)

It

—E(Ym,gm) - nU(Ym’?m) = 0, para m = -M..... M (4.51)

que resolvida em W s fornece uma generalizagao do quociente de

Rayleigh do tipo,

i+

1 2 2p2 _ 2 £
w]; . ) - 2 b /Q be+ LI-CZo(‘Q ds + & 0+ no) ; (.59)

2@0

onde,

b = 21 a,(v_,v ). (4.53)
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De (4.52) e das definigoes de 4, @, &,% e n, podem
ser obtidas algumas conclusdes relativas a influéncia da rota -
g¢do e do estado inicial considerado sobre o espectro de freqlen

clas da casca.
1) Influéncia da aceleracao de Coriolis

Em (4.52),a influéncia da aceleracdo de Coriolis esta

representada pelo termc tb. Por definigéo,

b = 2i al(ym,vm) = 21 <ph g Ve Vo> o

~ -~

. b = 2 <ph % Re(ym), Im(Ym)> s (4.54)

portanto b € real, o que permite concluir que a aceleracdo de
Coriclis provoca uma bifurcagao no espectro de frequéncias da
casca estaciondria, dando origem as freqiiéhcias wél) e wéz) .
correspondentes a ondas moveis circunferenciais: no mesmo senti

do e em sentido oposto a rotacgao.
2) Influéncia da aceleracdo centrifuga

Esta influéncia € caracterizada pelo termo ©%a,. Con

siderando a definigao de «,,
— . . = -
az(ym,vm) = <ph Z VoaVe> S - <ph Z Vin? Z v o (4.55)

conclue-se que a aceleracao centrifuga tem efeito simétrico so-

bre as fregiiéncias, acarretando redugdo das freqgiiéencias a medi-

da que Q cresce, em conseqiliencia de ser az(vm,vm) simétrico e
negativo.
3) Influéncia do estado inicial gerado pelas forgas
centrifugas.

Considerando apenas as tensoes iniciais geradas pelas

forgas centrifugas, tem-se

no(Ym’?ﬁ) = <By Mo, Eﬁ> ? (4.56)
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0
22 ?

estado inicial gerado pelas forgas centrifugas, representadas pe

¢ neste caso N, resume-se as componentes Nfl e N portanto o
la componente a, da acelerag@o absoluta, tem efeito também simé
trico sobre as freqliencias. Entretanto, o funcional np associa
do pode ser positivo ou negativo, dependendo da forma da. casca
e das condigoes de contornd. Por exemplo, no caso de cascas ci
lindricas, as tensdes iniciais, geradas pela componente a, da
aceleragao centrifuga, sdo de tracdo, o que implica em 1, posi-
tivo, e portanto tende a aumentar as freqiiencias a medida que
} cresce. Ja no caso de placas circulares com furo central es-
tas tensdes iniciais podem ser de tragao ou compressao conforme

o apoio na direcaoc radial, seja na borda interna ou externa.

*

4) Influéencia do torgue inicial

O funcional n, associado a torque inicial (NJ, = N} ),
¢ indefinido, isto €, pode ser positivo ou negativo, portanto a
presenga de torque, no estado inicial, gera bifurcagao no espec
tro de freqiiéncias, independente dos efeitos da rotagdo, [6 ] ,
71, [8]-

As referencias [6 ], [ 7] e [8] admitem ainda bifur-
cagoes geradas por anisotropia material, ou anisotropia gerada

por anéis de enrigecimento.
4.5.2, Estabilidade de Equilibrio

0 estudo de estados iniciails criticos (flambagem) ou
de velocidades de rotagdoc criticas & feito através do problema

de autovalor,

2 ~ -~ ~ -
f az(ym,y_m) + gcYm’Y—m) + nD(Ym’Y—m) = 0, (4.57)
. obtido de (4.51) com wo = 0. O autovalor pode ser um parametro
de carga relativo ao estado inicial ou & velocidade de rotagao
Q, neste caso deve-se lembrar que n, também & fungdo de 2, em
conseqiiencia do estado inicial gerade pela rotagio.

A existéncia de velocidades de rotagdc criticas ira de
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pender da forma da casca e das condigoes de contorno, conforme
comentario anterior. (item b.3)

No caso de torques iniciais, como o funcional n, assé
ciado & indefinido, ocorre bifurcagdo no espectro de freglienci

as e existem sempre valores criticos para o torque.
4.5.3. Resposta linear em regime
a) Carregamento de intensidade constante

Substituindo a solugdo periddica (4.32) em (4.42), ob

tem-se o conjunto de equagoes lineares,

0 + % 0 - m202 & 0 -
g(Em’B—m) no(Em’E-m> m=f ao(gm’g-m)
. 2 -~ 0 2 - ~ R ~
- 2imQ al(Em’E—m) + Q az(gm,g_m) = 3plu_ )
para m = -M.....M (4.58)

Uma aproximagac de elementos finitos de (4.58), & re-

presentada por,

Km * 8p - Qz(m2¥ + 2imC - Q)ZJQE = Jno

para m = ~-M.....M. (4.59)

A solugao de (4.59) fornece a aproximagac de elemen -
tos finitos para as amplitudes dos deslocamentos corresponden-
tes a resposta linear em regime permanente.

Estudos realizados anteriormente, nesta area, visaram
principalmente a determinacdoc dos espectros de fregiiencias e
modos normais de vibracdo de rotores de turbinas. Uma unica
bibliografia [37], fol encontrada sobre estudo dinamico de moi
nhos de bolas. Trata-se de um estudo experimental em modelos
reduzidos, objetivando a determinag¢do dos efeitos da rotagaoso
bre a resposta do protdtipo. Os principais resultados desta a

nalise, foram resumidos pelos autores nas seguintes conclusoes:

- "Os testes dinamicos realizados nos modelos com bai
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xas velocidades periféricas mostraram efeitos dinamicos insigni
ficantes, mesmo com um modelo tendo uma velocidade perifericada

mesma ordem encontrada no prototipo”.

- "Mas os resultadeos destes testes devem ser vistos
com precaucao, pois a simulacao dos impactos causados pelos ma-
teriais dentro do protdtipo do moinho de bolas de maior diame -

tro pode nao ter sido atingida".

E finalizam dizendo da necessidade de maiores estudos
sobre o protdtipo para se saber sobre que condigbes as conclu -
soes obtidas com os modelos podem ser usadas em projeto.

0 modelo mecanico adotado no presente trabalho nao con
sidera impactos do carregamento sobre a casca, mas apenas.as ex
citagoes dinamicas geradas por um carregamento de intensidade
constante (carregamento estatico) sobre a casca em movimento de
rotagdo. Pela analise das equagdes (4.42), (4.58) e (4.59) con
clue-se que a resposta dinamica da casca, prevista por este mo-
delo, depende fundamentalmente da relagdo entre as fregiencias
das excitag¢oes (m2) e as freqliéncias naturais da casca em rota-
gao (wm). A figura 4.2, apresenta um diagrama tipico de con-
fronto entre as freqléncias da excitagdo e as tres mais baixas
frequéncias dos primeiros harmonicos. Através deste diagrama
pode-se saber "a priori" quais os harmonicos predominantes na
resposta em regime, além de se ter uma idéia de possiveis resso

nancias.

b) Carregamento de intensidade pertodica

A consideragao de impactos do carregamento sobre a
casca & um problema complexo e de dificil modelagem, pois nao
existe uma lei de comportamento bem definida para o material ,
que constitue o carregamento do moinhe (minerio + bolas de ago.
Realmente, ndo se pode discordar de [3] , quanto a necessidade

de mais estudos sobre o protdtipo.

Apenas para Sse ter uma idéia de provaveis excitagoes,

geradas pelos choques entre o conteldo e o casco do moinho, es
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Fig. 4.2. - Excitacgoes geradas pelo carregamento estatico e

freqiiencias naturais.

tuda-se o0 caso ideal, em que a intensidade do carregamento é

peridodica no tempo, ou seja,
p(s,n,t) = pls,n,t + T), (4.60)

onde T = 2n/B € o periodo, e B € a freqliéncia das oscilagdes de

intensidade de p.

9

Por ser peridodico no tempo, p pode ser aproximado por,

p(s,n,t) = ) Eg(s,n)elgst, (4.61)

onde

py(s,m) = % p(s,n, e HBE gr, (14.62)
0

L & um inteiro suficientemente grande, correspondente ao trun-
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camento da serie.
Considerando a mudanga de variavel (4.5), e o desenvol

vimento em série na direcdao circunferencial, tem-se

M L
p(s,0,t) =~ I p g(s)e
- m=-M f=-L ~

imB e-l(mﬂ +RB)t' (4.63)

Portanto, neste caso, cada harmonico m & excitado por

freqliencias:
(m@ + %2B), com & = -L..... L, (4.64)

0 que pode implicar em respostas bastante diferentes daquela

correspondente ao carregamento de intensidade constante, depen

dendo do novo confronto entre as freqiencias naturais w e
as freqiiencias das excitagoes mQ + KB, conforme mostrado na fi
gura 4.3.

Fig. 4.3. - Excitagbes geradas pelo carregamento peridodico e

freqiiencias naturais.
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4.5.4. Ressonancia simples

Ressonancia simples ocorre sempre que alguma das fre-
gliencias da excitacdo for igual a uma das freqliencias naturais
do sistema.

Para o caso de carregamento estatico a condicao de

resscnancia & traduzida por

w, = -m 2 , param = -M..... M. (4.865)
As ‘velocidades de rotagao correspondentes a ressonan-
cia sdo determinadas, aproximadamente, pelo problema de autova

lor algébrico, em §,
[K + 6 =-o*m?M + 2im C - @) Jv_ = 0,
~m ~IIl -~ -~ ~ —~m ~
para m = -M..... M, (4.66)

resultante da substituigac de (4.65) em (4.46). Deve-se lem -
brar que G & também funcdo de f, quando se considera o estado
inicial devido as forcas centrifugas.

No caso do carregamento de intensidade periddica no

tempo, a condigdo de ressonancia é
w = -(m Q + & B), para £ = -L..... L, m= -M..... M, (4.67)

e as velocidades de rotagdo correspondentes a ressonancia sdo

determinadas pelo problema de autovalor algébrico,
0202w -n3 _ 2 . _ -
[ K, #6 -2 M-Q(2mepM-2128C)QAm*M + 2im C - G) |V = O
para %= -L..... Lem=-M..... M. (L.68)
Portanto, a probabilidade de ocorrer ressonancia sim-
ples cresce quando o carregamento tem intensidade periddica no

tempo. Esta conclusao pode ser obtida diretamente do diagrama

da figura 4.3.
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Para estudar a influéncia da massa do carregamento so
bre a resposta dinamica da casca, admitiu-se um modelc bastan-
te simplificado, no qual se supde que a massa estd sempre em
contato com a casca mas nao acompanha o movimento de rotagéo;ﬁ
gida da mesma.

Deste modo, o trabalho virtual das forgas de inércia
associadas ao carregamento e,

Ly n2 .
- uis,n) 3<s,n,t).§(s,n,t)R0 dn ds, (4.69)
L1 'm

=
1

onde u(s,n) &€ a densidade de massa do carregamento por unidade
de area da superficie média da casca.
Considerando a transformacgao de coordenadas (4.5) e a

expansdao em série de Fourier (4.9), tem-se,

M .
uls,n,t) = §  u (s,pyemntet) (4.70)
b ~M
m=-M
e admitido £ constante, obtem-se
. v . im(n+Qt)
i(s,n,t) = § (4 + 2im @ u_ - m®Q%u de , (4.71)
< k ~T0 ~m ~T
m=-M
resultando assim,
P M ~
I= 3 I, (4.72)
m=-M
onde,
yo [l i (L-m)
N 1(8-m)Qt, .. s emt _ 0202, 3y O
I = RBLM J y(&,mle (i +2i%u, - 2%Q%u,).u_ R ds,
b (4.73)
com Nz
v{&,m) = y(m,8) = el(R_m)nu(s,n)dn. (4.74)
n
Incluindo a influéncia da massa do carregamento en

(4.14) com @ = 0, resulta
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<ph{ii + 2020 + Q%7%u ),u > + £(u_,u ) +
-~ 1 ~ ~ 10 ~ a0 ~ =N ~J0 m

L.
M .
+ Z Y(m,ﬁ)el(g-m)ﬂt(ﬁ + 21000, - 22Q%u.).u R, ds +
! ~ & ~% ~E7TL-m e
£=-M
L
] T . A im0t
' zj;M (G DB By >+ <B  Npy B >3 = 3 @ e >
para m = -M..... M. (4.75)

Verifica-se, entdo que a consideragac da massa de car
regamento resultou num problema de vibragoes nao autonomas e,
assim como a ndo linearidade, acarreta também acoplamento en-
tre diferentes harmonicos.

Resposta transiente de (4.75), pode ser obtida, usan-
do o procedimento de integracao numérica apresentado na secg3o
4.3. Com relagao a resposta em regime demonstra-se que a mas-
sa do carregamento nao tem influéncia sobre esta solugac, para
tanto basta substituir (4.32) em (%.75) que os termos relati -
vos a massa do carregamento anulam-se identicamente. A princi
pal influencia da massa do carregamento & sobre a estabilidade

da solugao peridodica, conforme sera visto no capitulo V.

b.7. Aplicacgoes Numéricas

Para obtencdoc da aproximacac de elementos finitos s
utilizou-se um elemento tronco-cénico com dois nds e seis
graus de liberdade por®n5, figura 4.Y4.

Dentro de um elemento genérico (e), os deslocamentos

do harmonico m sdo aproximados por:

12
(e) _  hled (e) (e)
u "0 U '21 93 (s) (U "Dy, (4.78)
onde (U(e))], j = 1,....12, sao os deslocamentos nodais do ele
mento (e), relativos ao harmonico m. Os vetores ¢(e)(s) sao

~]
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elemento
genérico

‘Figura 4.4 - Discretizacao de elementos finitos.

dados por:

(e) _ (e) T
b39-2 = (9 05
(e) (e) T
¢3i_ (05¢£e ,0)73
¢§e) (0,0 ¢(e) T (4.79a-c)
2
sendo ¢;e) = ¢(e)(s) 2 =1, 2, 3, 4, os polinomios cubicos de

5 -~ e - P .
Hermite. As fungoes de interpolagao ¢§ ) sac pollinomios reais,
- . e) -~ -
enquanto que os parametros nodals (Um )j’ §40 numeros comple-
X0s. _
A aproximacgdc global de u_ pode ser obtida a  partir

da interpolagac local, de acordo com o procedimento padrao do

método dos elementos finitos. TFormalmente, pode-se escrever:
h G
Up % Yy © El ?k(Um)k’ (4.80)
onde G € o numero de graus de liberdade da discretizacado de

elementos finitos, P sao as interpolantes globais e (Um)k sao

os parametros nodais relativos ao harmonico m.
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Apresenta-se, a seguir, um quadro das matrizes e veto
res resultantes das aproximagoes de elementos finitos usadas
neste capitulo, indicando-se, ao lado, as equagbes que deram Q

rigem a estas aproximagoes:

£ T Mg T a0(hs B0 (4.23a)
1 T Ca T A B (4.23b)
Gl] = Gji = az(?j’ ?i) ........................ (4.23c)
(Km)ij = (Km)ji = £(9j’?i) .................... (4.15 )

;f;)lj (ié%;)ji = £ gy By e (4.37 )
(Gm)ij = (§m>ji = ”0(?j’?i) ................... (4.43 )
e T e 70 P (4.2u )
pU e ) e (4.38 )
G TG T (4.17 )

Estas expressoes sao apenas formais, pois normalmente
as matrizes e vetores globais sao montados a partir das corres
pondentes matrizes e vetores dos elementos, de uma forma auto-
matica, sem a necessidade de se construir as fungdes de inter-
polacgdo global.

A partir dos estudos apresentados foram elaborados pro

gramas automaticos visando o calculo das solugdes numéricas pro
postas. Alguns exemplos de aplicagao destes programas sao apre

sentados nas segoes seguintes.
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Foi elaborado um programa automatico de calculo, em
linguagem FORTRAN IV G (utilizando a aritmética complexa dispo
nivel neste compilador), visando o estudo das freqliencias e mo
dos normais de vibracdo de cascas axissimétricas com movimento
de rotagao. Este programa consiste basicamente na montagem do
problema de autovalor complexo (4.48), cuja solugdo & calcula-
da, para @ fixo, através da subrotina desenvolvida por  Gupta
(1] |

Nos exemplos apresentados a seguir, procurou-se fazer
um estudo numérico da convergéncia do modelo de elementos fini
tos proposto, e comprovar, numericamente, resultados obtidos
neste capitulo quantc a influéncia da rotagdo sobre as fregiién

cias da casca.
a) Estudo da convergencia dos autovalores

Em um trabalho anterior [qua usando ©os teoremas de
aproxima¢ac apresentados por Strang e Fix [}g], obteve-se a se

guinte estimativa,

efs 2 2 C kg, (4.81)
L

para o erro (eh) da aproximacao de elementos finitos (lg) dos
autovalores (AQ) associados ac problema de vibracoes livres de
cascas cilindricas. Onde Ay = wéﬂ & o %-ésimo autovalor exato,
correspondente ac harmonico mj; h € um parametro pequenc, gue
representa o diametro da malha e C € uma constante que inde -
pende de h. Esta estimativa diz respeito ao elemento utiliza-
do neste trabalho, e ao problema de autovalor associado as vi-
bragoes livres da casca estacionaria (§ = 0).

Para Q # 0, o erro de aproximagao deve ser definido

em termos de Wog» OU seja
h
w - W
Qo mE  mE ooy (4.82)
w 2 mf

mi

ja que neste caso o autovalor & ‘a prdopria fregiiencia w . Pa-
ra efeito de andlise numérica o problema (U4.46) deve ser colo-
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cado na forma de um problema de autovalor linear. De acordo
com os estudos gerais desenvolvidos nas referencias [35] e
[yi] a estimativa (4.82) deve se verificar para valores de { a
baixo do valor critico, isto &, quando o operador associado ao
problema de autovalor linear € positivo definido.

Visando a confirmacao de (4.82) foram calculadas su -
cessivas aproximagoes de elementos finitos, correspondentes a
2, 4, 6, 8 e 10 elementos, para as freqiiencias naturais de uma
casca cilindrica bi-engastada, com propriedades fisicas e geo-
métricas idénticas 3 apresentada na figura 4.12.

Os resultados deste estudo, para a mais baixa freqﬁég
cia dos tres primeiros harmonicos iﬁpares, estao apresentados
nas figuras 4.5 e 4.6 para Q = 0 e @ = 50rd/s, respectivamente.

Deve-se esperar que o grafico log eh x log h tenda a
uma reta de coeficiente angular quatro a medida h diminui, uma

vez que
h
log e < log C; + log w , + ¥ log h. (4.83)

Os graficos 4.5 e 4.6 de fato confirmam esta especta-
tiva, tanto para 2 = 0 como para 2 = 50rd/s. Além do erro da
aproximacaoc de elementos finitos existem os erros de truncamen
to e de aproximagao no‘célculo dos autovalores aproximados,por
esta razao nao se obtem exatamente o coeficiente angular qua -

tro mesmo para h suficientemente pequeno.

log et
=0 5.1
3071 ' (31
(1.1
201
1.0+ 4
tgoc=4.0
0

02 -0k -06 -08 -10 logh

Fig. 4.5 - Taxa de convergencia das freqgiiéncias naturais (Q=0)
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log eh |
a=50.rd/s (51
304 (31
(11
201
10 4fié;_
. tgex = 40
0 | t : t t
02 -04 -06 -08 -10 lgh
Fig. 4.6 - Taxa de convergencia das fregiiencias naturais

de uma casca cilindrica com movimento de rota

cao

b) Casca cilindrica bi-apoiada - bifurcagdoc no espec-

tro de freqiiencias

Para a mesma casca do exemplo anterior, porém apoiada
nas extremidades, estudou-se a influencia da rotagdo sobre o
espectro de freqiiencias.

A figura 4.7 apresenta um diagrama de espectros ( to-
dos estes espectros sdo discretos — as linhas continuas visam
apenas melhor visualizagao), correspondentes a mais baixa fre-
gliencia dos primeiros harmonicos, para @ = 0 e Q@ = *50rd/s ( o
sinal negativo indica ondas moveis em sentido oposto a rota -
gdo). A influéncia da rotacao sobre a mais baixa freqliencia
do segundo harmonico (wz1) esta ilustrada na figura 4.8. Es -
tes resultados confirmam a bifurcagao do espectro de frequénci
as provocada pela aceleracao de Coriolis, e também o fato de
que a velocidade das ondas moveis no sentido oposto a rotacdo
(2 < D) & maior do que a velocidade das ondas mdéveis no mesmo

sentido da rotagao (9 > 0).
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(-‘-)PIH 4
(rd/s)
n=-50rd/s

n= 50rd/s
600+

5001

400+

300+

200+

100+

Fig. 4.7 - Influéncia da rotacdo no espectro de freqliencias de
uma casca cilindrica bi-apoiada.
Wy 4 n<0
{rd/s)
500

£00 4

300

2001

100+

T

50 100 150 1ol (rd/s)

Fig. 4.8 - Variacdo das freqiiencias com a velocidade de rotagao
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c) Placa circular com furo central

Neste casoc as vibragoes transversais e as vibracgoes no
plano da placa sao desacopladas (vibragoes lineares). No que
diz respeito a vibragOes transversais, a influencia da rotacgdo
) resume-se ac estado inicial gerado pelas forgas centrifugas
[t4], [#5]. No presente estudo considerou-se apenas o estado
de tensodes iniciais, pois as deformacgoOes iniciails ndo sao sig-
nificativas.

Foi analisada a influéncia deste estado de tensdo ini
cial sobre as vibragCes transversais da placa apresentada na
figura 4.9, para duas diferentes condigoes de apoio do anel

circunferencial externo:

1) apoio simples (diregao transversal apenas)

2) apoio fixo (diregoes transversal e radial).

Nesta analise foram utilizados apenas tres elementos,
tendo o elemento mais central 3 unidades de comprimento e oS
demais 2 unidades. Os diagramas dos esforgos longitudinais
(N}; } e circunferenciais (N,) gerados por uma rotacao unitaria,
nos dois casos de apoio considerados, estao mostrados na figu-
ra 4.10. Observa-se que estes esforgos sac sempre de tracao
(sinal positivo), quando o apoio circunferencial externc e 1i-
vre na direcgdo radial, e surgem esforgos de compressao, princi
palmente na diregao radial (N,,), quando este apoio € fixo ra-
dialmente. Isto explica porque a rotagao tem efeitos qualitati
vamente diferentes sobre as freqliencias naturais da placa cir-
cular, em funcao das condigoes de apoic, conforme esta i1lustra
do na figura 4.11, para a freqliencia de vibracdo do primeiro
modo axissimétrico (wy, ). Verifica-se que, no caso do apoio
livre, o crescimento da velocidade de rotagao implica em aumen
to das freqiiencias de vibracdao da placa, ou seja torna a estru
tura mais rigida, enquanto que no caso do apoio fixo na dire -
cdo radial, o contrario ocorre, chegando inclusive a instabili
zar por flambagem da placa (freqiencia nula). Observa-se,ain-
da, que nao ocorre bifurcagdo no espectro de freqiiencias das

vibragoes transversais, pois a aceleragao de Coriolis nao influ
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encia as vibragbes transversais.

E=1; v=03; 4 =1,

Fig. 4.9 - Placa circular com furo central

N F Y
g0l \

60:

ny¥

apoio simples
apoio fixo —_—_—

-L0f

Fig. 4.10 - Esforgos circunferenciais e esforgos radiais gera

dos por uma rotagdo unitaria.
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Wo  apoio simples ——— )
1 apoo fixo — N

0. + : : . : -
20 40 6.0 80 10. I1al

Fig. 4.11 - Variagdo da freqiiencia fundamental com a velocidade

de rotagao.

4.7.3. Resposta estatica e dinamica

Usando programas elaborados para este fim, calculou-se
a resposta de uma casca cilindrica bi-apoiada, girando com dife
rentes velocidades de rotacdo, e sujeita a uma pressao interna,
p = 10kgf/cm?, uniformemente distribuida numa regido .da superfi
cie média limitada por um angulo central de 1709, figura 4.12
A aproximagao, correspondente aos 8 primeiros harmonicos da sé-
rie de Fourier, para a funcdc carregamento considerada esta mos

trada na figura 4.13.

;— L=10m 1
E = 21 x107 t;/m? I'h=005m
p =078 {t-s2/m)/m?3
__0:?3 __________ _

Fig. 4.12 - Casca cilindrica bi-apoiada com pressao Interna
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Dn
100

80%
601t
40+
201

e . ‘ H P . e

0. 0. -OV-90. -60. -30. O 0. 60, 9.0 ®0 10.°

Fig. 4.13 - Aproximacao de Fourier da funcao
carregamento, correspondente aos

8 primeiros harmonicos.

De acordo com o modelo proposto no presente trabalho,
admite-se que o carregamento nac acompanha o movimento de rota
¢do rigida da casca em torno de seu eixo longitudinal.

Os resultados apresentados, a seguir, visam principal
mente a caracterizagao da influencia da rotagao sobre a respos
ta da casca em regime permanente, tanto para a anilise linear

quanto para a analise ndo linear (grandes deformagdes).
a) Comparagaoc com uma solugaoc exata

Tendo em vista o fato bem conhecido de que proximo
aos apoios ocorrem grandes variagoes dos esforgos e momentos re
sultantes, devidas a chamada perturbacdaoc de borda, analisou - se
o problema da resposta linear estatica da casca cilindrica em
estudo, sujeita a uma pressdo interna axissimétrica, visando a
definigao de uma malha de elementos finitos precisa para o estu
do do problema. A solucao exata deste problema foi calculada u
sando o programa desenvolvido na referencia D%].
A malha de elementos finitos utilizada neste exemplo,
e que serd mantida nos exemplos seguintes, faz uso da simetria

em relagdo a segac transversal média da casca, e & constituida



8J

por 14 elementos (numerados a partir 4o apoio), com 0s seguin-

tes comprimento:

elementos 1, 2(0.05m); 3, 4, 5, 6, 7 (0.10m); 8, 9(0.20m) 5
10, 11¢0.50m); 12, 13, 14 (1.0m).

Nas figuras 4.14 e 4.15 estao apresentadas as aproxi-
magoes de elementos finitos obtidas com esta malha para o es -
forgo circunferencial (N,,) e o momento longitudinal (M,,),res
pectivamente. O confronto destas aproximagoes com as corres -
pondentes sclucgbes exatas indicam uma boa concordancia entre
elas, inclusive proximo aocs apoios, onde ocorrem perturbagoes

de borda.

Ny 4
{te/cml))
] . 4L -
| ) ]
20+
] N,, (t /cm) p =10 kgg /cm?
i T v
n=0_ —
104 i e
i Andlise estética linear
4 solugdc exata
elementos finitos s «
0 : : { f : —»
| 100 200 500 s(m)
Fig. 4.14 - Diagrama do esforc¢o circunferencial. Carregamento

axissimétrico.
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S Mu
{ty om/em) o
! Andlise estdtica linear
solucdo exata —_—
elementos finitos e v
101 .
My (trem/cm) p = 10kqe/cm? ('7
g 4 I'r
n=>0
o544 0\ =
-y A
- O + * 4 L $ -
100 200 7 500 s(cm)

Fig. 4.15 - Diagrama do momento longitudinal.

Carregamento axissimétrico

b) Analise linear

Usando a mesma discretizacao de elementos finitos uti
lizada no exemplo anterior, calculou-se a solugidc em regime da
casca cilindrica apresentada na figura 4.12, para diferentes va

lores de .

Os resultados apresentados na figura 4.17 dizem res -
peito a variagao com 6 dos deslocamentos radiais (u,) da segao
média da casca, pafa Q igual a 0, 20, 30 e 50 rd/s. Este estu-
do evidencia a grande influéncia_que pode ter a rotacdo na res-
posta dinamica de cascas axissimétricas, sujeitas a agdo de um
carregamento do tipo considerado.

A figura 4.16 apresenta um confronto entre os espec -
tros de frequéencias (mR) das excitagdes, geradas pelos diferen-

tes valores da velocidade de rotacao, e os espectros dos oito
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primeiros harmonicos, para © = 0 e § = 50rd/s. (Neste estudo
desprezou-se o estado inicial devido a rotagao). Este diagrama
& importante pois permite avaliar previamente quais os harmbni-
cos predominantes na resposta dinamica. Observa-se que para
f§ = 50 rd/s as freqliencias das excitacCes estao acima das mais
baixas freqiiéncias naturais dos harmonicos 3 e 4, o que explica
a resposta qualitativamente diferente apresentada pela casca pa
ra esta velocidade.

Resultados semelhantes foram cobtidos para os esforgos
longitudinais (N,;) da segdo transversal média, conforme demons

tra a figura 4.18.

Wmy
(rd/s)
n=-50.rd/s
600. t n=0.
jt n=50.rd/s
Ve
S
S
400.1 S
/0 =50rd/s
P
-
~n =30
200.1 -
/,/’Il=20
— A =10
0. s
g8 9 m

Fig. 4.16 - Confronto entre os espectros de excitagoes e 0S es-
o~ . . - L
pectros de frequencias naturais de uma casca cilin-

drica bi-apoiada.
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A U5 hd ustcm) a=0
- s 124, = 0. —_—
_avaimel [ T ey p—
\ = "
| W AR n= 30, R
4 I glcrm)4 i ‘ n=5) " ————

Fig. 4.17 - Deslocamentos radiais da segdo transversal média

Solugbes periodicas lineares.

N" 30_-
{t;/cm} ,."\.\
/]
il
.o !
P

3 N;" 5 207 a=0. _—

a variavel a=20.rd/s ————m
I ' a=30."

L { rs 30+ = 50 " ———

Fig. 4.18 - Esforgos longitudinais na segao transversal média.
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c) Analise ndo linear

_ 0 mesmo estudo do exemplo anterior foli realizado con-
siderando os termos nao lineares das deformagoes da superficie
média. Nesta andlise o carregamento foi dividido em dez incre-
mentos iguals e o numerc maximo de iteragdes por incremento foi
cinco.

O0s resultados previstos pela analise nac linear esta-
tica (R = 0) para os deslocamentos radiais e para os esforcgos
longitudinais da segac transversal media da casca, estdo apre -
sentados nas figuras 4.19 e 4.20, em comparacao com as corres -
pondentes solugdes lineares.

Nas figuras 4.21 e 4.22 apresentam-se as solugoes ob
tidas para as respostas ndo lineares dos esforgos longitudinais
e deslocamentos radials , respectivamente, obtidos com 2=20rd/s
comparando-os também com as solugdes lineares correspondentes.

Este estudo demonstra que, neste caso, a solugao line
ar & conservativa, pois a consideracdo dos termos nac lineares
torna a casca mais rigida. Evidentemente que o calculo da solu
¢d0 nao linear e bastante mais demorado do que o cdlculco da so-
lugao linear correspondente, ndc so por causa do processo incre
mental e das iteragoes necessarias a convergencia, mas princi -
palmente devido ao tempo consumido no calculo do vetor dos ter-
mos independentes, que, como fol mostradoc anteriormente,‘depen—
de de todos os harmonicos considerados na analise.

Ainda com relagao ao tempo de computagao, outro aspec
to desfavoravel & que operagoes com numerocos complexos sao mais
demoradas do que com numeros reais. Deve-se lembrar, entretan-
to, que a possivel transformacgdo desses problemas para a forma
real, que possibilitaria o usoc exclusivo da aritmética real, im
plicaria na duplicagao do numero de equacdes originalmente com-

plexas.
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N
Fig. 4.19 - Deslocamentos radiais da secdo transversal média.

Solugdes estaticas linear e ndo linear.

linear —_—
ndo linear—————

Fig. 4.20 - Esforcos longitudinais na segdo transversal meédia.

Solugoes estaticas linear e nao linear.
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linear —_—
-8+ nao linear ————

Fig. 4.21 - Esforgos longitudinais na secgao transversal media.

Solugdes periodicas lineares e nao lineares

(Q = 20 rd/s)
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v 1 v
n=20rd/s

linear
nao linear ———-—

[
o
o

T

Fig. 4.22 - Deslocamentos radiais da segdo. transversal média.

Solugdes periodicas linear e nao linear (=20 rd/s)
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4.8, Conclusoes

a) Mostrou-se que devido a rotagdo da casca, um carre
gamento estdtico, nioc axissimétrico, gera excitagoes periocdicas,
de freqiéncias m€, tornando evidente a condigdo de ressonancia
linear sempre que alguma das frequeéncias naturais do harmonico
m vier a coincidir com a freqgiiéencia da excitacdo, isto €, quan-
do w = mid.

mi
_ b) A equagdo do movimento de cascas axissimétricas gi
rando em torno do eixo longitudinal, e sujeitas a um carregamen
to que nao acompanha o movimento de rotacao rigida da casca, ad
mite solugdo periddica, mesmo no caso de grandes deformagoes.
.

c) De acordo com o modelo proposto neste trabalho, a
massa do carregamento considerado ndo tem influencia sobre as
amplitudes da solugdo periddica, mas tem influencia signifi-
cativa scobre a estabilidade desta solugao, conforme se demons -

tra no capitulo V.

d) Com relagido ao problema de vibragoes autonomas 1i-
neares, foram demonstradas teoricamente algumas conclusoes obti
das anteriormente nas referéncias [ 4-8_], quanto a influéncia da
velocidade de rotagdo e do estado inicial axissimétrico, sobre as
frequéncias naturais e modos normais de vibragao. Estas conclu

soes 5aoc, em resumo, as seguintes:

1) os modos normais de vibracao de cascas axissimétri
cas com movimento de rotagio sac ondas moveis circun-
ferencialmente: no mesmo sentido (forward traveling
waves) e no sentido oposto a rotagao (backward travel

ing waves);

2) a aceleracao de Coriolis provoca uma bifurcacgio em
relagao ao espectro de frequéncias da casca estaciona
ria, gerando os espectros correspondentes a ondas mo-
veis no mesmo sentido e a ondas movels no sentido o-

posto a rotacao, sendo que estas tém sempre maior ve-
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V. ESTABILIDADE PARAMETRICA DE CASCAS AXISSIMETRICAS

5.1. Introdugao

Ressonancia parametrica ocorre em fenomenos descritos
por equagdes diferenciais com coeficientes periddicos na varia
vel independente. Na mecanica, este tipo de equagac surge em
sistemas cujas propriedades fisicas (massa, rigidez ou amorte-
cimento) variam periodicamente com o tempo, e também no estudo
da estabilidade de solugoes periodicas nao lineares. Um exem=-
plo bastante simples &€ encontrado na estabilidade dinamica de
vigas, sujeitas a forgas longitudinais periddicas, onde, por

extensao do problema de Euler, tem-se

K

% 4 (p, ¢ ep, (2L 4+ 4 &Y - g (5.1)
ax* ax? at?
como equacdo variacional correspondente as vibragdes transver-
sais [47], [#8]. P, independe do tempo e P,;(t) = P, (t + T) &
periddico de periodo T = 27/Q. K €& a rigidez a flexdo e u a
massa por unidade de comprimento da viga.

No caso de vigas simplesmente apciadas os modos de.

flambagem coincidem com os modos normals de vibracgao,

y(x,t) = yn(t) senm]iX , (n =1, 2...). (5.2)

Substituindo (5.2) em (5.1) e introduzindo as defini -

goes:
EA HZ'HZK - . - .
p# = =, n-esima carga critica de Buler ,
n Lp_
n?n? /K Fo \ - -
w_ = = (1 - —), n-ésima frequenciea natural,
1,2 il *
n

obtem-se, para cada n, a equacao diferencial ordinidria de se -

gunda ordem, com coeficiente periddico

2
d yn

2 -
e + wn(l + € ¢n(t))yn = 0, (5.3)
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locidade do que aquelas.

3) a aceleragdoc centrifuga tem efeito simétrico so-
bre as freqiiéncias e tende a reduzi-la a medida que

|2] cresce.

4) o estado inicial gerado pelas forcas centrifu -
gas também tem efeito simétrico sobre as frequenci-
as, dependendo das condigoes de contorno e da forma

da casca;

5) torques iniciais geram bifurcagao no espectro de

frequéncias independente dos efeitos da rotagao;

e) os exemplos numéricos apresentados servem COmo
confirmagio de algumas das conclusoces obtidas, e principalmen-

te comprovam a validade do método de andlise empregado.

£) A forma complexa da série de Fourier, utilizada
neste desenvolvimento, apresenta maior generalidade e també&m
maior comodidade no tratamento dos termos de acoplamento  dos
diversos harmonicos, do que a forma real trigonométrica. En -
tretanto, do ponto de vista computacional, a operagac com name

ros complexos € mais demorada.
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com P (1)
¢_(£) = — ———— |
n o

chamada equagao de Mathieu-Hill. No caso particular da equa -
cdo de Mathieu ¢ _(t) = cos t, [u7], [L9], [50].
As propriedades principais da equagao de Mathieu-Hill

sao:

1) dentro de certas regides do plano dos parametros e
e @, chamadas regides de resscnancia paramétrica, existem so-

lugoes de (5.3) que crescem exponencialmente com o tempo,

2) solugCes periddicas ocorrem nas fronteiras das regi-
oces de instabilidade, sendo que solugOes de mesmo periodc limi
tam regioces de instabilidade, enquanto que as regides de esta-

bilidade sao limitadas por solugoes de periodos diferentes,

3) para €& pequeno, as regioes de instabilidade se dis-
tribuem préxime as frequéncias
2w
Q = —2 , k=1,2,3... (5.4)
Xk
k = 1 corresponde as regides principais, e k » 2 as regides se
cundarias (figura 5.1a).

A grande maioria dos problemas de estabilidade dinami-
ca ndao conduz a forma simples da equagdo de Hill, mas a siste-
mas de equagoes diferenciais onde a parte periddica ndo  pode
ser desacoplada. Neste caso além das regides de ressonancia pa
ramétrica simples, ou simplesmente regides de ressonancia para
métrica, ocorrem também regides de ressonancia paramétrica com
binatdria, ou regiGes de ressonancia combinatdria (figura 5.1b)

em torno de

= ——— , k =1, 2..., (mfn). (5.5)

Em certos prcblemas as zonas de ressonancia combinato-

ria podem ser mais significativas do que as zonas de ressonan-
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cia paramétrica [48}, [51].

0N A a
W+,
regiao 1
211 principal
1 Wy — Ly
£ £
a) Ressondncia paramétrica . b) Ressonancia combinatdria .

Fig. 5.1 - Tipos de instabilidade paramétrica

Neste ponto & interessante ressaltar as principais di-
ferengas entre a ressonancia simples e a ressonancia paramétri
ca. A ressonancia simples & gerada por uma excitagdo periddi-
ca externa, e ocorre para valores discretos dos parametros do
sistema, enquanto que a ressondncia paramétrica € devida a uma
excitagdo periddica interna (auto-excitacdo), e ocorre para va
lores continuos dos parametros do sistema. Além disto as am -
plitudes das vibrag¢Ges na ressonancia simples crescem linear -
mente com o tempo, ja as amplitudes da ressonancia paramétrica
crescem exponencialmente; dal o carater mais violento da insta
bilidade paramétrica. Estas observagdes s3o relativas a siste
mas de equagoes lineares. E interessante notar também, que ex
citagoes paramétricas podem estabilizar sistemas estaticamente

instaveis como, por exemplo, o péndulo invertido [47], [u8].
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Para determinagdao das regioces de instabilidade em
sistemas de equagdes com coeficientes peridodicos sZo normalmen-
te usados meétodos de perturbagdo [18], [51], [52], métodos de
balango harmonico [47], [63], [54], e métodos numéricos basea -
dos na teoria de Floquet [u9], [55], [56]. A decisdo quanto as
conveniencias de um ou outro método ir3 depender do problema em
estudo. 0Os meétodos de perturbacdac estdao sempre fundamentados no
fato de que 0s termos periddicos da equagdo s3do pequenos, e tém
a vantagem de fornecer explicitamente uma aproximagio das regi-
oes de ressonancia paramétrica e combinatéria. Os métodos  de
balango harmonicos se baseiam na existéncia de solugdes periddi
cas na fronteira das regioes de instabilidade e conduzem a uma
extensao do determinante infinito de Hill, [47]. Tém a vanta -
gem de gerar, de forma sistematica, as aproximagdes de ordem su
perior, mas sO determinam regides de ressonancia fundamental (pa
ramétrica simples). J& a andlise numérica de Floquet, embora
permita a determinagdo das regides de ressonancia fundamental e
combinatdria sem a limitacdo de parametros pequenos, é computa-
cionalmente demorada uma vez que envolve integracdo numérica da
equagac em um periodo, e iteragdo para obtencido das fronteiras
das regioes de instabilidade [&§], [55].

5.2. Resultados da teoria das equacoes diferenciais

ordinarias.

Considere-se o sistema de equagoes diferenciais or-

dinarias no tempo,
X = F(X, t) (5.6)

onde F &€ uma fungdo vetorial continua e com derivadas parciais

continuas, em relacao a Xi’ em um conjunto aberto
S = {(X, ), t 2 tg}. _ (5.7)
Seja X* = X*(X,, ty, t) uma solugao particular de

(5.6), cuja estabilidade se deseja estudar. A estabiiidade de

X* pode sempre ser reduzida a estabilidade da solugdo trivial
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de wum novo sistema, isto &, pela mudanga de variavel,

X = Xt + u, (5.8)

-~

a solucdoc X* se transforma na solugao u = 0 do sistema

= F(X* + u, t) - F(X*, ). (5.9)

~ -~ ~ o

1T .

Supondo que as F. tem derivadas parciais continuas

até a segunda ordem, pode-se escrever

u = Au+ H(u, t) (5.10)
com
oF. ,
1 . .
i3 7 T , e Limite H(u, ©)/ |uff =05 ¥ t 2 t,.
BXj Xk thug =+ 0

E natural associar o sistema linear,

1§ =i ]

= Au, (5.11)

ao sistema variacional nao linear (5.10), investigando quando
a estabilidade ou instabilidade de (5.11) implica em estabilida
de ou instabilidade da solugao trivial do sistema nac linear
(5.10).
Se o sistema (5.6) & autonomo e X* independe do tem

po (i.e., X* ¢ um ponto de equilibrio), entdo o sistema (5.11)é
linear e autonomo. Por outro lado se X* & uma solugdo periddi-
ca de (5.6), o sistema (5.11) serd linear com coeficientes peri
6dicos. Obviamente, se (5.6) & linear, (5.10) também & linear,
com H(u, t) = 0.

o Alguns resultados sobre estabilidade em equagoes di
ferenciais ordinarias s3o apresentados a seguir, na forma de

teoremas. Para maiores detalhes podem ser consultadas as refe-

rencias [57], {58], [59].

a) Sistema linear com coeficientes constantes
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TEOREMA 1 - O sistema linear de primeira ordem

-l

= AKX

onde A & uma matriz nxn, independente do tempo, tem solugao 1li-
mitada para t » t, se e somente se todos os autovalores Pr de A

tem Re(p.) € 0, v = 1,2...m, onde m € o numero de raizes distin

tas, e para aquelas raizes com Re(pr) = 0, tem-se sempre ML=V
sendo M, O grau de multiplicidade da raiz P, € v, 0 grau de nu-
lidade da matriz (A-pl), i.e. v, = n-p, onde n & a ordem de A e
p o posto de (A - o D)o

Além disto este sistema tem todas as suas solugoes
tendendo a zero quande t-» =, se e somente se Re(pr) < 0 R

r = 1,2...m.
b) sistema linear com coeficientes variaveis

Os principais resultados nesta area dizem respeito

a sistemas lineares do tipo
X = A(OX

cujos coeficientes Aij(t) sao de algum modo assintdticos a coe-

ficientes constantes ou s3o fungdes periddicas no tempo.
TEOREMA 2 - (Teorema de Liapunov)

Se A & uma matriz constante e C(t) & uma matriz
cujos elementos sao fungoes continuas de t, com [IC| < ¢ sufi-

cientemente pegueno para todo t 3» t e se todas as solugoes do

e o 3
sistema X = A X tendem a zero quando t + =, entac todas as solu

o

coes do sistema X = (A + C(t)X tendem a zero quando t +» . A

~

constante ¢ pode depender da matriz A.
TEOREMA 3

Se A & uma matriz constante e C{(t) & uma matriz

cujos coeficientes sdo fungdes mensuriveis de t, com
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o

[[cc) || at < =
i)
= A X sdo limitadas, entao

e se todas as solugoes do sistema
+ C(t)X sdo também limita -

U ¢ e

todas as solugoes do sistema 8 = [
das em [0, =), :

TEOREMA 4 - O sistema
X = ACOX, com ACt + T) = A(t), C (5.13)
tem pelo menos uma solugac nao identicamente nula com
X(t + T) = AX(1) (5.14)
para todo t, sendo A # 0 uma constante real ou complexa.

Demonstracao - Seja ¢(t) a matriz fundamental cons-

tituida pelo conjunto solucdc de (5.13), logo

PCE) = ACE) (1)

e obviamente,
$(t + T) = ACt + T) ¢(t + T) = ACE) $(t + T) ;

Conclui-se, portanto que ¢(t + T) & também solugdo de (5.13), e

como ¢{(t) &€ a matriz fundamental, decorre imediatamente que
ot + T) = B ¢(t) - (5.15)

onde B & uma matriz constante.

) Logo X & uma raiz de B. Se as raizes caracteristi-
cas i; de %rsao todas distintas, entao existem n solugbes satis
fazendo a condigao (5.14). Se por outro lado existem apenas m
raizes distintas (m » 1), existira pelo menos m solugoes de
(5.13) satisfazendo (5.14), e estd completa a prova do teorema.

A partir deste teorema pode-se concluir:
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1) todas as solugoes X(t) do sistema (5.13) tendem

a zero quando t + = se e somente se [A.[ <13 i =1, 2...m.

2) todas as solugdes X(t) do sistema (5.13) saoc 1li-
mitadas, se e somente se |A;| « 1, 1 =1, 2...m, e para aqueles
A; com [A:] = 1, tem-se g = vi.

3) o sistema periddico (5.13) tem solugdo periodica

de peridcdo T se e somente se existe pelo menos uma raiz Ai = 1,
jad a raiz Ay = -1 corresponde a solugdes com periodo 2T.
TEOREMA 5 - seja
X = (A + & ¢(t)X, (5.16)

um sistema linear, com A constante e @(t) uma perturbacao perié
dica. Se todos os autovalores Py de A tem Re(pj) < 0, com
3 =1, 2...m, entao para algum €, > 0 e todo € real ou complexo
com !e[ < g£4, todas as solugoes do sistema (5.16) tendem a zero
quando t + =,

Este teorema & uma consequenc¢ia direta do teorema de

Liapunov.

c) Sistema Variacional

Apresentam-se, a seguir, as condigoes para que a
estabilidade do sistema variacional linear (5.11) implique em

estabilidade da solucdo trivial do sistema (5.10), ou seja,quan

do a estabilidade infinitesimal implica em estabilidade.
TEOREMA 6

Se todos os valores caracteristicos (no sentido ge-
neralizado) associados ao sistema variacional linear (5.11) pos
suem parte real negativa,entao a solugao trivial do sistema

(5.10) & assintoticamente estavel.
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TEOREMA 7

Se existe pelo menos um valor caracteristico asso-
clado ao sistema (5.11) com parte real positiva, entdc a solu-
cdo trivial do sistema (5.10) & instavel.

No limite, parte real nula, a estabilidade infini-
tesimal nada informa sobre a estabilidade da solugac do siste-

ma nao linear.

5.3. - Estudo da estabilidade paramétrica de cas -

cas axissimétricas

Visando o estudo da estabilidade infinitesimal da
solugdo periddica (u*, N*), estudada na segao 4.%, sera obtida,
a seguir, a forma variacional linearizada da equagao (4.75),em
torno da solugdo periddica (u*, N*),

Serao consideradas forcas de superficie e densida-
de de massa do carregamento, por unidade de area da superficie
média, do tipo

imn

p(s, n) = py(s) + € ; po(s)e s
P nio =

~

pis, n) = u,(s) + € u,(s, nl, (5.17a,b)

onde € € um parametro adimensional pequeno.
Para determinacac da primeira aproximacac das regi
Ooes de instabilidade, € suficiente tomar apenas a primeira a-

proximacac da solugdo periddica, ou seja:

u*(s,0,t,0) = uf(s,Q) + ¢ ¥ u*(s,ﬂ)elm(e_gt)
b N m#o ~H
N*(s,8,t,0) = Ni(s,Q) + e | Nt(s,n)e (870D
o - m#g ~™
(5.18a,b)

A dependencia de u; e N; em relacgdo a f estd evi -
denciada na equagao (4.33), enguanto que uf e N§ dependem de
Q por causa do estado inicial gerado pela forca centrifuga.

Seja (u', N') uma solugdo de (4.75) adjacente a
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(u*, N%), isto é:

u'(s,0,t) u*(s,8,t) + u(s,8,t),

it

N'(s,6,t) = N¥(s,6,t) + N(s5,0,t). (5.19a,b)

onde u e N correspondem a perturbagoes sobre a solugao perini

ca (u*, N*) e sido representadas pelas series:

u(s,8,t) = ) um(s,t)elme

~ m

N(s,8,t) = | N (s,0)e™™, (5.20a,b)
m

Substituindo (5.19%9a,b) e (5.20a,b) na equagaoc nao
linear (4.75) e retendo apenas os termos lineares em € e u, ob

tem~-se a equacao variacional linearizada em torno de (u®, N#*),

- ~ . ~ 2 ~ . ~
+204a +1a, (u_,u +2%(y_,u _) =
g (G su_ )+204y (u ,u_ ) a(u_,u__) D(Nm’u—m

Lj

seg T e HMRIRT g G ye| y(R,m) (10421804, -220%u,) .u_ R,ds}
E#m A —uﬂ; ~ =T ~ ~2 ~£ ~=M
L,

para m = -M...M, (5.21)

% . = PR A £l f
Ru(gm’g-m) _-<P(ém + B ?m)’(é-m tBY g-m)> ¥

wfa 5 >
+ <B Na,g_m> + <§§m’ § >,

-~ ~

" o - % * A :
ng(ugsu_p) =<(BNo o * Bp D& B>  F

T B, + Bl BE 0,A > . (5.22a,b)

+ <]3/2(}§I-I*1_2 By

A equagao (5.21) & consistente apenas com a primei
ra aproximacdo das regioes de instabilidade infinitesimal, ja

que em (5.18a,b) e (5.21) foram considerados somente termos ate

a ordem ¢.
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Na determinagao das regioces de instabilidade consi
derou-se ainda que a influéencia do termo QQal(ém,g_m), relati-
vo a aceleracgido de Coriolis & pequena, e portanto pode-se trans
ferir este termo para o segundo membro de (5.21),admitindo que
ele também esta multiplicado por €, e no final da analise faz-
se este coeficiente igual a unidade. Deste modo a equacgao

(5.21) fica substituida por

. o 2. o % " =
G (Upplp) + W (upsu )+ 25l ) =

_ . ~ _ -i(m_g)ﬂt & ~ -
_.—gﬂ2a1(gm,g_m) € ng e nflu,,u_)
. L,
- e 3 e~l(m-L)0t ¥(o,m)(d, + 2i400, - 2202u.).u ,
~ & ~R -4 ~=T
LEm L
1
para m = -M...M. (5.23)

A discretizagao de elementos finitos de (5.23) con
duz ao sistema de equacgoes diferenciais ordinarias, com coefi-

cientes periodicos no tempo,

MU +K_ U = -e20c 0 -¢ 1} M-Ity
~ ~Tn ~Tm <M ~ M 0 #m ~mi ~£
e § e i(mm2iat M (U, + 2ieel, - 22020 ,
L£m ” ~ ~
para m = -M...M. _ (5.24)

As matrizes M e C ja foram definidas anteriormente.

- * + — =“: Eay 2 ] ~
Kom = Kmm(ﬂ) resulta da discretizacao de Eo(gm,g:m)+ﬂ iz(gm,g_ﬁ.
ng = ng(g)’ £ # m, representa o acoplamento elastico de dife
rentes harmonicos, e & obtida da discretizacgdo de nﬁ(gz,g_m)

A matriz ¥m2 decorre da consideragao da massa do carregamento,

e também produz acoplamento entre os diversos harmonicos.
Embora nao exista ainda uma maneira precisa de se

avaliar o amortecimento estrutural, estuda-se o efeito de um

pegueno amortecimento externo sobre a estabilidade do sistema.
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Admitindo-se que a matriz de amortecimento e[ A ] se
ja de algum modo determinada, e somando-a a matriz de Coriolis,
obtem-se o sistema
e-l(m—R)Qt

K u

MU + KUy =-e80 -¢ ] “me ~q

~m L <m
L#m

ce §oeHmTMIRt (4 25 gp 0, - 22020,

2#m ~mi o~k
para m = -M,..M, _ (5.25)
onde
S = A+ 2QC.
5.4. Determinagac das regides de resgsonancia para

métrica
Uma primeira aproximagdo das regicdes de ressonan -
cia paramétrica do sistema (5.25) serd obtida através de uma
eXtensao, a sistemas complexos, do metodo desenvolvido por HSU
[18], para o estudo da estabilidade de sistemas de equacdes re
ais, semelhantes a (5.25), [10]. O método de HSU consiste es-

sencialmente em:

1) redugao do sistema a forma normal,
2) estudo de cada uma das equagCes pelo método de

variagao de parametros.

Para velocidades de rotacao 2, e estados iniciais
abaixo do valor critico, o problema de autovalor algebrico
2 = -M...M, (5.26)

U, = w

2
Kog Up = wg MY

ﬂ, 2

associado ao primeiro membro de (5.25), tem autovalores wz po-

sitivos e distintos, portanto, aplicando a transformacgao de

coordenadas

Uy = Qpp X, 5 & = =M.LH, (5.27)
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gm +Eﬁ%:]§m = -Egﬁm gm —€ 2

- ¢ ; e-i(m-f,)ﬂt
L#m

onde

4]
|

Kne =

D.:I“Q, =

sendo QRR a matriz dos autovetores de (5.26) normalizados

relagao a M, e GRQ =
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a forma normal

—~i(m-2)0t
e

Wb K %¢ -
o s ot 2oz
¥m2(§2 + 219%1 £ %2), {5.28)
=T
- gmm § Qmm’
— T

gmm Emﬂ.glk’

=T
gmm gmﬁ QLR’W

em

conjugado Q,, = Q(_% -0

Escrevendo (5.28) em termos das componentes, tem -

se
3 2 _ . _
Xip * 0 mpXnp = 7€ 0yt 5 P = 1,206, (5.30)
com G
. -1{m-2)Qt
o (X, ,t) = J(S X+ ) e K ) +
m T iq q=1 "R MG oz mépq " 4q
+ ] e tlm-tiat ? M (K, o+ 200k, - 222X, ),(5.31)
) ; ,(5.
L#m q=1 mepq &g 2q 29
sendo np> P = 1, 2...6, os autovalores de (5.26). G & o nime

ro de graus de liberdade da discretizagao de elementos finitos,

qu

os elementos p,q das matrizes S¥ ,

€ a componente q do vetor Xg, e S

mmpq’ “mipq € Mmeipq  39°

K# e M$£= respectivamente.

~mé

Visando a aplicacgdo do método de variagdo de para-

metros escreve-se (5.30) na forma do sistema de primeira ordem

equivalente,
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Y
mp mp

L] 2 _ _ . -
Ymp + wmp me = - ¢m(X£q’t)’p 1, 2...G.‘(5.32a,b)

Para € = 0, a solucao de (5.32) & ,

X = A etvmpt _ g  gmpt
mp ~ “mp mp

_ s iwmp't_ =iy mp‘t
Ymp = lump(Amp e Bmpe ), (5.33a,b)

com Am e Bm constantes a serem determinados posteriormente pe

P .
las condigoes iniciais.

Para € # 0, tenta-se uma solucao perturbada do ti-

po
- iog, T ) —lwgpt
me Amptt) e D + Bmp(t) e P- + ¢ xmp(t),
- iwmpt_ —immpt S
Yﬁp lme(Amp(t) e Bmp(t) )+e xmp(t)
(5.34a,b)
onde os coeficientes Amp e Bmp sao agora admitides como sendo

fungao de t.
Substituindo (5.34) em (5.32),e tendo em vista a

definigdo de ¢ , obtém-se:

- equagoes variacionails

. . _z +
lu)mpt + Bm e lwmp =0

A e
m P

P

t o~ iwmpt, S ( elwmpt _ R e_lwmpt)’
mp mp mmpp T mp mp

(5.35a,b)
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- equacoes de pentunbagdao

X 2 = - T iwmp‘t _ -i[ﬂmp‘t
Fomp 0% ¥ q;p S Brg © oty
; d 2)Q :
- z y {H A e lE")R,q_(m_ :It + J B e'll:wgq+(,m-£)ﬁﬂt}
2#m q=1 mipq kg mipq ~1q : ,
(5.36)
onde,
= - 2
Anepg = Kmopa ™ Mmapg(¥2q* MV (5.37)
' = - _ 2
JmRPq ) Kmeq Mmipq(wgq 2507 (5.38)

Em primeira aproximagao os Amp e BmP sdao tomados co
mo constantes, nas equagoes de perturbagao, portanto a solugao

de (5.36), fora das regices de ressonancia, & dada por

iw S . s
- . y mg__mmpg a4 elwmqt _ Bm e 1wﬂqﬁ) _

X -
mp I 2 .2 jule]
q#p mmp wmq
-3 % Hmﬁpq Aﬂq ei[@gq-(m—ﬂ)glt _

; < 2 _ (e 2
L#m g=1 mmp [u&q (m-2)Q ]

G J B .
-0 mipg g ¢~ 1 liggtm-2Jt (¢ 4q)

; - 2 _ - 2
2#m gq=1 Yop [@£q+(m W]

Observa-se que em (5.39) existem termos cujos deno-

minadores vao para zero, quando

*

w V)
g =+ 22 04

m = 1n

, para m#n e p,q=1,2...G, {(5.40)

logo, estes termos tendem a crescer indefinidamente quando a ve
locidade de rotagdo f se aproxima destes valores, por isto sao

chamados termos ressonantes. Para se estudar ¢ comportamento da
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solucao na vizinhancga destas velocidades, transferem-se os ter-
mos ressonantes para a parte variacional da analise.
Serd estudado, inicialmente, o comportamento da so-

lucao na vizinhanca de

w + W
Q - B .14, ¢ ;. (5.41)

m-n

Com a inclusdac dos termos ressonantes, as equagoes

variacionais (5.,35) transformam-se em:

A elmmpt + B e-lmmpt =0,
mp mp
A elwmpt_é e-lwmpt: - e S (A lumpt _ B é-lwmpt)
mp mp mmpp  mp mp
A inpg i (ot e t |
-c A e mpr=ams - (5.42a,b)

lugpp ng

A elwnqt + é e‘lwnqt - 0’
nq ng

elwnqt_é e—lwnqt: - g (A elwnqt_B e—lwnqt)
ng ng nngg ng ng

J .
_e _mmgp o _ilepgtedplt

mp s (5.43a,b)

iwnq

onde A = (m-n)Ai.
m

Explicitando B em (5.42) e A em (5.43) obtem-se
mp nq

o sistema:

g H

B - Z s (A eltwmpt_g y , _mNpg e'lEAmt’
mp 2 Tmmpp mp mp 21mmp nq

. £ -2iwnat € J igi,t

A =—2S (A__ - B__ e “t¥nqty _ __OMIP g +¥mt
ng 2 "nngq " ng ng 21w mp

(5.44a,b)
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Este sistema sera resolvido usando o metodo de Kry
loff-Bogoliubov ~-Van der Pol, que neste caso resume-se a tomar
a média, em um periodo, dos coeficientes de Am e Bn , resul -
tando entao

e H .
5 ; € - mnpg -1€kmt,
mp 2 ‘mmpp mp 230 ng
mp
. 3 € Jnm +ich, t
0t 5 Sunag BngtT — R B m-, (5.45a,b)
q dqq q 23w P
nq
que admite solugao da forma,
_ 0 Bt"iEAmt/Q
Bmp = Bmp e
Aoy = AL cBt+icint/2 (5.46a,b)
) 0 =
onde BInp e Anq 540 constantes.

Substituindo (5.46) em (5.45), chega-se a seguinte

equacao indicial em B,

H J
R? + E(S + S }gp - g2 mnpg nmdp
2 “mmpp nnqq Hmmp wnq
1 . . -
+ E(E Smmpp - 1ekm)(€ Snnqq + leAm) = 0. (5.47)

Lembrande que os termos de amortecimento e de acele
racac de Coriolis, embora pequenos, nao estao multiplicados por
¢, faz-se entdo € = 1 nestes termos obtendo-se como equag¢ao indi

cial

(Smm ¥ Snnq ) Hmnpq Jnmqp
82 + PP q B - g2
2 4

+

w__w
mp ng

L

= - 1 3 = Ju
g Smmpp i e }\m)(Sn + i ¢ Am) 0 (5.u48)

nqq
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As regices de estabilidade serao definidas pelo sinal

da parte real de B, isto €:
Re(B) > 0 <=> instabilidade,
Re(B) < 0 <—=> estabilidade assintotica,
Re(B) = 0 <—> estabilidade neutra ({fronteiral,

a questdo € entdao, determinar quando Re(f) troca de sinal.
Para tornar as expressoces mals simples serao intro

duzidas as definigoes:

S_ =S /2,5 =5 /2
2 mmpp q nnqq

= H J /w W , (5.48a-c)
mnpg nmgp mp ng

onde Sp, S e h sao em geral complexos.

q -~ — -
Em termos destes parametros a solugao de (5.47) e
-(S_+S )+ ¥ atbi
B = P_d , (5.49)
2
sendo
a = Re(A) 3 b = Im(A),
com

=
1§

(S -5 - iex )? + ¢%h. (5.50)
P a m

Considerando que a matriz S & obtida pela soma
S = A+ 20 C, onde A Eé a matriz de amortecimento simetrica e

positiva, e levando em conta as definigoes de Sp e Sq, tem-se

S = a +2i 0 c_ eSS =a + 219 c_, (5.51)
P P P q q q

sendo a,, dgy o € ¢ nimeros reais, dados por

a_ = A /2 , a = A /2
P mmpp q nngqg

ic, = Conpp/2 »icg cnnqq/z, (5.52)
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onde A e C 5
_ mmpp mmpp
diagonal das matrizes transformadas A* e C¥* |

~I1m ~mm

representam respectivamente elementos da

Portanto, as condigdes de estabilidade ou instabili

dade sdao equivalentes a:

instabilidade: Re(B) > 0 <—> at(a”+b”) ] > ap+aq, (5.53)
2
[ z L2 1/2 1/2
estabilidade : Re(B) < 0 <—> at(a +b) ] < ap+aq. {5.54)
?

Estas expressoes permitem a determinagao da primei-
ra aproximacdo das regides de ressonancia correspondentes a fre
quéncias de excitagdo proximas a (mmp+wnq)/(m-n), com
m,n =-M...M e p,qg = 1,2...G.

Visando uma melhor identificac3o da influencia de
certos parametros deo sistema, tais: como amortecimento, e massa
do carregamento, algumas situagOes particulares sao analisadas

a seguir.
a) Sistema nao amortecido

Neste caso ap = aq = 0, e a condigao de instabilida

de (5.53) passa a

1/2
1/2
J

2 + (a%+Dp?) >0, (5.55)

que & sempre satisfeita pois b # 0, conforme se mostra a seguir.

Fazendo aP = aq = 0 em (5.51) e considerando (5.50)

e (5.37), obtem-se:
A = -EZQ(C-P—'Cq)-E A J%+e*(h+h +h,), (5.56)
con
¢ = K K fw _w o,
mnpq nmgp mp ng

M (w +nM) % (w_ _ -m /e w (5.57)
mnpq nmpqg  ng mp mp nqg
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(w__+nM)? + M K (

- - - 2
By = = Monpq®nngp ¥nq nmap Smnpq “mp M /0

)
mp "nq’
sendo h, e h, nimeros reais e positivos, em consequéncia de

Kmnpq = Knmqp e anpq = Mnmqp s (5.58)

enquanto que h2 & complexo, e portanto

A1l
1]

- EQQ(cp—cq) - slmjz + €?{ ho+hi+ Re(h,) |,

o
1]

ezlm(hz), (5.59)

logo b # 0, o que significa que o sistema ndo amortecido e to -
talmente instavel. Esta conclusao entretanto, deve ser aceita
com reservas, pois ela esta fundamentada em uma primeira apro-
ximacao e, em um modelo bastante simples para representar as

forcas de inércia associadas ao carregamento.
b) Carregamento sem massa

Se sao desprezados o amortecimento estrutural

(aP = a = {) e a massa do carregamento (hy = hz = 0), resultam
a = -[?Q(cp—cq) - ex ]? + e*hg; D=0 (5.60)

e a condigdac de instabilidade passa a ser representada por a>0,
verificando-se assim que ocorre instabilidade para valores de

0 dentro das seguintes regioes:
1} para Q posditivo

+ 0 a +
2, elm < 8 <5Am 0y (5.61)

7) para § negativo

R, - €Al < |af <eal + o » (5.67)

0

onde,
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w__+uw + 20(c_-c )
P 4

+ il
Ry = 214 ,
m-n
_ mo¥@ng ~ 28Ce_~e )
Q) P14 4 (5.63)
m-n

/ﬁ:?(m—n),

)\0
m
com m,n = -M...Me p, @ = 1,2...G.

Na figura 5.2 estdo representadas as duas regioes
de ressonancia correspondentes a m,n,p € q fixos. Esta claro
gque a existencia de duas em vez de apenas uma regido & devida a
aceleragao de Coriolis, que causa uma bifurcagao no espectro de

frequencias, conforme foi visto no capitulo IV.

9]
Qg+ EAm
oy -
0+ ENG
0y
Fig. 5.2 - Regides de ressonancia (m,n,p,q fixos) €

) Influencia da massa

Desprezande o amortecimento e o estado inicial peri
6dico, i.e. ho = h2 = 0, obtem-se as seguintes regices de resso

nancia:
1} para § positivo

Qb - el < <enl +ql (5.64)
m m 0
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2) para 9 negaitivo

0 (5.65)

Q

- e Al < o] < eAIln+S'z;,

sendo .
AL =hy / (nen) (5.66)

Portanto a consideracac isclada da massa do carrega
mento da origem a regides de ressondncia semelhantes as obtidas
com a consideracdao isolada do estado inicial peridédico, enguan-
to que o efeito combinado da massa do carregamento e do estado
inicial periddico gera instabilidade total do sistema ndo amor-

tecido.

d) Influencia do amortecimento sobre as regices de

ressonancia

Por simplicidade despreza-se o efeito da aceleracao
de Coriolis (c_ = Cq = 0) e da massa do carregamento (h, =h,=0),
e consideram-se apenas as influéncias do estado inicial e do

amortecimento, logo

- - _ 2 2
A = (ap aq ie lm) + e“hg,
- _ 2 _ 242 2
a = (ap aq) £ Am + eh,
b =

- .67a-
Q(ap aq)e lm’ (5 a-c)

e a condigdo limite (fronteira das regices de instabilidade) &

dada pela seguinte equagaoc em Am

e?a? = e’hy/[1-(a/8)2 - 62, (5.68)

Onde L]
d - - e 5 = - ( . 9

De (5.68) conclui-sge:
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1) so existem A, reais para € > g,, sendo €, dado por:

£, = /(az-dz)/ho, (5.70)

0

significando que o amortecimento desloca as regioces de instabi-
lidade, para a direita, de um valor £,, (o que estd de acordo

com o teorema 5);

2) para ap—aq#O o amortecimento tende a aumentar a largura lm
da regido de instabilidade, conforme esta ilustrado na Figu-

ra 5.3;

3} para ap—aq:O o amortecimento nao causa aumento na largura das

regioes de instabilidade, mas apenas desloca-as de

; \ (5.71)

Estas conclusoes estao de acordo com estudos teori -

cos [51], [60] e experimentais [b61], [6?], realizados anterior-
mente.

5 as=a ressondncia
Wmp P9 paramétrica
0 a.4a ressonancia

mpTAmg P a9 combinatdria

sem amortec@mento _
com amortecimento  za

€

Fig. 5.3 - Influencia do amortecimento nas regices de instabilidade



120

Estudam-se, a seguir, as regices de ressonancia vi-

zinhas a

w -
Q= + —BP N9 .oy (5.72)

m+-n

Neste caso as equagoes variacionais sao:

A elmmpt + B e—lwmpt _—
mp np
elUJmP't _ —iwmpt = - ¢ S ( el[ﬂmp't _ B e"'iﬂlmpt)
mp mp mmpp  mp mp
J ]
~ ¢ Anpg 5 ~i{umpmeim)t (5.73)
iw ng
mp
e,
A elwnqt + é e-lwnqt = 0
ng ng
A elmnqt _ é e—lwnqt - —¢ S (A elwnqt -B e—lmnqt)
nqg nqg nngq ng nq
J .
_ e 2map g ~ilungrerplt (5.71)
1w nq

Explicitando émp em (5.74) e énq em (5.75) obtem-se
um sistema do mesmo tipo de (5.44), e através de um procedimen-
to similar ao utilizado anteriormente, chega-se a seguinte equa

¢dao indiecial em B
2
2 £ 1 = . _
B + (Sp+8q)8 o J + E(ZSP 18Am)(28q + i Am) =0, (5.75)

onde,

Jmnpq Jnmqp/mmpwnq (5.78)
As regices de ressonancia sdo também determinadas

por condigoes identicas a (5.53) e (5.54), com a e b represen-

tando igualmente a parte real e imaginaria de A, que neste caso

& dado por

A = (5 -5 -iex )% - g2J. - (5.78)
P g m
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Por causa do sinal menos do termo -e?J, sO existem
regioes de instabilidade com J real negativo ou complexo. Por-
tanto, s0 ocorrera instabilidade no caso geral, quando sao con-
siderados os efeitos combinados de inércia do carregamento e es
tado inicial periddico. Nos casos correspondentes aos itens(b),
(e} e (d), o estudo anterior, ndao existirdo regices de instabi
lidade porque, para estas situagtes, J & real e positivo, e nes
te caso nao existem raizes reais para A

S3o, portanto, de pouca importancia as regioces de
ressonancia vizinhas as freqiiencias (wmp—wnq)/(m—n), pois ocor-
rem apenas quando J € complexo, o que neste caso corresponde a
situacdao em que sdo considerados os efeitos combinados da massa
do carregamentc e do estado inicial periodico. Este fato tem
consequencias favoraveis a estabilidade do sistema a baixas ve-

locidades de rotacao.

§.5. Conclusoes

a) 0 método de andlise das regides de instabilidade
de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias com coeficien -
tes periddicos, apresentado neste capitulo, constitue uma exten
sdo do método de HSU [18] a sistemas de equagdes de varidveis
complexas, e apresenta, em relacao a aquele, a vantagem de ser
sempre mais comodo trabalhar com exponenciais do que com fun -

goes trigonometricas.

b) Os resultados obtidos nesta analise sZo aplica -
veis ao estudo da estabilidade paramétrica de cascas de revolu-
gac com excitagoes periodicas quaisquer, sem a limitagdo a exci

tagoes axissimétricas, comum aos estudos anteriores.

¢) Com relagac ao problema especifico da estabilida
de de solugdes periodicas de cascas axissimétricas com movimen-

to de rotagao, tem-se a destacar o seguinte:

1) Dado o tipo peculiar de excitagdo, gerado
pelo carregamento considerado, naoc existem regices

de ressonancia paramétrica simples mas apenas regi
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des de ressonancia combinatdéria, relativas a com-
binagdoes de frequencias de diferentes harmonicos .
Estas regioes ocorrem na vizinhanca de

W tw

Q = mm_nnq , para m#n e p,q=1,2...G,

1+

-

onde Onp € @ p-ésima freqiiencia do harmonico m e
“nq & a gq-ésima frequéncia do harmonico n.
2) As regides de ressocnancia mais significa-

tivas ocorrem na vizinhanga das freqiiencias

m=1n

e sac de menor importancia as regioces vizinhas a

w__ -0
q - _mp__ng

N m=n

3) Os efeitos combinados de massa do carrega
mento e do estado inicial peridodico geram instabi-

lidade total do sistema nao amortecido.

4) O amortecimento tem por um lado efeito fa
voravel a estabilidade, pois desloca as regiodes de
instabilidade de um valor €, positivo, mas por ou-
tro lado tem efeito desfavoravel aumentado a largu
ra das regices de ressonancia combinatdria, sempre
que os modos ressonantes nao tem iguais coeficien-

tes de amortecimento (fig. 5.3).

e) Os resultados obtidos neste trabalho tem, princi
palmente, um carater qualitativo. A aplicacac destes resulta -
dos a problemas reais & uma etapa indispensavel, tanto para me-
lhor compreensac quanto para confirmagao ou retificacao  deste

estudo.

d) De acordc com o teorema 7, as regioces de instabi

lidade paramétrica infinitesimal sdo também regides de instabi-
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dade no sentido de Liapunov, porém isto ndo significa necessa-
riamente que a solugdo perturbada da equagao nao linear origi-
nal & ilimitada, dentro destas regides, pois os termos nao li-
neares, desprezados na analise infinitesimal, podem ter efeito
estabilizador. Neste caso pequenas perturbagoes nas condigoes
iniciais, geram perturbagoes na solug¢ao que inicialmente ten -
dem a crescer exponencialmente, mas estabilizam a medida que
oS termos nao lineares passam a ser significativos, conforme i
lustra a figura 5.4%. Deste modo, para se ter um conhecimento

mais preciso do comportamento do sistema & necessario uma ana-

lise mais rigorosa levando em conta os termos nac lineares.

() /
/
/
/
/
/
y
/P q
s
//

Fig. 5.4 - Ilustracadc da influencia dos termos nao lineares ‘
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SIMBOLOGIA

Gerat
(. - grandezas vetoriais ou tensoriais
() - produto escalar de vetores ou tensores
(®) - produto tensorial
(~) - produto vetorial
v - gradiente espacial
( )T - transposto de um tensor, vetor em matriz.
t - tempo
u - campo de deslocamentos
Q - éampo de deslocamentos virtuais
u - campo de velocidades
! - campo de aceleragdes
I - tensor = identidade
tr( ) - trago de um tensor
Re( ) - parte real de um nimeroc complexo
Im( ) - parte imaginadria de um numeroc complexo
i = /1 - unidade imagindria
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" Capltulo 11

CoOrpo

espago EBuclidiano tridimensional

particula

configuracac ou movimento de IB

rarte de 1B

configuracaoc atual de IB

massa de P

densidade de massa

diferencial de volume

deformagdo de IB

cbnfiguragéé fixa de B

lugar ocupado por X na configuragdo k,
configuracao atual de 1B

lugar ocupado por X na configuragdo atual
gradiente em relagao a X

gradiente em relagdo a x

gradiente de deformagaoc

gradiente de deformagaoc relativa

tensor rotagao .
alongamento direito

alongamento esquerdo

tensor de deformagaoc de Cauchy-Green direéito
tensor de deformagaoc de Cauchy-Green esquerdo
tensor de deformagdoes de Green-Lagrange
tensor de deformagoes infinitesimais
tensor antissimétrico - "spin".

resultante das forgas de massa sobre TP
resultante das forgas de contato.

contorno de TP

densidade de forgas de massa

densidade de forgas de.superficie ou tragao
momento resultante sobre P em relagdo a x
quantidade de movimento linear

quantidade de movimento angular

tensor de tensoes de Cauchy

‘normal a 3P
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divergenté em relagaoc a x

processo dinamico

sistema de forgas

tragao referida a K,

primeiro. tensor de tensces de Piola Kirchhoff
segundo tensor de tensoes de Piola-Kirichhoff
divergente em relacio a X.

historia da fungao f.

valores prescritos de u e t

conjunto cinematicamente admissivel

espago de variagoes admissiveis

trabalho virtual das forgas externas

processo dinamico prescrito.
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CAPTTULO 111

artesiana de vetores
artesiana de tensores
- -

lcle regular

nadas intrinsecas de S

ras grandezas fundamentais de S

as grandezas fundamentais de S

ura normal

1) ou (g1 , @z » as)

o triedro intrinseco de S.

uras principais

principais de curvatura

(corpo)

uragao fixa de C
uragao atual de €
uragac fixa de S
uragao atual de S.
de Sy

de C, fora de S.
de S

T

de Ct’ fora de S

posicac de P

.t

posicao de P#*

de deslocamentos de S
de de8locamentos de C
da normal a 3.

290ty )

ura de C

£= 0

tensor de deformacaoc de S

e I s I F s IR o >
| + @
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- tensor de variagao de curvatura de S

- primeiro tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff
- tragao na superficie externa de C

- tragdo na superficie interna de ¢

- tragdo na borda o, constante

- tragao na borda o, constante
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tensor de esforgos resultantes de T*
tensor de momentos resultante de I*
tensor de esforgos resultantes de S
tensor de momentos resultantes de S
coordenadas da superficie de revolugao
raio de curvatura do circulo paralelo

coordenadas da superficie conica
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CAPTTULY 1V

velocidade de rotagao da casca

campo de deslocamentos medidos a partir da configu-
ragao dinamia.

campo de velocidades relativas

campo de aceleracgoes relativas

base cartesiana intrinseca na configuraciao dinamica
aceleracio da origem do sistema dinamico
coordenadas da superficie conica

semi-angulo do cone

espessura da casca

comprimento da casca

coordenada inercial, na diregao circunferencial
fungio carregamento

trabalho virtual das forgas externas

tensor de deformacdo da superficie média

tensor de variagdo da curvatura da superficie média
componentes das deformagoes lineares da superficie
média

componentes das deformagoes nao lineares da superfi
cie média

componentes das variagoes de curvatura da superfi -
cie média

tensores de esforgos e momentos resultantes das ten
soes

tensores de elasticidade

amplitude dos deslocamentos do harmonico m.
conjugado de ¢ (complexo qualquer)

amplitudes de deformagdes do harmonico m

amplitudes de esforcos e momentos do harmonico m
matriz de massa

matriz de Coriolis

matriz de rigidez do harmonico m

matriz de rigidez centrifuga

matriz de rigidez geométrica do harmonico m

2-&sima frequéncia do harmonico m.

densidade de massa do carregamento
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restricao ao elemento (e) da amplitude dos desloca-

mentos do harmonico m.
(e)

aproximagao de elementos finitos de u_

hie)

interpolante local de u
parametro nodal do elemento (e).

polinomio clbico de Hermite

interpolante global de u-

parametro de interpolagao global
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CAPTTULO V

solugao conhecida

solugao adjacente a (u®,N¥%)

perturbagac sobre (u¥* N#%)

parametro adimensional pequeno

matriz de massa

matriz de rigidez do harmonico m.

matriz de Coriolis

matriz de rigidez correspondente ao acopla
mento entre os harmonicos.,

matriz de massa correspondente ao acopla -
mento entre os harmonicos

matriz de amortecimento

matriz modal do harmonico £

vetor dos parametros nodais da aproximagao

de elementos finitos.,

vetor das coordenadas normalizadas

Som Xme Yee

componente (p,q) de 5;2

p-€sima componente de X



