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RESUMO 

Este trabalho tem como objetivo a determinação de e~ 

timativas de pressão de acomodação (Shakedown) em vasos esféri­

cos interceptados radialmente nos bocais cilíndricos. Dois méto 

dos de análise elástica foram desenvolvidos para a determinação 

das tensões na junção das cascas, onde se sabe situarem os ele­

mentos mais solicitados. A pressão de acomodação foi obtida com 

a aplicação do teorema de Melan e com o uso de resultados da a­

nálise elástica feita por um dos métodos: o Assimptótico, que e 

aplicável quando o parãmetro geométrico k, da esfera, é inferior . r 
a 30 e o Método Simplificado quando k é maior que este valor. 

Para a obtenção dos resultados elaborou-se um progr~ 

ma que além da pressão de acomodação fornece valores intermediá 

rios úteis. 

A pressao no vaso é maximizada até a pressao de aco­

modação utilizando-se uma subrotina de otimização, do IMSL, im­

plantado no computador Burroughs 6700 da COPPE, e que foi inse­

rida no corpo do nosso programa. 
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ABSTRACT 

This work has the objective of determining the lower 

bound estimates of the shakedown pressure for flush radial 

cilinder-sphere intersections. Two elastic analysis methodswere 

developed to find the stresses at the junction, where the most 

charged elements are situated. The shakedown pressure was 

achieved by applying Melan's theorem and using the results of 

the elastic analysis obtained from one of the methods: The 

Asymptotic method, which is used when the geometric parameter 

k, of the sphere, is under 30 and the Simplified Method when k 

is greater than this value. 

To find the results, a program was made, and itgives 

besides the shakedown pressure other useful intermediate values. 

The vessel pressure is increased up to the shakedown 

pressure, by using a maximizing subroutine of the IMSL, whith 

is at the Burroughs 6700 Computer from COPPE, and was inserted 

in the body of our program. 
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I - INTRODUÇÃO 

1.1 - DEFINIÇÕES 

No passado era prática normal projetar vasos de pres­

sao em termos de seu desempenho como membrana, e as aberturas nas 

cascas reforçadas de acordo com a chamada "REGRA DE SUBSTITUIÇÃO 

DE ÁREA." Esta estabelece que para se projetarem aberturas ou bo 

cais em tais vasos a are a do material removido, seja s.ubsti tuí­

da mediante reforço, de seção transversal de igual grandeza (Fi­

gura 1.1) (9) 

Área A deve ser 

igual à área B 

1 

~ 8· 

FIGURA 1. 1 

Para projetistas interessados apenas na manutenção da resistên­

cia Úl-tima da casca, este procedimento tem forte aplicação intul:_ 

tiva, além de uma completa justificativa teórica (Apendix I, (10)). 

Na década de 60 entretanto, os engenh~iros tornaram~ 

;se bastante inquietos com o conhecimento da existência de altas 

tens6es nas regi6es de interseção; uma"interpretação mais apura­

da sobre o significado destas tens6es foi então ativamente pers~ 

guida. Verificou-se que nos projetos da época, as tens6es que o­

corriam nas junç6es de tubos em vasos de pressão de aço eram noE 

malmente grandes, o bastante para caus•r deformaç6es plásticas. 

Embora fosse passivei calcular a distribuição de tens6es e defoE 
maçoes no campo elasto-plástico, os resultados desses cálculos~ 

ram de uso limitado porque completamente dependentes das tens6es 

residuais e do histórico do carregamento. A carga Última e a ca­

pacidade de acomodação (shake down) de um vaso de pressao, entre 
tanto, são independentes desse histórico e por este motivo forne 

cem subsídios reais às decis6es de projeto. Quando a -,estrutura 



. 2. 

está sujeita a carregamentos estáticos, o conhecimento da "carga 

Última" é normalmente suficiente. Contudo, se o carregamento for 

cíclico, a capacidade de acomodação torna-se bastante importante. 

Sob condições cíclicas de pressão, (que serão o obje­

to do nosso estudo), considerações adicionais precisam ser leva­

das em conta, com relação às possibilidades. de ruptura por plas­

ticidade alternada ou colapso incremental, e é a este ~respeito 

que a estimativa da pressão de acomodação torna-se valiosa. Se o 

carregamento cíclico (no caso pressão-cíclica) é mantido dentro 

do limite de acomodação elástica, então o projetista tem assegu­

rado que, apos a plastificação inicial, as deformações futuras 

estarão dentro do campo hookeano, e as possibilidades de um cola 

pso incremental ou de uma plastificação reversa, descartadas. 

Este trabalho é um estudo do problema, quando pressão 

interna e aplicada a uma casca esférica conectada a um tubo ra­

dial cilíndrico interrompido e nivelado com a superfície interna 

ê!LCª-5.c:_a- (Fi.gura __ _l - trabalho de._ Leckie, ref. .(11) __ . -·· -~~-

~· . -\ 

r t 

FIGURA 1 - LECKIE ( 1) - GEOMETRIA DA CASCA 

Tambem Leék-ie (lJ, baseado ein (llj, mostrou que as es 

timativas do limite inferior de pressão de acomodação .(Shake 

down) para a interseção nivelada CILINDRO-ESFERA, podem ser obti 

das aplicando o TEOREMA DA ACOMODAÇÃO DE MELAN (11, 6) em conju!J: 

to com os resultados de análise elástica desenvolvida previamen­

te e obtidos por intermédio de programa para este fim. Sem um v~ 

lor limite superior não é sempre possível determinar quão perto 

à grandeza estimada está da verdadeira pressão de acomodação. 

Mesmo assim ficará demonstrado que as soluções elásticas podem 
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ser facilmente manipuladas para fornecer informações úteis sobre 

as de acomodação. 

O primeiro projetista a reconhecer os elementos do 

problema foi ROSE (9), o qual constatou que para eficiência dos 

projetos as regiões de interseção (de altas tensões) deveriam 

chegar ao escoamento com a primeira carga de pressao (carga de 

teste). Posteriormente para evitar a ruptura devido a grandes de 

formações e por fadiga, as cargas subsequentes deveriam limitar­

se dentro de faixas de ação puramente elásticas; ele sugere ain­

da que a máxima pressao de trabalho deva causar um campo de ten­

soes, no máximo igual a duas vezes a tensão de escoamento do ma­

terial submetido a tração. Com isto ele pôde argumentar que o es 

tado do fator de concentração de tensões, obtido da análise elás 

tica, pode ser usado como base de projeto. 

1.2 - A ANÁLISE ELÁSTICA DE CASCAS 

A análise elástica de cascas está amplamente desenvo! 

vida e o que se procurou fazer neste trabalho foi aplicar teo­

rias existentes ao nosso caso. Aberturas e interseções em vasos 

de pressão são normalmente inevitáveis e constituem a maior fon­

te de pontos fracos da estrutura, cujo funcionamento muitas ve­

zes nao fica bem claro. Soluções elásticas capazes de determinar 

tensões nessas regiões, baseadas na ,teoria das cascas de parede 

fina, ajudam consideravelmente na avaliação da resistência dos 

vasos de pressão. Assim desenvolveu-se aqui um método de cálculo 

de tensões, específico à interseção cilindro-esfera. Sobre ateo 

ria membranal de cascas esféricas e cilíndricas material abundan 

te pode ser pesquisado em vários trabalhos como (4, 5, 14, 15, 

16), entre outros. Já os problemas sobre flexão de bordo em cas­

cas esféricas precisou de um cuidado maior, pois as soluções co­

nhecidas sempre apresentavam limitações que dificultavam sua a­

daptação aos própósitos deste trabalho. Citaremos alguns exem­

plos que, seja pelas limitações nos seus campos de validade, se­

ja por excesso de trabalho no desenvolvimento de suas fórmulas, 

tornaram impraticável seu aproveitamento no cálculo que aqui de­

senvolvemos. As soluções para a teoria de cascas abatidas apre -

sentavam-se como exemplo de limitações, tendo em vista seu res­

trito campo de validade. No nosso estudo de vasos, de pressão es 
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féricos, trataremos esferas completas; por isso elas nao puderam 

ser utilizadas. FiUgge (14) apresenta solução para cascas esféri 
cas usando séries geométricas que se limita pelo · .inconvéniente 

de aumentar muito o trabalho a -medida que um certo parâmetro "k" 
cresce. Nesse mesmo trabalho expõe uma segunda maneira de resol­

ver tais problemas: é a Solução Assimptotica para Cascas de Pare 

de Fina; é esta que adotaremos, quando o parâmetro "k" _ citado, 

estiver dentro de determinados limites. Se este for ultrapassado, 

a solução mais simples á utilizar é a Assimptotica Simplificada 

de GIRKMANN (15), completada por Flligge (14). 

Os problemas de flexão de bordo em cascas cilíndricas 

foram pesquisados em trabalhos de ~árias autores (14,15,17,19) e 

o que se procurou fazer foi complementar um com o outro. Uma vez 

obtidos os resultados, era de fundamental importância que se com 

patibilizassem os da casca esférica com os da casca cilíndrica 
e, principalmente, programá-los para o uso em computador. Assim 

elaborou-se programa de uso fácil, com poucas variiveis de entra 
da, que fornece não só as tensões elásticas nas regiões de con­

centração, mas também a pressão de acomodação (shakedown), além 

de outros resultados úteis. 
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II - CONCEITOS BÁSICOS 

2.1 - GENERALIDADES 

Este capítulo tem como objetivo apresentar alguns 

conceitos bisicos para o desenvolvimento do trabàlho. Para ana­

lisar o comportamento de metais, a curva tensão-deformação na 

tração seri analisada sob aspectos úteis ã Teoria das Plastici­

dade. O nosso estudo ficari restrito aos materiais de comporta­

mento perfei tam:ente. elasto-plistico, que aqui terão suas caraS:_ 

terísticas mostradas, quando submetidos a tensões elisticas e 

plisticas de compressão e tração. Além disso os conceitos bisi­

cos de elasticidade aparecerão de maneira ~~ucinta, mas o sufi­

ciente para o entendimento da teoria que se pretende apresentar 

a seguir. 

2.2 - ENSAIO DE TRAÇAO 

Num ensaio padronizado, um corpo de prova cilíndrico 

como mostra a figura 2.1 e tracionado com carga P 
.mente_cre.s_cent_e_. ____ _ 

A 

p 

~ 
-ll 

FIGURA 2.1 - C.P. NA TRAÇÃO 

progressiva-

o diagrama ttpico estâ rno.straéfà nã figura 2. z (2)-. Neie ·es.tão 

representados os pontos que definem o limite de proporcionalid~ 

de (A), o limite elistico (B) e o limite de resistência (C). 
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FIGURA 2.2 - CURVA TENSÃO- DEFORMAÇÃO CONVENCIONAL 

- - .. -
Se o material apresenta em seu .. diagramà--cre tens-âÕ.:deformação· um 

patamar de escoamento definido, tal qual a curva tracejada da 

Figura 2.2, ao final deste uma notável deformação permanente, 

da ordem de 1%, aparecerá sem que praticamente se tenha aumenta 

do a tensão. 

2.3 - O MATERIAL PERFEITAMENTE ELASTO-PLÁSTICO 

Com a hipótese de um comportamento perfeitamente e­

lasto-plástico, a teoria clássica da plasticidade, na qual est~ 

mos interessados, se apresentará com grandes simplificações, i~ 
to é, o material considerado nao sofrerá encruamento e sim es­

coamento plástico sob tensão constante (3). Na tração ou com-
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pressão simples o comportamento 

_ lo dia1;rama da figur~ 2. 3~. __ 

a 

mecânico será o represent:ado.,p~ 

cr. 

/ 
o / 

. I 
---~-----J.--~--J 

J 1 

A B 
p , 
/, 

/ 1 
/ 

C / 1F · 

/ 
/, 

/ 

D 

FIGURA 2 .3 - DIAGRAMA TENSÃO - DEFORMAÇÃO DE UM MATERIAL 

PERFEITAMENTE ELASTO - PLÁSTICO 

Par·a ialores súfici·entemenfe pequenos da . e:icteiis ão -
longitudinal o material se comporta elasticamente segundo a lei 

de Hooke: a= E~. ·Esta relação entre a tensão e deformação é re 

presentada pela'·porção OA do diagrama da figura 2.3. Uma vez 

que a tensão atinge certo valor crítico a , tensão de escoamen-
o 

to na tração simples, e é mantida, o material escoará plastica-

mente sob tensão constante a. Este escoamento estará represen­
o 

tado pela porçao AB do diagrama da Figura 2.3. 

Se o C.P. ficou sujeito apenas a tensões menores que 

a 
O

, ele reassumirá sua forma original apôs o descarregamento. 

Entretanto, se a tensão for mantida no valor a
0 

por qualquer te~ 

po finito antes do descarregamento, o e5coamento plástico ocor­

rerá durante este tempo e o C.P. vai exibir deformação permane~ 

te depois da descarga. A relação tensão-deformação durante esta 

descarga é representada pelo segTI1entó .· BC do diagrama da Figura 
2.3 e a deformação permanente por OC. BC obtido durante a ·des~ 

carga é paralelo a OA do primeiro carregamento. 

Se.,o C.P. é recarregad'ii°'~êfepois de completa ou par-

cialmente descarregado, o diagrama de tensão-deformação para a 

recarga coincide com o diagrama do descarregamento precedente a 

tê que a tensão crítica a seja de novo alcançada; a partir daí 
o 

o C. P. vai escoar plasticamente como se o carregamento ·.inicial 
e o descarregamento !!unca tivessem existido. A relação .·te~sii

0

ô=d'eó ··-
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fõrmação -durante este recarregamento e· subsequente ;escci'amên.1:o 

'.~lás_1{~; ~:~~tá repre;·entada por CBD do diagrama da Figura 2. 3. 

Se por outro lado, o C.P. é completamente descarreg~ 

do depois de ter ocorrido o escoamento plástico e então-é carre 

gado por compressao, um diagrama de tens;io deformação tal qual 

CHIJ é obtido (Note que a tensão de escoamento a tração e a com 

pressão foram assumidas tendo o mesmo valor a). Se o C.P. ti-• . o 
vesse sido carregado diretamente por compressão, sem ser prime! 

ramente sujeito a tração, o diagrama OIJ teria sido registrado. 

No plano a, E (Figura 2.3) somente pontos de uma fa! 

xa infinita limitada pelas paralelas AD e JH devem ser conside­

radas durante a aplicação de um teste arbitrário, que pode en­

volver carga, descarga e recarga de tração ou compressão. Num 

ponto genérico P desta faixa, a deformação (OF) pode ser consi­

derada como a soma da deformação permanente (OC) e da deforma -

ção elástica CF. A primeira é a qtie seria observada depois do 

descarregamento completo de P, e a segunda o decréscimo elásti­

co da deformação durante este descarregamento. Desde que PC foi 

considerado paralelo a OA, a tensão· a em P e a deformação elás­

tica Ee são relacionadas com a Lei de Hooke. 

e 
E ; a/E (2.1) 

onde E é o módulo de elasticidade do material. Se a tensão a e 

a deformação permanente Ep são coiihed.das, a deformação total E 

pode assim ser determinada por: 

E ; ( 2. 2) 

Para completar a descrição do comportamento mecânico 

de um material perfeitamente elasto-plástico sob tração simples 

ou compressão precisamos estabelecer uma lei para a.; c6ntráção 

lateral ô. Esta deformação pode também ser decomposta em campo-· 

nente elástica, e uma permanente. A contração lateral elástica 

ae é relacionada com a extensão longitudinal elástica pela ·Lei 

de Hooke. 

e 
\JE ( 2. 3) 

onde v é o coeficiente de Poisson. A contração lateral permane~ 
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te por outro lado, é assumída estar relacionada com a extensã:o 

longitudinal permanente, de maneira que não haja variação de v~ 

lume. Para expressar esta condição, vamos considerar um pequeno 

cubo do qual cada aresta, se}a paralela ou perpendicular aos eixos 

do C.P. Os eixos longitudinais sofrem alongamentos ~ermanefites 

Ep e os eixos transversais as contrações permanentes ôP. Com a­

restas iniciais unitárias os lados do cubo deformado permanent~ 

mente terão os comprimentos, seguintes, 1 + Ep e 1 - ôp. Assim 

o novo volume será (1 + Ep) (1 - 1/J 2 ou 1 - Ep - 2 ôp, se as 

potências maiores das pequenas deformações forem negligenciadas. 

Se não há variação devemos ter: 

donde 

= 

p 
E 

-2-

e z. 4) 

isto e, a contração lateral é igual à metade do alongamento lo~ 

gitudinal. A razão entre a contração tr~isversal total ô~ o a­

longamento longitudinal E e dada por: 

ó ôe+ ôp 
= 

'\IEe+ Ep/2 
= E Ee+ p 

(1 + Ep/Ee) .< E 
e 2. 5) 

6 2v ·+ PI e E .E 
= 

Ep/Ee) E 2 (1 + 

No elástico 
p 

o 2.5 fornece ô/E campo E e a equaçao = \1 , como 

se 

ca 

esperava. 
e ~ E mantem 

ção plástica 

Durante o escoamento plástico, a deformação elást~ 

o valor cr /E do limite elástico enquanto a deforma 
o -

p . t A . - p/ e ' E cresce monoton1camen e, ss1m a razao E E 

cresce monotonicamente também durante o escoamento plástico. A-

lém disso, o coeficiente de Poisson não pode ultrapassar ova 

lor 1/2 (18). A equação 2.5 mostra portanto a razão o/E cresceg 

do monotonicamente durante o escoamento plástico, começando do 

valor v no limite elástico e tendendo assimptoticamente para o 

valor 1/2. 
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2.4 - TESTE DE COMPRESSÃO E O EFEITO DE BAUSCHINGER 

Se ao invés de um teste de tração se elaborar um de 

compressão e representando graficamente a tensão nominal com a 

deformação convencional, .uma curva diferente será obtida da cur 

va do teste de tração. Entretanto se a tensão verdadeira e re­

presentada com a verdadeira deformação obtida experimentalmente, 

curvas idãnticas são genalmente traçadas. O ponto de escoamento 

na tração e na compressão poderão, por exemplo, ter posições a~ 

simétricas. Se, efitretanto, o material é primeiramente deforma­

do por tração uniforme, a carga é removida e o C.P. recarregado 

por compressão, o ponto de escoamento obtido na compressão será 

consideravelmente menor do que o escoamento inicial a tração. 

Isto tem sido explicado como resultado das tensões residuais dei 

xadas no material, pelas deformações remanescentes da tração. 

Este fato é chamado de Efeito de Bauschinger, (2) e está prese~ 

te sempre que há uma reversão do campo de tensões. ,o Ef.ei-i;.õ de 
....... . --- . . ~· . 

Bauschinger é muito importante nos estudos de plasticidade ci-

clica. Infelizmente, entretanto, ele complica muito o problema 

e é assim usualmente deixado de .. lado. 

Existem vários modelos simples usados para descrever 

o efeito Bauschinger. Um deles é o exposto e detalhado por Men-
- delsSJILLl __ J [_Figura2.4) ______ , __________________ _ 

(j 

e: 

a. 

1 

FIGURA 2 .4 - TEORIAS PARA O EFEITO DE BAUSCHINGER 
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2.5 - CONCEITOS DE ELASTICIDADE 

2.5.1 - ESTADO DE TENSÃO 

O estado de tensão em um ponto P num meio contínuo 

e matematicamente caracterizado pelo tensor simétrico de tensões 

a T T X xy xz 

(Ta) = T ; a T ( 2. 6) 
yx y yz 

'zx T zy ªz 
onde a, a e a sao as tensões normais __ e T , , e T sao x y z xy xz yz 
tensões de cisalhamento em planos perpendiculares aos eixos coor-

denados x, y e z. A simetria do tensor estabelece: 

T =·T· ' T = T ' xy 'yx ' yz zy ' 'xz = 'zx ( 2. 7) 

As componentes segundo os eixos x, y e z de um vetor 

de tensões atuando em um--plano qualquer, cuja normal N tem os co-

senos diretores l, m e TI, sao: 

s la + mTXY + TIT X X xz 

sy = li + + ( 2. 8) may TIT xy yz 

s l '[, + m, + na z xz yz z 

Projetando-se estas componentes sobre N, obtem-se a 

tensão normal 

sn = lSX + m sy 

e uma vez introduzindo 2.6: 

+ n S 
z 

(2.9) 

= l 2a + m2 a + n 2a + 2 (ml, + nl, ,-+ mnT ) Ç2,.10) x y z xy zx yz 

Além disso pode-se calcular a tensão de cisalhamento neste 

no 

s,, 2 
= s 2 - S,, 2 

= sx 2 + sy2 + sz 2 - sn 2 
s n (2.11) 

pla-
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2.5.2 TENSÕES PRINCIPAIS 

Supondo que o plano escolhido tenha a tensão S na di 

reçao de sua normal, a tensão de cisalhamento seri então ·nula, 

isto é, S = Sn e Ss = O. Em qualquer ponto de um meio contínuo, 

é sempre possível determinar três planos perpendiculares entre 

si, que satisfazem esta condição. Estes planos são chamados de 

"planos principais" do ponto, suas direções normais são chama -

das "direções principais" e as tensões S = Sn, para os três pl.§: 

nos, de tensões principais. Para determinar suas componentes te 

mos 

Sx = lS ; Sy = m S ; Sz = n S (2.12) 

uma vez que S tem os mesmos cosenos diretores l, m e n que a no!. 

mal ao plano. Comparando 2.8 e 2.12 chegamos a úm sistema de e­

quações cujo determinante deveri ser zero. Resulta a equação: 

(2,13) 

onde 

Il = (J + (J + (J 
X y z 

I2 = T '. 2 + T .2 + 2 e (Jx(Jy + (J (J + (J (J ) (2.14) 
'.zx·· -

xy.· yz y z Z X 

~ 

(G T 
2 ·+ 2 2 

I3 = (J (J (J + 21' 'xz T (J T + (J T xy) X y z xy yz X yz y zx. z 

As três 
~ reais fornecem valores raizes sao e os das 

tensões principais que chamaremos de cr 1 , cr 2 e cr 3 onde, por con­

vençao 

(2.15) 

2.5.3 INVARIANTES DAS TENSÕES 

Os coeficientes da equaçao 2.13 independem do áiste­
ma de eixos coordenados adotados, por isto são chamados de inva 

riantes das tensões. Para qualquer sistema de eixos os valores 

de I 1 , I 2 e I 3 serão sempre os mesmos e consequentemente o se­

rao as raízes desta equação. 

Se escolhermos as direções principais como as dite~ 

çoes dos eixos coordenados, os invariantes tomam a forma simpll 
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ficada: 

Il = (J 1 + (J 2 + (J 3 

I . = -(crlcr2 + cr2cr3 + (JlCJ3) 2 e 2 .16) 

I3 = (J 1 (J 2 (J 3 

2.5.4 TENSÕES MÁXIMA E OCTAEDRICA DE CISALHAMENTO 

Façamos x, y, ~ os eixos principais de maneira que 

crx, CJY.e CJz sejamtens,~es principais e façamos tall/bém !, me n 
os cosenos diretores de um plano dado qualquer. Assim as ten­

soes de cisalhamento referidas a estes eixos são nulas e.as ten 

soes normal e de cisalhamento com relação ao plano considerado, 

tiradas de 2.10 e 2.11, serão 

Se 2.12 

(J . = 
X 

S:, 
n = 

s· 2 
s 

com as 

(J 1 (J, = (J 2 (J ··, = (J 3 y z 

2 2 2 (2.17) .t (J 1 + m (J 2 + n cr 3 

s1 
2 

S2 
2 

S3 
2 Sn 2 

+ + -

tensões de ci s alhamen to nulas, 

S 2 2 2 
2 = m cr2 s 2 

3 
2 2 

= n cr 
3 

(2 . 18 ) 

S'
.2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 )2 

5 
= .t cr 1 + m cr 2 + n cr 3 - (l cr 1 + m cr 2 + n cr 3 2.19 

Vimos que nos planos principais as tensões de cisa-., 

lhamente são nulas. Vamos agora determinar os planos para os 

quais elas são estacionirias; isto é, vamos procurar os valores 

de L, mentais que Ss dados pela equação 2.19 sejam extremos 

locais. Em acréscimo à equação 2.19, existe uma restrição 

d . .2 2 2 l . • d· cosenos 1retores, ~ + m + n = ; isto e, somente ois 

les podem ser indepentes. Substituindo em 2.19 n 2 
= 1 - m2 

nos 

de­
- LZ 

derivando a equação resultante com relação a L ,em e 'igualando 

os resultados a zero, obtêm-se as seguintes equações 

, 
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2 2 
R{Ccr

1 
- cr

3
)l + (crz - cr

3
)m - 0,5 (o 1 - cr 3)} = O 

2. 20 

Uma solução óbvia é l= m = O e n = ± 1. Outra solu­

çao é ohtida tormando l = O mas não m. Então da segunda equaçao 

m = ± v'ITZ, Também, tomando m = O a primeira equação fornece 

l = v'ITZ. Geralmente não há solução para as equaçoes 2.20 para 

ambos l em diferentes de zero exceto no caso especial onde cr1 
= cr 2 • 

Se os cálculos acima sao repetidos eliminando da e­

quaçao 2.19 primeiro me depois!, a seguinte tabela dos cose­

nos diretores que fazem 'ê .um niáximo ou mínimo é obtida. 

COSENOS DIRETORES PARA PLANOS DE 

. 

R. = o o ±1 o 
. 

m = o ±1 o ± v'I72 

n = ±1 o o ±v'ITZ 

" e rmax 

±v'ITZ 

o 

± v'I72 

t . min 

±v'ITZ 

± v'I72 

o 

As primeiras três colunas fornecem os cosenos direto 

res dos planos coordenados, que são principais, e portanto as 

tensões de cisalhamento nestes planos são nulas; isto é, elas 

são mínimas. As três Últimas colunas fornecem cosenos diretores 

de ângulos de 45°. Estes planos, portanto, são bissetares dos· 

ângulos entre dois eixos coordenados principais e passando atra 

vés do outro eixo principal. Nestes planos as tensões de éis.a­

lhamento sao máximas. Chamando estas tensões de t:. e .substituin 
1 

do estes cosenos diretores na equação 2.19, os valores das ten-

sões de cisalhamento são obtidas como 

·\ = ± O, 5 ( cr 2 cr 3) 

T2 ± O , 5 e ª1 03) 2 . 21 
i 1 

T3 = ± 0,5 e º1 - ºzl 
-Assim a tensão máxima de cisalhamento atua no plano 

bissetor do ângulo· entre a maior e menor tens.ão principal e é i 
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gual a metade da diferença entre estas tensões principais. 

Se se deseja obter as tensões normàis nestes planos, 

denominando-as de Ni, a segunda equação 2.17 fornece 

(2 . 2 2) 

tal que a tensão normal máxima em cada ,um destes planos é igual 
a semi soma das tensões principais nos dois planos de cujo ang~ 

lo ele e bissetor. 

Se um plano qualquer, cujas interseções com os pla­

nos xy, xz e yz e os eixos coordenados definem um tetraedro, é 

orientado tal que sua normal ON faça ângulos iguais com todos os 

eixos . temos 

l = m = n = ± 1//3 ( 2. 2 3) 

A tensão normal atuando neste plano e 

e 2. 24) 

ou seja, a tensão normal neste plano e igual a tensão média e a 

tensão de cisalhamento e 

(2 • 2 5) 

ou usando 2.24 

e 2. 26) 

Está claro que um tetraedro similar ao citado pode ser construí 

do em cada quadrante do sistema de eixos xyz formando um octae-

d . f bl' - ' 1· - . 1 d. - 02 2 roem CUJas aces.o 1quas sera ap 1cave a con 1çao ~ = m = 

n 2 
= 1/2. Em cada um dos oito planos formando as faces desse oc 
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taedro, a tensão normal e a tensão de cisalhamento serao determi 

nadas pelas equações 2.24 e 2.26. Estes planos são chamados pla­

nos octaédricos e as tensões de cisalhamento atuando neles sao 

chamadas tensões octaédricas. Vamos denominá-las por 

1 2 
Toct = 3 {(ol - 0 2) + C0 2 

. 2 
- 03) + (03 -

= 1 
{ (ol o ) 2 + (o 2 

o ) 2 + (03 T -- - -
oct /3 m m 

Em termos dos invariantes de tensões a tensão 

lhamento pode ser escrita 

l'I. 
(Il 

2 
3 I )1/2 T = 3 + oct 2 

e em termos de tensões gerais nao principãis 

T oct 
2 { eº = 9 

- eº X 

+ o 
X 

o ) 2 3 {T 2 
+ + + 

y z xy 

o ) 2 }1/2 - m 

octaédrica 

(2.28) 

torna-se 

2 2 
zxl T + T yz 

l 
= 9 {Cox .:. O ) 

2 + · ( Oy-.' '- O''.) 
2 

+ ( o- - O'-) 
2 

+ 
y Z Z X 

Assim 

(2.27) 

de cisa 

-

_(2 .• 29) 

as quais fornecem a tensão octaédrica de cisalhamento em termos 

de componentes de tensões referidas a um conjunto arbitrário de 

eixos. 

2.5.5 - TENSÓR DESVIADOR DE TENSOES 

Na teoria da plasticidade e conveniente expressar o 

tensõr de tensões em duas partes, uma chamada de tensor1·esférico 

(ou hidrostático) de tensão e a outra de tensor desviador. 

O tensor esférico e o tensor cujos elementos da dia­

gonal sao compostos por o e os oútros são nulos, isto é, 
m 

o 
m 

T = O 
s 

o 

o 

o 

o 

o (2. 30) 
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onde 

) .. 1 I + a = -
z 3 1 (2.31) 

De 2.31 esti claro que o é o mesmo para todas as passiveis o-
m 

rientaç6es dos eixos; dai o nome de tensor esférico. Além di~so; 

desde que ºm é o mesmo em todas as direç6es; pode-se consideri -

lo atuando como uma tensão hidrostitica. Mendelson (2) mostrou·· 

que mesmo para grandes press6es hidrostiticas o efeito no escoa­

mento e plastificação é desprezível. Assim, nas consideraç6es 

de'escoamento plistico vamos considerar o sistema de tens6es ob­

tido subtraindo o estado esférico de tensão do estado real, ao 

invés de trabalhar com o estado real de tensão. Portanto define-

se o tensor desviador da seguinte maneira: 

a - a T T 
X m xy xz 

(T ci) = T a - a T = yx y m yz 

T T a - a ( 2. 32) 
zx zy z m 

(2a - a - ªz)/3 T T 
X y xy xz 

T (2a - a - ªz)/3 T yx y X yz 

(2a - a ~ ay) /3 
Z X 

Esti claro que subtraindo uma ~ensão normal constante em 

as direç6es não vai alterar as direç6es principais. Em 

das tens6es principais o tensor desviador é 

º1 - a o o 
m 

(Td) = o ª2 - ªm o (2.33) 

o o º3 - o 
m 

·.~~ 

todas 

termos 
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( 2 cri - cr 2 - ª3)/3 o o 

(Td) - o ( 2 cr 2 - cr 1 ª3)/3 

o o ( 2 cr 3 - cr 1 - ª2)/3 

Para obter os invariantes do tensor desviador, substitui-se S 

por S' + I-/3 na equaç-ao: 2.11. 
.) 

Isto resulta em: 

(2.35) 

onde 

Jl = o 
J i:(I 2 +3I) 

2 - 3 1 2 ( 2. 36) 

J 3 = 2\ ( 2 I l 3 + . 9 I l I 2 + 2 7 I 3 ) 

Uma vantagem de usar o tensor desviador está agora aparente. O 

primeiro invariante deste tensor é sempre nulo. Isto pode serve­

rificado tomando a soma dos elementos da diagonal de 2.34. 

Os invariantes J 2 e J 3 podem ser escritos em ~termos 

das componentes de tensão. Por exemplo: 

J' 
2 

ou, em termos 

J2 

J3 

Em termos das 

das por Si 

J2 

J3 

1 
= 6 {(cr -cr) 2 +(cr -cr) 2 +(cr -cr) 2 + 

X y y Z Z X 

+ 6 (',2 + T2 + T2 ) (2.37) 
xy yz zx 

das tensões principais, 

1 
( cr 1 

2 
( cr 2 

2 
( cr 3 cr ) 2 = 6 - cr 2) + cr 3) + - 1 

= ( crl crm) ( cr 2 - ªm) ( cr 3 - ªm) 
(2.38) 

tensões principais desviatõrias s1 , S2 e S3 defi-

cr . - a 
l m 

= -CS1S2 + S2S3 + S3Sl) 
1 

= 2 (Sl 
2 + S2 

2 + s 2) 
3 

S1S2S3 
1 

(Sl 
3 

S2 
3 s 3) ( 2. 39) = = 3 

+ + 
3 

Finalmente comparando 2.37 com 2.39 ve-se que 
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J2 = 2 

2 .; 
'[, .. 
oct 
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(2.40) 

Esta relação entre J 2 e a tensão de cisalhamento octaédrica e as 

vezes usada como argumento no campo físico por algumas 

de plasticidade. (2, 4, 5) 

2.6 - CRITERIO DE ESCOAMENTO 

2.6.1 - IDEIAS BÁSICAS 

tração 

qual o 

teórias 

simples, 

material 
No estudn de um material submetido à 

mostramos que existe um ponto de escoamento, no 

começa a se deformar plasticamente. Neste caso 

axial e esse ponto pode ser bem determinado. O 

a tensão e uni-

problema se · com-

plica na medida em que aparecem diversas tensões atuando num Pº!! 

to em direções diferentes. 

E importante conhecer o comportamento de um material 

sob combinações de tensões. Em particular é necessário ter uma i 
déia das condições que caracterizam a transição do material do 

estado elástico para o estado plástico (patamar de escoamento). 

Mendelson (2) considerou como exemplo o cilindro de parede fina 

que está sendo tracionado pela força P, submetido a um 

--~-:torção_'!'_~ uma pressao interna_p_: (Fig. 2.5) 

momento 

Fii,i'.'--::- T.5:. Combinação de tensões num cilindro-­

de parede fina 

Pela variação da pressão p, a força axial de .tração 

P e do momento de torção T é possível obter várias,, "combinações 

de tensão, as 

principais. A 

to o cilindro 

quais vão também resultar em diferentes direções 

questão aqui é: Para que combinação de carregame!! 

vai começar aplastificar Os critérios adotados P! 
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ra decidir qual combinação de tensões multiaxiais vai ;causai;; 

plastificação são chamados Critérios de Escoamento. O primeiro 

passo para qualquer análise de escoamento plástico é decidir so­

bre o critério de escoamento a ser adotado. O próximo passo e de 

cidir como descrever o comportamento do material depois que a 

plastificação começar~ 

Vamos começar a discussão das condições de escoamen­

to considerando o aparecimento do início das deformações plásti­

cas num material perfeitamente elasto-plástico o qual nunca so­

freu deformações acima do campo elástico. Desde que se supõe a 

v~lidade da Lei de Hook~ no campo elástico, a deformação no ins­

tante em que se 1n1c1a a plastificação é determinada unicamente 

pela tensão nesse instante. Assim, em qualquer, combinação ,1 de 

tensões e deformações que possa condicionar fisicamente o mate 

rial num desenvolvimento plástico, será sempre possível expres 

sar matematicamente essa combinação crítica em termos dos compo­

nentes de tensões. Pelo menos para o início do aparecimento das 

deformações plásticas, a condição de escoamento (ou critério do 

escoamento pode ser escrita na forma: 

f (cr .. ·, cr '. ª.xy yz., . zx. T T T ) = Ü 
yz' .!x'. xy ,, (2.41) 

Dentro do campo elástico e pouco acima o material e 

considerado isotrópico: a forma da Lei de Hooke e em particular 

os valores das constantes K e G não dependem da orientação dos 

eixos coordenados. \ ~ . ,-, Esta isotropia impõe uma restrição na 

forma da função f: o valor de f não muda se os componentes da 

tensão com respeito aos eixos,x, y e z são substituídas ,,rc:.pelas 

componentes correspondentes com respeito a qualquer outro siste­

ma de eixos retangulares x
1 

, y1 e z1 . Em outras palavras a ex­

pressao de f pode ser também representada como: 

(2.42) 

ou seja f deve ser função·dos invariantes de tensões do 

desviador. 

tensor 

Numerosos critérios de escoamento foram propostos p~ 

ra a plastificação de sólidos, desde Coulomb.em 1773. Para os pr~ 

pósitos deste trabalho entretanto apresentaremos apenas a discu~ 

são de dois deles, a saber: a Teoria da Tensão de ,: ,Cisalhaménto 

Máxima ou Critério de Tresca e a Teoria da Energia de Distorção 
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ou o Critério de Escoamento de Von Mi ses. (2, 3, 6, 7). 

2.6.2 - TEORIA DA TENSÃO DE CISALHAMENTO MÁXIMA OU CRITERIO DE 

TRESCA 

Esta teoria assume que o escoamento vai ocorrer qua~ 

do a máxima tensão de cisalhamento em um material, submetido a~ 

ma combinação qualquer de cargas, atingir o valor da máxima ten­

são de cisalhamento quando este mesmo material estiver submetido 

a tração simples. A equação da máxima tensão de cisalhamento foi 

deduzida anteriormente e estabelece que ela seja igual a metade 

da diferença entre as tensões principais máxima e mínima. Para 

tração simples, entretant~ desde que a 2 = 

ma de cisalhamento no escoamento, onde a1 
mento sera: 

ªo -ª2 ªo - ª3 
'( = ou '( = max 2 max 2 

r ~ 
max = a /2 . O··· . 

a = O, a tensão máxi-
3 

= ª6 (Tensão de escoa-

(2.43) 

(2.44) 

O critério de Tresca então admite que o cescoaménto 

vai ocorrer quando qualquer uma das seis condições seguintes é a 

tingida: 

º1 ª2 = ± ªo 

ª2 ª3 = ± ªo (2.45) 

a a = ± a 
3 1 o 

Para o estado biaxial de tensão com ª3 = o temos: 

º1 a = ªo se a :i > o e ó ''ª2 < o 
- 2 

º1 - ª2 = -a se º1 < o e ª2 > o o 

ª2 = ªo se ª2 > º1 > o 

º1 = ªo se º1 > ª2 > o (2 .46) 

º1 = - ªo se º1 < ª2 < o 

ª2 = - ªo se ª2 < º1 < o 
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Uma representação gráfica no pl.an:o. o
1 

o
2 

para · .este 

critério de escoamento está mostrado na Fig. 2.6. Uma limitação 

desta teoria é a exigência de que as tensões de esêoamento 

tr§:_ção e na compJeSsii~ sejam iguai_s. -~-------

cr, 
-----'---~------,-j-----+-----

-º· 
'-o;= _ cr. + cr, 

--~-"-
Fig. 2.6 - Teoria da máxima tensão de Cisalhamento 

; 1. na 

O critério de Tresca está em razoável acordo com a 

experiência e tem um uso considerável por projetistas. Ele é, en 

tretanto, de uso penoso em face da necessidade de se conhecer "a 

priori" as tensões principais extremas. 

____________ Para"·º caso de cisalhamento puro temos: 

_'t_ T = K e consn.ante) - -
f a, 0ª2 J º3 = o 

"t f 
e 

cr cr l º1 º2 = K 
2 . 1 - -- -C 

, ____ 
e 

FIGURA 2.7-- ESTADO SIMPLES DE . CISALHAMENTO 

Segund.Õ o critério de 'fresca --

T -max = 2K (Cisalhamento puro) 

2K = o 
o ou 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2. 51) 

A tensão de escoamento no cisalhamento puro e a meta 

de da tensão de escoamento na tração simples. 
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2.6.3 - TEORIA DA ENERGIA DE DISTORÇÃO OU CRITeRIO DE VON MISES 

A teoria da energia de distorção admite que o escoa­

mento começa quando a energia de distorção de um material subme­

tido a uma combinação qualquer de cargas iguala a energia de dis 

torção desse mesmo material no escoamento por tração simples. A 

equaçao da energia de distorção (Mendelson ( 2 ) ) é: 

1 
= 2G 

2 
T oct- (2.52) 

onde G = E e o módulo transversal de elasticidade. 
2(1 + v) 

No ponto de escoamento na tração simples temos: 

= o (2.53) 

J2 
1 

((ol 
2 (o 2 

2 
(03 

2 (2.54) = 6 - º2) + - 03) + - º1) ) 

J2 
1 2 

= 3 ºo 

A condição de escoamento estabelece: 

1 1 
{(ol 

2 
(02 

2 (o -o) 2} 1 ?02 
(2.56) 

2G 6 - º2) + - 03) + = Tii -3-3 1 . 

e para o caso biaxial, onde o3 = O, 

2 = 
0 

2 
0 2 o (2.57) 

Esta equação representa a equaçao de uma elípse, eh~ 

mada elípse de Von Mi ses, no plano o1 o2 , como mostra a Fig. _·2 .:8 
· a.seguir. 
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--- ._2 4 ·---------~-------- _ ---- _ --

cr 
2 

----ª~·'--r------+-----1---(J_-'º'---ª 
1 

FIGURA 2. 8 - TEORIA DA ENERGIA DE DISTORÇÃO 

Para o caso de cisalhamento puro temos: 

a = O 
3 

(2.58) 

e segundo o Critério de Von Mises o escóamento ocorrerá quando 

ou (2.60) 

a tensão de escoamento no cisalhamento puro e 1//3 vezes a ten­

são de escoamento na tração simples. 

Assim o critério de Von Mi ses produz uma tensão de es 

coamento no cisalhamento simples 15 por cento maior do que a de­

terminada pelo Critério de Tresca e pode-se facilmente demons~ 

trar que esta é a maior diferença entre os dois critérios. 

O critério de escoamento de Von Mises se ajusta me­

lhor a dados experimentais do que outras teorias e e usualmente 

mais fácil de aplicar do que o Critério de Tresca, porque ,·nao 

precisa de nenhum conhecimento prévio a respeito das grandezas 

das tensões principais. Por essas razões este critério é larga -

mente usado. 

Von Mises propos seu critério por conveniência mate­

mática. Hencky mostrou mais tarde que era equivalente a admitir 
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que o escoamento de deformação por cisalhamento atinge um valor 

crítíto, como se mostra abaixo. Assim, desde que a tensão octaé­

drica de cisalhamento é igual a 

a qual para tração simples no escoamento se torna em 

oct 
TQ = rz 

-3-
(J 

o 
então pela equação 2.56 temos, 

T oct 
= 

oct. 
TÜ 

(2.62) 

(2.63) 

Isto e, o escoamento vai ocorrer quando a tensão oc­

taédrica de cisalhamento atingir o valor da tensão octaédrica de 

cisalhamento no escoamento por tração simples. 
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III - FATORES DE CONCENTRAÇÃO DE TENSÃO PARA TENSÕES NA INTERSE­

ÇÃO CILINDRO-ESFERA EM VASOS DE PRESSÃO 

3.1 - DADOS FUNDAMENTAIS 

Apresentaremos a seguir alguns conceitos s.obre o fa­

tor de concentração de tensões (FCT), que ocorrem na interseção 

de um bocal cilíndrico com um vaso de pressão esférico, numa for 

ma conveniente aos projetos. 

Consideraremos estruturas compostas por elementos de 

casca fina e em particular com o bocal cilíndrico disposto ra­

dialmente no vaso de pressão esférico. A casca cilíndrica vai 

ser tratada como semi-infinita. A parte esférica pode ser refor­

çada por uma região uniformemente espessada além do bocal. Os p~ 

rãmetros geométricos que definem o projeto estão mostrados na Pi 

gura 3.1. 

R 

FIGURA 3 .1 - GEOMETRIA DA CASCA 
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Como é comum nos problemas de associações de cascas, 

sao elas supostas se uniremna·.iritérseÇcâ.Õ·;da's;.Linhasmédfas de.suas e~; 

pessuras. Isto, juntamente com a hipótese de que seçoes planas 

pemmanecem planas após a flexão, significa que a anilise iri pr! 

ver o comportamento do todo da estrutura e nao vai tratar dos e­

feitos microscópios. 

O fator de concentração de tensões tem sido determi­

nado pela teoria elistica clissica de cascas finas. Uma crítica 

que se pode fazer a essas soluções é que fornecem conhécdmento 

limitado num complexo problema de projeto: mas apesar disso foi 

claramente ilustrado por Rose (9) que a.determinação do fator de 

concentração de tensões é muito útil no encaminhamento dos proJ! 

tos. 

O F.C.T. tem sido calculado em termos da mixima ten­

sao, que ocorre na esfera. Leckie and Penny (8) apresentam grifl 

cos bastantes eficientes para uso em projetos de vasos; mas se é 
necessirio um conhecimento mais detalhado da distribuição de te~ 

sões na esfera ou no cilindro, então a anilise da casca baseada. 

nas teorias clissicas precisa ser completada. 

3.2 - FATOR DE CONCENTRAÇÃO DE TENSOES PARA PRESSÃO INTERNA 

No cilculo do F.C.T. admite-se que um reforço e ne-

cessirio e de dimensão tal que o cilindro pode ser considerado 

penetrando toda a espessura T da esfera. Não e sempre, que um re 

forço é impositivo. 

Define-se porem o seguinte fator de concentração de 

tensões:· 

FCT' = tensão mixima/ ir~ e 3. 1) 

onde PR/2T' é a tensão de membrana na esfera de raio R e espess~ 

ra T', sujeita à pressão interna p. 

O fator de concentração de tensão FCT e pois uma fun 

çao dos parãmet ros ad·1:mensionàis: 

i) a razão raio/espessura do reforço R/T' 

ii) a razão raio/espessura do cilindro r/t 

iii) a razão raio cilindro/raio esfera r/R = sen e1 
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A fim de representar a variação do FCT com estes 

três parâmetros, pelo menos um gráfico tri-dimensional ou vários 

gráficQs bi-dimensionais são necessários. 

E possível porém representar o F.C.T. para todas as 

variações dos parâmetros em um simples gráfico. Chegou-se a esse 

resultado considerando primeiro o FCT que ocorre numa ·abertura 

onde a relação t/T = O. Pode-se mostrar que para valores peque -

nos de 1\, que ,o F.C.T. é função somente de p = (r/R)/Rl'f'". Qua~ 

do a curva FCT/p e traçada para t/T = O e para o campo dos parâ­

metros 0,01 < r/R < 0,4 e 30 < r/T' < 150 determina-se que ela e 

Única e contínua, exceto para valores grandes de p quando uma li 

geira dispersão é observada. 

Essa curva está representada na Figura 3.2 (8) e de­

signada por t/T' = O. Em vista disso pode-se escolher um novo 

conjunto de parâmetros, que também formam um grupo adequado para 

definir a geometria do vaso. A escolha e: 

r . /R' 
a) P - R , V"f 

R 
b) T' 

t 
c) T' 

Quando o parâmetro (c) é zero o FCT e dependente s~ 
mente do valor p, se p'é pequeno, é só ligeiramente dependente 

do valor (b) quando p é grande. Escolhendo valores para (b) e 

(c) define-se a curva FCT/p resultante. Repetindo o processo,,lllB!!_ 

tendo o mesmo valor de (c), mas escolhendo grandezas diferentes 

para (b) encontra-se a nova curva FCT/p praticamente coincidente 

com a primeira curva. De fato, para um bocal nivelado, as curvas 

resultantes de uma escolha particular do parâmetro (c) têm ames 

ma característica daquela quando o parâmetro (c) e zero, como 

foi mostrado por Leckie e Penny na figura 3.2. 
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FIGURA 3.2 _ TENSÃO MÁXIMA NA ESFERA PARA PRESSÃO INTERNA (BOCAL NIVELADO) 

Ao se estudar um vaso para resistir a uma pressão in 
terna, foi proposto por Rose (9) executar o projeto de maneira 

que as tensões máximas devidas a distúrbios locais sejam menores 

que um certo múltiplo da tensão de membrana no vaso de pressao 

principal. Assim, define-se o seguinte fator de concentração de 
tensão 

- ~ - ;EB: FCT = tensao maxima 
21 

onde pR/2T; a tensão de membrana no vaso principal devido .a 

pressao p. No presente, os projetistas estão a favor de um FCT 

2,5 mas nos procedimentos que se seguem, o projetista está livre 
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na escolha de qualquer valor de FCT que se queira. A relação en­
tre FCT e FCT' é simples 

FCT' = FCT x T'/T 

A situação normal de um projeto e que sejam dadas as 

dimensões R, Tete se deseja encontrar as dimensões te T' (se 

for necessi~io reforço). 

Como para os propósitos deste trabalho o reforço nao 

sera necessirio, tem-se que T' =Te FCT' = FCT. Então calcula -

se o valor de peda interseção de p com FCT = 2,5 (na figura 3. 

2) encontra-se a relação t/T procurada. 

Algumas vezes é necessirio obter o FCT associado com 

um projeto ji existente. Calcula-se então p e t/T e da figura 3. 

2 encontra-se o FCT. 
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IV - APLICAÇÃO DO CONCEITO DE ACOMODAÇÃQ EM VASOS DE PRESSÃO 

4.1 - EXPLICAÇÃO DO CONCEITO DE ACOMODAÇÃO 

Já está generalizado o conhecimento de que .. se~~se ,pe~ 

mitirem plastificações localizadas nas descontinuidades de vasos 

de pressão, p§"dem~sê)obter projetos mais econômicos. A quantidade 

admissível deste "escoamento local" permanece ainda como uma 

questão aberta e é com certeza muito difícil de definir. Entre -

tanto, o conceito de acomodação leva a uma limitação bastante ló 

gica dos níveis de tensões e, como será discutido neste capítul~ 

uma forte indicação da quantidade de escoamento pode ser obtida, 

em termos gerais, pelo estudo do comportamento de componentesr 

particulares do vaso de pressão na condição de acomodação (shake 

-down). 

Para os propósitos da exposição admitiremos o seguin 

te: 

1) Existe uma descontinuidade no vaso de pressão e a localização 

da região de maiores tensões e seus valores são dados. 

2) As deformações (elástica e plástica nesta região são conheci~ 

das. Estes valores podem ser teóricos ou experimentais e sao 

bastante pequenos para não permitirem mudanças significativas 

na forma do vaso. 

3) O .:material é isotr6pico. 

4) Não .há histeresis. 

5) O material tem características de tensão-deformação perfeita­

mente elasto-plásticas e não apresenta efeito de Bauschinger. 

Nenhum destes efeitos precisa ser rigorosamente assumido, mas 

sao aqui mencionados para maior caracterização. 

6) O material não sofre encruamento, nem deformações rápidas du­

rante o carregamento cíclico. 

7) O comportamento da região em questão nao e afetado pela plas­

tificação em qualquer outra parte do vaso. 

8) A relação pressão deformação efetiva (g) na regiao em que se 

está interessado tem a forma da Figura 4.1 (A). 
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FIGURA 4.1 ( A e B ) - COMPORTAMENTO ELAS TO - PLÁSTICO NUMA DESCONTINUI -

DADE DE UM VASO DE, PRESSÃO 
--~ --· ~~- ~-- ------- r1 

Para a discussão do conceito de acomodação e ú'til 

ter conhecimento das tensões .além do ponto' de início da plasiti:_ 

cação. Se deformações experimentais são registradas, as tensõ~s. 

correspondentes podem ser obtidas. Alternativamente, elas·.podem 

ser calculadas diretamente de análise elasto-plástica te.Óri·ca. A 
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maneira como estas tensões e deformações sao determinadas nao in 

terfere porém, no entendimento do fenômeno. 

Quando uma pressão interna é aplicada ao vaso inici­

almente descarregado, o comportamento na descontinuidade é elás­

tico ao longo de OA na figura 4.1 (A) até que a pressão Py (ini­

cio de escoamento) seja atingida. Uma pressao subseqUente aumen­

tada para P1 causa plastificação (de acordo com o critério de e~ 

coamento aplicável ao material) e portanto um escoamento plásti­

co e induzido de A para B. Despressurizando o vaso de P1 para z~ 
ro o comportamento da região em questão acompanharia a linha BB ', 

que é paralela a OA. Se se admite que o critério de ,escoamento 

de von Mises é aplicável e que a tensão radial é desprezivel, o 

caminho das tensões pode ser representado pela elipse de escoa­

mento bi-dimensional de von Mises mostrado na Figura 4.1 (B). O 

carregamento inicial para o principio da primeira plastific~ção, 

é desta maneira, representado pela linha (a' a), permanecendo con~ 

tante a razão entre as tensões principais o1 e o2 . Durante o es­

coamento plástico esta razão pode mudar de maneira que na pres­

são P
1 

a razão corresponde ao ponto (b). Uma despressúrização 

subsequente resulta em resposta elástica, consistente com a Fig~ 

ra 4.1 (A) e a raião novamente permanece constante até a pressão 

zero, quando o ponto b' é atingido. Neste ponto existe agora de­

formação residual efetiva OB' como está mostrado na Figura 4.1 

(A) e componentes de tensões residuais, como mostra a Figura 4.1 

(B). Se o vaso é carregado ciclicamente de zero até P1 então o 

comportamento no ponto considerado será :élástico. 

O efeito de aumentar a pressão para P2 decrescendo ' 

para zero e aumentar novamente para P. (pressão de acomodação) ' . s 
pode ser facilmente compreendido pelo esquema das Figuras 4.1 (A 

e B). Quando a pressão é reduzida de Ps para zero, correspondeu~ 

do à linha DD' na figura 4.1 (A), nota-se que uma posição limite 

foi alcançada para o comportamento elástico no descarregamenfo ' 

total. Qualquer acréscimo na pressão, digamos para P3 no ponto 

E da Figura 4.1 (A) faz com que o caminho da carga atinja a sú~ 

perfície de escoamento no descarregamento representado pelo pon­

to (f) na Figura 4.1 (B) que corresponde ao principio da plasti­

ficação reversa no ponto F da Figura 4.1 (A); a posição final na 

pressao zero é, o ponto d' da Figura 4.1 (B). Uma nova pressuriz~ 

ção até P3 resulta em plastificação prematura em F' e (d). Desta 
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maneira, P e máxima pressão admissível para se evitar a plasti-
s 

ficação reversa e assegurar uma resposta do vaso de pressão pur~ 

mente elástica. Esta pressão Ps é conhecida como a "Pressão de A 

como dação"; isto é, o componente do vaso submetido a condição de 

acomodação se acomodou dentro de um comportamento puramente elás 

tico. 

E conveniente definir um "Fator de Acomodação" por: 

= rnãxirna pressão pa~a comportamento elástico 
pressao para escoamento inicial 

Assim Ks sera igual a P /P na figura 4.1 (A) e (dd'/aa') na fi-s y 
gura 4.1 (B). Nota-se que a condição de acomodação surge a par-

tir de um sistema de tensões residuais no estado de descarrega -

menta do vaso. O teorema de acomodação estabelece que: 

Se existe urna distribuição de tensões residuais au~ 

to-equilibradas que, superpostas às tensões decorrentes do carr~ 

garnento, conduzir a tensões finais elásticas, a estrutura entra­

rã em acomodação, isto é: para repetidos ciclos de carregamento 

e descarregamento nos mesmos níveis de carga, não ocorrerão ten­

soes plásticas. 

As tensões correspondentes a (d') sao as tensões re­

siduais auto equilibradas e aquelas correspondentes a linha (dd') 

são as tensões elásticas. 

4.2 - A GRANDEZA DO FATOR DE ACOMODAÇÃO 

A grandeza do fator de acomodação tem sido objeto de 

muita discussão. Baseado no parágrafo anterior o fator de acomo­

dação seria 2,0 somente se a proporção entre as tensões não va­

riasse quando o vaso é carregado acima do ponto de plastificação, 

na Figura 4 .1 (B) os pontos (a), (b), (c) e (d) 'f.o.s.s.em coinciden­
tes e as linhas (a'.a), (b'b), (c'c) e (d'd) todas superpostas. 

Baseado na superfície de escoamento 

na Figura 4.1 (B), o fator pode ser 

de Tresca, também mostrada 

2,0 para mudanças limitadas 

da razão entre as tensões. Não é possível no presente fazer um 

balanço geral sobre quanto a proporçao entre as tensões pode va­
riar. Para isto precisa-se esperar por mais cálculos e experiên­

cias sobre o assunto. Apesar disso pode-se ver pela Figura. 4.1 
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(B) que, desde que a proporção entre as tensões nao varie muito, 

o fator de acomodação será aproximadamente 2.0. Isto foi demons­

trado dentro de um campo de dimensões para certo tipo particular 

de componente, isto é, uma investigação em um tubo numa esfera, 

feita por Procter e Flinder (12) os quais determinaram que aro­

tação do vetor de tensão na pressao de acomodação, isto é, o an­

gulo (aa'd) da figura 4.1 (B), era pequeno (69 no máximo) exceto 

quando os efeitos de plastificação dependentes do tempo eram con 

siderados e neste caso a rotação foi cerca de 309. 

Se a proporção entre tensões variar durante o carre­

gamento acima do ponto de plastificação, então o fator de acomo­

dação pode ser significativamente inferior a 2,0. ConseqUenteme~ 

te muito cuidado precisa-se ter:quando dª ap~i'c.fiã-~) do ASME Code, 
Section III, Nuclear Vessels - 1965, que admite um fator 2,0 em 

condições de operação. Sob determinadas interpretações deste co­

digo, os projetos podem ser elaborados a níveis acima do limite 

de acomodação. 

4.3 - COMPORTAMENTO NAS CONCENTRAÇÕES DE TENSÕES 

Para avaliar a influéncia do fator de concentração de 

tensões em bocais no desempenho em serviço, é necessário enten­

der as relações tensão-deformação antes e depois da plastifica­

ção. As deformações podem ser medidas por intermédio de um 

"strain gauge" enquanto a pressão é aplicada e removida; a ten­

são tem que ser deduzida da deformação medida e do conhecimento 
do comportamento do material. Como exemplo, suponha que um 

"strain gaúge" seja colocado na direção circunferencial do bordo 

interno de um bocal. Segundo Rose (9) este é o ponto de terisão 

máxima e'â'ré; disso a tens ão na extremidade d; lYÔrdd' é -esse~ci~imenté'u 
------~=--"" + • -. • - --- • -------,r·~---.,,.. · . ..._' ....---~. ~--~- -

niaxial de maneira que sob condições elásticas uma variação na 

deformação E é equivalente a uma variação na ten~ão a= EE, onde 

E é o módulo de elasticidade. 

Admite-se que o vaso nao foi submetido a pressao pr~ 

viamente e está na condição neutra. Se. ···o 1vál10Í- :n;' ;"strain 
'-'--~--- - -- _,./ 

gauge" é lido em intervalos durante a aplicação e o alívio de 

pressao, um gráfico tal qual a linha cheia mostrada na Figura 

4.2 (A) pode ser obtido. Observe que esta figura é a mesma repr~ 

sentada pela Figura 4.1 (A) só que agora vamos analisar o campo~ 
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Começando na origem O, a deformação cresce proporciohalrnente a 

pressão até o ponto 1, onde se inicia a plastificação. A deforma 

ção neste ponto é ay/E, onde ay é a tensão de escoamento do mate 

rial. Entretanto, não há crescimento brusco da deformação apre! 

sao constante, corno pode ser esperado por analogia com o teste 

de tração simples. Ao invés disso, a deformação cresce, na forma 

da curva contínua 1-2 da Figura 4.2 (A). Um alívio da pressão da 

posição máxima requerida para os propositos do teste resulta na 

mudança da deformação representada pela reta 2-3, que e também 

paralela a 0-1 (Figura 4.2 (A)). A deformação E 3 é de fato perm~ 

nente, e sob condições de trabalho o campo de deformações é re­

presentado pela linha 3-4. 

O problema de determinar as tensões fica assim muito 

simples porque a deformação total encerrada na figura 4.2 (A) e 

inferior a 1,0% e isto é insuficiente para produzir o encruamen­

to (work hardening). Na escala aumentada das deformações da Fig~ 

ra 4.2 (A), entretanto, a porçao elástica e o patamar de escoa -
mento da curva tensão-deformação para tração simples aparecér.iarn 

como mostrado na Figura 4.2(B). Note-se que neste gráfico, ape­

sar de representar o mesmo fenômeno da Figura 2.3 estamos levan­

do em conta as tensões residuais que aparecem após o descarrega-

rnento total do vaso. Este descarregamento determina a ausencia 

da carga aplicada, que no caso seria a ausência de pressão inter 

na, e não a ausência de tensões. O ponto 3 nas Figuras 4.2 (A -e 

B) representa, respectivamente, um estado de despressurização do 

vaso e um estado de tensões residuais devido às deformações re­

manescentes. O ponto de escoamento 1 e o ponto de deformação rna­

xirna 2 podem ser mostrados na curva de tensão-deformação e o fa­

to evidente que está ilustrado é qu~ não pode haver nenhum acré! 

cimo na tensão absoluta entre os pontos 1 e 2. A localização co~ 

reta do ponto 3 na figura 4.2 (B) é menos Óbvia, mas não há dúvi 

da quando se lembra que o módulo de elasticidade de um aço pre­

deforrnado é idêntico ao de um aço normal. Em outras palavras, a 

linha 2.3.na figura 4.2 (B) é paralela a linha 0-1 na mesma fig~ 

ra. O valor das tensões residuais de compressão na rernoçao da 

pressão está claramente indicado. 
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4.4 - DEPENDENCIA DO COMPORTAMENTO DO VALOR NUMERICO DO FATOR DE 

CONCENTRAÇÃO DE TENSAO (FCT) 

A forma dos diagramas das figuras 4.2 (A e B) é típl 

ca e dependente do valor numérico do fator de concentração de 

tensões. O F.C.T. pode ser calculado da linha 0-1 do carregamen­

to inicial (Fig. 4.2 (A)). Para uma pressão qualquer p a defor-x 
maçao e E , correspondendo a uma tensão E E. O FCT (K) é defini 

X X -

do como a razão entre a máxima tensão e a tensão de :,,, ·membrana, 

p R/2T, onde Te R são respectivament~ a espessura e o 
X 

do vaso esférico. Assim: 

E EX E 2 TE 
K 

X 
; 

(pxRJ 
; 

l1 Px 
2T 

A inclinação da linha 0-1 na Figura 4.2 (A) e desta maneira in­

versamente proporcional ao F.C.T. 

A pressão na qual acontece o início de escoamento e 

controlada pelo F.C.T .. 

membrana vezes o F.C.T. 

O escoamento inicia quando a tensão de 

e igual ao ponto 

ra que a pressao para escoamento inicial 

de escoamento, de manei 

é p
1

; 2T cry/KR. 

Variações de tensão e deformação durante a aplicação 

e alívio da pressão de trabalho (linha 3-4) são elásticas e além 

disso o F.C.T. tem seu valor inalterado desde que as linhas 0-1 

e 3-4 tenham a mesma inclinação. Entretanto, o F.C.T. se relaci~ 

na agora com o campo de tensão melhor que com os valores absolu­

tos de tensão e as tensões elásticas, devido a pressão de traba­

lho, podem ser visualizadas como superpostas a um sistema de ten 

sões residuais em equilíbrio representado pelo ponto 3 na Figura 

4.2(B). 

A maneira na qual o F,C.T. determina a posição de de 

formação permanente é mostrada pelas linhas tracejadas nas Figu­

ras 4.2 (A e B), desenhadas para um F.C.T. menor e outro maior. 

O efeito do valor menor do F.C.T. é aumentar a pressao para o e~ 

coamento inicial e assim reduzindo a posição de deformação perm~ 

nente. O valor maior do F.C.T. diminui a pressão para o escoame~ 

to inicial e desta maneira aumenta a posição da deformação perm~ 

mente. O campo de tensões, claro, aumenta na proporção direta do 

F.C.T. até que, no caso extremo uma forma de instabilidade plás-
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tica chamada de colapso incremental apareça. Isto acontece quan­

do o campo de tensões elásticas é maior que duas vezes a tensão 
de escoamento do material e está ilustrado no extremo direito das 

figuras. Abaixo da pressão de colapso, o gráfico de pressão-.de­

formação é inicialmente linear, mas uma plastificação reversa o­

corre antes que a pressão atinja o valor zero. Com a reaplicação 

da pressão o gráfico se torna não linear antes da pressão máxima 

previamente definida ser alcançada, e uma grande curva de histe­

resis se desenvolve. Além disso, as deformações permanentes cres 

cem com cada aplicação de pressão, apesar da pressão máxima nao 

ser excedida. 
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. APENDICE I 

DA TENSAO E DEFORMAÇAO NATURAIS (OU EFETIVAS) 

A tensão nominal que normalmente se usa para traçar 

o diagrama convencional de tensão-deformação não,é a tensão ver­

dadeira, ji que a irea da seção transversal é decrescente com a 

carga. Para tensões acima mas perto da tensão de escoamento, es­

ta distinção não tem importância, mas para tensões e deformações 

muito altas esta diferença torna-se importante. A tensão efetiva 

pode ser obtida da tensão nominal como se segue. Se pequenas va-· 

riações de volumes são desprezadas, isto é, o material é conside 

rado incompreensível, então 

onde 

nais 

A 
o 

A l = Al o o 

e l sao a areada seçao transversal e comprimento orig~ 
o . 

e A e l sao os valores finais. Se Pé a carga, então a ten 

são efetiva a sera 

p 
(J = = 

Í\ 
Pl 

A l o o 

a tensão nominal ªn = P Í A
0 

e a deformação covencional e E = (l/ l
0

) 

- 1. Portanto 

CJ = CJ (1 + E) 
n 

De maneira bastante similar pode-se, ver que a deformação conve.!!. 
cional não é correta, ji que é baseada no comprimento inicial, o 

que varia continuamente. Uma definição diferente foi introduzida 

porLudwik baseado na variação do comprimento. Assim o incremento 

de deformação para um comprimento dado é definido como 

d" dl E= -l-

e a deformação total do· compriment:o inicial ·l para o final l e 
o 

E = J dll = ln l 
-:r 

o 
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E é chamada deformação natural ou efetiva. A relação entre a de­

formação efetiva e convencional pode ser facilmente determinada, 

pois l/l
0 

= 1 + E 

E= l (1 + E) n 
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V - ANÁLISE ELÁSTICA.DE TENSÕES NA INTERSEÇÃO CILINDRO-ESFERICA 
DE CASCAS SUBMETIDAS A PRESSÃO INTERNA 

5.1 - SOLUÇÕES ELÁSTICAS SIMPLIFICADAS 

Para o problema proposto serao necessárias, como vi­

mos, apenas teorias para dois tipos básicos de cascas, a esféri­

ca e cilindrica. Para cascas com este formato foi mostrado .{14, 

15, 16) que, soluções completas para as equações difereftciais 

que definem o problema podem ser obtidas somando as soluções in­

dividuais, devidas a casca atuando como uma membrana para supor­

tar o carregamento aplicado (pressão interna) e aquela devida a 

esforças_ de, bordo provoc::_a!)dO flexão_,_ como se ye na_ Figura 5 .1. 

~M H 

Í: H 

FIGURA 5.1 - ESFORÇOS DE BORDO NA INTERSEÇÃO 
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5.1.1.- SOLUÇÕES INDIVIDUAIS PARA O CILINDRO 

___ SOLUÇÃO DE MEMBRANA-'-----------

1 
1 
1 
1 
1 
1 i> 'P 
1 
1 

' 1 
1 
1 
1 
1 
t .. ! 
Aro 

r 

FIGURA 5. 2 - . CILINDRO CIRCULAR SUBMETIDO A PRESSÃO INTERNA 

- .. À ~Figura 5. 2 mostra- a deformação li·;;; (as deformações 

representadas com asterisco estarão referidas ao cilindro) que o 

mesmo apresentará quando submetido a uma pressão interna p. Sab~ 

se que (14, 15, 16) a força e a deformação especifica na direção 
da tangente a seção transversal são 

Nq, = pr 
, - N</l 

s<P - Et e 5. 11 

onde pi a pressão aplicada, r e t sao respectivamente o raio e 

a espessura do cilindro e E o mõdulo de. elasticidade do materiaL 
* Assim podemos calcular a variação 6ro do raio. 

* 6ro s 
<P r 

2 e s. 21 
* ·Q.!_ 6rO = Et. 

* Devido a axi-simetria do carregamento a rotação x
0 

e nula. 
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SOLUÇAO PARA OS ESFORÇOS DE BORDO 

Utilizaremos aqui o formulário apresentado por GIRK­

MANN (15) resultado da solução complementar das equações diferen 

ciais do problema. 

w: = Ae 

kx 
r kx sen (r + ij,) 

M 
X 

Qx 

k2 
kx -

=-•-2K Ae .r 
2 r 

k3 
2 12 Ae = K --:5 

r 

= D (1 - v 2 ) Ae 
r 

cos 

kx 
r 

kx 
r 

(kx 
r 

sen 

sen 

+ 1jJ) 

(kx + 1jJ 
r 

(kx + 1jJ) 
r 

(5.3) 

2-) + 
4 

onde 

A e 1jJ sao constantes,. 

k 

K 

D = 

E. 

12 (1 

Et 
2 

1 - \) 

2 ' 
(1 - \) ) 

.-.,, ,'..,___ - ·> ... 
um parâmetro geométrico .adimensional, · -- ~ --.,-- ". -- . 

2 - \) ) 
e o módulo de rigidez a flexão, 

e o módulo de rigidez extensional 

v e o coeficiente de Poisson,-

W sao os deslocamentos dos pontos da superfície média da ,:casca 

e 

Mx, Qx e N' sao os esforços internos devidos aos esforços de bor 

do. 

Vamos considerar o cilindro (Figura 5.3) com oriaem .o 

em x = O e que se estende o bastante na direção de x :positivo, 

de maneira :que não haja interferência da outra extremidade sobre 

aquela na qual estamos aplicando a força radial ao longo de sua 

circunferência. 
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·• 4 5 •. 

.. 
.!.!L 

H 

H=I _t 

* A~ -
H 

FIGURA 5.3 - FORCA UNITÁRIA NO 
a forçá. unitária H = 1 aplicada 

de extremidade; sio: 

Q ,. = -1 x 
M.: = O 

X 

H=I 

BORDO DO CILINDRO 

no bordo x = O as condições 

(5.4) 

que permitem a determinaçio das constantes 

'1T 
1/J = -2- e 

3 
a 

A=-~ 
2Kk 

e 5. 5) 

obtidas estas constantes podemos calcular o deslocamento e aro­

taçio no bordo x = O 

*. 3 
= 

6 r a 
'1 -

2Kk 3 X* -H 

(5.6) 

x tt dw 2 
= a 

-H- clx 2Kk 2 e 5. 7) 

MOMENTO UNITÁRIO 

Quando na origem do cilindro estiver atuando um mo­

mento uni târio (Figura 5. 4) teremos as condições de extremidade 



• 4 ff • 

• 
XM 
M 

01 _[_ 
M=I 

+.+-
Ar ·--;;. 

FIGURA 5.4 - M()MEt..'TO UNITÁRI_O NO 

Q· = o 
X 

M = 1 
X 

\.J·· 
M=I 

BORDO DO CILINDRO -

Neste caso vamos ter as constantes 

'1T 
1/J=--4-

- az/2 

2Kk 2 e A = 

( 5. 8) 

(5.9) 

O deslocamento e a rotação resultantes sao então: 

t,* ,r 
-M-

2 a· 

2Kk 2 

X* 
~~1 - -

5.1.2. SOLUÇOES INDIVIDUAIS PARA A ESFERA 

SOLUÇAO MEMBRANA 

(5.10) 

(5.11) 

Para uma casca esférica submetida a uma pressao in­

terna (Figura 5.5) os esforços N~ e Ne respectivamente segundo 

o meridiano e o paralelo são iguais e valem pR/2 onde p e a 

pressão interna e R o raio da esfera:;:··;i_~s~fa, 

N = N8 = ~ 
~ 2 

) 

(5.12) 
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R 

FIGURA 5. 5 - · PRESSÃO INTERNA NA CASCA .ESFÉRICA 

--Parra se cietermínãr a variáção- -·1ro- êío raio da ãb-ertura-· ela esfe·ra 

temos as relações 

/.',ro = s r · e , (5.13) 

sendo r o raio da abertura, E o módulo de elasticidade do mate­

rial e T a espessura da esfera. 

Assim 

/.',ro =~ 
2 ET 

(5.14) 

A rotação x
0 

será nula também pela axi-simetria da pressao in­

terna. 

X = O 
o 

SOLUÇÃO PARA OS ESFORÇOS DE BORDO 

(5.15) 

A casca esférica sujeita a solicitações de bordo a- -

presentará uma solução complementar simplificada quando o parãm~ 

tro "k" for da ordem de 30 ou maior. As equaçoes deduzidas por 

Girkmman (15) para os esforços inter~os são então 
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N<P = - C cotg<P 
-kw e cos (kw + ij,) 

Ne -kw C k/2 e sen (kw + ij, + TT/4) 

Q = e 

M<P = 

Me = 

X = 

-kw (kw ij,) e cos + 

CR -kw (kw + e cos 
/2 k 

CR -kw cotg<P 
- 2k2 e 

2 1 2 

ET 
-kw C e sen (kw 

onde C e w sao constantes, 

ij, + ij,/4) 

sen (kw + 1/!) 

+ 1/!) 

(5.16) 

+ v M<P 

k, K e E (jâ definidos) sâo relativos i esfera, 

<P, w, a e e sâo parâmetros geométricos mostrados na Figura 5.6, 

Te R a espessura e o raio da esfera respectivamente. Quando o 

parâmetro K for inferior a 30 utilizaremos ::i-SOfuçâÔ !As-s'iJJJJ2.-
- -- --~- --·· . . ' 

~(óti~ca _\ formulada por Flligge, que apresentamos posterior -

mente. 

EE'.FORÇOS DE BORDO UNITÁRIOS 

FORÇA UNITÁRIA 

A Figura 5.6 mostra uma força unitária distribuída a 

tuando ao longo da abertura da esfera, além dos parâmetros geom~ 

tricos que aparecem nas equações dos esforços internos. 
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FIGURA 5. 6 - FORCA UNJT~IA NQ___80RDO DA ESFERA 

Neste caso as condições no contorno w = O são 

M<P = o 

N<P = cosa ou Q = sena 

e as constantes 

1/J 
TI = -4- e e -/2 sena (5.18) 

Com estas constantes e as relações 

e (5.19) 

podemos determinar o deslocamento e a rotação devido a esta per­

turbação de bordo. 

t:ir 
H 

2k R 
tl 

2 sena 

sena 

MOMENTO UNITÁRIO 

(5.20) 

(5. 21) 

Se ao longo da abertura da esfera estiver atuando um 

momento unitário (Figura 5. 7), teremos para w = O as condições 

M<j, = 1 (5.22) 



. s o . 

Ncj, = O -~ (2.ll_ .... Q = o 

g 

FIGURA 5. 7 - MOMENTO UNITÁRIO NO BORDO DA ESFERA 

As cons t ari t és s er·â"o· 

7f 
\/) = -z- e (5.23) 

Analogamente ao caso anterior podemos determinar o 

deslocamento e a rotação no bordo. 

IH 2 kz 
(5.24) M = E1' sencx 

XM -4 .k3 
(5.25) = 

M ETR 

5.2 CONDIÇOES DE COMPATIBILIDADE CILINDRO-ESFERA 

A Figura S. 8 mostra os esforços dis.tribuídos nos bor 

dos das duas cascas resultantes da separação das mesmas, além da 

pressao interna aplicada. 
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R 8 

H 

Nz 

M M 

f.1 G 
N1 ~cose 

H H 

FIGURA 5. 8 - ESFORÇOS RESUL,:ANTES. CONCENTRADOS NAS CASCAS 

O-esforço· N
2 

·segundo -o merldíano ·a:a casca -es-fêricã -vale· como--j a· 
vimos 

N = ____E_L 
2 2 

(5.26) 

Visto isto, as condições de compatibilidade de deformações a se­

rem consideradas são: 

19) A variação do raio da abertura na casca esférica deve ser i­

gual a do raio do cilindro 

* * * Aro+ ArH + brM =Aro+ brH + brM (5. 27) 

onde se tem 
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l\rH {\r 
H l\rM {Ir 

M lf . M . (5.28) 

* * {\r * {Ir l\rH lf ' (H - N2cos 8) l\rM lif . M (5.29) 

Assim podemos escrever 5.27 como 

* 
(l\ro * l\r 

·- l\ro) + H H -
{\j: 
lf 

* (5. 30) 
+ ({Ir ~ l\r) '1 

M M º '' 
o 

29) Analogamente, a rotação 

ser igual a da tangente 

interseção 

da tangente a casca esférica deve 

ao cilindro nas suas extremidades de 

X + XH + 
o 

onde 

X 

sabendo 

XH 
= -H-

H 

* X* 
H = H 

lf 

que Xo 

XH 
-H . H 

* * * x· 
M 

X . + x.· + X · 
o H M 

. H 

* Xo = o 

X* 
H 

~ lf .(H -

XM 

* M = 

X 
.M 

-M- • M 

• M 

5.31 escreve-se então 

XM X* 
N2cose) M 

+ CM 1:f)•M 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 

o (5.34) 

As equaçoes 5.30 e 5.34 formam um sistema de equaçoes em H e 

M possibilitando assim o cálculo de seus valores, já que os 

coeficientes das mesmas estão todos determinados. 

5. 3 - CÁLCULO DAS TENSÕES NO BORDO DA ESFERA (,i = O) 

SEGUNDO O MERIDIANO 

Uma vez calculados H e M 

na abertura. A Figura 5.9 mostra que 

H 

po dem.-s if _ca~ cu_l:a..:_i§)t ensõe s 

o esforço N$ ali é devido a 
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e 

H 

. FIGURA 5. 9 - ESFORÇO OISTRIBUIDO SEGUNDO O MERIDIANO 

Pode~se então escrever que 

Nq, = -H cose 

por unidade de comprimento. 

(5.35) 

Assim num comprime;,.to· unitário do bordo da esfera de 

espessura Ta tensão devido a força H será: 

Ncj, ºtt = 1 x:-r ou 
H -cos 8 

ºH = - T ( 5. 36) 

Neste mesmo comprimento a tensão devido ao momento Mcj, = M sera 

O. ; + 
M -

6M 

? 
(5.37) 

Finalmente a tensão devido ao esforço Ncj, de membrana sera: 

= Nqi (membrana) 
-T- ou 

.m 
ºq, 

l?B 
2T 

(5.38) 

as tensões na abertura da esfera segundo o meridiano nas 

interna e externa serao dadas por 

faces 

º =o· +o +o 
m H 

. 
M 

(5.39) 

SEGUNDO O PARALELO 

Como N = N temos a mesma tensão de membrana e q, 

ºem=~ (5.40) 

As tensões induzidas pelo grupo de esforços · (H, · M) 

nas faces interna e externa da abertura são: 
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N .. 8 
o(/ = -T- ± 

6M
8 

7 (5.41) 

onde 

Ne = ! {2(/z sena k/z semr/2. H + ZRk k/z sen 31T/4.M)} 

1 2k 2 
N8 = 2 {2(2 ksena. H + --y. M}} (5.42) 

sendo M 

Me -
2
1 2 {( /z senN R t 'li H Zk R t 'li M + ~ 

2
k 2 co ga sen 4 . + R 

2
k 2 co ga sen2 .. 

+·v Mq,)} 

(5.43) 

S. 4 - SOLUÇAO ASSIMPTClTI CA PARA CASCAS E~,FERICAS DE PAREDE FINA 

O método que ora desenvolveremos visa resolver o mes­

mo problema formulado anteriormente. Uma casca esférica submeti-' 

da a esforços de bordo. A diferença está apenas nos ,, pârâmet:r:os 

geométricos que definem as dimensões da esfera, que neste caso 

estabelecem um valor para o parâmetro adim:ens i·onal "k", como j â 
dissemos, inferior a 30. Isto impede a adoção das simplificações 

do método anterior. FlUgge (15) mostra que o conjunto de 8 equa­

ções que de finem o problema pode ser reduz ido a um par em Qq, e X; 
que respectivamente representam a força cortante distribuída se­
gundo o meridiano ·e o deslocamento angular (rotação) da tangente 
ao meridiano durante a deformação. O par de equações diéfe5.~.nci;!li.s 

de segunda ordem para as variáveis X e Qq, sao 

d2x + dx 2 Qq,. a 2 

d<f, 2 d<f, cotg<j) - X(v + cotg <P) 
K 

(5.44) 

d2Q d.Q 2 
.. <P+ · cJ> cotgq, + Qq,Cv - cotg <P) = - XET (5.45) 
~ cW 
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A similaridade das equaçoes 5.44 e 5.45 sugere a definiçio do o­

perador diferencial linear 

L( ... ) = 
d 2 

+ ~(- •• ) cotg<j, - ( ... ) cotg <j, (5.46) 

Com este operador podemos escrevê~las 
2 

L(X) - vX = ~ Q<j, 
K 

L(Q<j,) + vQ<j, = --XET 

(5.47) 

(5.48) 

Para a separaçao das incógnitas basta que se substi­

tua Q<j, de 5.47 em 5.48 ou X de 5v48 em 5.47 

v2x = 
2 

LL(X) a (5.49) - - - XET 
K 

2 2 
LL (Q<P) 

a ETQ<j, (5.50) - \) Q<j, = -y 

Qualquer uma destas equações pode ser··usàda para reso1ver, o pro­

blema. Quando tivermos determinado, por exemplo, Q<P da equaçao 

5.50, podimos achar X de 5.48 por simples diferenciação e ,.eatio 

todas as outras incógnitas poderio ser obtidas do conjunto de e­

quações já citado. 

Podemos reescrever 5.50 na forma 

LL(Q<j,) + 4k 2 Q<P = O (5.51) 

com 

k4 ETa 2 2 
,/) 

2 2 
V 3 (1 a V = 4lr - 4 -

~ 4 

pois 

ET D(l vz) K 
ET 3 

= - e = 
12 (1 - V ) 

A equaçao 5.51 pode ser escrita também da seguinte forma 

(5. 52) 

ou 
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(5.53) 

cuja solução e 

(5.54) 

e satisfaz 5.50 

Quando se escreve 5.54 expandida, temos: 

(5.55) 

Para os nossos propósitos é conveniente uma transformação, que 

tem a vantagem de fazer desaparecer a derivada primeira da incÓK 

nita e que a variabilidade do coeficiente remanescente é muito 

grande. Faz-se então 

Q = . 
<P -;./ s=e=n=rp= 

e obtêm-se de 5.55 a equaçao diferencial 

2 
Y 

. (2 - -3cotg <P 2) + y 4 - - À = O 

onde 

(5.56) 

( 5. 5 7) 

Como~ solução da equaçao 5.57 Flligge (lS)assume que 

-:ri 
À y .. (<P) 

n: 
(5.58) 

com y(rp) = 1. Quando 5.58 é substituída na equaçao e diferencial 

5.57, obtem-se a seguinte relação 

que nos leva a fórmula de recurrência 
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· 1 .. 1 2 
Yn+l = - 2 Yn - 8 (2 - 3cotg q,) yn ( 5. S9) 

Esta fórmula fornece Yn+l por integração de onde se obteve as se 

guintes funções: 

1 = - 8 (5q, + 3 cotgq,) (5.60) 

5 2 2 y 2 (<ti) = 128 (5q, + 6q, cotgq, - 3cotg q,) 

Por se apresentar mais prático ao uso do computador, FlÜgge (15) 

sugere e justifica o uso destas funções com o ângulo complemen -

tar 

t/J=rr/2-q, 

como argumento e a escolha de constantes de integração tal que 

as funções sejam também par ou impar em t/J. Feito isto, o seguin­

te conjunto é obtido: 

y o (t/J) = 1 

1 y1 (t/J) = - 8 (5!/J - 3tgt/J) 

· y 2 Ct/Jl = 1 ~8 (5t/J
2 

- 6!/Jtgt/J - 3tg
2

t/J) (5.61) 

y3 ( t/i) = 3t72 (1201/J + 25 iJJ 3 - 216 tgt/J - 4Sij, 2tg - 1jJ 

- 45t/Jtg2iJJ-- 63tg 3t/JJ 

Y4 (t/i) = 5 (2400iJJ 2 + 125t/J4 - 5760!/Jtgt/J - 300ij, 3 tgt/J -98304 

- 6624tg 2iJJ - 450iJJ 2tg 2t/J - 1260iJJtg3iJJ - Z835tg4iJJ) 

Se forem necessárias mais funções, podem-se obter·. da fórmula 5. 59. 
. .- .; / 

Para a determinação dos esforços resultantes 

precisar também das derivadas 

, y = dy / dq, 
n n 

As quatro primeiras sao: 

vamos 
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6tgljJ (5. 62) 

r3 = 10\ 4 (32 - 101/1 2 
+ 601/Jtgl/J + 150tg21/J+ l51/J 2tg 21/J + 

+ 301jJtg 31jJ + 63tg41/J) 

:>\ = 24 ~76 (2401/J - 501/1 3 
+ 475Ztgl/J + 450l/1 2tgl/J + 

+ 26101jJtg2 1/J + 751jJ 3tg 21jJ + 6462 .tg 31jJ + 2251/1 2 tg 31/J + 9451jJtg 4
1/J+ 

+ 2835 tg5
1/i) 

As funções y podem agora ser introduzidas na equa­
n 

çao 5.58. Como À tem duplo valor 

À=± k/-2i = ± (1 - i) k 

vamos ter duas soluções lineares independentes que devem ser mul 

tiplicadas por constantes arbitrárias A e B. 

k"' ·-ik"' <X> 

y = Ae "'· e "' í: 
·n=O 

ik<j> 'f (-l)n Yn 
e . n n 

n=O(l-i) k 
S.63 

A primeira destas funções decresce exponencialmente 

quando <j> é considerado da base para o topo da casca, a segunda 

quando <j> está no sentido contrário. A solução relativa à constan 
te A déscréve··um sistema de tensões causado por carregamentos a­

plicados na base <j> = a (Figura 5.10a) e a solução corresponden­

te a B se refere às cargas no bordo superior <j> = 8 e portanto não 

.aparecendo nos problemas deste trabalho porquanto se tratara so­

mente de cascas fechadas no'topo. Desde que em cascas de parede 

fina os sistemas de tensões são apenas de importância local, é ba~ 

tante útil a introdução de coordenadas locais na zona de bordo , 

fazendo <j> =a- w (Figura 5.10b). 

\ 



a) Casca esférica com 

dois bordos 
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b) Casca esférica com um 

bordo 

Figura 5.10 

Considerando a coordenada local obtém-se o fator cons 

tante ek(l-ifY:que poderá ser absorvido pela constante A fazendo 

··-k(ú 00 

y = A e · (coskw + 1 sen kw) n§O (5. 64) 

Uma vez separadas as partes real e imaginária nesta expressao, 

pode-se escrever y na seguinte forma: 

y = A e-kw (Y1coskw - Y2 senkw) + i(Y 2 coskw + Y1 senkw) 

onde Y1 e Y2 sio as séries de potencia~, descendentes de k 

(5.65) 

yl 1 + 
Y1 Y3 Y4 

= 2K 41? 40 
(5.66) 

Yz 
y 1· Yz Y3 

= Zk + 
Zk 2 + 

4k 3 (5.67) 

Podemos usar então as equaçoes 5.48 e 5.54 para ex­

pressar a segunda variável principal, X, em termos de Q~. 

2 
D(l-V)X = (2ik 2 - v) Q~ = (2ik2 ~ v) __,_Y~ 

/sen~ 

e introduzindo y de 5.65 aqui, temos 



X ; 
-kw A e 

2 D(l-v) 
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(5.68) 

,,(Zk2Y1 .,-vY2)senkw)+ i((Zk3Y1 -vY2)coskw - (Zk 2Y2 +vY1)senkw)J 

Ambas Q<j, e X são funções de <j, de valores complexos. As suas par­

tes real e imaginária;: representam soluções independentes do prQ 

blema de quarta ordem da casca, cuja solução geral tem quatro cons 

.tantes A
1

, A
2

, B
1 

e B
2

• Como estamos tratando de cascas de um 

bordo apenas, temos para Q<j, 

-kw 
e {A

1
(Y

1 
coskw - Y2 senkw) + 

/sen<j, 

(5.69) 

e uma expressao similar para X. As forças normais N<j, e NB podem 

ser encontradas das equações 

com P 

Nq, ; - Qq, cotg<j, 

NB ; - Q<j, 

O e os momentos fletores M<j, e Me das equaçoes 

Mq, - ~{X+ v X cotg<j,} 

MB ; ~ {X cotgq, + v X} 

(5. 70) 

(5.71) 

(5.72) 

(5.73) 

todas deduzidas por FlÜgge (15). Assim a fórmula pàra todas as 
tensões resultantes e deformações pode~ ser escritas na forma 

Os valores da constante e e as funções f 1 e f 2 es­

tão dados na tabela 5.1 



TABELA: 5 .1 COEFICIENTES PARA CASCAS ESFERICAS 

f .e fl fz 

Qcj, 1 yl Yz 
. 

X 1 '.'..(zk 2Y + vY
1

) Zk 2Y. - vY 2 
D(l-v 2) 

. 2 1 

Ncj, 1 -Yl cotgcj, "-Y 
2 cotgcj, 

Ne 1 l y cotcj, { y 1 + k(Y1 + Yz)} 1 cotcj, {Yz k(Y 2 
- y ) } - 2 Yz - + 2 1 1 

1 2 2 • . • 1 2 . czk 2Y1 
- vY 2) . 1 2 (2k Y2 +vYÍ)cotcj,- (2k Y2 +vY1 ) - 2 (2k Yl -.vY 2) cotgcj, + 

X 
í:Jo-v 2) 

Zk
3

(Yl - Yz) - vk(Yl + Yz) 
'· 

Zk 3 (Y
1 

+ Y
2

) + + + vk(Y
1 

- Yz) 

1 2 . 2 • • 1 2 2 • vY 2) K zCl - 2v) (Zk Y
2 

+vY
1

) cotcj, -( 4k Y
2 

+vY
1

) - 2 (1-Zv) (Zk Y
1 

-vY 2) cotgcj, + (Zk Y1 
-

M 
cj, DR(l-v 2) + 3 - vk(Y1 + Y z) Zk 3 (Y

1
+Y

2
) + vk(Y

1 - Y z) 2k (Y
1

_Y 2) + 

'· 
1 2 . 2 • • lcz 2 2• - vY 2) 

K 
- 2 (2-v) (2k Yz + vY1 )cotgcj, -v(Zk Y2 +vY1 ) -v) (2k Y

1 
- vY 2)cotgcj, + v(2k Y1 

Me 
2 

DR(l-v 2) + 2vk3 (Y
1 - Yz) v 2k(Y

1 + Yz) + 2vk 3 (Y
1 + Y z) + v 2k(Y

1 - Y z) -
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As fórmulas desta tabela representam a solução do pr~ 

blema, mas precisam ainda de alguma discussão. As séries empre­

gadas não são verdadeiramente convergentes. A solução tem a ca­

racterística de uma solução ~ssimpfótica. Para um niimero fixo 
de termos em cada uma das série 5.66 e 5~67 estas fónnulas-'se apr~ 

ximam da solução verdadeira, quanto maior for k; mas para um v~ 

lor dado de k elas sempre apresentam uma diferença que nao pode 

ser diminuída indefinidamente com a adoção de mais termos -~das 

séries. 

Com relação às condições de compatibilidade e cálcu­

lo das tensões de bordo o;ppoblema já foi resolvido anteriormen­

te, fazendo-se desnecessária sua repetição. Bastà salientar que 

os esforços internos necessarios na obtenção das tensões serao 

agora os obtidos pelo. método aqui apresentado. 
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VI - A PRESSÃO DE ACOMODAÇÃO (SHAKEDOWN) 

6.1 - INTRODUÇÃO 

Neste trabalho urna estimativa do limite inferior da 

pressao de acornódação será obtida aplicando o teorema de Melan e 

usando os resultados de análise elástica prévia, fornecidos pelo 

computador. 

Na prática ficou demonstrado, Rose (9), que nos ca­

sos de pressão as tensões máximas ocorrem na porção esférica, e~ 

bora em algumas geometrias excepcionais, quando o bocal é rnúito 

fino, as tensões máximas podem ocorrer na parte cilíndrica. Es­

tes casos especiais estão excluídos e este trabalho se ·\resumirá 

ao estudo das tensões na esfera. O material da casca será consi­

derado corno perfeitamente elasto-plástico e o critério de escoa­

mento foi o de Tresca. Consequentemente se as tensões na superff 

cie do bordo são o~ na direção do meridiano, oe na direção do p~ 

ralelo e se a tensão radial é considerada desprezível então o cri 

tério de escoamento sera 

e 6. 1) 

onde o
0 

e a tensão de escoamento na tração simples. 

O fator de concentração de tensões, corno já ·.vimos, 

define a máxima tensão em termos da tensão de membrana na esfera 

de acordo com a relação 
a 

· rnax 
kl = pR/2T Ç 6. 2) 

A pressao que produz o início de escoamento seiá cha 

rnada p
1 

e a pressão de acomodação de p
2

. O fator de ,. acomodação 

k
2

, também já definido e 

P2 R 

2T 

6.2 - OS CÁLCULOS DA ACOMODAÇÃO 

la o e 6. 3) 

O prop6sito do presente trabalho e determinar distri 

buições de tensões residuais aúto-equilibradas adequadas, .que 

por si s6 não violem as condições de escoamento. As .distribui~ 
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çoes de tensões residuais são optirnizadas para fornecer a maior 

pressao interna de maneira que o total das tensões elâsticas de­

vidas à cargas e às tensões residuais não exceda o escoamento. 

As pressões de acomodação assim determinadas são sempre menores 

que os valores reais, jâ que a estrutu~a automaticamente assume 

a melhor distribuição de tensões residuais, urna circunstância que 

e muito diferente da distribuição considerada. 

No caso da estrutura de casca em questão os acrésci­

mos locais de tensão são devidos aos esforços de bordo H e M, e 

a·-fim de neutralizar seus efeitos e razoâvel assumir esforços re­

siduais de bordo aúto-equilibrados A e Q de sentidos ·.cóntrâ­

rios a H.e M (1,2). Interiormente à casca, sistemas de tensões 

em equilíbrio com H e Q são determinados pela teoria elâstica li 

near. 

Nos câlculos que se seguem, geralmente nao e conve­

niente tratar com efeitos isolados de H e M, mas considerar os e 

feitos do grupo de esforços (H,M) no qual H e M permanecem numa 

proporçao fixa. 

6. 3 - CÁLCULO PARA UM ÚNICO GRUPO DE ESFORÇOS (H1 , M1 ) 

Para urna geometria com valores dados de r/R, R/T e 

t/T = (t/T) 1 as tensões na interseção (onde elas sao ~âii~as} 

considerando também as tensões de membrana são 

Face Interna Face Externa 
-aq,/a 

o P11 p i\z p 
(6.4) 

ae/a
0 P13 p P14 p 

onde p = pR/ZTa 
o 

As tensões causadas pelos esforços de bordo (H1 , M1) 

atuando isoladamente são determinadas subtraindo as tensões de 

membrana resultando as seguintes tensões: 

Face Interna Face Externa 

aq,/a CP11 - 1) p CP1z - 1) p o 

ae/a CP13 - 1) p CP14 - 1) p o 
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Se esforços residuais de bordo sao selecionados de maneira que 

. H1 = (- a/p) H1 e i\ = (- a/p) M1 então as tensões residuais ma-

ximas são: 

Face Interna Face Externa 

ª<P/ªo -(pll - 1) ct -CP12 - 1) ct 

(6. 6) 

ªelªo -CP13 - 1) ct -CP14 - 1) ct 

Estas tensões serão referidas como o grupo~ de terisões residuai~ 

6 . .4 - CÁLCULO PARA DOIS GRUPOS DE ESFORÇOS 

No cálculo anterior os esforços residuais de> bcirdo 

H
1 

e M
1 

gu;rdam entre si uma certa razão, mas quando os esforços 

de bordo são liberados desta restrição uma pressão de acomodação 

maior pode ser. esperada. (29); 

Para se obter isto um outro grupo de esforços (H, M) 2 sera usado 

no qual H
2 

e M
2 

estão numa proporção difereRte daquela do grupo 

(H, M) 1 . Este novo grupo é obtido da análise elástica para os 

mesmos valores r/R e R/T mas usando outra grandeza para ·t/T 

(t/T)
2

. Os parâmetros r/R e R/T que definem a esfera sao os mes­

mos, enquanto que um novo t/T assegura esforços de bordo H2 e M2 
em proporçao diferente daquela de H1 e M1 . Procedendo como para 

o grupo a de tensões residuais e assumindo desta vez valores re­

siduais de 1f2 = -(S/p) H2 e M2 = -(S/p) M2 então as tensões re­

sultantes do gr~po S são 

Face Interna Face Externa 

- (Pz1 - 1) S -CPzz - l)S 
6. 7 

-(Pz3 - l)S -(p 24 - l)S 

Outro grupo de tensões residuais determinado desta 

maneira, selecionando uma outra razão de espessura (t/T) 3 , seria 

simplesmente uma combinação linear dos dois resultados anterio -

res, já que no nível dos nossos cálculos, Únicas incógnitas sao 

a força residual horizontal H e o momento residual M. 
Se as distribuições elásticas de tensões devidas aos 

grupos de esforços residuais de bordo - ~ (H, M) 1 e - ~ (H, M) 2 p p • 
sao assumidas em conjunto com as tensões decorrentes do carrega-
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mento de pressao, as tensões na interseção passam a ser 

Face Interna 

º/ºo Pn p··- (p11-l)cx -(p21-l)B 

Face Externa 

P1z P - CP1z-l)cx - CPzz-1) 8 
( 6. 8) 

2 fio estudo de descarregamento do vaso, com p = O nas relações a 

cima, teremos apenas as tensões residuais. 

O problema agora~ encontrar os valores de ex e B que 

maximizam p de acordo com as 12 condições limites 

-1 t; 
q<P 

!, 1 -1 ::. ºe 
< 1 -1 t; 

ª<t> -ae 
$. 1 ( 6. 9) 

a a ' a o o o 

::irara· .as .faces:interna :e externa e nos estados de carregamento e 

descarregamento da pressão interna. 

Este problema pode ser classificado como dentro da 

"forma padrão" de programação linear. 

A forma padrão de programaçao, linear pode ser defini 

da como: maximize f = c .. x. sujeita às condições 
J J 

a .. x. !i b~ 
1J J 1 

(6.10) 

bL bu. 1 ~ · e m1~n1·mos d t f" N . e sao os va ores maximos e um ve or ixo. oca 
1 1 

so. 

o~ {-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1} 
1 

·U b. = { 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l} 
1 

(6.11) 
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P11 -(pll - 1) -CPz1 - 1) 

P13 - (p -13 1) -(p -23 1) 

P11 - P13 - CP11 - P13) - CPz1 Pz3) 

P1z - CP1z - 1) -CPzz - 1) 

P14 ~CP14 - 1) "CPz4 - 1) 

P1z - P14 -CP1z - P14) -CPzz - Pz4) 

a .. = o -CP11 1) 
lJ -CPz1 1) 6.12 

o -CP13 - 1) -CPz3 - 1) 

o -CP11 - P13) -CPz1 - Pz3) 

o -CP12 - 1) -CPzz - 1) 

o -CP14 " 1) -CPz4 - 1) 

o -CP1z - P14) - CPzz - Pz4) 

- {l o O} x. = {P a S} c. = 
J 

, 
J 

6.13 

Uma vez definido o problema bastou que se utilizasse 

a subrotina ZX3LP do IMSL implantada no computador BURROUGHS 

6700 do Nficleo de Computação Eletrõnica da UFRJ e que serve exa­

tamente para resolver problemas de maximização de funções linea­

res, sujeitas a um conjunto de restrições também lineares. Essa 

subrotina foi inserida dentro de um programa principal elaborado 

para os objetivos deste trabalho, tornando-o assim mais complet~ 
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-
A PENDI CE II 
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A6.l - FLUXOGRAMA DO PROGRAMA PRINCIPAL 



r-·-· 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

~ 
1 

1 

. • 7 O; 

LER 

DADOS 

Kc = O 

IC = o 

DO 120 · 

K = 1, L 

C= S( K) 

DO 110 

J = I, N 

DETERMINAÇÃO 

DE KESF 

DESLOCAMENTO E 

ROTAÇÃO NA ESFE­

RA ( SOLUCÃO DE 
MEMBRANA ) 



t 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 
1 

1 

1 

t 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

SIM 
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DESLOCAMENTO E 

ROTAÇÃO PARA 

FORÇA UNITÁRIA 

DESLOCA ,IENTO E; 

ROTAÇÃO PARA 

MOMENTO UNITARIO 

--··---

, DO 100 

I= 1, M 

DET ERMINAÇÂO 

DE KCIL 

DESLOCAMENTO E 

ROTAÇÃO NO CILIN­

DRO I SOLUÇÃO DE 
MEMBRANA ) 

DESLOCAMENTO E RO­
TAÇA-0 NO CILINDRO 
P/ FORÇA DE ME M­
BRANA NA ESFERA 

APLICACÃO DA SO­
LUÇÃO ASSIMPTÓTI­

CA 
CALL METOD 2 

1 

1 

_ _J 
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t f 
1 1 

1 
1 

DESLOCAMENTO E RD-

1 
TACÃO NO CILINDRO 

1 

PARA· FORCA UNITÁ-

1 

RIA 

1 
DESLOrAMENTO E RO 

TACÃO. NO CILINDRO 

1 

PARA MOMENTO U-
NITÁRIO 

1 COMPATIBILIDADE 

DOS 

DESLOCAMENTOS 

1 
COMPATI ili LIDADE 

1 

DAS 
ROTAÇÕES 

1 DADOS 

1 

E 
COEFICIENTES 

1 

1 

·DETERMINAÇÃO DE. 

H e M 

CALL SOLVE 

1 1 

1 1 
CALCULO DAS 
TENSÕES 

1 1 

CALL TENSÃO 

• 

1 1 

1 

100 CONTINUE 

1 

1 

1 



i 
1 

1 

1 

1 

l 
1 

1 

1 

L_______, 

1 

L.~ 
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CALCULO DA PRES­
SÃO DE ACOMODA­
ÇÃO 

CALL MONTA 

110 CONTINUE 

120 CONTINUE 

KC = KC + 1 

IC = 3 
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A6.2 - O PROGRAMA PRINCIPAL 
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FILE lCKINO = R~MOTE> ,, 

FILE 5CKI~D=OIS~,TJTLE=•UAOOS•,FILETYPE=7) 

FILE ilKIND=R~HJTE, MAXRECSIZE = 221 

e c,L:U_ü DE TENSUES EM VASílS OE PR~SSAíl 

e D~FINICAO DJS ELE~ENras JA ESFERA 

TAIH~ 

TA'H\ 

TARIJ 

TARI1 

) 

e 

qf\L 

K<: S• e 1) >, 

i)êl~ES ( lo ) • 

x~E5 [ 1,)), 

DELE FJ (1()), 

xrsru ( lo). 

IJELt>lJ ( 10 l• 

XES~U ( 10 l• 

Nf EF U ~ 

NT E'I U 

Z JESLOCAYENT1 DE MEM3RAN, NA ESF~RA 

Z RUT~CAO OE HEMBfANA NA ESFERA 

Z DESLOC. NA [SFE~A DEVIOJ A FO~c, UNI 

Z kOTACAO NA ESf(qA DEWI01 A FO~CA UNI 

z DES~OC. NA ESF[~A OEvID) AD ~OM. ur-.r 

Z HOTACAO NA ESFE~A OEVIOJ AO MOM. UNI 

7. NTETA DEVIDJ A FO~CA UNITARIA C~ET.2 

J NTETA OEVIDJ 10 ~OMENTO UNITA~I3 CHE 

O~FINICAC DJS DAOílS 

~ EAL 

C, % ~E~ACAO ENTRE ~S RAIJS DO CILlNOiO E 01 ~SFER 
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A CU)>• t REi.ACAO ENTR<: RArn E ESP[SSURA DA ESFE'lA 

8 (lJ), % RELACOES ENTRE AS ESPESSURAS DO CIL. E êSFER 

s ClJ), 

ALFA, 

CP % COEFICIENTE DE POISSílN 

INTEGE~ 

M• % NUMERO OE VARIA:u~s DAS RELACQES ~E ESPESiU~A 

I, 

J. 

L, 

N % NU~ERO DE VA~[ACJES !JAS ~ELACOES N,!~/ESPESSUR! 

O~f!NICAO JAS INCJGN!TAS 

: O~ MO N SIG O I N < U) l , SI üF E X (1 (: l , SI G í I N {1 (, l , SI G í E~ { 1 O l 

~EAL 

H, ;; fílRCA HONI ZJ'HAL ~ESUL. íA NP: /fl 30'lO,l 

M'.l M• ); MílHEN fO R~SULíANí~ NS a ::rn 1 o 

o. z DETERMINANTE íl A MA T ~ rz Dé.: ~IGIDEZ 

SIG>" l'i, :i: fENSA;) S !GMA F I DC: VI D'J A F ü'I C ~ :i 

SIGFMO, t TENSAíl SI, MA F l D<:V!UO A .. , 
(. MOMENfQ 

SIGFEX, t TENSA O SIGM.A F I NA F A:::E EXTE~~A 

SIG,I~, :t TENSA[) SIGMA ' I NA F I\C E I~íER~~ 

SI GTEH, ,: TENSAO SIGMA TETA O E VI 00 A F U~CA ti 

S[GfMO, t TENSAO. 5 I G~ ~ TETA üEV!OQ AO MH!ENfO 



e 

RIA 

OCAOJ 

RIA 

IO 

ADO 

ARIO 

FERA 
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SIGTEX, % TEN SAO SIGMA TETA NA FACE EXTERNA 

SI Gfr.l, % TENSAO SIGMA TETA NA FAC E I'l ER\/A 

Nf ETA, % ESFORCO INf[R'IO NA onECA'.J DO ?ARALELJ 

MT ETA, % M'.JMENTO INTERNO N.A OHECAO 00 PAR~LELl 

f'1fEl, % COEFICIENTE DE M TE l A ( ME T. 2) 

f'1TE2, % COEFICIENTE o: l"Tê fA (P.ET.2) 

A,~{~ó, 5), % MATRIZ OAS TE~SJES 

V3(2ó), % VE fOR U\IIfA.HQ 

vc (5) % VETOR OE :usrJ 

O~FINICAO 01S ELE"E\ITJS DJ CIL[NC~G{VARIAJEISl 

~E~L 

rc IL 

DEL'ICI. 

x•~c IL 

Oé L: fU 

XC FUS T 

XCILFlJ 

OE LC MU 

x: MU sr 

x: lUIU 

OE L: f M 

(11)), 

(1.)), 

e 1 o >, 

e ln>, 

(1;)), 

(1(\), 

(l(.1).. 

( 1 ~). 

(l'))~ 

C 1 O>• 

% DESLOCAMENTJ DE HEM3RAN4 NO CILIN)RO 

% ROTAc•o DE ~E~B~ANA NO :Il[NO~O 

% DESLO:. NJ CIL. J~VIOO A FORCA UN!f-

% Ror. ~o C[L./F. UNITARIA C/ SIN•L íR 

% ROTACAO ND S[L. DEVIDO A FORCA U~ITA 

% DESLOC. NJ CIL. DEVIJa AO MJM.U~IrA~ 

% Rar.Na :rL.IH.U\lfAR!O :, SINAL rqoc 

% Ror. NO CILINDRO DEVIDO A) ~OH. UN!f 

% O~L.NJ CIL.JEVI10 FORCA MEMBR. ijA ES 
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e 

NAL 

AL 

AL 

e 

e 
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XCILíM ClD> % Ror NO CIL.)EVIOO FORCA ME'1BR. )A ES 

OEíINICAO DAS VARIAVEIS GEMAIS 

~E,L 

OEL.~Er ClOh 

X~EMf" (1,», 

OELFUF C 10 J, 

XF U'i F C 1 ~ ) , 

Oi:L.'1UF C l'.' >• 

X,!UNF [ 10 J 

Z DESLOCAMENTO OE ME~HRA~A FINAL 

Z ROTACAJ OE MEMJR•N~ FI~AL 

% OE5L, FINAL DEVIDO A FJR:A U~IfA~IA 

Z ROTACA~ DEV[0D A FJRCA UNITA~!•• FI 

l DESLOC. ~EVIDO AJ ~ü~.JNifARIC• FI'i 

Z ROTACAJ JEVIOO AO H01.0NiíARIJ• F[N 

V~~IAVEIS AUX[LIAR[S 

LOGICAL 

fE R~ 

IN·JU[Ri: (~, KI'lJ = KNDJ 

fER'1 = K~D ,EQ. VALUE CREMJfE> 

{EAO C5,/J L, ~. N, CP 

~EAOC5,/) CACJ), J = l,N) 

~EAOC5,/H3lll,I = l, 'O 

~ E A O{ 5, /) C S C iO • K = l, L J 

Di:SLO:AHENíDS E R/líACJES ~A ESFER•\ 



< e = o 

I C = :> 
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1) :ONHNUE 

o.2i> 

e 

e 

3) 

e 

9) 

( J). 

00 12'J K = 1, L 

e = s <<> 

00 l 1() J = t. N 

<ESFCJJ = CA(JJ •• .Sl • C(3 • (1 - CP •• 211 •• 

SOLUCAO DE MEMBRANA 

OêLHESCJ) = ACJJ • C I 2 

X~ES(Jl = O. 

FCIC .EQ. 3) GJ ro 30 

I•CKESfCJJ .LT. 3Jl GJ TO 9J 

SOLUCAO PARA A FORCA UNIT,~IA 

:oNf!NUE 

OêLEFU{Jl = 2 • KESFCJ) • A(JJ • CÇ •• ~> 

XêSFU(Jl = 2 • (KESF(J) •• 2> • º 

SOLúC~'J PARA MOMEN TJ 'JN! l~R!O 

D~LEHU (JJ = XlSFU CJI 

X~SHU(J) = 4 • (K[sr(J) •• !) / A (J) 

G] TO 9, 

CJNíI'lUE 

CALL .~ETOJJ2(A(J). e. sP, KlSF(J). XESFU(J). ,FL(FU 



e 

e 

e 
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XESMU(J), DELEp,!U(J), NíE'"U• N íEMlJ• 

AlíA. AHl, AH2, AMl, A'l2, Y~l, YG2, 

OYGl, UYG?) 

D~SLO:AMENrros E ROrA:OES NO :1LI~ORO 

CJNTl~UE 

D) 100 I = t, M 

KCILCI) = CCACJ) • C I 8(1)) •• .5) • 

((3 • Cl • CP •• ?l) •• J.25) 

SOLUC~O OE MEMBRANA 

DEL~:rcIJ = CC •• 2) • A(J) / 1(1) 

XMECILCil = ). 

OESLO:. E RJr. ~o CIL. DEVI~a A FJRCA DE ME~BR. ~, ~SF 

OELCFM<Il = - 3 • C! ·CP •• 21 • (HJ) •• 3J • 

CC •• ~l • SQRf Cl • C •• 2l / C~CI 

KCILC!l) •• 3 

XCILFM(ll = 3 • C! - êP ••2) • {A(J) •• <') • 

e • • 2 • SJH r e 1 - e •• ? > 1 gc r > • 

KCILCI> •• 2 

SDLUCAO PARA FORCA UklíhRIA 

DE L: f U{ l l = • ó • C 1 - CP • • 2 l • C C • • ~ l • AC 

/ (KCIL ([) • U C!)) •• 3 



•• 2' 

e 

CILCI> 

e 

) 

e 
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XCILFUCII = 6 • Cl -e~•• 2> • CC •• 21 • A(JI 

KCIL CII •• 2 / 8CI1 •• 3 

SDLUCAO PARA MOMENro UNifARIO 

OELCMU(!) = XCILFUCI) 

XCILMU(l) = - 12 • Cl - CP•• ?J • ACJ) • - / ~ 

,an>••3 

COMPATIBILIJADE oas DESLOCAMENTOS 

DELMEFCIJ = •(iJEUlêS(JJ - i)[L!'t:ICll • GEL::~~(Il 

OELfUfCIJ = )ELEFU(Jl - OELCíUCll 

DELMUFCIJ = DELEMUCJl • DELCMUCll 

CDMPAflHILIOAOE OE ROTACOES 

XMEM,CIJ = - {XMESCJl - X M: e I L e r) 

Xf:.INF(I} = XESFU(Jl - XCILFU(I) 

X IHJ ;ff C I J = XESMU( J-) - xcrL~ucri 

If C í ERM 1 REAO ( l ) 

• XCILFMC[ll 

WRI TE (&. l J:) J) 3 CI l • A (J i. s C K 1 • C? 

~ R [ r E (6, 1100) OELMEF ( [ ) . '.l[Lf:Jf <I 1. 1 Ed·Flf 

\IRITI: (6, 1200) XM':MF CI}, XfU'lF (!), XMU1', Cll 

CALL SOLVE CDELFUF Cl>• DELMUF CI >• :JELMEí C 1 >• 

XMUH CI l, XMElff C ll • H. MOM, /Jl 
CALL fENSA!J (C, A(J). KESF(J). ri, ~o~. SIG,- rn. 

SIGFI-~Cll, SIGF~X(Il, NrEfA, ~fff,\, 



CP, 

1 i>O J 
2, 

• li) 

120) 
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SIGT:-1)• sr;;rrNcr ), SI:iíEXC I>• ALF.A, 

NíEFU, NTE•1U, YGl, YG2, i)YGl, iJYGZ, 

AH2, A~l, ~M2, lCJ 

FORMAT{///• SX, " a = "• F4.2• 3X, " A = "• F&. 

FORMAT(SX, "UEL~E~ = "• Fl0.4•" )ELFUF = "• 

flJ.4, 5X, "DEL~UF = "• flj.4, li) 

FORMAíC5X, "X~E~F = "• ft0.4, "(fU~F = ", 

flJ.4, 5X, "XMUNF = •, F10.4, li) 

100 :oNTINUE 

:ALL MONTA( AM, va. v: ) 

11J CONfl'W: 

1 2 O :oNTINJE 

<C = K.: ~ l 

IFC IC • EQ • 2) .;o TO 40 

IC = 3 

GO T G tJ 

4) :O'lfI NJE 

STélP 

~ Ni) 



• 8 3. 

A FUNÇAO DO "PROGRAMA PRINCIPAL" 

Primeiramente definiu-se todas as variáveis que aparece­

riam no programa e subrotinas. Em seguida procede-se a leitura 

dos dados com subsequente determinação do parâmetro geoiéttico 

k citado no texto, dos deslocamentos e rotações devido a esfor­

ços de membrana e devido a força e momento unitários, aplicados 

na interseção das duas cascas cilíndricas e esféricas. Estes 

cálculos são feitos com relação a cada uma das cascas. 

Se o parâmetro k for inferior a 30 a subrotina METOD2 e 

chamada para a aplicação do METODO ASSIMPTÔTICO. 

Finalmente procede-se a compatibilização cilindro-esfera 

dos deslocamentos e rotações, assim como a chamada das subroti­

nas. 
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A6.3 - A SUBROTINA SOLVE 
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SU~ROUTINE SOLVE (A, B, C, E, F, H, MO~, Ul 

lE~L MQM 

B • •- 2 

IF C~BS (Dl ,LT. J.Jll Gíl TO lJJ 

"!OH= (F • A - C • 8) / CA • i: - B •• Zl 

'! = C C - B • M3 M) / .~ 

~RITE Có,13Jô> H, MOM 

1300 FORMIT (5X, • H = •, FlJ.4, 5X, • ~OM = •, FlJ.4, Ili 

lEíURN 

lJJ ~RITEC&,l4)J) 

1400 FORMIT(" ~~TERMINANTE NULO - ERRO NA M•rRIZ DE RIGID~Z ", 

//) 

~ [TU'l N 

EN O 
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A FUNÇÃO DA SUBROTINA "SOLVE" 

A compatibilização das rotações e deslocamentos do cilin­
dro e da esfera féita no programa principal nos leva a um siste 

ma de duas equações a duas incógnitas (H e MOM), que a subroti­

na SOLVE se incumbe de resolver. 
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A6.4 - A SUBROTINA TENSÃO 



IN, 
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SUSROUrINE fENSA) (.e. A• KESF, H, MOM, SIGFlrl, SIGFH'.l• SIG• 

SIGFEX, NfETA, XfEfA, S[GfEH• SIGfMJ, 

SIGTIN• SIGT[X, ALFA• CP, NfEFU, ~TEMU• 
YGl, 

e 

e 

+ 

H + 

e 

YG2, UYGl • OYG2, Afll, AH:?• /1"1 l• AM2• IC > 

.~ E A L MO M • ~ TE T li, M TETA, K ES f 

CALCU~O DAS TENSOES Na 3DRDO SEGU~DD a ~E~[Dl~Níl. 

( 

SIGFIH = - 2 • H • SQRT (1 - C •• 2> 

SIGFMO = 12 • MJM 

5IGFEX = SIGFI~ - SIGfMO 

SIGFIN = S[GF!~ + SIGFHQ 

CALCULJ DAS TE~SDES NO a~ijJQ SEGUNJC O PAR,L~LD 

IFCIC .EQ. 3) 3J TO 21 

If(KESf" ,Lf, 20) GÓ fO 13(: 

2) :ONTINlJE 

~TETA = 2.63 • C • SJRT(A) • ((1 - CP•• 2> •• l,251 • ~ 

s. i.;; 4 • s Q R r e t - e P • • z > • r,:o l'i 

MTEU = -( 0.23ar. • SQ:1T( 1 - C •• 2) / SQRf( l - êP u 2) • 

;o ro t35 

U,7& • SQRf(l - C •• 2) / SJRf(A) / C / 

Ct - :P •• 2) •• J,25 • MOMl 

MêTOOO 2 

13:l :ONTINUE 



I 

OYGl) 

I 

OY G2 > 

• 
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~fEfA = \lfê:fU • 'i + NfEMU • MO,'! 

FHTEl = -<~ - CP) • C2 • C-KESF) •• 2 • YG? + :P • YGl> / 2 

íANCALF~> - CP • (2 • C-KESF > • • 2 • '.)YG2 + CP • 

• 2 • CP • (-KESF) •• 3 • CYGl - YG2) - CP •• ? • 

C-KESF) • (YGl + YG2l 

ªHTE2 = C2 - CP) • C2 • C-~ESFJ •• 2 • YGl - C" • VG2l / 2 

TANCALFAl +CP• (2 • (-KESF) •• 2 • )YGl - C0 
• 

+ 2 • CP • C-~ESFJ n 3 • CYGl + YG~J + C? •• 2 

(-KESF) • CYGl - YG2l 

~rEr, = ((ªMTEl • AH[+ FHTE2 • AHZ) • H + (ªKTEl • 'MI + 

ªMTE2 • AM2) • HJMJ / 12 /A/ SQ~rc:i / (1 - CP 
•• 2) 

115 :oNrr N~E 

S!Gfê:H = 2 • NfEfA 

5 IGT:-10 = 12 • MTETA 

5IGT~X = SIGTEi - SIGr~o 

SISTIN = SIGTErl • SIGT~D 

dRITEC&, •fl NTETA, MTETa, F~TEl, FMTE? 

~RITE(~, 1500) SIGFIN, SIGFEX, S!GTIN, SlGTEX 

15JJ FORH,rcsx. "SIGFIN = •• F!.4, sx. • SlGF[X = •• F!-•• 

- /, $X, "SIGTIN = •, f!.4• 5X, • SIGTEX = •, F3.4, //) 

~ETURN 

ENO 
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A FUNÇAO DA SUBROTINA "TENSAO" 

Depois que o programa principal determinou todos os para­

metros necessários e a subrotina SOLVE os hiperestáticos H e 

MOM a !iubrotina TENSAO é chamada para o cálculo das tensões de 

bordo segundo o meridiano e paralelo da casca esférica. 

Este cálculo é feito independente do método empregado na 

determinaçio dos,efforços internos da casca. 



. 91. 

A6.5 - A SUBROTINA MONTA 
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i.U3ROUTINE MONTA(AM, va. VC) 

Ol'IENSIO~ ~MC2&, 5>• V3(26), v:<261• ~W(752l• I~C76l• 

PS0L(26), DS0LC26l 

:OHMON SIGº [NClO>• SIGF[X<lOl, SIGíIN<tO), S!GíEX(lOl 

~ = 'i 

'11 = 24 

'4 2 = O 

IA = 2& 

) O 22 O l = 1, ~ 

A~<l, 1l = 5IGFINC I> + 1 

A :-1 C l • 2 > = - SI Gf I NC ll 

Ai'!(1, 3l = SIGFINCll 

AM<l, 4l = • SIGFINCI + ll 

A~<l, 5> = 

AM(2• ll = 

SIGflNC I + ll 

SIGTINCI> • 1 

AM(2• 21 = - SIGTINCI) 

SIGrINCil 

,o..~{2. 4) = - S1GTINC1 + l l 

A.'1(2, 5) = SIGfINC I • l l 

At', C 3 ~ 1 ) = 5IGFlNCil - s1:;rr,~c11 

A M C3 • 2) = -CSlGfINCil - S l G f I ~C I l l 

A~ (3 • 3) = S l GF I N C l J - S1Gf!NC1J 

Aii C 3 • 4) = -CSIGfINCI + ll - sr:; íINC I 

A,~ O, 5) = SIGFINC I + l ) - SlGrINCI 

A~(4·, lJ = SIGFEXC ll + 1 

AMC4, 2, = - SI GF E X C l l 

A~ ( 4, 5) = SlGFEX( Il 

+ l l 1 

+ ll 
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MH4, 4) = - S IGFEXC I + l) 

AM(4• 5) = SIGFEXC I • l) 

A~< 'i • 1) = SIGfEXCil • 1 

AM(5, 2) = - SIGEXCI) 

A~C'i, 3) - SIGTEXCll 

AM(5, 4) = - SIGTEXCI • 1) 

AM(5, 5) = SIGJEXCI + l ) 

A "I (ó, l) = SIGFEXCI> - SIGíEXCI) 

A."I e,,. 2) = -CSIGFEX(l) - SIGTEXC[)) 

A~(6, 3) = SIGFEX< Il - SIGfEX(ll 

A;,<;• 4) = ·-CSIGFEX( I • 1) - SI:iJEX<I • l l } 

AMC6, 5) = S IGfEX( I • 1) - SIGfEXC 1 + l l 

OlJ 1-, ~- -~ = 1, 6 

i) o l!, j J = l. N 

AM( K + &, J) = ~H(K, J) 

AMCK .. 12, J) = - A'i(K, J} 

A MC K + l B, J) = - A '.-1 ( K, J J 

14) :o~fINUE 

l 5:) CílNT l~U:: 

OJ 160 J = !, 12 

AMCJ, 1) = o 

160 CONTI~U:: 

OG 17) J = lJ, 24 

AMCJ, 1) = :) 

170 C)NTI:IIUê: 

DO 19() J = 1, 24 

V3(Jl.= l 
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190 CONTINUC: 

v: <1 > = 1 

00 2 J) J = ~, 5 

v: ( J) = o 

2J) CONTI~Uc 

GD ro 210 

C~LL liClLP(AM, Vê, va, Vil, IY, IY, IY, {Y, IY• IY, AM, V 
B, V3, 

va, IY> 

21) C[)Ní[.'IUc 

C~LL lX~LPOM, IA, Vê,, VC, ~. Mt, M2, 5, PSJL, JSOL, RW, 

IERl 

ALFO = PS0LC2l - PS8L(3l 

3EíA = 3 SOLC4) • ?S0L(5l 

~~IEC5, 170•)) ~. 3EfA, ALFO, IE1 

17J) FOR~AJC5X, • S = •, F3.4, SX, • BEfA = •, f3.4, SX, • AL 
FO = "• 

. re.4, SX," IER •• !1, lJ(/)) 

220 : oii rr Nt.1 E 

ENO 



) 

. 95. 

A FUNÇÃO DA SUBROTINA "MONTA" 

Uma vez determinadas as tensões no bordo, interna e exter 

na, segundo o meridiano e paralelo, da casca esfera, a subroti­

na MONTA ê chamada para colocar o problema na "forma padrão" de 

programação linear como foi indicado neste capftulo. Feito isto 

a otimização (maximização) da pressão se processa com a chamada 

das subrotinas ZXlLP e ZX3LP do IMSL, as quais foram feitas pa­

ra isto. 
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A6.6 - A SUBROTINA METOD2 
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SUSHOUTI'IE HETOD2CA, C, CP, KESF, XESFU, DELEFU, X[SMU, ~El 
EHU• 

NTEFU, NTEHU, ALFA, AHl, AH2, A"l• ~M~, 
YG1, 

YG2, OYGl, IJYG2} 

~EAL ALFA, PSI, YPl, YP2, YP3, Y?4, YP5, DYPl, DYP2, OYP1, 
DYP4, 

DYP5, fGl, Y$2, OYGl• OYG2, FMFI1, FMFI2, ~QFI1, f1FI2, 

FNTEl, 

• 

2) 

FNTE2, FXl, FX2, AH!, AHZ, AMl, AM2, NíEFU, NTEMU,KESFU 

OELEFU, XESMU, DELEWJ, KESF, A, C, CP 

'LFA = A,~SINCCJ 

?SI= ARC05(-l) / 2 - ALFA 

YPl • (5 • PSI - 3 • f~N(PSIJJ / 3 

YP2 = (5 • PSI •• 2 - ,; • PSI • íA'l(PSl J - 3 • TMHPSI> • • 

• 5 / 123 

YP3 • (12J • PSI + 25 • PSI •• 3 - 216 • fAN(PSIJ -

45 • PSI •• 2 • TANCPSI) - 45 • PSI • TA~CP5I l •• ;;, 

- ó3 •· fANCPSI) •• 3) • 5 / 3072 

YP4 = (24J) • PSI •• 2 + 1?5 • PSI •• 4 - 576J • ?51 • r,Nc 
PSI l -

3JJ •PSI•• 3 • TAN{?S[J - ón24 • TANC-'S!) •• > -

450 • PSI •• 2 • fA~CPSil •• 2 - 12&0 • PSI • 

TAN(PSI) •• 3 - 2335 • TANC,Sll -. 4) • 5 I 9'1.~·,4 

~YPl = -C2 - 3 • TAN<PSil •• 2l / ! 

DYP2 = -(2 • PSI - 6 • íAN(PSil - 3 • P:iI • TA~(P5Il •• 2 -

3 • r •~ e P sr> • • 3 > • s 1 &4 

ilYP.3 = (3~ - lJ • PSI •• 2 + óJ • PSI • f~N (;,SI 1 + l'>,; • 

UN(PSil •• 2 • 15 •PSI•• 2 • TAN(PSII •• 2 • 



I 

• 

3 • 

3) • 

l) 2 4 

)YP4 = (240 

?51 

75 • 

!' 51 

• PSI 

•• 2 

PSI 

. 9 8 • 

• TANCPSI) •• 3 • 63 • íAN(PSI> •• 41 • 5 

- 50 • PS[ •• 3 • 4752 • íA~CmSI> • 450 

• íA)l(PSl J + 2610 • PSI • TA~(?SI > •• 2 • 

•• l • TANCPSIJ •• 2 + 6462 • TA~CPSI 1 •• 

2~5 •PSI •• 2 • fA'ICPS!) •• l + 945 •~sr• 

THHPSIJ •• 4 • 2835 • TA~l(PS!J •• 5J •:, / 24576 

YGI = 1 - r Pl / ' / <ESf • YP 3 I 4 / KC:SF • • 3 - y,4 / 4 / 

K ES f • • 4 + YP 5 / .~ / K E S F • • 5 

YG2 = -YPl / 2 / KESF • YP~ / 2 / K[SF •• 2 - YP3 / 4 / ~ES 

f • • 3 

4 / 

2 / 

2 / 

• Y P 5 / .g I ~E SF • • 5 

D YG l = - OYPl / 2 I K[SF t OYP3 / 4 / K[SF •• 3 - 0f~~ / 

l((SF • • 4 t OYP3 / 9 / KESF • • , 

)YG2 = -)Y>t / 2 / KES~ + DY~2 / 2 / KESF •• 2 - DYP3 / 4 / 

~ESt • • 3 • 0YP5 / 3 / KESF •• 5 

F M F 11 = C l - 2 • C í' l • ( 2 • Kõ SF • • 2 • Y r, 2 • C > • Y G l 1 / 

íAN(ALrA) - (2 • ~ESr •• 2 • íJYü2 + :P • OYG!) +. 

2 • (-KESFJ H .3 • CYGI - YC.2) - CP • (-KE5º 1 • 

CYGI • YG2) 

F M F I 2 = - C l - 2 • CP l • ( 2 • 1\:: SF • • 2 • Y G l - C ~ • Y G ! ) I 

TANCALFAJ + (2 • KESF •• 2 • OYGl - :P • üYGZI • 

2 • (-KESFJ •• ! • CYGl + Y~Zl • CI' • (-:<.C:Sºl • 

(YGI - YG2l 
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F" QF 11 = YGl 

F"Qf[2 = YG2 

f"NTEl = YG1 I TA'll{ALF"Al I 2 -(DYii 1 • C-KESF) • CYGl • Y GZ ) 1 

r NTE2 = YG 2 I TAN(ALFAl I 2 -<DYG2 ~ C-KESFJ • (YG2 - Y G 1 l 1 

F" X 1 = -(2 • KESF •• 2 • YG2 • CP • YGl> 

:x2 = (~ • · KESF • • 2 • YGl - :p • YG2) 

e SOLU:Ao PARA A FJRCA U~lfARI, 

, Y Gl, 

e 

TEMU, 

2 

,Hz = fHF[l • C•C> • SQ~íCCl / CFMfll • YGZ - f~fI2 • YGll 

AHl = -FMFI2 • Ai2 / f~Fll 

XESfJ =-CF(l • Ail • fXZ • AH2) / SQ~TCCl / (1 - e~ •• n 

~TEfU = CF~Tél • A,Yl • f/JE2 • A'12) / ~QRT(C) 

DELEFU = NíEFU •A• C 

ARITECi• •/J ar,1. OYG2• DYPl, UYPZ, DYP3, ~YP4, OYP3, ~ESF 

y;2 , YPl, Y?2, Yf'3, iP4• Yt'S 

S3Luc,o PAN, J MOMENTJ U\[TINIO 

,H2 = .lZ • YGt • A• SQRfCCJ / (FMfI2 • Y31 - F~Fll • Y5Zl 

~Ml = - YG2 • ,Mz / YGl 

XE$M\J =-(F(l • A~l • fX2 • A~2J / S,HHCJ / Cl - C" .. 21 

~TEHU: CF~TEl • AMl • FNfE2 • A~Z) / SQ?í(C) 

)ELEMU = NTEHU •A• C 

rlR[TEC&, •I) XES•U, OELEFU• FMFil• Flffl.2• ~Hl, A,12• NFFU,N 

XESMu. OELEMU, ~Mt. A,'4l, FNT[l, F'lTE2• FXI, rx 
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A FUNÇÃO DA SUBROTINA "METOD2" 

Quando o parâmetro k é menor que 30 utilizaremos a subro­

tina METODZ na determinação do deslocamento e rotação da esfera 

para a posterior compatibilização com o cilindro. 

Esta subrotina nada mais é que o Método Assimptótico colo 

cado em linguagem de programaçao. 
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VII - RESULTADOS E CONCLUSÕES 

7.1 - Introdução 

Neste capítulo apresentaremos alguns exemplos da a­

plicação do método desenvolvido, cujos resultados serao compara­

dos com os de Leckie (1) e de Robinson (22). 

Além desses, procuramos também mostrar os valores in 

termediários, das tensões elásticas máximas, dos .. h:i!perestáticos 

H, Me da pressão de acomodação quando o valor do parâmetro k, 

do vaso considerado, for cerca 30. Desta maneira pudemos fazeras 
s 

cálculos pelos dois métodos; o_ A~_simptótico e o método Simplific~ 

do obtendo praticamente as mesmas grandezas. 

Na comparação dos nossos resultados com os de Leckie 

(1) foi possível também fazê-la com valores intermediários, po­

rem Robinson (22) só apresenta em seu trabalho grandezas da pre~ 

sao de acomodação para vários vasos de dimensões diferentes. 

7.2 - COMPARAÇÃO COM OS RESULTADOS DE LECKIE 

Para os parâmetros geométricos B = 0,25, A= 30, S = 

0,10 as tensões devido somente aos esforços de bordo H1 e M1 de­

terminadas por Leckie são: 

Face Interna 

SIGFIN -1,156 p 
SIGTIN = 0,77 p 

Face Externa 

SIGFEX = 

SIGTEX = 

-0588 p 
~ 

2,10 p 

e as tensões induzidas pelo grupo (H, M) 2 sao: 

Face Interna 

SIGFIN -1,49 p 

SIGTIN = O, 7.6 p 

Face Externa 

SIGFEX = 0,0'4 

SIGTEX 1,31 p 

quando o parâmetro geométrico B = 0,5 e os demais os mesmos. Ob­

tidas as tensões elásticas determina-se as tensões residuais e a 

plica-se o método de maximização da pressão visto no Capítulo VI 

obtendo o valor p2 = 0,598 a
0

• 

A determinação dos hiperestáticos (H, M) 1 e (H M) 2 , 
para ambos os casos se faz empregando os valores das tensões e-
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lásticas,obtidas, distribuindo-se uniformemente sobre a espessu­

ra da casca. 

19 Caso -------

0,588 j, 0,872ii 0,28~ 
F. E. ,-'--'-~-~--------.----e------:--~--,-----

.+ 

+ 

F.I .. -___L ___ .1----------''------'------~~,~-
us6,i . + , 

H1 M1 

Cálculo- de H
1 

R Hl 
0,872 ~ = 0,995 lxT (projeção de H1 sobre o meridiano) 

H1 = 0,4382 pR 

Cálculo de M
1 

· nR 6M1 
0,284ff = --. -2 

T 

29 Caso 

0,04.p 

M
1 

= -0,0236}p.RT 

0,725 ji 0,765.p 
F.E.·---~~---,----,-----,--,-----

= + 

F.I 
1,49,S t • H1 M2 

Hz = 0,365"j1R Mz = -0,06375pRT 

A aplicação do método aqui desenvolvido leva aos se­

guintes resultados: 

B = 0,25 A = 30 S = 0,10 



Hl = 0,4376pR 

Face Interna 

SIGFIN = -1,146 p 

SIGTIN = 1,155 p 

B = 0,50 A 

H2 = o' 358pR 

Face Interna 

SIGFIN = -1,48 

SIGTIN = 1,01 

p = 0,583 (J 
2 o 

= 

. 1 O 3. 

Ml - - 0,0230 pRT 

30 

Face Externa 

SIGFEX = -0,595 p 

SIGTEX = 2,13 

S =0,10 

M2 = -0,0640pRT 

p 

Face Externa 

SIGFEX = 0,05 

SIGTEX = 1,40 

Comparando os resultados com os que se encontram na 

referência (1), percebe-se diferença considerável apenas nos va­

lores SIGTIN. Não conseguimos localizar a razão de tal discrepã~ 

eia, malgrado a atenção com que nos empenhamos para esse fim. 

Por outro lado quando a comparação feita na_ situa -

çao limite de validade dos dois métodos aqui desenvolvidos, os 

resultados são coincidentes. Finalmente, apesar de apresentar so 

o valor da pressão de acomodação, para todos os vasos analizados 

nossos valores praticamente coincidem com os de Robinson (22). 

7.3 - COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS DOS M11TODOS DESENVOLVIDOS QUANDO 

O PARÂMETRO k CRESCE 

Faremos aqui comparações dos resultados obtidos pe­

los dois métodos quando.k = 18,5 e k = 29 respectivamente. 

Com k = 18 os valores obtidos por um e pelo outro método são pr~ 
ticamente coincidentes e a medida que ele cresce estas grandezas 

tendem a se.igualarem. Os resultados obtidos são: 
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METODO ASSIMPTOTICO 

B = 0,25 A = 200,00 s = 0,10 CP = 0,30 

DELMEF = 913,15 DELFUF = 1916,86 DELMUF = -997,23 

XMENF = -526,07 XFUNF = -997,23 XMUNF = 1340,42 

8i = 0,4441 MO~\= -0,0621 

Face Interna Face Externa 
.. ·.----------- ------------

SIGFIN = -1,6288 SIGFEX -0,1386 

SIGTIN = 1,9545 SIGTEX = 4,1663 

B = 0,50 A = 200,00 s = 0;10 CP = 0,30 

DELMEF = 317,55 

XMENF = -131,51 

DELFUF 727,70 DELMUF = -204,14 

XFUNF = -204,14 XMUNF 

H = 0,3942 
2 

Face Interna 

SIGFIN = -2,58 

SIGTIN = 1,32 

MOM = -·O 1503 
2 ' 

Face Externa 

SIGFEX = 1,01 

SIGTEX = 2,96 

PS= 0,387 (pressão de acomodação) 

METODO SIMPLIFICADO 

B = 0,25 A = 200,00 s ·- 0,10 CP 

DELMEF 913,13 DELFUF = 1912,23 DELMUF = 

XMENF = -526,07 XFUNF -991,36 XMUNF = 

l\ = 0,44 Mm\= -0,6 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -1, 65 SIGFEX -0,11 

SIGTIN 1,62 SIGTEX = 3,98 

B = 0,50 A 200,00 s = 0,10 Cp 

339,58 

= 0,30 

-991,36 

1335,90 

= 0,30 
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DELMEF = 317,55 DELFUF = 723,08 DELMUF = 

XMENF = -131,51 XFUNF = -108,27 XMUNF . -

H = 2 0,39 MOM2= -0,15 

Face Interna 

. SIGFIN = -2, 68 

SIGTIN = 1,43 

Face_ Extern.a 

SIGFEX = 1,11 

SIGTEX = 2,21 

PS= 0,40 (pressão de acomodação) 

Para k = 29 

METO DO ASS IMPTÕT I CO 

-198,27 

335,06 

B = 0,25 A= 500,00 

DELMEF = 3612,19 

XMENF = -1315,19 

S = 0,10 

DELFUF = 7570,51 

XFUNF = ~2479,89 

CP= 0,30 

DELMUF = -2479,89 

B = 

PS 

B = 

XMUNF = 

H = 0,445 MOM = -0,0999 
1 1 

· Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -2,08 SIGFEX = 0,31 

SIGTIN = 3,25 SIGTEX = 5,63 

0,50 A = 500,00 s = 0,10 CP = 

DELMEF = 1263,96 DELMUF 2869,97 DELMUF 

XMENF = -328, 79 XFUNF = -497,16 XMUNF 

H2= 0,3994 MOM2= -0,2367 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -3,63 

SIGTIN = 2,56 

SIGFEX = 2,04 

SIGTEX = 3,48 

= c0;3013 (pressão de acomodação) 

METODO SIMPLIFICADO 

0,25 A = 500,00 s = O, 10 CP= 

DELMEF 3612,45 DELFUF = 7558, 78 DELMUF 

XMENF = -1315,19 XFUNF =~-2478,40 XMUNF 

MOM1= -0,1006 

2132,55 

0,30 

= -497,16 

= 550,09 

0,30 

= -2478,40 

2112,24 
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Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -2,09 

SIGTIN = 3, 2 3 

B 0,50 A = 

SIGFEX = 0,32 

SIGTEX = 5,63 

S = 0,10 

DELFUF = 2858,23 

XFUNF = -495,68 

500,00 

DELMEF = 1263,96 

XMEMF = · - 3 2 8 , 7 9 

CP= 0,30 

DELMUF = -495,68 

XMUNF = 529, 77 

H2= 0,3994 

Face Interna 

SIGFIN = -3,75 

SGTIN - 2,53 

MOM2= -0,2469 

Face Externa 

SIGFEX = 2,16 

SIGTEX = 3,37 

P = 0,3014 (pressio de acomodaçio). · s 

7.4 - COMPARAÇÃO COM OS RESULTADOS DE ROBINSON 

Os resultados foram obtidos pelo Método Assimptótico, 

com os quais foi possível fazer o quadro comparattvo com os· re­

sultados apresentados por Robinson(22). 

B = 0,50· A= 25,00 S = 0,10 CP= 0,30 

H1= 0,3476 M01\ = -0,0616 
' -

Face_Interna Face_Externa 

SIGFIN - -1,43 SIGFEX 0,04 

SIGTIN = 1,07 SIGTEX = 1,36 

B = 0,25 A = 25,00 s = 0,10 CP = 0,30 

H = 2 0,4338 MOM = 2 
-0,0216 

., 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -1,12 SIGFEX = -0,60 

SIGTIN 1,25 SIGTEX = 2,05 

PS= 0,7272 (pressio de acomodaçio) 
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B = 0,50 A = 50,00 s = 0,10 CP = 0,30 

H = 
1 

0,3765 MO~= -0,0772 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -1,67 SIGFEX = 0,17 

SIGTIN = O, 93 SIGTEX = 1,65 

B 0,25 A = 50,00 s = O, 10- CP = 0,30 

H = 0,4422 MOM = -0,0294 
2 2 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN -1,23 SIGFEX = -0,52 

SIGTIN = 1,06 SIGTEX 2,48 

PS = o, 7140 (pressão de acomodação) 

B = 0,50 A = 100,00 s = 0,10 CP = 0,30 

H = 1 0,3879 MOM:i_ = -0,1069 

Face Interna Face Externa ------------ ------------·· 
SIGFIN = -2,05 SIGFEX = 0,51 

SIGTIN 1,03 SIGTEX 2,19 

B = 0,25 A = 100,00 s = 0,10 CP = 0,30 

' 
H2 = 0,4436 MOM2 = -0,0429 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -1,39 SIGFEX = -0,36 

SIGTIN = 1,34 SIGTEX = 3,20 

p . = 0,6212 (pressão de acomodação) s 



.1 O 8. 

B = 0,50 A= 50,00 S = 0,20 CP= 0,30 

H1 = 0,3674 

Face Interna ------------

SIGFIN = -2,24 

SIGTIN = 1,28 

MOM1 = -O, 12 7 3 

Face Externa ------------
SIGFEX = 0,80 

SIGTEX = 2,85 

B = 0,25 A= 50,00 S = 0,20 CP= 0,30 

H2 = O, 4 32 8 

Face Interna ------------
SIGFIN - -1,41 

SIGTIN = 1,96 

MOM2 = -O, 0469 

Face Externa ------------
SIGFEX = -0,28 

SIGTEX = 4,15 

PS= 0,5191 (pressio de icomodaçio) 

B = 0,50 A= 100,00 
H

1
= 3703 

~~Ç;<::_Interna 

SIGFIN = -2,89 

SIGTIN = 1,77 

B = 0,25 A= 100,00 

Hz= 0,4307 

Face Interna 

SIGFIN = -1,67 

SIGTIN = 2,95 

S = 0,20 
MOM

1
= -0,1804 

Face Externa ------------
SIGFEX = 1,43 

SIGTEX 3,84 

S = 0,20 

MOM2= -0,0691 

Face Externa 

SIGFEX = -0,01 

SIGTEX 5,40 

PS= 0,4130 (pressio de acomodaçio) 

CP= 0,30 

CP= 0,30 
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B = 0,50 A = 25,00 s = 0,30 CP 0,30 

H = 1 0,3507 MOM1 = 0,1170 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -2,07 SIGFEX = O, 7 3 

SIGT IN.-= 1,33 SIGTEX = 2,93 

B = 0,25 A = 25,00 s = 0,30 CP = 0,30 

H = 2 0,4243 MO~= -0,0389 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -1,27 SIGFEX = -0,34 

SIGTIN = 2,12 SIGTEX = 4,30 

PS = 0,5086 (pressão de acomodação) 

B = 0,50 A = 25,00 s = 0,40 CP 0,30 

H = 1 0,3340 MOM = 1 0,1376 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -2,26 SIGFEX = 1,03 

SIGTIN = 1 , 7 5 SIGTEX = 3,59 

B = 0,25 A = 25,00 s = O, 4 O CP = 0,30 

H = 2 0,4080 MOM2= 0,0441 

Face interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -1,27 SIGFEX = -0,21 

SIGTIN = 2,96 SIGTEX = 5,19 

PS = 0,4352 (pressão de acomodação) 

B = O, 5 O A = 100,00 s O ,40 CP = 0,30 

H1= 0,3295 MOM = 1 -0,2829 

Face Interna Face Externa ------------ ------·-----·-· 
SIGFIN = -3,99 SIGFEX - 2, 79 

SIGFEX - . 3,47 SIGTEX = 6,45 
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B = 0,25 A = 100,00 s = O, 40 . CP = 0,30 

H = 
2 

0,3955. MOM
2

= -0,1032 

Face Interna Face Externa ------------ ------------
SIGFIN = -1, 96 SIGFEX = 0,51 

SIGTIN = 6,26 SIGTEX = 8,94 

PS = 0,2677 (pressão de acomodação) 

QUADRO COMPARATIVO 

B A s ii2 ref e z 2) ji
2 

(cale.) 

Vaso 1 0,50 / 0,25 25 0,10 O, 77 0,73 

Vaso z, 0,50 / 0,25 50 0,10 o, 72 o, 71 

Vaso 3 0,50 / 0,25 100 0,10 0,63 0,63 
. 

Vaso 4 0,50 / 0,25 50 0,20 0,52 0,52 

Vaso 5 0,50 / 0,25 100 0,20 0,41 0,41 
.. 

Vaso 6 0,50 / 0,25 25 0,30 0,51 0,51 

Vaso 7 0,50 / 0,25 25 0,40 0,415 0,435 

Vaso 8 0,50 / 0,25 100 0,40 0,260 0,268 

7 .. 5 - CONCLUSÕES 

um programa dupl,o 1) No trabalho feito chegou-se praticamente a 
em razao das limitações próprias do Método 

cas. 

Assimptótico de Cas 

2) A validade de ambos foi comprovada por um cálculo em dados co­

muns numa situação de fronteira (k = 29). 

3) Malgrado a discrepãncia no valor de ºe interno todos os demais 
resultados a que chegamos praticamente coincidem com os de Lec 

kie em pesquisa idêntica. 

4) Na presente tese fizemos outras. aplicações numéricas que servi 

rão de confronto a pesquisas análogas no mesmo campo. 
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5) A orientação seguida é muito mais simples que a de Leckie; a 

desse autor se aplica a tipos um pouco mais gerais de carrega­

mentos e ligações. Como tinhamas em vista principalmente pro­

blemas de reatorés nao nos foi interessante partir para progr~ 

maçoes mais complexas. 

6) O teorema da acomodação estrutural que vinha tendo emprego 

muito discreto e mesmo raro entre os projetistas de estrutura~ 

mostrou-se dentro da área em que se situa o presente trabalho 

de relevo fundamental e até mesmo exclusivo para·realização de 

um projeto tecnicamente bem concebido. 
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