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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos uma nova classe de modelos para estimacao em pe-
quenos dominios a nivel de unidade. Pequenos dominios sao grupos de unidades para
0s quais a amostra observada ¢ muito pequena e portanto, nao é representativa. O es-
tudo de estimacao em pequenos dominios é de extrema importancia pratica por estar
conectado muitas vezes a formulagao de politicas, alocacao de fundos governamentais,
planejamentos, entre outros, necessitando assim de estatisticas cada vez mais precisas.
Como o modelo proposto tem a mesma estrutura geral de modelos usuais a nivel de
unidade, ou seja, uma parcela que incorpora o efeito de covaridveis e outra com efeitos
aleatérios especificos de area, diferente da regressao quantilica, além de poder estudar
os efeitos das covaridveis para diversos quantis, é possivel avaliar os efeitos aleatdrios
também variando por quantil. O modelo proposto fundamenta-se no paradigma bayesi-
ano de inferéncia e, portanto, o modelo proposto é construido assumindo a distribuicao
Laplace assimétrica para a variavel de interesse, independente da real distribuicao dos
dados, cuja representacao de mistura normal exponencial permite obter distribui¢oes con-
dicionais completas fechadas e conhecidas. O objetivo deste projeto € inserir a abordagem
de regressao quantilica ao contexto de estimacao em pequenos dominios, sob o enfoque
bayesiano. Desta forma, o modelo proposto permite fazer anélises nao somente baseadas
em medidas de tendéncia central, como a média, por exemplo, mas para qualquer quantil
de interesse. O modelo e as alternativas de previsao propostos foram avaliados através
do Vicio, EQM e EMA e comparados com modelos ja usuais na literatura.
Palavras-Chaves: Quantil condicional, Distribuicao Laplace Assimétrica, Pequenas

Areas, Previsao, Unidade, Amostrador de Gibbs
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Abstract

In this dissertation we present a new class of models for estimating small domains at
the unit level. Small domains are groups of unit which an observed sample is too small
and therefore, not representative. The study of estimation in small domains is extremely
important due to its conection to policies, allocation of administrative funds, planning,
among others, requiring increasingly accurate statistics. As the proposed model has the
same general structure of usual models at the unit level, that is, a portion that incorpo-
rates the effect of covariates and another with area-specific random effects, different from
quantile regression, in addition to being able to study the effects of the covariates for
different quantiles, it is possible to evaluate the random effects also varying by quantile.
The model proposed is based on the Bayesian approach of inference and, therefore, it is
built assuming the asymmetric Laplace distribution for the variable of interest, regardless
of the real data’s distribution, which representation of exponential normal mixture allows
to obtain completly closed and marked conditional distributions. The goal of this pro-
ject is to insert the quantile regression approach to the small domains estimation context,
under Bayesian approach. Thus, the proposed model allows measures not only based on
measures of central tendency, such as average, for example, but also for any quantile of
interest. The proposed model and prediction alternatives were obtained through bias,
EQM and EMA compared to models already used in the literature.
keywords: Conditional quantile, Asymmetric Laplace Distribution, Small Areas, Pre-

diction, Unit, Gibbs Sampling
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Capitulo 1

Introducao

A estimagao de pequenas dreas emergiu como area importante para literatura es-
tatistica nos tltimos anos, devido a demanda por estatisticas confidveis (Rao e Mo-
lina, 2015), uma vez que empresas privadas e érgaos piblicos precisam do maximo de
informagoes, na busca de solugoes com menor custo orcamentario, estando assim inte-
ressados em estatisticas para dominios cada vez menores. O estudo de estimacao em
pequenos dominios é de extrema importancia pratica pois os governos estaduais e fe-
deral, por exemplo, a fim de identificar sub-regioes menos desenvolvidas, necessitam de
informagoes geograficas mais desagregadas, auxiliando de forma geral em problemas de
tomadas de decisao, como a elaboracao de planos de desenvolvimento regionais. Tais
decisoes podem influenciar, por exemplo, em formulacao de politicas, alocagao de fundos
governamentais, planejamentos, entre outros.

Um problema comum neste contexto é que associado ao interesse de estimacao em
niveis mais desagregados, estd o fato de que a amostra observada é muito pequena.
Denomina-se pequenos dominios ou pequenas areas estes grupos de unidades populacio-
nais para os quais a amostra observada é muito pequena e portanto, nao é representativa.
Dessa forma, estimadores diretos tradicionais de areas especificas nao fornecem precisao
adequada.

Pequenos dominios podem se referir tanto a variaveis demograficas como geograficas
tais como municipios, distritos ou mesmo bairros, ou até o cruzamento delas. A ne-
cessidade de informacoes e decisoes para uma subpopulagao para a qual estatisticas de
interesse nao podem ser produzidas devido a certas limitacoes dos dados ou porque as
estimativas tém erros de amostragem extremamente grandes tem apresentado um cres-
cimento consideravel nos ultimos anos. Isso torna necessario o emprego de estimadores
indiretos que emprestam forca de areas afins, em particular, estimadores indiretos base-
ados em modelos (Sinha e Rao, 2009).



H4 dois tipos de modelos para estimacao em pequenas areas: modelos a nivel de area
e modelos a nivel de unidade. Os modelos a nivel de area sao baseados em estimativas de
levantamento direto da area, enquanto os modelos a nivel de unidade sao baseados em
observacoes individuais para as unidades dentro das areas. Em alguns casos, o primeiro
é a unica alternativa disponivel, ja que modelos a nivel de unidade requerem informacoes
para as unidades individuais na amostra, que podem estar indisponiveis. O modelo de
pequenas areas proposto por Fay e Herriot (1979) é um dos mais populares. Ele empresta
forca de dados disponiveis de todas as areas, assumindo uma estrutura hierarquica e
usa informagoes auxiliares a nivel de area de outras fontes de dados, como registros
administrativos ou censos. Neste contexto, Kott (1989) apresenta o uso de técnicas
baseadas em modelo de estimadores consistentes, a partir de modelos de efeitos aleatorios.

A abordagem padrao para estimativa de pequena area usa modelos de regressao para
prever as caracteristicas de interesse e incorpora efeitos aleatérios para cada pequena area
(geralmente gaussianos) para medir a variagao entre elas, além daquela explicada pelas
covariaveis do modelo. Um dos modelos classicos a nivel de unidade é devido ao Battese
et al. (1988). Neste trabalho, o objetivo é estimar as dreas cultivadas com milho e soja
para doze condados do Centro-Norte de lowa. Este é um modelo normal de efeitos mistos
composto por dois componentes de variancia, um correspondendo ao efeito aleatério de
area, o outro sendo a variancia do erro no nivel de unidade. Em contraste, Datta e
Ghosh (1991) propoem uma abordagem Bayesiana hierdrquica mais geral envolvendo
componentes de variancia multiplas sob a suposicao de normalidade.

Desta forma, a abordagem padrao usa modelos de regressao e oferece conclusoes com
base no comportamento da distribuicao média. No entanto, incorporar uma abordagem
baseada em quantis pode fornecer conclusoes mais completas e, portanto, diferentes de-
cisoes podem ser feitas dependendo do quantil de interesse. Nesse sentido, a regressao
quantilica é uma alternativa robusta (Schoch, 2012). A metodologia é robusta para pre-
senca de outliers e acomoda heterocedasticidade dentro de pequenas areas e permite a
investigacao de associagoes entre variaveis em quantis ao invés de médias, o que pode ser
mais interessante.

Neste contexto, Chambers e Tzavidis (2006) propéem uma abordagem alternativa
para a estimativa de pequenas areas com base na modelagem de M-quantis de regressao
da distribuicao condicional. Isso evita as fortes suposi¢oes implicitas na abordagem do
modelo misto e tem o beneficio adicional de nao exigir especificacao formal dos efeitos

aleatérios. Em vez disso, a variabilidade entre areas é capturada pela variacao nos coefi-



cientes dos M-quantis especificos de cada area. Varios desenvolvimentos de sua proposta
e aplicagoes surgiram desde entao (Bianchi et al., 2018).

A literatura desenvolvida a respeito destes modelos é ampla, sendo geralmente abor-
dados de forma classica. Tradicionalmente, os modelos neste contexto assumem que
o valor esperado da variavel resposta é explicado por variaveis auxiliares e que os er-
ros aleatdrios sao independentes e identicamente distribuidos, provenientes de alguma
distribuicao simétrica em torno do zero. Considerando, frequentemente a distribuicao
gaussiana para o erro aleatério, embora existam propostas que consideram a distribuicao
Laplace Assimétrica para o erro aleatério, como mostrado em You e Rao (2003) e Rao
(2003) a nivel de drea. Destaca-se o trabalho de Kozumi e Kobayashi (2011), que fazendo
uso da representacao locagao-escala da distribuicao de Laplace Assimétrica, como mistura
das distribui¢oes normal e exponencial, fornece um esquema de Gibbs com as condici-
onais completas conhecidas e faceis de gerar amostras. Assim, a modelagem proposta
permite obter distribuicoes condicionais completas fechadas e conhecidas.

Nesta dissertacao apresentamos uma nova classe de modelos flexivel de pequenas
areas, através de regressao quantilica bayesiana. A regressao quantilica, vem-se desen-
volvendo como uma ferramenta eficiente para a andlise das func¢oes quantilicas de uma
variavel resposta condicionada as covaridveis. A modelagem proposta utiliza a distri-
buicao Laplace Assimétrica cuja representacao de mistura normal-exponencial permite
obter distribuicoes condicionais completas fechadas e conhecidas. Nesta nova classe de
modelos, foi considerado além de uma avaliacao para os diferentes quantis, um modelo
de regressao quantilica a nivel de unidade, ou seja, uma parcela que incorpopora o efeito
de covariaveis e outra com efeitos aleatorios especificos de drea. Diferente da regressao
na média condicional, a regressao quantilica apresenta vantagens como um conhecimento
mais abrangente de como as covaridveis podem influenciar nos quantis da variavel res-
posta, robustez e admitir uma especificagao para a distribuicao do termo de erro aleatorio
(Koenker e Ng, 2005; Fabrizi et al., 2020).

Este trabalho organiza-se da forma descrita a seguir. No Capitulo 2, apresentamos os
principais modelos de pequenas dreas, segundo Rao e Molina (2015): i) modelo no nivel
de érea, ii) modelo no nivel da unidade. Ainda nesse capitulo, apresenta-se uma revisao
acerca do modelo de regressao quantilica usando a distribuicao Laplace Assimétrica e
sua representacao de mistura locagao-escala. Na Secao 2.2.2, expoe-se o modelo proposto
para estimacao em pequenos dominios a nivel de unidade, mostrando o procedimento

de inferéncia e estudos com base em dados artificiais que ilustram o ajuste adequado do



modelo proposto. Na Secao 2.2.3 apresentamos duas formas de realizar previsao para
as unidades que nao foram amostradas. A alternativa 1 utiliza a distribuicao Laplace
Assimétrica nao com o proposito de ajustar bem os dados, mas por sua analogia com
a funcao de perda. Além disso, neste caso temos uma estimativa diferente para cada
quantil fixado. Em contrapartida, a alternativa 2 permite uma aproximacao da média da
previsao utilizando a distribuicao a posteriori dos quantis estimados. No Capitulo 3, trés
aplicagoes a dados reais sao apresentadas, uma utilizando dados de agricultura, outra
com dados de renda e a tltima relacionada a dados educacionais. Por fim, no Capitulo

4, apresentamos as conclusoes e extensoes deste trabalho.



Capitulo 2

Regressao quantilica em pequenas

areas

No problema de estimagao em pequenos dominios, abordagens baseadas em modelos
sao amplamente empregadas, ja que o mesmo modelo permite emprestar informacoes dos
dados disponiveis em todos os dominios. O tipo de modelagem a ser usada depende dos
tipos de variavel resposta e auxiliares que estao disponiveis em registros administrativos,
censos, etc. Modelos de pequenas dreas sao classificados como: (i) modelos a nivel
de drea e (ii) modelos a nivel de unidade. Enquanto o primeiro requer informagoes
agregadas a nivel de area, o segundo requer informagoes a nivel das unidades dentro das
pequenas areas, o que faz com que modelos a nivel de area sejam frequentemente mais
usados. No entanto, ha casos em que o interesse estd em justamente estimar parametros
populacionais para cada area e que informagcoes a nivel de unidade estao disponiveis. O
foco deste trabalho estd precisamente nestes casos e, portanto modelos a nivel de unidade
serao considerados.

Tradicionalmente, os modelos neste contexto assumem que o valor esperado da variavel
resposta é explicado por varidveis auxiliares e que os erros aleatérios sao independentes
e identicamente distribuidos, provenientes de alguma distribuicao simétrica em torno de
zero, sendo a principal delas a distribuicao normal. No entanto, em cendrios com a
presenca de heteroscedasticidade, valores discrepantes e em que a simetria nao é uma
suposicao razoavel, os modelos normais usuais nao sao razoaveis. Além disso, pode ainda
haver um interesse em avaliar o efeito de varidveis auxiliares nao no valor esperado, mas
em quantis da distribuicao, de forma a se ter uma analise mais completa. Para tais
cenarios propomos neste trabalho um modelo de regressao quantilica a nivel de unidade
no contexto de estimacao em pequenos dominios. Que difere dos trabalhos presentes

na literatura, que na maioria das vezes usa regressao quantilica de forma bayesiana a



nivel de drea (Fabrizi et al., 2020) e de forma frequentista a nivel de drea (Chambers e
Tzavidis, 2006) e unidade (Chambers et al., 2012).

Na Secao 2.1 deste capitulo apresenta-se o problema de estimacao em pequenas areas
de forma geral e abordagens tradicionais neste contexto. Na Sec¢ao 2.2 o modelo proposto
é apresentado, assim como seu procedimento de inferéncia e duas alternativas de previsao
para as unidades que nao foram amostras, com objetivo de fazer previsao para a média

populacional.

2.1 Estimacao em pequenos dominios

O problema de estimacao em pequenas areas esta associado a previsao de quantidades
descritivas de uma populagao finita (como médias, totais e indices de concentracgao) para
subpopulagoes as quais os tamanhos da amostra especificos sao, em todos ou na maioria
dos casos, insuficiente para permitir inferéncia precisa usando métodos de estimativa
direta.

Um dominio (drea) é considerado pequeno se a amostra especifica do dominio nao for
grande o suficiente para produzir “estimativas diretas” de precisao adequada. Para este
caso, o uso de modelos torna-se necessario.

Existe uma grande variedade de modelos diferentes, muitas vezes complexos, que
podem ser usados, dependendo da natureza da medicao da estimativa da area e dos
dados auxiliares disponiveis. Uma distincao fundamental na construcao do modelo é
entre situacoes onde os dados auxiliares estao disponiveis para as unidades individuais da
populacao e aquelas onde estao disponiveis apenas em nivel agregado para cada pequena
area. No primeiro caso, os dados podem ser usados em modelos de nivel de unidade,
enquanto no segundo eles podem ser usados apenas em modelos de nivel de drea (Rao e
Molina, 2015).

Considere uma populacao U cujas unidades sao rotuladas de 1,..., N. A populacao U
é considerada dividida em m subconjuntos Uy, . .., U,, chamados de pequenas areas. Seja
N; o tamanho de U; e suponha U = [ J;, U;, entdo temos que N = > | N;. Associada a

populagao U tem-se uma variavel de interesse Y, de forma que para a unidade j dentro

da pequena drea tem-se a varidvel Yj; associada, para j =1,...,N;ei=1,...,m. Em
geral, hé interesse na estimagao de uma quantidade populacional 8 = ¢(Yi1,...,Yn,,),
ou em parametros populacionais especificos das areas, ou seja, 6; = g(Yi1, ..., Yin,), para
1=1,...,m.



2.1.1 Modelo basico a nivel de area

Uma amostra de tamanho n; é sorteada de cada pequena area, de forma que estima-
tivas diretas de 6; sao obtidas para todo i = 1,...,m. O modelo basico a nivel de area é

dado por:
éi:ZiTﬁ‘FbiUi‘i‘Ei? i=1,...,m, (2.1)

onde 6; um estimador direto do parametro populacional 0; da area i, z; é um vetor p x 1
com p—1 covariaveis de nivel de area e um intercepto, g é vetor de coeficientes da regressao
de dimensao p, v; sao efeitos aleatérios de drea, tais que v; ~ N(0,02) e €; sa0 0s erros
amostrais, tais que ¢; ~ N(0,1;), para i = 1,...,m. Os efeitos v; sdo independentes dos
erros amostrais ¢;, b; € uma constante positiva, que pode ser conhecida, e as variancias
amostrais 1); sao em geral supostamente conhecidas e dadas pelas respectivas estimativas
de variancia amostral.

Sob o enfoque bayesiano, o modelo (2.1) é completado com a especificagao de uma
distribuicao a priori para o vetor paramétrico © = (3,02). Uma distribuigdo a priori
possivel neste caso seria f(8) o< 1 e 0,2 ~ Gama(a/2,b/2), assumindo independéncia a
priori entre os parametros do modelo. Mais informacoes sobre este modelo podem ser

encontradas em Rao e Molina (2015).

2.1.2 Modelo basico a nivel de unidade

Este tipo de modelo é adequado para o caso em que o interesse estd em estimar os
parametros populacionais #;, associado a area 7, com base numa amostra de tamanho n;
sorteada dentro de cada pequena area, e quando variaveis auxiliares especificas a nivel de
unidade z;; = (1, %1, ..., Tijp—1)" estdo disponiveis para cada elemento j da populagao
em cada pequena drea ¢. Seja y;; a varidvel de interesse para a unidade j pertencente a
areat, j =1,...,N;, 4 =1,...,m. Assumindo-se que a varidvel de interesse, y,;, esta

relacionada com z;;, o modelo a nivel de unidade ¢ dado por:
T . .
yij:xij5+v,~+eij, jzl,...,Ni,Z:L...,m.

Aqui, os efeitos especificos da drea v; sao considerados varidveis aleatdrias inde-
pendentes e indenticamente distribuidas tais que v; ~ N(0,02). Os erros aleatérios
e;; sao também varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas tais que

e;; ~ N(0,02), independentes dos v]s.



Sob o enfoque bayesiano, é nessario completar o modelo de nivel de unidade assumindo
uma distribuicao priori para os parametros do modelo (3,02, 02). Uma distribuicao a
priori possivel neste caso seria f(8) o< 1, 0,2 ~ Gama(a/2,b/2) e 0% ~ Gama(c/2,d/2),
assumindo independéncia a prior: entre os parametros do modelo. Este trabalho esta

particularmente interessado na modelagem a nivel de unidade.

2.2 Modelo de regressao quantilica a nivel de uni-

dade

Como visto previamente, estimacao em pequenas areas geralmente dependem de mo-
delos de regressao que usam covariaveis e efeitos aleatérios para explicar a variagao entre
as areas. No entanto, tais modelos também dependem de suposigoes fortes como ho-
moscedasticidade, auséncia de valores discrepantes, além de permitirem investigar tanto
o efeito das covaridveis e efeitos aleatorios especificos das areas em termos do valor es-
perado da varidvel resposta. A regressao quantilica pode ser vista como um alternativa
neste caso, pois permitem o ajuste do modelo para diversos quantis, caracterizando assim
estes efeitos de uma forma mais completa.

No contexto de estimacao em pequenos dominios, Chambers e Tzavidis (2006) in-
troduzem a regressao quantilica como uma classe alternativa de modelos para o mesmo
proposito, relaxando algumas das suposicoes de modelagem convencionais, como a nor-
malidade dos componentes aleatérios e, obtendo estimadores robustos sob a presenca de
valores discrepantes. Em particular, sua proposta baseia-se na modelagem de coeficien-
tes associados ao quantil da distribuicao condicional da varidvel de interesse dadas as
covariaveis, mas sem uso de efeitos aleatérios. A variacao entre dominios é caracterizada
pela variacao em valores especificos da area desses coeficientes associados a quantis. A
proposta representa uma alternativa para estimacao de efeitos aleatorios de area sem
a necessidade de hipdteses paramétricas. Alguns desenvolvimentos dessa abordagem e
aplicagoes surgiram desde entao (Bianchi et al., 2018). Mais recentemente, Fabrizi et al.
(2020) explorou esta abordagem sob o enfoque bayesiano.

Neste trabalho, temos interesse em propor uma forma alternativa de estimacao em
pequenos dominios sob a dtica de quantis. Em particular, vamos adotar a abordagem de
pseudo-verossimilhanca baseda na distribuicao Laplace Assimétrica proposta por Yu e
Moyeed (2001) e estimar os quantis de interesse separadamente. Abordar uma estimagao

em quantis nos permite ainda ampliar o escopo para obter estimativas para varios quantis,



fornecendo assim uma imagem mais rica tanto dos efeitos das covaridveis como dos efeitos

aleatorios.

2.2.1 Regressao quantilica Bayesiana

A regressao quantilica, vem-se desenvolvendo como uma ferramenta eficiente para
a analise das fungoes quantilicas de uma variavel resposta condicionada as covariaveis.
Conforme discutido anteriormente, enquanto a regressao usual limita-se em descrever a
relacao de Y com as covaridveis do estudo em termos de médias condicionais, a regressao
quantilica é uma técnica de modelagem estatistica que permite analisar essa relacao em
qualquer quantil de ordem 7 de interesse, 7 € (0, 1).

Ou seja, tomando Y como uma variavel aleatéria de interesse de natureza continua e
x o vetor p-dimensional de covariaveis. A funcao de regressao quantilica para o 7-ésimo
quantil pode ser expressa por:

Q-(ylx) =« B-, (2.2)
que basicamente supoe que o quantil de ordem 7 de Y dado X segue um modelo linear
com coeficientes (., vetor p-dimensional associado ao vetor de covariaveis.

Sob o ponto de vista da inferéncia para esta classe de modelos, enquanto no modelo
de regressao linear classico, os coeficientes da regressao sao obtidos via minimizagao da
soma dos quadrados dos desvios e isso é equivalente a maximizar uma funcao de ve-
rossimilhanca considerando os erros normais, na regressao quantilica os coeficientes sao
obtidos através da minimizacao da soma de desvios absolutos ponderados, o que ¢é equi-
valente a maximizar uma fungao de verossimilhanca considerando erros com distribuicao
Laplace Assimétrica (Yu e Moyeed, 2001).

Considerando uma amostra aleatéria (y;; xi)f\il, o modelo de regressao quantilica pode

ser representado por:
T
Yi = I; /37' + €, (23)

sendo €; o termo de erro cuja densidade f,(.) é restrita por acumular probabilidade T até

Z€ero, ou seja,

/_(; fr(e)de; = 7.

Na abordagem cléssica o vetor de parametros (3, é estimado minimizando a soma:
N
Z pr(yz - x?ﬂr)a (24)
i=1
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tal que p,(u) = u[r — I(u < 0)] a fungao de perda associada ao quantil 7 para todo u € R
e I(.) denota a funcao indicadora usual. Neste caso, u = y; — x! ;.

Yu e Moyeed (2001) introduzem o paradigma bayesiano neste contexto verificando
que minimizar a fun¢do de perda p,(.) é equivalente a maximizar a fun¢do de verossimi-
lhanca assumindo distribuicao Laplace Assimétrica para os erros. A distribuicao Laplace
Assimétrica com parametros p € R de locacao, o > 0 de escala e 0 < 7 < 1 de assimetria,

denotada por Y ~ LA, (u,0), possui densidade da forma:

T(l — T) Pr (y - M)
fT(y|:u7O-7 T) = exp{_ ) (25)
o o
para y € R. O valor esperado e a variancia da varidvel Y sao dados, respectivamente
por:
o(l—27) o (1 — 27+ 272)
EY) = _ Var(Y) =
(V) =p+ 7(1—7) e Var(Y)=o (1 —7)%72

No caso em que os parametros de locacao e escala assumem, respectivamente, os valores
0 e 1, chamamos a distribuicao de Laplace Assimétrica Padrao.

Na Figura 2.2.1 sdo ilustradas a funcao de perda p, em (a) e a funcao densidade
de probabilidade da Laplace Assimétrica padrao em (b), ambos para diferentes valores
de 7. Para quantis inferiores e superiores a 7 = 0.5 a funcao de perda penaliza mais
a superestimacao e subestimagao, respectivamente. No quantil 7 = 0.5 encontramos a
funcao de perda absoluta. Como a densidade do modelo Laplace Assimétrico possui a
funcao de perda em seu nicleo, a simetria da distribuicao se comporta similar a funcao
perda.

Supondo que ¢; ~ LA, (0,0) no modelo descrito em (2.3), pode-se mostrar que a

funcao de verossimilhanca é dada por:
N N N
™1 —7) 1 T
L(B,0) = U—Nexp{—;ZpT(yi —z; Br) ¢ - (2.6)
i=1
Dessa forma, o estimador de méaxima verossimilhanca para 3 é igual ao estimador
obtido via minimizagao da func¢do de perda vista em (2.4). O enfoque bayesiano baseia-
se portanto na obtencao da distribui¢do a posteriori do vetor paramétrico (3., o) obtida
com base na fun¢ao de verossimilhanca derivada da suposicao de que os erros do modelo
(2.3) seguem a distribuigao LA.(0,0).
Note que, na regressao quantilica, o vetor paramétrico estd indexado pelo quantil que
estamos analisando, mas para simplificar notagoes, vamos omitir o indice 7 em 3, ao

longo deste trabalho.
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Figura 2.1: Gréfico da funcao densidade de probabilidade da Laplace Assimétrica padrao

e a funcao de perda para diferentes valores de 7.

Diversas representacoes da distribuicao Laplace Assimétrica em forma de mistura sao
apresentadas em Kotz et al. (2001a). Uma delas baseia-se na mistura locagao-escala
entre as distribuicoes Normal e Exponencial. Ele mostra que uma variavel aleatoria e

com f.d.p. Laplace padrao, adimite a representacao:
alU + b, NUZ

Portanto, se €;x ~ LA;(0,1), entdo ¢; = oe;x tem f.d.p. LA;(0,0) Consequentemente, €
pode ser representado por:
cal + ob,NUZ (2.7)

com U ~ Exp(l) e Z ~ N(0,1). Para W = oU ~ Ezp(o), a representacao de €; ~

LA.(0,0) pode ser rescrita como:
aW + b, VoW Z (2.8)

Com Z ~ N(0,1) e W ~ Exzp(c). Em particular, se uma varidvel aleatéria Y segue
uma distribuicao Laplace Assimétrica com parametros p, o e 7, sua distribuicdo admite

a seguinte representacao:

Y = p+a, W +bVoWZ (2.9)
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com a, = 2% e b2 = sendo W uma variavel aleatéria com distribuicao Expo-

2
7(1—7) T(1-71)°
nencial de parametro o e Z uma variavel aleatoria Normal padrao. Isso é equivalente a

supor que:

Y|, 0,7, W ~ N(u+ a, W, b2 W) (2.10)
W ~ Exp(o). (2.11)

A demonstracao deste resultado é apresentada no Anexo A e também encontra-se em
Kotz et al. (2001a).
O modelo de regressao quantilica dado pela Equagao (2.3) com ¢; ~ LA, (0,0) pode,

portanto, ser reescrito da forma:
y; = a1 B+ a; Wi + b\JoW;Z;, i=1,...,N. (2.12)

com Z; ~ N(0,1) e W; ~ Ezp(c). Assim, a fungao de verossimilhanga do modelo para

(8,0) condicional a w = (wy, ..., wy) é dada por:

N
i=1

com y = (y1,...,yn) € 4B, 0,w; ~ N(zI'B + a,w;, b2ow;) e Wi|lo ~ Exp(c). Para
completar o modelo bayesiano, utiliza-se a distribuigao priori n(8,0) = w(8)n(0) com
m(8) x 1, e 0 com distribuigao inversa gama com parametros de forma ng e de escala sy,
denotada por o ~ IG(ny, So).

A distribuicao a posteriori conjunta possuir forma analitica complexa e nao permite
calculos exatos de médias ou quantis, por exemplo. Neste caso, métodos de Monte Carlo
via cadeias de Markov (MCMC) podem ser utilizados para obter amostras da distribui¢ao
a posteriori. O estimador resultante é tao eficiente quanto o estimador classico calculado
diretamente através da otimizagao numérica levando-o a receber especial atencao devido
a suas propriedades. Além disso, estimativas intervalares podem ser facilmente obtidas
a partir de uma amostra da distribuicao a posteriori.

O uso da representagdo de mistura locagao-escala apresentada na Equagao (2.12)
resulta em condicionais completas conhecidas, o que facilita a implementacao compu-
tacional do procedimento de inferéncia, sendo necessario o uso apenas de amostrador
de Gibbs para obtencao de amostras da distribuicao a posteriori (Kozumi e Kobayashi,
2011).
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2.2.2 Modelo proposto em pequenas areas

Considerando inicialmente a estrutura do modelo béasico de pequenas areas a nivel de

unidade, confome visto na Secéo 2.1 e segundo Rao (2003), temos:

T

Yij = T38: + i + €, (2.14)
onde y;; é a varidvel associada ao individuo (ou unidade) j, j = 1,2,..., N;, na érea 1,
t=1,...,m, x;; ¢ o vetor p x 1 de varidveis auxiliares, 3 ¢ o vetor p x 1 de coeficientes

da regressao, v; é o efeito aleatério da area 7 e €;; o termo de erro individual aleatdrio.
Os efeitos de drea v; sao assumidos independentes com distribuicao N(0,¢?). Da mesma
forma, os erros €;; sao supostamente independentes com média zero e variancia o.. Habi-
tualmente, a distribuicao de €;; ¢ Normal, mas distribuicoes como t-Student ou Normal
Assimétrica também sao alternativas j& propostas na literatura. Além disso, o v; e 0 €;
sao assumidos como mutuamente independentes.

Para desenvolver regressao quantilica bayesiana neste modelo béasico pode-se con-
siderar que o termo de erro aleatério ¢;; tem distribuicao Laplace Assimétrica com
parametro de assimetria 7, parametro de locacao zero e parametro de escala o., ou
seja, €; ~ LA.(0,0.). Utilizando a representagdo de mistura da distribuicdo Laplace

Assimétrica, podemos reescrever o modelo como:

Vij = 150 + aywi + br /G52 + v; (2.15)
sendo a, = (11’_2:) e b? = ﬁ, w;; com distribuicao exponencial com parametro o,

denotado por w;; ~ Exp(o.), e z; com distribuigdo normal padrao, ou seja z; ~ N(0,1).
Condicional aos valores fixados de w;; e de v;, a distribuicao de y;; ¢ normal e o

modelo em (2.15) pode ser reescrito da forma:

Yij| B, 0e; wij, vi ~ N (2] + arwi; + v, boaw;) (2.16)
w;; ~ Exp(o,) (2.17)
v; ~ N(0,02). (2.18)

Note que o modelo proposto é uma extensao do modelo de regressao quantilica pois
possui em sua formulagao um efeito aleatério a nivel de area. Dessa forma, diferente do
modelo usual de unidade temos um efeito aleatorio v;, também variando por quantil.

Procedimento de Inferéncia

O modelo é especificado considerando a distribuicao a priori 7(3, o, 02) = 7(8)7(0.)

7(0?) de modo que a distribui¢do m(8) o 1, a distribuigao n(o,) é inversa gama com
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parametros n, de forma e s, de escala, ou seja, 02 ~ IG(n,, s,) e 0c ~ [G(ne, sc). Denote
POT Y = (Y11s -+ s YINys -« s Ymls - s YNy )y W = (W11, s WINy, -« Winds -« - s WinN,,) €
v = (v1,...,0,). Considere que uma amostra s de tamanho n é sorteada, sendo esta
composta pela unido de subamostras de cada pequena area. Dessa forma, s = {s; U
SoU---Usy,}t, onde s; é a amostra de tamanho n; sorteada para a pequena area i,
i=1,...,m. Sendo assim tem-se que n = Y .* n;. Temos, portanto uma parte de y
observada na amostra, a qual chamamos de y,, e outra nao observada, a qual chamamos
de ys. Da mesma forma temos uma parte de w associada as unidades amostradas e outras
as unidades nao amostradas. Apds, observacao da amostra a distribuicao a posteriori de

(8,0, 0% w,v) é dada por:

FB,0e 00, v,w | ys) o< | TTTT FwislBs 0eviswip) | [TT T F (wisloe)
=1 j=1 =1 j=1

[[ /(o) | =(@)m(om(c?).

Como vemos, a distribuicao a posteriori nao é facil de manipular algebricamente.
Desta forma, para gerar uma amostra da distribuicao a posteriori, e permitir assim a
inferéncia sobre os parametros do modelo recorre-se aos métodos MCMC. Para isso,

faz-se necessario obter as distribui¢oes condicionais completas, as quais sao dadas por:

(8)) ~ NM(m,C), sendo C=' = Y1 Y0 257
Tij(Yij—Ui arwz])
m= Yo, S, e ¢

° 0.~ IG(ne,se) sendo, Ne = 37” +ne
S, Yo Wt S ST+ s
o (wl|) ~ GIG(%,X,@/J) sendo, y = bgi + U% e = %ﬁ#v
o (02]') ~ IG(ny, Sy), sendo ny = 2 4+ny € 5, = p_iv) % + Sy
e (v;|) ~ N(m,,C,) sendo, C;! = %+memv: [%] C,.

A notagao GIG representa a distribuigao gaussiana inversa generalizada cuja funcao
densidade de probabilidade é apresentada no Anexo A. Dado que as condicionais com-
pletas sao conhecidas e faceis de gerar seus valores, pode-se utilizar o esquema de amos-
tragem de Gibbs. Para o modelo apresentado nao s6 foram avaliadas as estimativas dos

parametros como também a previsao para o modelo proposto.
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2.2.3 Previsao da média populacional

Um dos principais objetivos de estimacao em pequenos dominios é também prever
quantidades populacionais, como a média populacional, por exemplo. O parametro média

populacional da area ¢ é dado por:

D jes; Yii T D jgs; Yis
N;

0; = (2.19)

para todo ¢ = 1,...,m, onde s; ¢ o conjunto dos indices das unidades que fazem parte
da amostra da pequena area i e N; é o tamanho da populagao na area .

Neste trabalho fizemos a previsao de duas formas: gerando da distribuicao preditiva
de y;; para todo j € s; e usando que E(y;; | ys) pode ser obtida pela integral em 7 do

quantil de ordem 7.

Alternativa 1: Usando a distribuicao preditiva

Para estimar a média populacional de uma determinada &rea i, podemos usar os
valores amostrados do MCMC e prever todos os valores nao observados, por meio da
distribuicao a posteriori dos parametros e variaveis latentes. Na iteracao k, k =1,..., K,

do MCMC, o valor amostrado da média populacional na pequena éarea ¢, ¢ dado por:

k (k)
e(k) _ ZjESz‘ yij( ) + Zj¢5i Yij
7 Nz Y

paratodoi =1,...,m. A esperanca e a variancia a posteriori sao, repectivamente, dadas
k k
por E(Blys) = L8, 6% e V(bilys) = £ K, 10% — E(0,]y)]? para k = 1,... K.

Assim, para o individuo nao observado j da pequena &rea i, na iteracao k, tem-se:
(k)
yij ~ LAT(Mij? 0-5)

onde, segundo modelo proposto p;; = xz; B. + v;. Nessa abordagem utilizamos o modelo
Laplace Assimétrico para gerar uma amostra dos y;;, porém, esse modelo nao foi pro-
posto com o proposito de ajustar bem os dados e sim por sua analogia com a funcao de
perda. Além disso, neste caso temos uma estimativa para 6; diferente para cada quantil
fixado. Portanto, ainda que estes fatos devam ser levados em consideracao na proposta,

as aplicacoes no Capitulo 3, revelam, resultados satisfatorios usando essa abordagem.
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Alternativa 2: Usando a distribuicao a posteriori dos quantis

Outra forma de fazer previsao ¢ utilizando a distribuicao a posterior: dos quantis.
Esta alternativa contorna os dois pontos ressaltados na alternativa 1, ou seja, tanto a
questao de ter uma previsao para cada quantil fixado, como o fato de usar um modelo
na distribuicao preditiva que nao foi usado com o proprosito de ajuste.

Considere o quantil de ordem 7 de y;; como um parametro dado por:
Grij = Q- (yis | xij) = 953;57 + Vi
Amostras da distribuigao a posteriori de gf; pode ser obtida via MCMC, da forma:

o) = a0+ ol

para a iteracao k, k = 1,..., K. Com base nesta amostra, podemos obter, por exemplo

a média e variancia a posteriori, dadas, respectivamente, por:

E(qrij | ys) = K;qw :

K

2

Var(qm'j | ys = Z qTZ] - qu] ‘ ys)} .
k‘:l

De forma andloga, intervalos de credibilidade podem ser obtidos com base nos quantis
amostrais.
Usando ¢r;; = E(¢rij | ys) como estimativa pontual de ¢,;; e a propriedade que

relaciona valor esperado com funcao quantilica, obtém-se que:
By | 9) = [ dir (220)

Usando integra¢ao numérica de Monte Carlo a integral na Equagao (2.20) pode ser obtida

da seguinte forma:

™~

(yz] ‘ ys Z Tl,ij7

onde L é o ntmero de subdivisdes no espago de 7 € (0,1). Sendo assim, o parametro
populacional pode ser estimado da seguinte forma:

ZjESi Yig + Zj(}_fsi E(yij | vs)
N; ’

E(ez | ys) =
para todoz=1,...,m.
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2.3 Dados artificiais

Para avaliar empiricamente a metodologia de inferéncia para o modelo proposto gera-
mos dados artificiais e verificou-se as estimativas obtidas via MCMC para os parametros
do modelo utilizando o R Development Core Team (2015).

Os dados foram gerados do modelo proposto na Equacao (2.15), fixando p = 4,
B =(10,5,—-2,1), 02 =1 e 0. = 1, para cinco quantis diferentes 7 € (0.10,0.25,0.50, 0.75
e 0.90). Além disso, as trés covariaveis foram geradas de um modelo Normal e assumiu-se
m = 50 areas, e n; variando de 20 a 100 unidades. Uma amostra de 20% foi sorteada
dentro de cada pequena area, dessa forma n; varia entre 4 e 20 unidades. A distribuigao
a priori utilizada para o2 e o, foi IG(0.01,0.01), caracterizando assim uma distribui¢ao
a priori vaga.

Foram empregadas vinte e uma mil iteragoes do algoritimo MCMC em cada um
dos casos, considerando um aquecimento de mil iteragoes e um espagamento de cinco
iteragoes.

As caracteristicas das cadeias permitiram verificar visualmente, com valores iniciais
aleatoriamente escolhidos, uma convergéncia quase imediata e autocorrelacoes que ten-
dem rapidamente para zero. Isto permite obter amostras da distribuicao a posteriori
satisfatorias, com baixas autocorrelacoes.

A Tabela 2.1, apresenta a média a posteriori e intervalos de credibilidade de 95%
para todos os parametros do modelo, desta forma, avalia-se também a significancia. Na
grande maioria dos casos apresentados, o valor médio se encontra dentro do intervalo
de credibilidade de 95% e a média a posteriori proxima do valor verdadeiro. A Figura
2.2 apresenta um sumario da distribuicao a posteriori para os efeitos aleatérios. Para
todas as areas e quantis os valores verdadeiros encontram-se dentro dos intervalos de
credibilidade.

Algumas saidas de monitoramento das cadeias para diferentes quantis e parametros

estudados nesta simulagao, encontram-se nas Figuras B.1 e B.2 do Apéndice B.
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Tabela 2.1: Média a posteriori e intervalos de credibilidade de 95% para os parametros

Bi,i=0,...,3, 0% e o, obtidos a partir do ajuste do modelo proposto a dados artificiais,

para alguns quantis.

T Bo = 10 0L =5 by = —2 b3 =1 o2=1 o.=1
0.10 10.10 5.51 -1.91 1.03 1.19 1.04
(9.60,10.60) | (5.14,5.87) | (-2.12,-1.69) | (0.89,1.18) | (0.42,2.36) | (0.97,1.13)
0.95 9.99 5.21 -1.88 1.05 1.03 1.09
(9.58,10.38) | (4.95 ,5.46) | (-2.041,-1.73) | (0.95 ,1.16) | (0.46,1.88) | (1.00,1.18)
10.12 5.08 -1.87 1.01 0.93 1.05
0:50 (9.77,10.47) | (4.87,5.27) | (-2.00,-1.74) | (0.93,1.09) | (0.42,1.70) | (0.97,1.13)
10.11 4.93 -1.93 1.05 1.10 1.01
0751 071 1049) | (471 517) | (2.07-1.78) | (0.95 1.15) | (0.54,1.96) | (0.93.1.10)
9.94 4.69 -1.99 1.12 1.20 1.02
U0 0.411016) | (4.31.5.10) | (2.26-1.73) | (095.1.27) | (0.40.2.41) | (0.94.1.10)
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Capitulo 3

Aplicacoes a dados reais

Neste capitulo o modelo proposto para estimacao em pequenas areas a nivel de uni-
dade aplicamos o modelo proposto em trés bancos de dados reais. Os algoritmos de
amostragem de Gibbs, a manipulagao de dados e as analises foram feitas utilizando os
programas R Development Core Team (2017) e JAGS (Plummer et al., 2003).

A primeira aplicacao é feita a uma base de dados referente a agricultura. O banco
¢ amplamente utilizado na literatura para avaliar modelos de pequenas areas, com o
objetivo de estimar hectares de milho. A segunda aplicagao é realizada a uma base de
dados relacionada a renda também usada em Moura e Holt (1999) e Silva Ferraz (2011).
Nesta tem-se o objetivo de estimar a renda familiar de setores censitarios de um municipio
brasileiro. A terceira aplicacao usa um banco de dados educacionais e tem como objetivo
estimar a média escolar de um teste de portugués para alunos de uma determinada série
do ensino fundamental no municipio de Rondonia. Ao longo das aplicagoes o modelo
proposto sera ajustado para os mesmos quantis dos dados artificiais. Além disso, em
todas as aplicagoes o modelo proposto foi comparado com os modelos Normal, t-Student
e Normal-Assimétrico, tanto a nivel de estimacao dos parametros e interpretacao, como
a nivel de previsao. As comparacoes entre os modelos sao feitas usando, em particular,
o viés, erro quadratico médio e erro absoluto médio. O modelo Normal-Assimétrico foi
proposto por Azzalini (1985) dentro de uma familia de distribui¢bes paramétricas que
inclui a distribuicao Normal padrao como caso particular, porém com um parametro
extra que permite controlar a assimetria da distribuicao. O modelo Normal-Assimétrico

a nivel de unidade em pequenas areas foi desenvolvido em Silva Ferraz (2011).
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3.1 Aplicacao 1: Dados de agricultura dos EUA

Os dados utilizados sao referentes a 12 condados de Iowa, obtidos a partir de uma
Pesquisa Enumerativa de Junho de 1978 do Departamento de Agricultura dos EUA e de
satélites observatorios terrestres (LANDSAT) durante a estagao de crescimento de 1978.
O numero total de segmentos N; (tamanho da populagao) dentro de cada condado varia
de 402 a 965. O numero total de segmentos amostrados (tamanho da amostra) para os
12 condados é 37, e o tamanho da amostra n; (i = 1,...,12) dentro cada condado varia
de 1 a 6. Nesta aplicacao, os condados atuam como dominios e os segmentos de amostra
como unidades. Esses dados, utilizados por Battese et al. (1988), estao incluidos em dois
conjuntos de dados no R, chamados cornsoybean e cornsoybeanmeans. O conjunto de
dados cornsoybean contém c6digos dos condados, hectares de milho (CornHec) e hectares
de graos de soja (SoysBeanHec) em cada segmento da amostra dentro de cada condado,
o numero de pixels classificado como milho a partir de dados de satélite (CornPiz) e o
ntumero de pixels classificados como graos de soja (SoyBeansPiz). O dado cornsoybean-
means foi usado apenas como auxilio para extragao de informagoes sobre a populagao.

Alguns traballhos como Battese et al. (1988), Prasad e Rao (1990), Arima et al. (2012)
e Rao e Molina (2015) utilizaram esse banco de dados para para ilustrar suas andlises em
pequenas areas. Desta forma, utilizamos o mesmo banco dessas referéncias para avaliar
o comportamento do modelo proposto nesse trabalho, como uma ilustracao preliminar.

Define-se y;; = CornHec para a unidade j no condado %, x1,j= CornPiz para a unidade
J no condado i e xy;; = SoyBeansPix para a unidade j no condado i.

Sendo assim, nesta aplica¢ao ajustamos o modelo proposto em (2.16) assumindo p = 3,
logo z;; um vetor 3x 1 e 8 = (S, f1, B2)*. Ajustamos o modelo proposto para 5 diferentes
quantis: 0.10; 0.25; 0.50; 0.75 e 0.90. Além disso, ajustou-se os modelos Normal, t-
Student e Normal-Assimétrico ja conhecidos na literatura, para fins de comparacao.

Foram utilizadas distribuicoes a priori vagas e foram rodadas 21 mil iteracoes do
MCMC, com aquecimento de 1 mil e espacamento de 10, produzindo assim uma amostra
final da distribuicao a posterior: de tamanho 2 mil. A inspecao visual das cadeias levou
a concluir que a convergeéncia foi alcangada.

A Tabela 3.1 apresenta a média a posteriori e os intervalos de credibilidade de 95%
para as componentes do coeficiente da regressao [ obtidos para cada modelo. Nesta
tabela, nota-se que as estimativas pontuais variam levemente de acordo com o quantil
avaliado, ficando mais proximas nos quantis 7 = 0.25,0.50,0.75. Quando avaliamos o

coeficiente (31, associado ao numero de pixels classificado como milho, vemos que este
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é positivo e significativo para todos os modelos enquanto o coeficiente s, associado ao
niumero de pixels classificado como grao de soja, é negativo e nao é significativo para

todos os modelos ajustados.

Tabela 3.1: Média a posteriori e intervalos de credibilidade de 95% para as componentes
do coeficiente da regressao [ obtidos a partir do ajuste do modelo proposto para cinco

quantis e dos modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico.

Modelo Bo B Ba

7 =0.10 | 50.33 (-27.71,131.64) | 0.24 (0.07,0.41) | -0.07 (-0.28,0.09)
T =0.25 | 64.65 (-16.95,138.40) | 0.21 (0.07,0.39) | -0.09 (-0.28,0.07)
7 =0.50 | 62.35 (-15.93,148.14) | 0.26 (0.07,0.49) | -0.09 (-0.26,0.06)
7 =0.75 | 61.87 (-20.70,148.65) | 0.30 (0.10,0.48) | -0.09 (-0.26,0.06)
7 =0.90 | 72.42 (-16.27,159.34) | 0.29 (0.08,0.49) | -0.11 (-0.28,0.06)
Normal 55.29 (-47.29,98.27) | 0.28 (0.15,0.50) | -0.11 (-0.27,0.14)
t-Stud. 49.91 (-61.07,98.13) | 0.29 (0.15,0.53) | -0.09 (-0.29,0.15)
N.Assim. | 41.27 (-62.33,98.01) | 0.29 (0.10,0.54) | -0.11 (-0.34,0.15)

A Figura 3.1 apresenta as médias a posteriori e intervalos de credibilidade de 95% para
o efeito aleatorio v; para todas as pequenas dreas, com a finalidade de avaliar possiveis
mudancgas nestes efeitos para diferentes quantis. Em geral, as estimativas destes efeitos
sao semelhantes para todos os quantis estudados e estes apresentam-se nao significativos
para todas as areas. Além disso, estes resultados sao semelhantes aos obtidos quando os

modelos alternativos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico sao utilizados.
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Figura 3.1: Média a posteriori e intervalo de credibilidade de 95% para os efeitos

aleatorios v; para cada pequena area nos diferentes quantis.

Além disso, as estimativas para o, e g2 também nao variam de forma significativa

para os diferentes quantis utilizados.
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Os resultados mostrados sugerem que a proposta desta dissertacao, quando aplicada
neste conjunto de dados, obtém resultados andlogos aos obtidos nos demais artigos que
utilizaram o mesmo banco, com a vantagem de que a proposta fornece estimacao em
diferentes quantis, nao somente na média como usual, mas também em qualquer quantil

da variavel resposta.

3.2 Aplicacao 2: Dados de renda

Esta secao apresenta uma aplicacao em pequenas areas para dados de renda, os mes-
mos descritos em Moura e Holt (1999) e Silva Ferraz (2011). Estes dados foram extraidos
de um Censo Demografico Experimental, que consiste de informagoes sobre 38.740 do-
micilios em 140 dreas de enumeracao (setores censitdrios) que seriam as pequenas areas
neste caso. O objetivo consiste em estimar a renda familiar de setores censitarios de um
municipio brasileiro nas 140 dreas. Da mesma forma que Moura e Holt (1999), assume-se
a informacao disponivel no nivel da unidade (domicilio) e duas varidveis foram escolhidas
para ser o conjunto de variaveis auxiliares: o nimero de quartos no domicilio (1 — 8), z,
e o nivel de escolaridade do chefe de familia (escala ordinal de 0 — 17), xo. O nimero de
domicilios por area na populagao varia de 57 a 588. Desta forma, optou-se por utilizar
uma amostra de 5%, conforme sugerido no trabalho de Silva Ferraz (2011) que trabalha
com amostras. Portanto, as dimensoes das amostras por area (n;) variam de 3 a 30.

Desta forma, ajustou-se o modelo proposto neste banco de dados, assumindo p = 3,
logo z;; 6 um vetor 3x1e 8 = (B, B1, B2)". Uma andlise preliminar da varidvel renda para
algumas pequenas areas pode ser vista na Figura 3.2, a qual revela uma forte assimetria

a direita.
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Figura 3.2: Histograma com a distribuicao das rendas familiares para algumas pequenas

areas selecionadas aleatoriamente.

O modelo proposto foi ajustado para 5 diferentes quantis: 0.10; 0.25; 0.50; 0.75
e 0.90 assumindo os dados na escala original e na escala logaritmica, devido a visivel
assimetria. Para fins de comparagao foram ajustados também os modelos Normal e t-
Student ao logaritmo da renda e o modelo Normal-Assimétrico a renda na escala original.
Note que ajustar o modelo Normal na escala logaritmica ¢ equivalente a assumir o modelo
logNormal para a variavel na escala original.

Foram utilizadas distribuigdes a priori vagas e foram rodadas 11000 iteracoes do

MCMC, com aquecimento de 1000 e espagamento de 5, produzindo assim uma amostra
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final da distribuicao a posteriori de tamanho 2000. A inspecao visual das cadeias levou
a concluir que a convergéncia foi alcancada. As cadeias das componentes do coeficiente
B, 0. e 02 podem ser vistas nas Figuras B.4 e B.5, apresentadas no Apéndice B.

Na Tabela 3.2 sao apresentados a média a posteriori e os intervalos de credibilidade
de 95% de todos os coeficientes [3; obtidos para cada modelo para avaliar a significancia
nos diferentes quantis e modelos avaliados. Para os resultados obtidos usando os dados
na escala logaritmica, conclui-se que os efeitos das covariaveis para o modelo proposto
sao todos significativas e variam pouco entre os quantis. Apenas o quantil 75% revela um
ligeiro maior impacto da variavel nivel de escolaridade do chefe de familia no logaritmo
da renda. Entretanto, os efeitos de ambas as covaridveis nao sao significativos quando os
modelos Normal e t-Student sao ajustados. Um resultado semelhante é obtido quando
o modelo proposto e o modelo Normal-Assimétrico sao ajustados aos dados na escala
original. Os efeitos das covariaveis crescem um pouco a medida que o quantil aumenta e

os efeitos obtidos a partir do ajuste do modelo Normal-Assimétrico nao sao significativos.

Tabela 3.2: Média a posteriori e intervalos de credibilidade de 95% para os parametros

Bi, 1 =0,...,2, obtidos a partir do ajuste do modelo proposto na segunda aplicacao.
Modelo Bo B I
Dados na escala logaritmica

=010 |-2.35(-2.46-2.25) | 0.14 (0.10,0.18) 0.13 (0.13,0.14)
7=025 | -1.93(-2.03,1.98) | 0.16 (0.11,0.20) 0.13 (0.13,0.14)
=050 | -1.37 (-1.47,1.27) | 0.18 (0.14,0.23) 0.12 (0.11,0.12)
7=075 |-1.06 (-1.15-0.98) | 0.27 (0.23,0.28) 0.11 (0.10,0.12)
=090 |-0.51 (-0.61,-0.41) | 0.19 (0.15,0.23) 0.11 (0.10,0.12)
Normal | -0.41 (-0.54,-0.28) | -0.02 (-0.07,0.02) | 0.01 (-0.003,0.01)
t-Stud. | -0.40 (-0.53,-0.27) | -0.02 (-0.08,0.02) | 0.007 (-0.002,0.016)

Dados na escala original
N. Assim. | 0.07 (0.03,0.10) | -0.003 (-0.01,0.013) | 0.0002 (-0.002,0.003)

7 =010 | 0.007 (-0.03,0.04) | 0.03 (0.02,0.05) 0.04 (0.04,0.05)
7=025 | 0.01(-0.03,0.07) | 0.06 (0.04,0.09) 0.07 (0.06,0.07)
7 =050 | 0.01(-0.04,0.08) | 0.13(0.10,0.16) 0.10 (0.09,0.11)
T=075 | 0.12(0.03,0.22) | 0.17 (0.12,0.23) 0.16 (0.15,0.17)
7=090 | 0.41(0.26,0.56) | 0.23 (0.17,0.29) 0.21 (0.19,0.22)

O parametro de assimetria A da distribuicao Normal assimétrica obteve média a poste-
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riori 40.49 com intervalo de credibilidade de 95% em (27.42,58.91), mostrando ser signifi-
cativo. Este fato comprova a necessidade em ajustar modelos que levem em consideracao
de forma mais apropriada a assimetria. O grau de liberdade do modelo t-Student, por sua
vez, foi estimado em 17.73 com intervalo de credibilidade de 95% de (9.74,35.93), logo
um modelo com cauda pesada pode ser apropriado mas nao € estritamente necessario.
Sendo assim, principalmente pela assimetria presente, o modelo proposto se mostra como
uma alternativa apropriada para este caso, que fornece resultados flexiveis.

As Figuras 3.3 e 3.4 apresentam um sumario da distribuicao a posterior: dos efeitos
aleatérios v; para cada pequena area obtidos com base no modelo proposto para cada um
dos quantis considerados, e para os dados na escala logaritmica e na escala original, res-
pectivamente. Os pontos representam as médias a posteriori e os segmentos os respectivos
intervalos de credibilidade de 95%. Enquanto a quantidade de efeitos aleatdrios signifi-
cativos aumenta mais nos extremos quando comparado a quantis intermediarios quando
os dados na escala logaritmica sao utilizados, o mesmo sé ocorre no quantil 90% para os
dados na escala original. Além disso, a incerteza na estimacao dos efeitos aleatérios varia
por quantil. Na Figura 3.4 a escala para o quantil 7 = 0.90 foi modificada para facilitar

a visualizacao.
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Figura 3.4: Média a posteriori e intervalo de credibilidade de 95% para os efeitos

aleatorios v; em cada pequena area para o modelo proposto ajustado para diferentes

quantis, com dados na escala original.

A fim de complementar a analise anterior, a Tabela 3.3 mostra a proporcao dos efei-
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tos aleatdrios que sao significativos. Como esperado, os resultados variam no modelo
proposto para diferentes quantis, tendo uma maior proporcao de efeitos aleatérios sig-
nificativos nos extremos. No ajuste aos dados da escala logaritmica os modelos Normal
e t-Student produzem resultados neste caso um pouco distintos do modelo na mediana.
Este fato aliado as estimativas dos coeficientes da regressao apresentadas anteriormente
sugere que os resultados destes modelos nao sao facilmente comparaveis aos obtidos com

base no ajuste na mediana.

Tabela 3.3: Porcentagem de efeitos aleatdrios significativos para cada modelo ajustado.

Modelo quantilico Modelos
0.10 0.25 0.50 0.75 0.90 | Normal t-Stud. N.Assim.
log(y;;) | 32.85 5.71 1.43 4.28 40.00 | 13.57 12.85 -
Yij 0 0 0 428 52.86 - - 0

Dados

3.2.1 Previsao

Um dos maiores interesses no problema de estimagao em pequenas areas € fazer pre-
visao, neste caso, para as unidades nao observadas e média populacional dentro de
cada pequena &area. Nesta secao realizou-se previsoes com base no modelo proposto e
comparou-se estas com as previsoes obtidas a partir dos modelos t-Student, Normal e
Normal assimétrica. Em particular, nesta aplicagao utilizou-se apenas a alternativa 1
de previsao apresentada na Secao 2.2.3, considerando cada um dos 5 quantis analisa-
dos. Como o valor verdadeiro da média em cada pequena area é conhecido, para fins de
comparagao os resultados foram resumidos em termos do vicio, erro quadratico médio
relativo (EQMR) e erro médio absoluto relativo (EMAR) para cada pequena area.

Com o objetivo de uma avalia¢ao inicial mais profunda, nas Figuras 3.5 e 3.6 estao os
boxplots dos vicios a nivel de unidade, na escala logaritmica e na escala original, dentro de
cada area. Quando o ajuste é feito aos dados na escala logaritmica, os boxplots na maioria
das vezes encontram-se centrados no zero, indicando que o modelo proposto quando
aplicado neste conjunto de dados obtém resultados razoaveis com relagao a previsao a
nivel de unidade para cada quantil ajustado. Em particular, quantis mais proximos da
mediana geram ainda menores vicios. Por outro lado, quando o ajuste é feito aos dados na
escala original, resultados melhores sao obtidos em quantis menores ou iguais a mediana,
sendo a mediana ainda o quantil com melhores resultados acerca de previsao a nivel de

unidade.
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Figura 3.5: Boxplot do vicio da previsao para as unidades nao observadas em cada
pequena area com base no modelo proposto ajustado para os quantis 0.10, 0.25, 0.50,

0.75 € 0.90. Os resultados foram obtidos usando os dados na escala logaritmica.
31



Vicio

LRI LR RN RN RN RN LRI AR AL RN AL AR R R A AL R A L AR R R R AR R
147 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67 71 75 79 83 87 91 95 99 104 110 116 122 128 134 140

Areas

(a) Quantil 0.10

Vicio

F e RN AL RN AR R LRI AR AL LR R AL LR R AR R R R R R L R LR R R R R
147 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67 71 75 79 83 87 91 95 99 104 110 116 122 128 134 140
Areas

Vicio

LRI LR RN RN RN RN LRI AR AL RN AL AR R R A AL R A L AR R R R AR R
147 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67 71 75 79 83 87 91 95 99 104 110 116 122 128 134 140

Areas

(c¢) Quantil 0.50

Vicio

LRI LR RN RN RN RN LRI AR AL RN AL AR R R A AL R A L AR R R R AR R
147 1115 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 50 63 67 71 75 79 83 87 91 95 99 104 110 116 122 128 134 140

Areas.

(d) Quantil 0.75

Vicio

LRI LR RN RN RN RN LRI AR AL RN AL AR R R A AL R A L AR R R R AR R
147 11 15 10 23 27 31 35 30 43 47 51 55 59 63 67 71 75 79 83 87 91 95 99 104 110 116 122 128 134 140

Areas.

(e) Quantil 0.90

Figura 3.6: Boxplot do vicio da previsao para as unidades nao observadas em cada
pequena area com base no modelo proposto ajustado para os quantis 0.10, 0.25, 0.50,

0.75 € 0.90. Os resultados foram obtidos usando os dados na escala original.
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A Figura 3.7 apresenta o boxplot dos vicios relativos para a previsao da média po-
pulacional para cada pequena area, para cada um dos modelos ajustados, considerando
ainda os dados na escala original e logaritmica. Os boxplots gerados na sua maioria
apresentam a mediana préxima do zero, porém é visivel a diferenca em utilizar a trans-
formacao logaritmica na variavel resposta para os quantis. Neste caso, os quantis 0.10
e 0.25 apresentam um desempenho inferior aos quantis 0.50 e 0.75, os quais obtiveram
melhores resultados. O quantil 0.90 gera maior variabilidade nas previsoes para as areas.
Por outro lado, quando o modelo proposto é ajustado aos dados originais, melhores re-
sultados sao alcancados nos quantils 0.10, 0.25 e 0.50, o que acredita-se que tenha relacao
com a assimetria dos dados. Comparando estes dois casos de forma geral, conclui-se que
na maioria das vezes ha menor variabilidade no ajuste com os dados na escala original.

Os modelos Normal e t-Student, quando ajustados aos dados na escala logaritmica,
tém um bom poder preditivo, até superior ao do modelo Normal-Assimétrico. Final-
mente, conclui-se que o modelo proposto para os dados na escala original apresenta
resultados competitivos nos quantis 0.10, 0.25 e 0.50 com relagao aos modelos tradicio-

nais.
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Figura 3.7: Boxplot do vicio relativo da previsao da média populacional em cada pequena
area com base no modelo proposto ajustado para os quantis 0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 0.90
e nos modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico. Os quantis com o simbolo *
indicam que o ajuste do modelo proposto foi feito aos dados na escala logaritmica, assim
como os modelos Normal e t-Student. Os demais resultados foram obtidos usando os

dados na escala original.

Complementando a analise anterior, calculou-se a raiz EQMR e o EMAR para as
médias em cada area. As Figuras 3.8 e 3.9 mostram os boxplots destas medidas para cada
um dos modelos ajustados. Pode-se observar que os ajustes que consideram um modelo de
previsao com os dados na escala original usando o modelo proposto apresentam menores
valores para a raiz do EQMR e para o EMAR quando comparado ao ajuste usando
os dados na escala logaritmica. Além disso, o modelo proposto utilizando os quantis
menores ou iguais a mediana, para os dados na escala original, se mostra competitivo
quando comparado com os modelos usuais da literatura. Neste caso, ainda melhores
resultados sao obtidos na mediana. Portanto, ha um ganho substancial em termos destas
medidas em fazer previsao utilizando regressao quantilica bayesiana para modelos de

pequenas areas a nivel de unidade.
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Figura 3.8: Boxplot da raiz do EQMR da previsao da média populacional em cada
pequena area com base no modelo proposto ajustado para os quantis 0.10, 0.25, 0.50,
0.75 e 0.90 e nos modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico. Os quantis com
o simbolo * indicam que o ajuste do modelo proposto foi feito aos dados na escala
logaritmica, assim como os modelos Normal e t-Student. Os demais resultados foram

obtidos usando os dados na escala original.
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Figura 3.9: Boxplot do EMAR da previsao da média populacional em cada pequena area
com base no modelo proposto ajustado para os quantis 0.10, 0.25, 0.50, 0.75 ¢ 0.90 e nos
modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico. Os quantis com o simbolo * indicam
que o ajuste do modelo proposto foi feito aos dados na escala logaritmica, assim como
os modelos Normal e t-Student. Os demais resultados foram obtidos usando os dados na

escala original.
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Finalmente, a Tabela 3.4 apresenta as médias do EQMR e do EAMR para as pequenas
areas para os modelos ajustados. Segundo essas medidas o modelo proposto ajustado ao
dado na escala original se mostrou competitivo com outros modelos usuais na literatura,

quando quantis menores sao considerados.

Tabela 3.4: Média da raiz do Erro Quadratico Médio Relativo e Erro Abssoluto Médio
Relativo da previsao da média populacional em cada pequena area considerando o modelo

proposto para diferentes quantis e os modelos normal, t-student e normal assimétrico.

Dados 0.10 0.25 0.50 0.75 0.90 Normal T-stud. N.Assim

log(y;;) 524 442 385 3.70 452 137  1.37 -
EQMR

Yij 1.38 1.27 1.26 1.57 2.14 - - 1.40

log(y;;) 140 1.13 0.78 0.78 1.45 0.19 0.29 -
EMAR

Yij 0.32 0.27 0.16 0.38 0.62 - - 0.32

3.3 Aplicacao 3: Dados educacionais

Os dados utilizados nesta aplicacao referem-se a Prova Brasil e estao disponiveis no
site do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep).

A Prova Brasil foi criada em 2005 a partir da necessidade de ampliacao do Sistema
Nacional de Avaliagao da Educagao Basica (Saeb), passando a avaliar todos os estudantes
da rede publica urbana de ensino, de 4% e 82 séries do ensino fundamental. Os resultados
sao disponibilizados para o Brasil, Unidades da Federacao, municipios e escolas partici-
pantes. Neste trabalho, como ilustracao consideramos apenas os estudantes de quinta
série do ensino fundamental que fizeram a prova do ano de 2011. Como area foi utilizado
os municipios de Rondonia e como unidade as escolas dentro de cada municipio.

Esses dados consistem de N = 24900 escolas em m = 52 dreas de enumeragao (mu-
nicipios de Rondénia). De acordo com os objetivos deste tipo de prova, avaliou-se a
qualidade da educacao e as desigualdades existentes, considerando assim, trés variaveis
auxiliares: uma dummy indicando se o aluno pertence a escola que temd ependéncia
administrativa estadual ou municipal, 1, uma dummy indicando se é o aluno estuda em
escola da zona urbana ou rural , x5, e a nota do aluno na proficiéncia em matematica, xs.
Considerou-se como variavel de interesse a proficiéncia média das escolas em Portugués,
avaliando assim nao apenas as desigualdades regionais dentro do estado de Rondonia,

como também se ha influéncia na area do aprendizado em matematica em relacao ao
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da lingua portuguesa. O numero de escolas por drea na populagao (N;) varia de 20 a
6440. Desta forma, optou-se por utilizar uma amostra de 10%, ou seja as dimensoes das
amostras do conjunto de dados (n;) variam de 2 a 644.

Logo, nesta aplicacao, ajustou-se o modelo proposto neste banco de dados, assumindo
p =4, logo x;; é um vetor 4 x 1 e B = (B, 51, P2, B3)". Uma anédlise preliminar da dis-
tribuicao da variavel resposta para algumas pequenas areas selecionadas aleatoriamente
pode ser vista na Figura 3.10. Os histogramas revelam uma leve assimetria a direita para

algumas areas.
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Figura 3.10: Histograma com a distribuicao das notas médias das escolas na proficiéncia

em portugues para algumas pequenas areas selecionadas aleatoriamente.
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O modelo proposto foi ajustado para 5 diferentes quantis: 0.10; 0.25; 0.50; 0.75 e
0.90. Além disso, para fins de comparacao foram ajustados também os modelos Normal,
t-Student e Normal-Assimétrico ja conhecidos na literatura. Também nesta aplicacao
além da previsao usando a distribui¢ao preditiva (alternativa 1), considerou-se a previsao
usando a distribuicdo a posteriori dos quantis (alternativa 2), ambas descritas na Segao
2.2.3.

Foram utilizadas distribuicoes a priori vagas e foram rodadas 11000 iteracoes do
MCMC, com aquecimento de 1000 e espacamento de 10, produzindo assim uma amostra
final da distribuicao a posteriori de tamanho 1000. As Figuras B.6 e B.7 do Apéndice B
com os tracos das cadeias geradas dos parametros Sy, 51, B2, B3 € 0. € 0, respectivamente,
sugerem que a convergencia foi alcangada.

A Tabela 3.5 apresenta a média a posteriori e os intervalos de credibilidade de 95%
para os ceoficentes da regressao obtidos para cada um dos modelos ajustados. O coefici-
ente (3 relacionado a dependéncia administrativa da escola, nao se mostra significativo
para o modelo proposto e se mostra significativo para os demais modelos. O coefici-
ente (5 relacionado a localizacao da escola nao é significativo em nenhum quantil para
o modelo proposto e para os demais modelos. J& a proficiéncia em matematica medida
pelo coeficiente 3 esta diretamente relacionada com a variavel de interesse para todos

os modelos, tendo uma variacao dependendo do quantil de interesse.

Tabela 3.5: Média a posteriori e intervalos de credibilidade de 95% para os parametros
Bi, i =0,...,3, obtidos a partir do ajuste do modelo proposto para cinco quantis e dos

modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico.

Modelo Bo B B B3

7 =0.10 | 48.28 (37.20,58.22) | 0.48 (-3.23,2.45) | -3.38 (-7.14,0.48) | 0.49 (0.45,0.52
7 =025 | 50.45 (39.98,61.66) | 0.72 (-2.35,3.62) | -3.04 (-6.74,0.52) | 0.52 (0.52,0.59
7 =050 | 50.39 (39.22,61.94) | 0.80 (-2.41,3.99) | -3.10 (-7.15,0.67) | 0.55 (0.52,0.59
7 =0.75 | 71.93 (61.15,83.08) | 0.19 (-2.68,3.36) | -2.10 (-6.11,2.21) | 0.66 (0.62,0.69
7 =0.90 | 84.89 (73.00,95.78) | 0.03 (-2.66,2.85) | -3.50 (-7.02,-0.07) | 0.70 (0.67,0.73
Norm. | 99.16 (96.96,99.97) | 15.62 (10.53,20.27) | 1.92 (-5.47,10.15) | 0.16 (0.12,0.20
t-Stud. | 99.17 (97.12,99.98) | 15.58 (10.02 ,21.23) | 1.52 (-6.93,10.23) | 0.16 (0.12,0.20
N.Assim. | 98.72 (95.34,99.96) | 5.81 (1.40,10.24) | -0.27 (-7.21,5.83) | 0.10 (0.07,0.13

O parametro de assimetria A da distribuicao Normal assimétrica obteve média a

posteriori 2.91 com intervalo de credibilidade de 95% em (2.66,3.25), mostrando ser
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significativo e indicando que um modelo que acomode assimetria pode ser interessante.
Por outro lado, o parametro de graus de liberdade do modelo t-Student foi estimado em
40.26 com intervalo de credibilidade de 95% de (21.65,60.58), sugerindo que pode haver
necessidade de adotar um modelo que acomode caudas pesadas, mas nao é estritamente
necessario.

A Figura 3.11 apresenta um sumario da distribuicao a posteriori dos efeitos aleatorios
v; para cada pequena area, obtidos com base no modelo proposto para cada um dos
diferentes quantis. Observou-se novamente que a significancia do efeito aleatério das
pequenas areas mudam de acordo com o quantil estudado, logo estudar diferentes quantis
pode levar a interpretacoes diferentes e mais completas acerca dos efeitos aleatorios. Por
exemplo as areas 2, 46 e 47 possuem efeitos significativos para os quantis 0.10 e 0.25 e
nao significativos para os demais. Ja as areas 7 e 23 possuem efeitos de area significativos

nos quantis superiores de 0.75 e 0.90 e nao significativos nos menores quantis.
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aleatérios que sao significativos. Note que estes resultados para o modelo proposto di-
ferem bastante dos modelos usuais, sugerindo também nesta analise que nao é possivel
uma comparacao direta de resultados, inclusive na mediana. Os resultados mostram,

portanto, que a analise pode ser tornar mais completa ao avaliar diferentes quantis.

Tabela 3.6: Porcentagem de efeitos aleatorios significativos para cada modelo ajustado.

Modelo quantilico Modelos
0.10 0.25 0.50 0.75 090 | t-Stud. Normal N.Assim
23.07 2692 0 36.92 19.23 | 13.46 11.54 13.46

3.3.1 Previsao

Nesta secao realizou-se previsoes com base no modelo proposto e comparou-se estas
com as previsoes obtidas a partir dos modelos t-Student, Normal e Normal assimétrica.
Nesta aplicagao foi utilizada a alternativa 1 e alternativa 2 apresentadas na Secao 2.2.3,
considerando cada um dos 5 quantis analisados. Como o valor verdadeiro da média em
cada pequena area é conhecido, para fins de comparacao os resultados foram resumidos
em termos do vicio, Erro Quadrético Médio (EQM) e Erro Médio Absoluto (EMA) para
cada pequena &rea.

A Figura 3.12 mostra que os boxplots das previsoes a nivel de unidade utilizando a
alternativa 1 de previsao (Sec¢ao 2.2.3) se encontram no geral centrados no zero, indicando
que o modelo proposto gerou previsoes satisfatérias. Nota-se diferencas entre as areas,
tendo por exemplo a area 18 com vicio mais distante do zero nos quantis de 0.10 e 0.25.
Esse fato se altera principalmente nos quantis de 0.75 e 0.90. O mesmo ocorre para outras
areas, como as areas 24 e 25 que apesar de terem vicios centrados no zero nos quantis
de 0.10, 0.25 e 0.50, se distanciam nos quantis de 0.75 e 0.90. Fazendo uma analise
mais profunda notou-se que os resultados estao assossiados a assimetria dos dados nestas
areas. Dessa forma, a regressao quantilica mostra-se promissora neste caso, permitindo
ainda a flexibilizacao de estudar diferentes quantis condicionais a variavel resposta.

A Figura 3.13 mostra os boxplots do vicio a nivel de unidade para a previsao utilizando
a alternativa 2 apresentada na Segao 2.2.3. Os vicios neste caso também estao centrados

no zero com resultados siatisfatérios.
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Figura 3.13: Boxplot do vicio da previsao utilizando a alternativa 2 da média populacional

em cada pequena area a nivel de unidade.

Em particular, usando a alternativa 1 de previsao os ajustes que consideram um
quantil mais préximo da mediana geram ainda melhores previsoes, com respeito ao vicio.
Sugerimos, portanto, que a previsao seja feito com base em um ajuste do modelo para
um quantil mais central neste caso. Desta forma, a Figura 3.14 é uma medida resumo
para avaliar qual foi o melhor método de previsao a nivel de unidade, dado que ele
apresenta boxplots da divisao do melhor quantil avaliado na alternativa 1 (7 = 0.50)
sobre a alternativa 2. Essa razao quando menor do que um indica que a previsao feita
com a alternativa 2 gerou menor vicio do que a alternativa 1. Sobre essa andlise temos
dentre as 52 areas, 27 com mediana menor do que 1, e 25 acima de 1. Ou seja, em relagao

ao quantil estudado, a alternativa 2 se mostrou melhor.
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Figura 3.14: Boxplot da razao entre o vicio da previsao da média populacional da al-
ternativa 2 em relagao a alternativa 1 em cada pequena area. Os boxplots em branco
indicam que a divisao das previsoes feitas foi maior do que 1, ou seja, que a alternativa

1 gerou menores vicios do que a alternativa 2.

A Figura 3.15 mostra os boxplots dos vicios da previsao das médias populacionais em
cada area para o modelo proposto e os modelos t-Student, Normal e Normal assimétrica,
com o objetivo de uma avaliagao inicial mais profunda. Os boxplots em geral apresentam
medianas proximas de zero. O modelo proposto quando aplicado neste conjunto de dados
gera menores vicios a nivel de previsao tanto na alternativa 1 para os quantis 0.25, 0.50
e 0.75 como na alternativa 2, sendo comparaveis nestes casos com os modelos usuais na

literatura. O menor vicio é alcancado na previsao usando o modelo ajustado na mediana.
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Figura 3.15: Boxplot do vicio da previsao da média populacional em cada pequena area
com base no modelo proposto considerando a alternativas 1 ajustado para os quantis 0.10,
0.25, 0.50, 0.75 e 0.90 e para o modelo proposto utilizando a alternativa 2 de previsao

(NP) e os modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico.

Complementando a andlise anterior, calculou-se o EQM para as médias em cada érea.
A Figura 3.16 mostra o boxplots destas medidas para cada um dos modelos ajustados.
Pode-se observar que as previsoes usando a alternativa 2 apresentam menores valores
de EQM. Isto ocorre pois essa abordagem faz uma média entre os quantis avaliados,
reduzindo a variabilidade. A alternativa 1 para quantis centrais também gera resultantes
promissores quando comparado com os modelos usuais da literatura. Pode-se observar
que os ajustes que consideram os quantis 0.25, 0.50 e 0.75 sao melhores quando compa-

rados com os modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico.
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Figura 3.16: Boxplot do EQM da previsao da média populacional em cada pequena area
com base no modelo proposto considerando a alternativas 1 ajustado para os quantis 0.10,
0.25, 0.50, 0.75 e 0.90 e para o modelo proposto utilizando a alternativa 2 de previsao

(NP) e os modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico.

Finalmente, a Tabela 3.7 apresenta as médias do EQM para as pequenas areas para
os modelos ajustados. Segundo essa medida a previsao utilizando a alternativa 1 se
mostrou competitiva quando comparada com a previsao utilizando outros modelos usuais
na literatura, quando ajustado para quantis centrais. Pode-se observar também que o
EQM da previsao usando a alternativa 2 apresenta o menor valor quando comparado
com os demais modelos. Portanto, ha um ganho em fazer previsao no modelo proposto
utilizando a alternativa 2 e alternativa 1 para quantis centrais quando comparada aos

demais modelos.

Tabela 3.7: Média do Erro Quadratico Médio da previsao da média populacional em
cada pequena area considerando o modelo proposto utilizando a alternativa 1 para os
diferentes quantis e para o modelo proposto utilizando a alternativa 2 de previsao (NP)

e os modelos Normal, t-Student e Normal-Assimétrico.
0.10 0.25 0.50 0.75 0.90 T-std. Norm. N.Assim. NP

EQM [4428.72 3189.80 2591.91 3207.58 4613.68 3253.67 3273.01 3243.03 654.30
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Capitulo 4
Conclusao e trabalhos futuros

Neste trabalho apresentamos uma nova classe de modelos flexivel para estimacao em
pequenos dominios a nivel de unidade. A metodologia baseia-se em modelos de regressao
quantilica e permite fazer analises nao somente baseadas em medidas de tendéncia central,
como a média, por exemplo, mas para qualquer quantil de interesse. A escolha do
quantil pode estar associada a algum interesse especifico da aplicacao pratica ou ainda
por questoes de robustez, na presenca de heteroscedasticidade e valores discrepantes.

Como problemas de estimagao em pequenas areas envolvem muitas vezes tomadas de
decisao, abordar quantis extremos pode ser mais interessante que a média, por exemplo,
na adocao de medidas ou politicas publicas. Por outro lado, também é possivel tratar
diversos quantis e assim tragar uma cenario mais completo.

Como o modelo proposto tem a mesma estrutura geral de modelos usuais a nivel de
unidade, ou seja, uma parcela que incorpora o efeito de covariaveis e outra com efeitos
aleatorios especificos de area. Porém, na regressao quantilica, além de poder estudar
os efeitos das covaridveis para diversos quantis, é possivel avaliar os efeitos aleatdrios
também variando por quantil.

O modelo proposto fundamenta-se no paradigma bayesiano de inferéncia e, portanto,
o modelo proposto é construido assumindo a distribuicao Laplace Assimétrica para a
variavel de interesse, independente da real distribuicao dos dados.

Métodos de MCMC sao utilizados para obter amostras da distribuicao a posteriori
do vetor paramétrico. Em particular, utilizamos a representacao de mistura locagao-
escala da distribuicao Laplace Assimétrica, a fim de usar apenas o amostrador de Gibbs,
garantindo assim menor custo computacional.

Como é de grande interesse fazer previsao neste contexto, duas alternativas foram
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apresentadas. A primeira baseia-se no modelo Laplace assimétrico e difere dependendo
do quantil fixado, a segunda usa a ideia de que o valor esperado pode ser aproximada
por uma média de todos os quantis, sendo essa aparentemente mais promissora.

As aplicacoes apresentadas neste trabalho ilustram que o modelo proposto pode forne-
cer resultados bem diferentes entre quantis e quando comparado com modelos tradicionais
como o normal, t-student e normal assimétrico, no que se refere ao ajuste. Com relacao
ao poder preditivo, medido com base no vicio, EQM e EAM, o modelo proposto apresenta
melhores resultados em algumas situagoes.

Extensoes futuras podem ser feitas considerando outras abordagens de regressao
quantilica bayesiana que nao s6 usando a distribuicao Laplace Assimétrica. Uma al-
ternativa por exemplo seria usar uma extensao mais flexivel desse modelo, conhecida
como Laplace Assimétrica generalizada (Yan e Kottas, 2017). Por fim, sugere-se também
um estudo mais a fundo da alternativa 2 de previsao e propor para este método uma me-
dida de variabilidade, dado que o modelo proposto para este tipo de previsao s6 estima
a média. Neste mesmo método uma questao relevante que desejamos ainda explorar é a
previsao com quantis equiespagados e em maior quantidade, pois acredita-se que poderia
fornecer melhores previsoes. Contudo, para utilizacao de um nimero maior de quantis a
rotina computacional possivelmente precisard ser otimizada, dado que o tempo compu-
tacional para realizar as aplicagoes 2 e 3 foram grandes. Principalmente quando foi-se
necessario, na aplicagao 3, fazer a média a posteriori dos quantis na alternativa 2 de

previsao.
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Anexo A

Resultados uteis

A.1 Distribuicao gaussiana inversa generalizada

Como definido em Jorgensen (1982), Y tem distribuigdo gaussiana inversa generali-
zada, representada por GIG com parametros A,y e 1, denotada por Y ~ GIG (A, x, )

se a sua f.d.p. é dada por:

-1

*le:cp[y(xy’l + Uy)] (A1)

Pl ) = 5y

para y € R, sendo A € R, x, ¥ € R, k) é a funcao de Bessel modificada do terceiro tipo
com indice .

A.2 Demostracao dos resultados da secao 2.1.2

Demonstragao (Kotz et al., 2001b):
Seja € ~ LA,(0,1).Entao a f.d.p. de € é dada por:

fle|T) = 7(1 = 1)exp(—p-(€)), sendo
pr(€) =er — I(e <0)
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A fungao caracteristica de € pode ser obtida como:

pe(t) = Ele™]

= /_OO e f(e)de
= 7(1- T)[/_ exp(ite + (1 — 7)e)de + /OOO exp(ite — qe)de|
R
= (=Dl 0+ - =]
1

= 7'(1 — T)[(Zt +1— 7_)(7_ _ Zt)]
_ il =2ntr(l-7),
= | T(1—1) ]

1 2 1—-27 .
B [mt (7(1—7))t+1]

Por outro lado, sejam U ~ e(1) e Z ~ N(0,1). A fungao caracteristica de ex = a,U +
b.v/UZ pode ser expressada como:

S

906* (t) — e’LtE*]

[
= E[
_ E[E[expit(aTUﬂ-bTﬁZ)HU _ ’LL]

[e.9]

exp(ita,u) Elexp(itb,/uZ))e "du.

it(ar U+brme)]

gy

I
S~

Sabe-se que se Z ~ N(0, 1), entdo sua fungao caracteristica é:

p-(t) = exp[5

que substituido na Equagao vista, resulta em:

o 1
— / exp(itafu)e:z:p(—éthiu)]e_“du.
0

o 1
- / exp (—u(l + 575263 —ia,t))du
0

exp(—u(l + 3?02 — ia,t)
—(1+ 3202 —ia.t

b2

:[jﬂ—mJ+UT1

- |

Iy
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. ~ (o ~ . _ 1-2r7 2 _
Finalmente, as duas fungoes caracteristicas sao equivalentes quando a, = ion © b: =
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Apeéendice A
Rotina computacional

library(rlist)

library (mvtnorm)
library(invgamma)
library(ggplot2)
library(dplyr)

library(tidyr)

library(xtable)
library(gamlss)
require(GeneralizedHyperbolic)

require(ald)
#Modelo quantilico bayesiano a nivel de Unidade #

#set.seed(200)

# Geracao de dados artificiais
m = 50 # nudmero de areas

n_i = sample(20:100,m)

n = sum(n_1i)

# coeficientes beta verdadeiros
beta <-c(10, 5, -2, 1)
# gerando matriz de covariaveis

x = list() #
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for(i in 1:m)

{

x[[1]] = matrix(NA,nrow=length(beta),ncol=n_i[i])

for(j in 1:n_i[i])

{

x[[111L,3j] =

c(l,rnorm(1, 0, 1), rnorm(1l, 0.5,sqrt(2)),rnorm(1,1,sqrt(5)))
1}

# verdadeiro sigma2_e, sigma2_v
sigma2_e<-1
sigma2_v<-1

vi<-rnorm(m,0,sqrt(sigma2_v))

tau = 0.50 #(quantil)

a_tau = (1-(2*xtau))/(taux(1-tau))
b_tau = 2/(taux(1-tau))
w=1list ()

for(i in 1:m)

{

wl[i]] = matrix(NA,nrow=1,ncol=n_i[i])
for(j in 1:n_i[i])

{

wllill[,j] =
c((rexp(1,1/sigma2_e)))
1}

# Gerando amostra de y
y = list()

for(i in 1:m)

{

y[[il] = rep(NA,n_i[i])
for(j in 1:n_i[i])

{
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y[[i1]1 [j] = rnorm(1,x[[i]] [, jl%*%betatvili]+a_tauxw[[il][,j],
sqrt (b_tauxsigma2_exw[[i]][, ;1))

1}

# Ajuste do modelo

iter = 21000

# Hiperparametros

a_v<-0.01

b_v<-0.01

a_e<-0.01

b_e<-0.01

#valores iniciais

beta0 = runif(length(beta),0,10)
1

1

sigma2_e0

sigma2_vO0

vi0 = rnorm(m)

w0=1ist ()

for(i in 1:m)

{

wO[[1i]] = matrix(NA,nrow=1,ncol=n_i[i])
for(j in 1:n_i[i])

{

wol[ill[,j] =

c((rexp(1,2)))

T}
listal = x # Covariaveis
lista2 = y # Variavel resposta

lista3 =wO0 # valor inicial para wij

# Selecionando a amostra

tamanhos = n_1i
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selecionados = 1list()

ns=NULL

for(i in 1:length(listal)){
ns[i]=ceiling(0.2*tamanhos[i])

selecionados[[i]] = sort(sample(l:tamanhos([i],ns[i]))

b

Xxs = X; ys =y ;ws= w0

for(i in 1:length(listal)){

xs[[i]] = matrix(listal[[i]][,selecionados([[i]]],
ncol=length(selecionados[[i]]))

ys[[i]] = lista2[[i]] [selecionados[[i]]]

ws[[1i]] = matrix(lista3[[i]][,selecionados([[i]]],
ncol=length(selecionados[[i]]))

}

XS; yS; WS

ntotals = sum(ns)

betapost = matrix(NA,nrow=length(beta),ncol=iter)
sigmaepost = c() #

v_ipost = matrix(NA,nrow=m,ncol=iter)

wpost=list()

for(i in 1:m)

{

wpost[[i]] = matrix(NA,nrow=iter,ncol=length(ys[[i]]))
for(j in 1:length(ys[[il]))

{

wpost [[11][,j] =

c(NA)

1}

sigmavpost = c()

# iteracao 1

vic = vi0
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sigma2_ec = sigma2_e0
betac = betal
sigma2_vc = sigma2_vO

wijc=ws

betapost[,1]<-betal
sigmaepost[1]<-sigma2_e0
sigmavpost [1]<-sigma2_vO0
v_ipost[,1]<-vi0

for(1l in 2:iter ){

xprimex = 0

for(i in 1:m){

for(j in 1:length(ys[[i]11)){

xprimex = xprimex + (xs[[i]J][,jl%*ht(xs[[i]]1[,j1)/wijcl[il][,jD)
T}

# sampling beta

mediabeta = rep(0,length(betac))

varibeta = solve(xprimex/(b_tauxsigma2_ec))

for(i in 1:m)

{

for(j in 1:length(ys([[il]))

{

mediabeta = mediabeta + (xs[[i]][,j]/(b_tau*sigma2_ec*wijc[[i]1][,j]))*
(ysUlill [j]l-vic[il-a_tauxwijc[[i]][,j])

1}

mediabeta = varibetal*)mediabeta

betac <- rmvnorm(n = 1,mediabeta,varibeta)

sigmawij = (a_tau"2/(b_tauxsigma2_ec))+(2/sigma2_ec)

for(i in 1:m)

{
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for(j in 1:length(ys[[ill))

{

muwij =((ys[[i]] [j1-(xs[[i]] [, j1)%*%t(betac)-vicl[i])~2)/
(b_tu*sigma2_ec)

wijc[[i]1[,j] <- rgig(n = 1,muwij,sigmawij,0.5)

1}

# sampling sigma2_e

alphasige = 3*ntotals/2 + a_e

soma = 0

for(i in 1:m)

{

for(j in 1:length(ys[[i]l]))

{
valor=(ys[[i]] [jl-xs[[i]] [, jl%=%t(betac)-vic[i]-a_taux
wijc[[i]1[,j1) 2/ (2¥b_tau*xwijc[[i1][,jl)+wijc[[i]1][,j]
soma = soma + valor

1}

betasige= soma +b_e
sigma2_ec <- 1/rgamma(n = 1,alphasige,betasige)

# sampling sigma2_v

alphasigv = m/2 + a_v

betasigv = 0.5*%sum(vic”2) + b_v

sigma2_vc <- 1/rgamma(n = 1,alphasigv,betasigv)
# sampling v_i

for(i in 1:m)

{

mediav = 0

invariv = (1/(sigma2_vc))

for(j in 1:length(ys[[il]))

{

invariv = invariv+(1/(b_tauxsigma2_ec*wijc[[i]][,j]))

mediav = mediav+((ys[[i]][j1)-xs[[il][,jl1%*%t (betac)-a_taux*
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wijc[[i]][,j])/(b_tauxsigma2_ecxwijc[[i]][,jl)
}

variv=1/invariv

mediav = mediav*variv

vic[i] <- rnorm(n = 1,mediav,sqrt(variv))
#  vic[i] <- vi[i]

}

# guardando as amostras correntes
betapost[,1]<-betac
sigmaepost[1]<-sigma2_ec
sigmavpost[1]<-sigma2_vc

v_ipost[,1l]<-vic

for(i in 1:m)

{

for(j in 1:length(ys([[i]1))

{

wpost [[1]1][1,j]<-wijc[[i]1[,j]
wpost [[1]1][1,j]<-wijc[[i]1[,j]
1}

print (1)

}

nbur=1000 #

lag = 10

range= seq((nbur+l),iter,lag) # faixa de valores aproveitados

#previsao #

# armazenar o y de previsao#

ypredt=1ist ()

for(i in 1:m)

{

ypredt[[i]] = matrix(NA,nrow=iter,ncol=length(y[[i]]))
for(j in 1:length(y[[i]1))

{
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ypredt [[1]][,j] =
c(NA)
i3

# Gerando agora da Laplace Assimetrica diretamente#

for(i in 1:m)

{

for(j in (1:n_i[i]) [-selecionados[[i]]])

{

for( 1 in 1:iter){

ypredt [[1]11[1,j] = x[[i]][,jl%*%betapost[,1]+v_ipost[i,1]+
rALD(1,0,sqrt(sigmaepost[1]~2),tau)

13}
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Apeéendice B

Tracos das cadeias dos parametros
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Figura B.1: Monitoramento das cadeias para estimacao dos parametros (3; do modelo de
RQB na aplicagao de dados artificiais. Dados gerados dos quantis (0.10, 0.25, 0.50, 0.75
e 0.90).
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RQB na aplicagao de dados artificiais. Dados gerados dos quantis (0.10, 0.25, 0.50, 0.75
e 0.90).
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Figura B.3: Monitoramento das cadeias para estimacgao dos parametros 3; no modelo de

RQB para a primeira aplicagao em dados reais. Dados gerados dos quantis (0.10, 0.25,

0.50, 0.75 e 0.90).
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Figura B.4: Monitoramento das cadeias para estimagao dos parametros 3; do modelo de
RQB para a segunda aplicagao. Dados gerados dos quantis (0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 0.90).
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Figura B.5: Monitoramento das cadeias para estimagao dos parametros o, e o, do modelo
de RQB para segunda aplicacao. Dados gerados dos quantis (0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 0.90).
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Figura B.6: Monitoramento das cadeias para estimacao dos parametros (3; do modelo de

RQB na terceira aplicagdo em dados reais. Dados gerados dos quantis (0.10, 0.25, 0.50,

0.75 e 0.90).
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Figura B.7: Monitoramento da autocorrelacao das cadeias para estimagao dos parametros
o e 0, do modelo de RQB para terceira aplicagao. Dados gerados dos quantis (0.10, 0.25,
0.50, 0.75 e 0.90).
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